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Arbeitsgruppe Operatorräume
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1 Geschichte

Die Theorie der Operatorräume entwickelte sich aus der Untersuchung von vollständig
positiven und vollständig beschränkten Abbildungen. Diese Abbildungen wurden
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zunächst auf C∗-Algebren untersucht, später dann auf geeigneten Unterräumen von C∗-
Algebren. Für solche Abbildungen mit Werten in B(H) wurden Darstellungs- und Fort-
setzungssätze bewiesen [Sti55], [Arv69], [Haa80], [Wit81], [Pau82]. Viele Eigenschaften
vollständig positiver Abbildungen lassen sich auf Operatorsysteme übertragen [CE77].
Operatorsysteme bieten eine abstrakte Beschreibung der Ordnungsstruktur von selbst-
adjungierten, unitalen Unterräumen von C∗-Algebren. In Paulsens Monographie [Pau86]
werden viele Anwendungen vollständig beschränkter Abbildungen auf die Operatoren-
theorie zusammengefaßt. Die Fortsetzungs- und Darstellungssätze für vollständig be-
schränkte Abbildungen zeigen, daß Unterräume von C∗-Algebren eine innere metri-
sche Struktur tragen, die unter vollständigen Isometrien erhalten bleibt. Diese Struktur
wurde in der Form des Operratorraumes von Ruan axiomatisch gefaßt [Rua88]. Ganz
wie die Theorie der C∗-Algebren als nichtkommutative Topologie, die Theorie der von
Neumann-Algebren als nichtkommutative Maßtheorie betrachtet werden kann, so läßt
sich die Theorie der Operatorräume als nichtkommutative Funktionalanalysis auffassen.

Dieses Programm wurde im Rahmen des ICM 1986 von E.G. Effros [Eff87] der ma-
thematischen Öffentlichkeit präsentiert. Die Entwicklung der Theorie läßt sich an den
folgenden Übersichtsartikeln nachzeichnen: [CS89], [MP94], [Pis97].

2 Operatorräume und vollständig beschränkte Abbildun-
gen

2.1 Grundbegriffe

Ein matrixnormierter Raum ist ein Vektorraum X, versehen mit einer Norm auf
jeder Matrizenstufe Mn(X) = Mn ⊗X, so daß gilt:

(R1) ‖αxβ‖ ≤ ‖α‖‖x‖‖β‖ für alle x ∈Mn(X), α ∈Mm;n, β ∈Mn;m

(R2) ‖x⊕ y‖ = max{‖x‖, ‖y‖} für alle x ∈Mn(X), y ∈Mm(X).1

Eine solche Familie von Normen heißt Operatorraumnorm. Ist für ein n (und damit
für alle) Mn(X), versehen mit dieser Norm, vollständig, so heißt X ein Operator-
raum2([Rua88], vgl. auch [Wit84a]).

1 Folgende zwei schw�achere Axiomatisierungen sind zu dieser �aquivalent:

‖αxβ‖ ≤ ‖α‖‖x‖‖β‖ f�ur alle x ∈Mn(X), α ∈Mn, β ∈Mn,
‖x⊕ y‖ = max{‖x‖, ‖y‖} f�ur alle x ∈Mn(X), y ∈Mm(X),

wie in der Literatur h�au�g gefordert wird, sowie

‖αxβ‖ ≤ ‖α‖‖x‖‖β‖ f�ur alle x ∈Mn(X), α ∈Mm,n, β ∈Mn,m,
‖x⊕ y‖ ≤ max{‖x‖, ‖y‖} f�ur alle x ∈Mn(X), y ∈Mm(X),

was in der Konvexit�atstheorie gewisse Vorteile bietet.
2 Die Begri�e matrixnormierter Raum und Operatorraum werden in der Literatur zum Teil anders

und nicht ganz einheitlich verwandt. Wir schlagen die hier erstmals so gebrauchte Terminologie vor in
Analogie zu normierter Raum und Banachraum.
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Ist X ein matrixnormierter Raum (Operatorraum), so sind die Räume Mn(X) nor-
mierte Räume (Banachräume). Diese nennt man die Stufen, genauer die Matrizen-
stufen von X (erste Stufe oder Grundstufe, zweite Stufe. . . ).3

Die Operatorraumnormen auf einem festen Vektorraum X sind durch die punktweise
Ordnung auf allen Matrizenstufen geordnet. Man sagt, eine größere Operatorraumnorm
dominiere eine kleinere.

Eine lineare Abbildung Φ zwischen Operatorräumen X und Y induziert eine lineare
Abbildung Φ(n) = idMn ⊗ Φ, genauer:

Φ(n) : Mn(X) → Mn(Y )
[xij ] 7→ [Φ(xij)] ,

die n-te Amplifikation von Φ. Φ heißt vollständig beschränkt, falls

‖Φ‖cb := sup
{
‖Φ(n)‖

∣∣∣ n ∈ IN
}
<∞,

vollständig kontrahierend, falls ‖Φ‖cb ≤ 1 und vollständig isometrisch, falls alle
Φ(n) isometrisch sind.4 Φ heißt vollständige Quotientenabbildung, falls alle Φ(n)

Quotientenabbildungen sind.5 Die Menge aller vollständig beschränkten Abbildungen
von X nach Y bezeichnet man mit CB(X,Y ) [Pau86, Chap. 7].

Ein Operatorraum X heißt homogen, wenn jeder beschränkte Operator Φ ∈
B(M1(X)) normgleich vollständig beschränkt ist: Φ ∈ CB(X), und ‖Φ‖cb = ‖Φ‖ [Pis96].

Beispiele: B(H) ist ein Operatorraum durch die Identifizierung Mn(B(H)) =
B(Hn). Allgemein ist jede C∗-Algebra A ein Operatorraum, wenn man den Raum Mn(A)
mit seiner eindeutigen C∗-Norm versieht. Abgeschlossene Unterräume von C∗-Algebren
nennt man konkrete Operatorräume. Jeder konkrete Operatorraum ist ein Opera-
torraum. Umgekehrt ist nach dem Satz von Ruan jeder Operatorraum vollständig iso-
metrisch isomorph zu einem konkreten Operatorraum.

Kommutative C∗-Algebren sind homogene Operatorräume.
Ist H ein Hilbertraum und Φ die Transposition auf B(H), so ist ‖Φ‖ = 1, aber

‖Φ‖cb = dimH. Ist H unendlichdimensional, so ist Φ also beschränkt, aber nicht
vollständig beschränkt. B(H) ist für dimH ≥ 2 nicht homogen [Pau86, p. 6].

Mit der Bezeichnung
M(X) :=

⋃
n∈IN

Mn(X)

lassen sich viele Sachverhalte einfacher formulieren.6
3 In der Literatur wird der normierte Raum M1(X), die Grundstufe, meist ebenfalls mit X bezeichnet.

Wir meinen, da� eine genauere Unterscheidung manchmal hilfreich ist.
4 Das hei�t: ‖�(n)(x)‖ = ‖x‖ f�ur alle n ∈ IN, x ∈Mn(X).
5 Das hei�t: �(n)(Ball◦Mn(X)) = Ball◦Mn(Y ) f�ur alle n ∈ IN. Dabei ist Ball◦Mn(X) = {x ∈

Mn(X) | ‖x‖ < 1}.
6 Die Normen auf den Matrizenstufen Mn(X) werden zu einer Abbildung M(X)→ lR. Die Ampli�-

kationen von � : X → Y kann man zu einer einzigen Abbildung � : M(X) → M(Y ) zusammenfassen.
Es ist

‖�‖cb = sup{‖�(x)‖ | x ∈M(X), ‖x‖ ≤ 1}.
� ist vollst�andig isometrisch, falls ‖�(x)‖ = ‖x‖ f�ur alle x ∈ M(X), und � ist eine vollst�andige Quoti-
entenabbildung, falls �(Ball◦X) = Ball◦Y . Dabei ist Ball◦X = {x ∈M(X) | ‖x‖ < 1}.
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Lemma von Smith

Ist X ein matrixnormierter Raum und Φ : X →Mn ein linearer Operator, so ist ‖Φ‖cb =
‖Φ(n)‖. Insbesondere ist Φ genau dann vollständig beschränkt, wenn Φ(n) beschränkt ist
[Smi83, Thm. 2.10].

Rechteckmatrizen

Ist X ein matrixnormierter Raum, so normiert man die Räume Mn;m(X) = Mn;m ⊗X
der n×m-Matrizen über X, indem man Rechteckmatrizen mit Nullen zu quadratischen
Matrizen auffüllt.

Damit gilt isometrisch

Mn;m(B(H)) = B(Hm,Hn).

2.2 Satz von Ruan

Jeder konkrete Operatorraum ist ein Operatorraum. Das Umgekehrte liefert der
Satz von Ruan [Rua88]: Jeder (abstrakte) Operatorraum ist vollständig isometrisch
isomorph zu einem konkreten Operatorraum.
Eine solche Darstellung erhält man auf folgende Art: Sei Sn die Menge aller vollständigen
Kontraktionen von X nach Mn. Dann ist die Abbildung

Φ : X →
⊕
n∈IN

⊕
Φ∈Sn

Mn

x 7→ (Φ(x))Φ

eine vollständig isometrische Einbettung von X in eine C∗-Algebra [ER93].
Mit diesem Satz kann man zeigen, daß viele Konstruktionen mit konkreten Opera-

torräumen wieder (bis auf vollständige Isometrie) konkrete Operatorräume liefern.

2.3 Elementare Konstruktionen

Unterräume und Quotienten

Seien X ein matrixnormierter Raum und X0 ⊂ X ein linearer Teilraum. Dann ist
Mn(X0) ⊂ Mn(X), und X0 ist mit der Einschränkung der Matrixnorm wieder ein ma-
trixnormierter Raum. Die Einbettung X0 ↪→ X ist vollständig isometrisch. Ist X ein
Operatorraum und X0 ⊂ X ein abgeschlossener Teilraum, so ist Mn(X0) ⊂ Mn(X)
abgeschlossen und X0 ein Operatorraum.

Es ist Mn(X/X0) = Mn(X)/Mn(X0). Falls X0 abgeschlossen ist, ist X/X0 mit
der von dieser Identifizierung induzierten Quotientennorm ein matrixnormierter Raum
(Operatorraum, falls X einer ist). Die Quotientenabbildung X → X/X0 ist eine
vollständige Quotientenabbildung.

Allgemeiner ist ein Unterraum eines matrixnormierten Raumes (Operatorraumes)
X ein matrixnormierter Raum (Operatorraum) Y zusammen mit einem vollständig iso-
metrischen Operator Y → X. Ein Quotient von X ist ein matrixnormierter Raum
(Operatorraum) Y zusammen mit einer vollständigen Quotientenabbildung X → Y .
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Matrizen über einem Operatorraum

Der Vektorraum Mp(X) der Matrizen über einem matrixnormierten Raum X ist auf
natürliche Weise ebenfalls ein matrixnormierter Raum: Dabei wird die n-te Stufe
Mn(Mp(X)) durch die Identifikation

Mn(Mp(X)) = Mnp(X)

normiert [BP91, p. 265]. Mp(X), versehen mit dieser Operatorraumstruktur, bezeichnen
wir7 mit

lMp(X).

Insbesondere gilt für die Grundstufe

M1(lMp(X)) = Mp(X).

Entsprechend wird auch Mp;q(X) durch die Identifizierung

Mn(Mp;q(X)) = Mnp;nq(X)

zu einem matrixnormierten Raum lMp;q(X). Dieser ist durch Auffüllen der Rechteckma-
trizen mit Nullen ein Unterraum von lMr(X) für r ≥ p, q.

Beispiele: Ist A eine C∗-Algebra, so ist lMp(A) die C∗-Algebra der p× p-Matrizen
über A mit ihrer Operatorraumstruktur.

Der Banachraum Mp(A) ist die Grundstufe des Operatorraumes lMp(A).
Die komplexen Zahlen haben genau eine Operatorraumstruktur, die auf der Grund-

stufe isometrisch zu Cl ist. Für diese ist isometrisch Mp(Cl ) = Mp. Wir setzen

lMp := lMp(Cl ).

Damit bezeichnet lMp immer die C∗-Algebra der p × p-Matrizen mit ihrer Operator-
raumstruktur. Der Banachraum Mp ist die Grundstufe des Operatorraumes lMp.

Spalten und Zeilen eines Operatorraumes

Den Raum Xp der p-Tupel über einem Operatorraum X kann man mit Operatorraum-
strukturen versehen, indem man die p-Tupel als p×1- oder als 1×p-Matrizen liest. Dies
führt zu den häufig gebrauchten Spalten und Zeilen eines Operatorraumes X:

Cp(X) := lMp;1(X) und Rp(X) := lM1;p(X).

Die Grundstufen des Spalten- bzw. des Zeilenraumes sind

M1(Cp(X)) = Mp;1(X) bzw. M1(Rp(X)) = M1;p(X).

7 In der Literatur wird meist das SymbolMp(X) sowohl f�ur den Operatorraum mit GrundstufeMp(X)
als auch f�ur die p-te Stufe des Operatorraumes X verwendet. Wir meinen aber, da� die Unterscheidung
von lMp(X) und Mp(X) hilfreich ist, z.B. bei der De�nition der Operatorraumstruktur von CB(X,Y ).
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Die Räume Cp(X) und Rp(X) sind für X 6= {0} nicht vollständig isometrisch. Im allge-
meinen sind sogar die Grundstufen Mp;1(X) und M1;p(X) nicht isometrisch.
Cp := Cp(Cl ) heißt der p-dimensionale Spaltenraum und Rp := Rp(Cl ) der p-

dimensionale Zeilenraum.
Die Grundstufen von Cp und Rp sind isometrisch zu lp2. Cp und Rp sind aber nicht

vollständig isometrisch.

2.4 Der Raum CB(X,Y )

Es seien X und Y matrixnormierte Räume. Eine Matrix [Tij ] ∈Mn(CB(X,Y )) definiert
einen vollständig beschränkten Operator

T : X → lMn(Y )
x 7→ [Tij(x)] .

Setzt man ‖[Tij ]‖ = ‖T‖cb, so wird CB(X,Y ) zu einem matrixnormierten Raum. Dieser
ist ein Operatorraum, falls Y einer ist. Es gilt vollständig isometrisch

lMp(CB(X,Y )) cb= CB(X, lMp(Y )).

2.5 Der Dual

Der Dual8 eines matrixnormierten Raumes X ist als X∗ = CB(X,Cl ) erklärt [Ble92a].
Dieser stimmt auf der Grundstufe mit dem Dual der Grundstufe von X überein:
M1(X∗) = (M1(X))∗.9

Die kanonische Einbettung X ↪→ X∗∗ ist vollständig isometrisch [BP91, Thm. 2.11].

Einige Formeln

Daraus ergeben sich die folgenden Formeln: Sind X und Y matrixnormierte Räume,
n ∈ IN, y ∈Mn(Y ) und T ∈ CB(X,Y ), so ist

‖y‖ = sup {‖Φ(y)‖ | n ∈ IN, Φ ∈ CB(Y, lMn), ‖Φ‖cb ≤ 1}

und
‖T‖cb = sup{‖Φ(n) ◦ T‖cb | n ∈ IN, Φ ∈ CB(Y, lMn), ‖Φ‖cb ≤ 1}.

Eine Matrix [Tij ] ∈Mn(X∗) definiert einen Operator

T : Mn(X) → Cl
[xij ] 7→

∑
i;j

Tijxij .

8In der Literatur �ndet sich mitunter der Begri� Standarddual [Ble92a].
9 Die Norm eines matrixnormierten Raumes X ist durch die Einheitskugel BallX ⊂M(X) bestimmt.

Es gilt: BallX∗ = {� : X →Mn | n ∈ IN, � vollst�andig kontrahierend}.
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Dadurch ist eine algebraische Identifizierung von Mn(X∗) mit Mn(X)∗ und weiter von
Mn(X∗∗) mit Mn(X)∗∗ gegeben. Letztere stellt sich sogar als vollständige Isometrie
heraus ([Ble92b, Cor. 2.14], für die Isometrie auf der Grundstufe vgl. [Ble92a, Thm.
2.5]10):

lMn(X∗∗) cb= lMn(X)∗∗.

Daraus folgt11

CB(lMn(X)∗, Y ) cb= CB(X∗, lMn(Y )).

X heißt reflexiv, falls X cb= X∗∗ ist. Ein Operatorraum X ist genau dann reflexiv,
falls seine erste Stufe M1(X) als Banachraum reflexiv ist.

Der adjungierte Operator

Zu T ∈ CB(X,Y ) kann man wie üblich einen adjungierten Operator T ∗ erklären. Es
gilt: T ∗ ∈ CB(Y ∗, X∗), und ‖T‖cb = ‖T ∗‖cb. Die Abbildung

∗ : CB(X,Y ) → CB(Y ∗, X∗)
T 7→ T ∗

ist sogar vollständig isometrisch [Ble92b, Lemma 1.1].12 T ∗ ist genau dann eine
vollständige Quotientenabbildung, wenn T vollständig isometrisch ist; T ∗ ist vollständig
isometrisch, wenn T eine vollständige Quotientenabbildung ist. Speziell gilt für einen
Teilraum X0 ⊂ X [Ble92a]:

X∗0
cb= X∗/X⊥0

und, falls X0 abgeschlossen ist,

(X/X0)∗ cb= X⊥0 .
10 Daraus folgt die vollst�andige Isometrie v���a

Mk(lMn(X)∗∗) = Mk(Mn(X))∗∗ = Mkn(X)∗∗ = Mkn(X∗∗) = Mk(lMn(X∗∗)).

11 Unter Benutzung obiger Formel

‖T‖cb = sup{‖�(n)T‖cb | n ∈ IN, � ∈ CB(Y, lMn), ‖�‖cb ≤ 1}.

12 Die Isometrie auf den Matrizenstufen folgt aus der Isometrie auf der Grundstufe und der obigen

Formel CB(lMn(X)∗, Y )
cb
= CB(X∗, lMn(Y )):

Mn(CB(X,Y )) = M1(CB(X, lMn(Y )))

→ M1(CB(lMn(Y )∗, X∗))

= M1(CB(Y ∗, lMn(X∗)))

= Mn(CB(Y ∗, X∗)).



Was sind Operatoräume ? 7. September 1999 http://www.math.uni-sb.de/∼wittck/ 9

2.6 MIN und MAX

Sei E ein normierter Raum. Unter allen Operatorraumnormen auf E, die auf der
ersten Stufe mit der gegebenen Norm übereinstimmen, gibt es eine größte und eine
kleinste. Die dadurch gegebenen matrixnormierten Räume nennt man MAX (E) und
MIN (E). Sie sind charakterisiert durch die folgende universelle Abbildungseigenschaft :13

Für jeden matrixnormierten Raum X ist isometrisch

M1(CB(MAX (E), X)) = B(E,M1(X))

und
M1(CB(X,MIN (E))) = B(M1(X), E).

Es ist [Ble92a]

MIN (E)∗ cb= MAX (E∗),

MAX (E)∗ cb= MIN (E∗).

Ist dim(E) =∞, so ist

idE : MIN (E)→ MAX (E)

nicht vollständig beschränkt [Pau92, Cor. 2.13].14

Konstruktion von MIN :

Ist A = C(K) eine kommutative C∗-Algebra, so ist jede beschränkte lineare Abbildung
Φ : M1(X)→ A automatisch vollständig beschränkt und ‖Φ‖cb = ‖Φ‖ [Loe75].

Jeder normierte Raum E ist isometrisch zu einem Unterraum von C(Ball(E∗)), wo-
bei E∗ die w∗-Topologie trägt. Dadurch ist auf E die Operatorraumstruktur MIN (E)
gegeben.

Es gilt für x ∈Mn(MIN (E)):

‖x‖ = sup
{
‖f (n)(x)‖

∣∣∣ f ∈ Ball(E∗)
}

.

Konstruktion von MAX :

Für eine Indexmenge I ist l1(I) = c0(I)∗. Als Dual der C∗-Algebra c0(I) ist l1(I) ein
Operatorraum, und jede beschränkte lineare Abbildung Φ : l1(I)→M1(X) ist automa-
tisch vollständig beschränkt und ‖Φ‖cb = ‖Φ‖.

13 MAX ist also die Linksadjungierte und MIN die Rechtsadjungierte des Vergi�funktors, der einem
Operatorraum X den Banachraum M1(X) zuordnet.

14 Paulsen baut seinen Beweis auf einer falschen Absch�atzung f�ur die Projektionskonstante des end-
lichdimensionalen Hilbertraums; die umgekehrte Absch�atzung ist richtig [Woj91, p. 120], aber dort nutz-
los. Die L�ucke f�ullt sich dennoch leicht [Lam97, Thm. 2.2.15], durch Einbringen des ber�uhmten Satzes
von Kadets-Snobar: Die Projektionskonstante eines n-dimensionalen Banachraums ist kleinergleich

√
n

[KS71].
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Jeder Banachraum E ist isometrisch zu einem Quotienten von l1(Ball(E)). Dadurch
ist auf E die Operatorraumstruktur MAX (E) gegeben.

Es gilt für x ∈Mn(MAX (E)):

‖x‖ = sup{‖ϕ(n)(x)‖ | n ∈ IN, ϕ : E →Mn, ‖ϕ‖ ≤ 1}.

3 Hilbertsche Operatorräume

3.1 Die Räume

Ein Operatorraum X heißt hilbertsch, wenn die Grundstufe M1(X) ein Hilbertraum
H ist. Ein Operatorraum X heißt homogen, wenn jeder beschränkte Operator T :
M1(X)→M1(X) vollständig beschränkt ist und ‖T‖cb = ‖T‖ [Pis96].

Der minimale MINH := MIN (H) und der maximale MAXH := MAX (H) hilbert-
sche Operatorraum, der Spalten-Hilbertraum CH := B(Cl ,H) und der Zeilen-
Hilbertraum RH := B(H,Cl ) sind homogene hilbertsche Operatoräume auf dem
Hilbertraum H.

Darüberhinaus haben wir für zwei Hilberträume H und K vollständige isometrische
Isomorphismen [ER91, Thm. 4.1] [Ble92b, Prop. 2.2]

CB(CH, CK) cb= B(H,K) und CB(RH,RK) cb= B(K,H).

Der Operatorraumschnitt und die Operatorraumsumme je zweier homogener hilbert-
scher Operatorräume sind wieder homogene hilbertsche Operatorräume [Pis96].

Die Operatorräume stehen in den folgenden Dualitäten [Ble92b, Prop. 2.2] [Ble92a,
Cor. 2.8]:

C∗H
cb= RH

R∗H
cb= CH

MIN ∗H
cb= MAXH

MAX ∗H
cb= MINH.

Zu jedem Hilbertraum H gibt es genau einen vollständig selbstdualen homogenen Ope-
ratorraum, den Operatorhilbertraum OHH [Pis96, §1]. Es gilt also

OH ∗H
cb= OHH.

3.2 Die Abbildungen

Der Raum CB(X,Y ) der vollständig beschränkten Abbildungen zwischen zwei homo-
genen hilbertschen Operatorräumen X,Y hat die folgenden Eigenschaften (vgl. [MP95,
Prop. 1.2]):

1. (CB(X,Y ), ‖ · ‖cb) ist ein Banachraum.
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2. ‖ATB‖cb ≤ ‖A‖‖T‖cb‖B‖ für alle A, B ∈ B(H), T ∈ CB(X,Y ).

3. ‖T‖cb = ‖T‖ für alle T mit rang(T ) = 1.

CB(X,Y ) ist damit ein symmetrisch normiertes Ideal (s.n. Ideal) im Sinne von Cal-
kin, Schatten [Sch70] und Gohberg [GK69]. Standardbeispiele für s.n. Ideale sind die
bekannten Schattenideale:

Sp := {T ∈ B(H) | die Folge der Singulärwerte von T ist in `p } (1 ≤ p <∞).

Viele, aber nicht alle, s.n. Ideale können als vollständig beschränkte Abbildungen zwi-
schen homogenen, hilbertschen Operatorräumen realisiert werden. Wie so oft ist am
meisten bekannt über Schattenideale. Das erste Ergebnis in dieser Richtung war

CB(RH, CH) = S2(H) = HS (H)

isometrisch [ER91, Cor. 4.5]. Wir haben isometrisch bzw. isomorph (') [Mat94], [MP95],
[Lam97]:

CB(↓,→) MINH CH OHH RH MAXH
MINH B(H) HS (H) ' HS (H) HS (H) ' N(H)
CH B(H) B(H) S4(H) HS (H) HS (H)
OHH B(H) S4(H) B(H) S4(H) ' HS (H)
RH B(H) HS (H) S4(H) B(H) HS (H)

MAXH B(H) B(H) B(H) B(H) B(H)

Einzig ist darin CB(CH) cb= B(H) eine vollständig isometrische Isomorphie (vgl. [Ble95,
Thm. 3.4]). Von besonderem Interesse ist

CB(MINH,MAXH) ' N(H).

Hier haben wir eine neue natürliche Norm auf den nuklearen Operatoren, die nicht gleich
der kanonischen ist. Auch im endlichdimensionalen Fall ist nur

n

2
≤ ‖id : MIN (`n2 )→ MAX (`n2 )‖cb ≤

n√
2

bekannt [Pau92, Thm. 2.16]. Das Bestimmen des exakten Wertes ist ein noch offenes
Problem; Paulsen vermutet, daß die obere Schranke angenommen wird [Pau92, p. 121].

Seien E ein Banachraum undH ein Hilbertraum. Dann ist ein Operator T ∈ B(E,H)
genau dann vollständig beschränkt von MIN (E) nach CH, wenn er absolut-2-summierend
[Pie67] von E nach H ist (vgl. [ER91, Thm. 5.7]):

M1(CB(MIN (E), CH)) = Π2(E,H)

mit ‖T‖cb =π2(T ).
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3.3 Der Spalten-Hilbertraum CH
Für den Hilbertraum H = `2 läßt sich der Spalten-Hilbertraum CH über die Einbettung

H ↪→ B(H),

...
ξi
...
...

 7→



... 0 · · · 0 · · ·

ξi
...

...
... 0 · · · 0
...

...
. . .

 .

als Spalte konkretisieren. Speziell ist C‘n2 der n-dimensionale Spaltenraum Cn.
CH ist ein homogener hilbertscher Operatorraum: Alle beschränkten Abbildungen

auf H sind normgleich vollständig beschränkt auf CH. Es gilt sogar CB(CH) cb= B(H)
vollständig isometrisch [ER91, Thm. 4.1].
CH ist ein injektiver Operatorraum (vgl. [Rob91]).

Tensorprodukte

Ist X ein Operatorraum, so sind vollständig isometrisch [ER91, Thm. 4.3 (a)(c)] [Ble92b,
Prop. 2.3 (i)(ii)]

CH ⊗h X
cb= CH

∨
⊗ X

und
X ⊗h CH

cb= X
∧
⊗ CH.

Dabei meinen ⊗h das Haagerup-Tensorprodukt,
∨
⊗ das injektive Tensorprodukt und

∧
⊗

das projektive Tensorprodukt.
Sind H, K Hilberträume, so gilt vollständig isometrisch [ER91, Cor. 4.4.(a)] [Ble92b,

Prop. 2.3(iv)]
CH ⊗h CK

cb= CH
∨
⊗ CK

cb= CH
∧
⊗ CK

cb= CH⊗2K.

3.3.1 Charakterisierungen

Im Zusammenhang mit dem Spalten-Hilbertraum genügt es statt der cb-Norm eines
Operators T seine Zeilennorm

‖T‖row := sup
n∈IN

sup
‖[x1:::xn]‖M1,n(X)≤1

‖[Tx1 . . . Txn]‖M1,n(Y )

oder seine Spaltennorm

‖T‖col := sup
n∈IN

sup∥∥∥∥∥∥
 x1...

xn

∥∥∥∥∥∥
Mn,1(Y )

≤1

∥∥∥∥∥∥∥
 Tx1

...
Txn


∥∥∥∥∥∥∥
Mn,1(X)
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zu berechnen, um Aussagen über seine vollständige Beschränktheit zu erhalten. Sei X
ein Operatorraum und S : CH → X bzw. T : X → CH dann ist ‖S‖cb = ‖S‖row bzw.
‖T‖cb = ‖T‖col [Mat94, Prop. 4] bzw. [Mat94, Prop. 2].

Wir haben die folgenden Charakterisierungen des Spalten-Hilbertraums

(A) unter den hilbertschen Operatorräumen [Mat94, Thm. 8]:

Ist X ein Operatorraum auf einem Hilbertraum H, so sind äquivalent :

1. Es ist X cb= CH vollständig isometrisch.

2. Für alle Operatorräume Y und alle T : X → Y ist ‖T‖cb = ‖T‖row und für
alle S : Y → X ist ‖S‖ = ‖S‖row.

3. Für alle Operatorräume Y und alle T : Y → X ist ‖T‖cb = ‖T‖col und für
alle S : X → Y ist ‖S‖ = ‖S‖col.

4. X stimmt mit dem maximalen hilbertschen Operatorraum auf den Spalten
und mit dem minimalen hilbertschen Operatorraum auf den Zeilen überein.
Es gilt

Mn;1(X) = Mn;1(MAX (H))
M1;n(X) = M1;n(MIN (H))

isometrisch.

(B) unter allen Operatoräumen:

Ist X ein Operatorraum, so sind äquivalent:

1. Es existiert ein Hilbertraum H, so daß X
cb= CH vollständig isometrisch.

2. Es sind
Mn;1(X) = ⊕2M1(X)

und
M1;n(X) = M1;n(MIN (M1(X)))

isometrisch [Mat94, Thm. 10].

3. CB(X) mit der Komposition als Multiplikation ist eine Operatoralgebra
[Ble95, Thm. 3.4].

3.4 Faktorisierung durch den Spalten-Hilbertraum

Seien X, Y Operatorräume. Wir sagen, eine lineare Abbildung T : M1(X) → M1(Y )
faktorisiere durch einen Spalten-Hilbertraum, wenn es einen Hilbertraum H und

vollständig beschränkte Abbildungen T2 : X → CH, T1 : CH → Y gibt mit T = T1 ◦ T2.
Wir definieren

γ2(T ) := inf ‖T1‖cb‖T2‖cb,
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wobei das Infimum über alle Faktorisierungen gebildet wird, und γ2(T ) := ∞, falls
keine solche Faktorisierung existiert. Γ2(X,Y ) bezeichne den Banachraum aller linearen
Abbildungen T : X → Y mit γ2(T ) <∞ [ER91, Chap. 5],[Ble92b, p. 83].

Seien noch X1, Y1 Operatorräume und T ∈ Γ2(X,Y ), S ∈ CB(X1, X), R ∈
CB(Y, Y1), so gilt die CB -Idealeigenschaft

γ2(RTS) ≤ ‖R‖cbγ2(T )‖S‖cb.

Eine Matrix T = [Tij ] ∈ Mn(Γ2(X,Y )) wird als Abbildung von X nach Mn(Y )
gelesen: [Tij ](x) := [Tij(x)]. T besitzt eine Faktorisierung in vollständig beschränkte
Abbildungen

X
T2→M1;n(CH) T1→Mn(Y ).

Wir definieren wieder
γ2(T ) := inf ‖T1‖cb‖T2‖cb,

wobei das Infimum über alle Faktorisierungen gebildet wird, und erhalten so eine Ope-
ratorraumstruktur auf Γ2(X,Y ) [ER91, Cor. 5.4].

Seien X, Y Operatorräume und Y0 ein Operatorunterraum von Y . Dann ist die
Einbettung Γ2(X,Y0) ↪→ Γ2(X,Y ) vollständig isometrisch [ER91, Prop. 5.2].

Seien X, Y Operatorräume. Bekanntlich definiert jede lineare Abbildung

T : X → Y ∗

ein lineares Funktional
fT : Y ⊗X → Cl

über
〈fT , y ⊗ x〉 := 〈T (x), y〉.

Über diese Identifikation erhalten wir die vollständige Isometrie [ER91, Thm. 5.3]
[Ble92b, Thm. 2.11]

Γ2(X,Y ∗) cb= (Y ⊗h X)∗.

Seien X, Y , Z Operatorräume. Wir erhalten eine vollständige Isometrie

Γ2(Y ⊗h X,Z) cb= Γ2(X,Γ2(Y, Z))

über die Abbildung T 7→ T̃ , gemäß T̃ (x)(y) := T (y ⊗ x) [ER91, Cor. 5.5].

4 Multiplikative Strukturen

Für eine abstrakte C∗-Algebra liefert die GNS-Konstruktion eine konkrete Darstel-
lung ihrer Elemente als beschränkte Operatoren auf einem Hilbertraum. Im nicht-
selbstadjungierten Fall gibt es bislang in der Theorie der Banachalgebren kein entspre-
chendes Resultat. Versieht man aber diese nicht-selbstadjungierten Algebren mit einer
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mit der Multiplikation verträglichen Operatorraum-Struktur, so ist eine Darstellung als
Operatoralgebra in B(H) möglich (Satz vom Ruan-Typ für Operatoralgebren).

Auch die sog. Operatormoduln(über Operatoralgebren) werden durch Axiome
vom Ruan-Typ charakterisiert; an die Stelle skalarer Matrizen treten nun sol-
che mit Einträgen aus den Algebren. Die zugehörigen Morphismen sind hier die
vollständig beschränkten Modulhomomorphismen, deren wichtigste Eigenschaften in
Darstellungs-, Zerlegungs- und Fortsetzungssätzen zutage treten15 .

4.1 Operatormoduln über C∗-Algebren

Seien A1, A2 ⊂ B(H) C∗-Algebren mit 1lB(H) ∈ A1, A2. Ein abgeschlossener Unterraum
X in B(H) heißt konkreter (A1, A2)-Operatormodul , falls A1X ⊂ X und XA2 ⊂ X.
Im Falle A1 = A2 = A nennen wir X einen konkreten A-Operatorbimodul (vgl.
[ER88, p. 137]).

15Philologische Fu�note: Der Autor ist sich der philosophischen Tragweite seiner Ausdrucksweise, die in
dem Pr�adikat

"
zutage treten\ zutage tritt, in aller Konsequenz bewu�t und wei� sich im Spannungsfeld

zwischen reinem Konstruktivismus und platonisch fundiertem Realismus. Um an dieser Stelle seine
Position, welche die Mathematik als eine in der Tat partiell real existente, zugleich aber vom denkenden
Individuum entworfene Wissenschaft begreift, klar zutage treten zu lassen, sei denn im folgenden in
stetem Bezug auf das unter

"
Mati�ere �a pens�ee\ publizierte Gespr�ach zwischen Alain Connes und Jean-

Pierre Changeux [CC92] das von ihm favorisierte Bild der Mathematik in kurzen Strichen skizziert.
In der Sicht Alain Connes’ stellt die Mathematik eine vom Menschen unabh�angige, wenngleich gei-

stige, so doch gleichsam greifbare Wirklichkeit dar, die in ihrer ontologischen Basis der platonischen
Ideenwelt vergleichbar ist. Connes bekennt sich somit zu einem beinahe radikal zu nennenden Realis-
mus; die Aufgabe des Mathematikers besteht hiernach, pointiert formuliert, einzig und allein darin, die
vorhandene

"
harte Realit�at\ zu entdecken.

Jean-Pierre Changeux setzt diesem das Bild des rein er�ndenden Denkers entgegen. In den Augen des
Neurobiologen existiert die von Alain Connes als realiter vor�ndbar beschriebene und als solche dem
Forscher erfahrbare Welt lediglich in den Hirnwindungen, in den Synapsen besagten Denkers. Diese kon-
struktivistische Perspektive versteht Mathematik als reine Fiktion und ersetzt die platonische Ontologie
gleichsam durch biologische Substanz.

Der Verfasser nun wagt es weder, einer der beiden Positionen vollends zu widersprechen, noch aber
vermag er sich ihrer Radikalit�at anzuschlie�en. Er folgt vielmehr einem Kompromi� zwischen beiden
Ans�atzen, welchen der in seinem Verst�andnis fundamentale Punkt der Axiomatik stiftet. F�ur ihn ist
Mathematik in und bis zum (vorl�au�gen) Abschlu� der Axiomatik in sich koh�arente Er�ndung, wobei
einzig die Logik der Fiktion die Schranken weist, in dem Ma�e wie sie als Garant der inneren Koh�arenz
auftritt { den Schlu�punkt der Axiomatik freilich setzt zun�achst desgleichen die freie Er�ndung.

Unter diesen Pr�amissen gibt es prinzipiell viele verschiedene
"
Mathematiken\: quot capita, tot senses.

Ist jedoch einmal das axiomatische Fundament gelegt, so bleibt dem Forscher allein, die hierdurch
erscha�ene, obschon dem Sch�opfer selbst noch unbekannte Welt zu erkunden: er kann nur noch entdecken,
was er schon gescha�en, dieses Descartessche

"
Spiel des menschlichen Geistes mit sich selbst\ spielen,

dessen Regeln er selbst aufgestellt hat. { Auf eine genaue De�nition, also Abgrenzung, der Begri�e

"
Regel\,

"
Postulat\ sowie

"
Axiom\ wird hier aus Platzgr�unden bewu�t verzichtet.

Endlich lehrt uns G�odel, da� auch dieses Spiel seinerseits sich einem Wechselspiel zwischen Er�nden
und Entdecken unterordnet, insofern als gewisse Entdeckungen weitere Axiome fordern, die ihrerseits
neue Entdeckungen hervorbringen. Ein wechselseitig sich bedingender und befruchtender Dualismus
zwischen Konstruktivismus und Realismus zeichnet so ein in stetem Wandel begri�enes Bild der Mathe-
matik.

Abschlie�end sei folgendem Vermerk noch Raum gegri�en, da� die hier vertretene Sicht der Mathe-
matik ex post greift; sie wei� sich ahistorisch.
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Analog zu den Operatorräumen und den Operatoralgebren lassen sich auch Opera-
tormoduln über C∗-Algebren abstrakt charakterisieren (vgl. [Pop98, Déf. 4.1]):
Seien wie oben A1, A2 ⊂ B(H) unitale C∗-Algebren mit 1lB(H) ∈ A1, A2, ferner
X (algebraisch) ein (A1, A2)-Modul. Dann nennen wir X einen abstrakten (A1, A2)-
Operatormodul, falls er eine Operatorraum-Struktur trägt, die den folgenden (Ruan-
schen) Axiomen genügt:

(R1) ‖axb‖m ≤ ‖a‖‖x‖m‖b‖

(R2)

∥∥∥∥∥
(
x 0
0 y

)∥∥∥∥∥
m+n

= max{‖x‖m, ‖y‖n},

wobei m,n ∈ IN, a ∈Mm(A1), x ∈Mm(X), y ∈Mn(Y ), b ∈Mm(A2).
Für abstrakte Operatormoduln gilt ein Darstellungssatz vom Ruan-Typ (vgl.

[Pop98, Thm. 4.7]):
Seien A1, A2 ⊂ B(H) unitale C∗-Algebren mit 1lB(H) ∈ A1, A2, ferner V ein ab-

strakter (A1, A2)-Operatormodul. Dann existieren ein Hilbertraum K, eine vollständige
Isometrie Θ : X ↪→ B(K) und ∗-Darstellungen π1, π2 von A1 bzw. A2 auf K, so daß gilt:

Θ(axb) = π1(a)Θ(x)π2(b),

wobei x ∈ X, a ∈ A1, b ∈ A2. Im Falle A1 = A2 kann man sogar π1 = π2 wählen.

Beispiele für Operatormoduln

1. Seien A eine unitale C∗-Algebra, E ein normierter Raum und X ein Operator-
raum. Dann sind B(E,A) resp. CB(X,A) Operatorräume vermöge der Identifi-
zierungen Mn(B(E,A)) = B(E,Mn(A)) resp. Mn(CB(X,A)) = CB(X,Mn(A)).
Diese werden zu A-Operatorbimoduln, stattet man sie mit den natürlichen Mo-
duloperationen aus:

(a · ϕ · b)(x) = aϕ(x)b

für alle a, b ∈ A, ϕ ∈ B(X,A) resp. CB(Y,A), x ∈ X resp. x ∈ Y [ER88, p. 140].

2. Sei ⊗� ein Operatorraum-Tensorprodukt. Seien A eine unitale C∗-Algebra, X ein
Operatorraum. Der Operatorraum X ⊗� A wird zu einem A-Operatorbimodul
vermöge der Moduloperationen:

b · (x⊗ a) · c = x⊗ (bac),

wobei x ∈ X, a, b, c ∈ A. Speziell erhellt dies für das injektive Operatorraum-
Tensorprodukt:

X∗
∨
⊗ A ⊂ CB(X,A)

ist ein A-Operatorbimodul (vgl. Beispiel 1.).
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4.2 Vollständig beschränkte Modulhomomorphismen

Die zu den Operatormoduln gehörigen strukturerhaltenden Abbildungen sind die
vollständig beschränkten Modulhomomorphismen.

Seien A1, A2 ⊂ B(H) unitale C∗-Algebren mit 1lH ∈ A1, A2, und seien X, Y zwei
(A1, A2)-Operatormoduln, d.h. (algebraisch) A1-Links-A2-Rechts-Moduln. Eine Abbil-
dung Φ ∈ L(M1(X),M1(Y )) heißt (A1, A2)-Modulhomomorphismus (für A1 = A2

A-Bimodulhomomorphismus), falls gilt Φ(axb) = aΦ(x)b für alle a ∈ A1, b ∈ A2,
x ∈ X.

Ferner schreibt man CB (A1;A2)(X,Y ) für die Menge der vollständig beschränkten
(A1, A2)-Modulhomomorphismen zwischen X und Y . Der Raum CB (A1;A2)(X) mit der
Komposition als Multiplikation ist eine Banachalgebra.

Für vollständig beschränkte Modulhomomorphismen gelten ein Fortsetzungssatz und
ein Darstellungssatz.

Fortsetzungssatz ([Wit84a, Thm. 3.1], vgl. auch [MN94, Thm. 3.4] und [Pau86,
Thm. 7.2]): Seien A eine injektive C∗-Algebra und A1, A2 ⊂ A zwei unitale C∗-
Unteralgebren. Weiterhin seien X0 und X zwei (A1, A2)-Operatormoduln mit X0 ⊂ X.
Dann existiert zu jedem Φ0 ∈ CB (A1;A2)(X0, A) eine Fortsetzung Φ ∈ CB (A1;A2)(X,A)
mit Φ|X0 = Φ0 und ‖Φ‖cb = ‖Φ0‖cb.

Darstellungssatz: Es seien H ein Hilbertraum, M eine C∗-Algebra in B(H), und
A1, A2 seien C∗-Unteralgebren von M . Dann gilt:

(a) (vgl. [Pau86, Thm. 7.4]) Für jeden vollständig beschränkten (A1, A2)-Modulho-
momorphismus Φ : M → B(H) existieren ein Hilbertraum K, eine ∗-Darstellung
π : M → B(K) und lineare Operatoren v, w ∈ B(H,K) mit den nachstehenden
Eigenschaften:

(a1) Φ(x) = v∗π(x)w für alle x ∈M , d.h. (K;π; v∗;w) ist eine Darstellung von Φ
(a2) ‖Φ‖cb = ‖v‖‖w‖
(a3) lin(π(M)vH) = lin(π(M)wH) = K
(a4) v∗π(a) = av∗ für alle a ∈ A1 und π(b)w = wb für alle b ∈ A2.

(b) (vgl. [Smi91, Thm. 3.1]) Ist M ⊂ B(H) zusätzlich eine von Neumann-Algebra
und Φ : M → B(H) ein normaler vollständig beschränkter (A1, A2)-Modulhomo-
morphismus, so kann man in a) die ∗-Darstellung π normal wählen. Es existieren
Familien (ai)i∈I und (bi)i∈I im Kommutanten von A1 bzw. A2 mit den folgenden
Eigenschaften (die folgenden Summen sind sämtlich im WOT-Sinne zu verstehen):

(b1) Φ(x) =
∑
i∈I aixbi für alle x ∈M

(b2)
∑
i∈I aia

∗
i ∈ B(H),

∑
i∈I b

∗
i bi ∈ B(H) und ‖Φ‖cb =

‖
∑
i∈I aia

∗
i ‖

1
2 ‖
∑
i∈I b

∗
i bi‖

1
2 .

Seien A1, A2 ⊂ B(H) unitale C∗-Algebren mit 1lH ∈ A1, A2, ferner A ⊂ A1 ∩A2 mit
1lH ∈ A eine unitale ∗-Unteralgebra von A1 und A2. Ein A-Bimodulhomomorphismus

Φ : A1 → A2
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heißt selbstadjungiert, falls
Φ(x)∗ = Φ(x∗)

für alle x ∈ A1 gilt.
Für selbstadjungierte vollständig beschränkte Bimodulhomomorphismen besteht der

folgende Zerlegungssatz ([Wit81, Satz 4.5] und vgl. [Pau86, Thm. 7.5]):
Seien A, A1 und A2 unitale C∗-Algebren. Ferner sei A2 injektiv, und A sei Unteral-

gebra von A1 und A2 mit 1lA1 = 1lA2 = 1lA. Dann existieren zu jedem selbstadjungierten,
vollständig beschränkten A-Bimodulhomomorphismus Φ : A1 → A2 zwei vollständig
positive A-Bimodulhomomorphismen Φ1 : A1 → A2 und Φ2 : A1 → A2 mit den Eigen-
schaften Φ = Φ1 − Φ2 und ‖Φ‖cb = ‖Φ1 + Φ2‖cb .

Seien M , N von Neumann-Algebren, ferner A1, A2 ⊂ B(H) zwei C∗-Algebren, wobei
1lH ∈ A1, A2 und A1 ∪ A2 ⊂ M ∩ N . Es gilt der Zerlegungssatz von Tomiyama-
Takesaki (vgl. [Tak79, Def. 2.15]): Jede Abbildung

Φ ∈ CB (A1;A2)(M,N)

schreibt sich eindeutig als
Φ = Φ� + Φs,

Φ�, Φs ∈ CB (A1;A2)(M,N) normal bzw. singulär, mit ‖Φ�‖cb, ‖Φs‖cb ≤ ‖Φ‖cb . Man
erhält also die algebraisch direkte Summen-Zerlegung:

CB (A1;A2)(M,N) = CB�
(A1;A2)(M,N)⊕ CBs

(A1;A2)(M,N). (1)

Dabei sind die Begriffe ”normal“ bzw. ”singulär“ analog zu denen bei Funktionalen
auf einer von Neumann-Algebra M gebildet.16

Grundlegende ”Eigenschaften“ der in (1) auftretenden Räume bzw. Abbildungen:

(a) Im Falle M = N sind alle Räume in (1) Banachalgebren.

(b) Die folgenden Eigenschaften vererben sich von Φ auf Φ� und Φs : vollständig
positiv, Homomorphismus, ∗-Homomorphismus.

(c) Sind α ∈ Aut(M) und β ∈ Aut(N) ∗-Automorphismen, so gilt (βΦα)� = βΦ�α
und (βΦα)s = βΦsα .

(d) Für Φ ∈ CB(B(H)), H Hilbertraum, gilt: Φ ∈ CBs(B(H))⇔ Φ|K(H) ≡ 0 .

16Es bezeichne M∗ den (eindeutigen) Pr�adual von M . Dann gilt die `1-direkte Summen-Zerlegung

M∗ = M∗ ⊕`1 (M∗)s

in normale (d.h. w∗-stetige) und singul�are Funktionale. [In der Literatur �ndet man M⊥∗ statt M∗s,
passend zu M∗(= M∗σ).] Analog hei�t � ∈ B(M,N), M , N von Neumann-Algebren, normal (d.h.
w∗-w∗-stetig), falls �∗(N∗) ⊂M∗, und singulär, falls �∗(N∗) ⊂M∗s.
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Seien H ein Hilbertraum, A1, A2 ⊂ B(H) C∗-Algebren mit 1lH ∈ A1, A2. Dann erhält
man [Pet97, Prop. 4.2.5]:

CB�
(A1;A2)(B(H)) cb= CB (A1;A2)(K(H), B(H)) (2)

CBs
(A1;A2)(B(H)) cb= CB (A1;A2)(Q(H), B(H)) (3)

vollständig isometrisch, wobei Q(H) = B(H)/K(H) die Calkin-Algebra bezeichnet.
Sei X ein beliebiger Operatorraum. Dann läßt sich der Raum der vollständig be-

schränkten (A1, A2)-Modulhomomorphismen von X in B(H) wie folgt mit dem Dual
eines Modul-Haagerup-Tensorproduktes identifizieren ([Pet97, p. 67], vgl. auch [ER91,
Cor. 4.6], [Ble92b, Prop. 2.3]):

CB (A1;A2)(X,B(H)) cb= (RH ⊗hA1 X ⊗hA2 CH)∗

vollständig isometrisch. Damit erkennt man CB(B(H)) selbst und, mit Blick auf (2),
(3), ebenso CB�

(A1;A2)(B(H)) und CBs
(A1;A2)(B(H)) als duale Operatorräume [Pet97, p.

70].

4.3 Operatoralgebren

Analog zu konkreten Operatorräumen definiert man (vgl. [BRS90, Def. 1.1]): Eine Ope-
ratoralgebra ist eine abgeschlossene, nicht notwendig selbstadjungierte Unteralgebra
X in B(H), H ein Hilbertraum.

Beispiel: Für selbstadjungierte X gibt es die Theorie der C∗-Algebren.
Entsprechend dem Operatorraum-Fall kann man aber auch umgekehrt Banachalge-

bren betrachten, die zugleich Operatorräume sind und eine dieser Struktur adäquate
Multiplikation tragen. Diese liefern eine abstrakte Charakterisierung der (konkreten)
Operatoralgebren (s.u.: Analogon zum Satz von Ruan).

Sind X,Y ,Z Operatorräume, Φ : X×Y → Z bilinear, so definiert (vgl.: Amplifikation
bilinearer Abbildungen)

Φ(n;l) : Mn;l(X)×Ml;n(Y ) → Mn(Z)

([xij ] , [yjk]) 7→

 l∑
j=1

Φ(xij , yjk)

 (n ∈ IN)

eine bilineare Abbildung, die bilineare Amplifikation17 von Φ.
Φ heißt vollständig beschränkt, falls ‖Φ‖cb := supn‖Φ(n;n)‖ < ∞, und

vollständig kontraktiv, falls ‖Φ‖cb ≤ 1.18 Man beachte bei dieser Definition auch
den Zugang in: Vollständig beschränkte bilinearen Abbildungen.

17In der Literatur, etwa [BRS90, p. 190], wird h�au�g die bilineare Ampli�kation �(n,n) als die Am-
pli�kation bezeichnet und mit �(n) notiert.

18Zur Erkl�arung der vollst�andigen Beschr�anktheit von bilinearen Abbildungen gen�ugt es, nur die �(n,n)

statt aller �(n,l) zu betrachten; dies �ndet man h�au�g in der Literatur �uber vollst�andig beschr�ankte bi-
und analog multilineare Abbildungen [BRS90, p. 190], [CES87, p. 281].
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[Bei Banachalgebren mit Eins e soll fortan ‖e‖ = 1 gelten.] Ein Operatorraum (X, ‖ ·
‖n) mit bilinearer, vollständig kontraktiver, assoziativer Abbildung m : X × X → X,
der Multiplikation, heißt abstrakte Operatoralgebra (vgl. [BRS90, Def. 1.4]). Dabei ist
auf Mn(X) die Verknüpfung gerade die Matrizenmultiplikation mn.
Im unitalen Fall ist m automatisch assoziativ [BRS90, Cor. 2.4].

Es gilt ein Analogon zum Satz von Ruan ([Ble95, Thm. 2.1], vgl. auch [BRS90,
Thm. 3.1]): Sei A unitale Banachalgebra und Operatorraum. Dann ist A vollständig
isometrisch isomorph zu einer Operatoralgebra genau dann, wenn die Multiplikation auf
A vollständig kontraktiv ist.

Hieraus folgert man die Stabilitätsaussage: Der Quotient einer Operatoralgebra mit
einem abgeschlossenen Ideal ist wiederum eine Operatoralgebra [BRS90, Cor. 3.2].
Mit Hilfe dessen gewinnt man das Resultat: Die Klasse der Operatoralgebren ist stabil
unter komplexer Interpolation [BLM95, (1.12), p. 320].

Allgemeiner als im obigen Satz vom Ruan-Typ gilt [Ble95, Thm. 2.2]: Sei A Ba-
nachalgebra und Operatorraum. Dann ist A vollständig isomorph zu einer Operatoral-
gebra genau dann, wenn die Multiplikation auf A vollständig beschränkt ist. (Vgl. die
Beispiele!)

Für einen Operatorraum X ist die Algebra CB(X) zwar stets eine Banachalgebra,
im allgemeinen jedoch keine Operatoralgebra. Genauer gilt für einen Operatorraum X
folgendes Kriterium [Ble95, Thm. 3.4]: CB(X) mit der Komposition als Multiplikation
ist vollständig isomorph zu einer Operatoralgebra genau dann, wenn X vollständig iso-
morph zu einem Spalten-Hilbertraum ist. – Analoges besteht für den isometrischen Fall;
will sagen:

CB(X) cb= B(H).

Seien A ⊂ B(H) und B ⊂ B(K) (H, K Hilberträume) Operatoralgebren, wobei
1lB(H) ∈ A, 1lB(K) ∈ B. Dann ist jede unitale vollständige Isometrie ϕ : A → B be-
reits ein Algebrenhomomorphismus [ER90b, Prop. 3.1]. Man beachte, daß hierbei die
Normabgeschlossenheit der Operatoralgebren A und B wesentlich ist.

Beispiele

Im folgenden versehen wir die Räume `p (1 ≤ p ≤ ∞) mit dem punktweisen Produkt
und betrachten sie so als Banachalgebren. Auf den Schatten-Klassen Sp (1 ≤ p ≤ ∞)
betrachten wir entweder die übliche Multiplikation oder das Schur-Produkt.

1. Der Raum `2 [BLM95, Thm. 2.1]

Mit den nachstehenden Operatorraum-Strukturen ist `2 vollständig isometrisch
isomorph zu einer Operatoralgebra: R‘2 , C‘2 , OH ‘2 , R‘2 ∩ C‘2 , MAX ‘2 .
Allgemein ist der Raum `2 vollständig isometrisch isomorph zu einer Operatoral-
gebra, wenn man ihn mit einer Operatorraum-Struktur versieht, die sowohl R‘2
als auch C‘2 dominiert.

Mit den nachstehenden Operatorraum-Strukturen ist `2 nicht vollständig iso-
morph zu einer Operatoralgebra: R‘2 + C‘2 , MIN ‘2 .
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Allgemein ist der Raum `2 nicht vollständig isomorph zu einer Operatoralgebra,
wenn er eine Operatorraum-Struktur trägt, die sowohl von R‘2 als auch von C‘2
dominiert wird.

2. Die Räume19 MIN (`p), MAX (`p) und O`p = (MIN (`∞),MAX (`1)) 1
p

In den Randfällen p = 1 resp. p = ∞ erhält man zwei gegensätzliche Resultate
[BLM95, Thm. 3.1]:

(a) Mit jeder beliebigen Operatorraum-Struktur ist `1 vollständig isometrisch
isomorph zu einer Operatoralgebra.

(b) MIN (`∞) ist bis auf vollständige Isomorphie die einzige Operatoralgebra-
Struktur auf `∞.

Für 1 ≤ p ≤ ∞ gilt (vgl. [BLM95, Thm. 3.4]):

(a) MIN (`p) ist vollständig isomorph zu einer Operatoralgebra genau dann, wenn
p = 1 oder p =∞.

(b) MAX (`p) ist im Falle 1 ≤ p ≤ 2 vollständig isometrisch isomorph zu ei-
ner Operatoralgebra. Sonst ist MAX (`p) nicht vollständig isomorph zu einer
Operatoralgebra.

Dagegen liefert die durch komplexe Interpolation erhaltene Operatorraum-
Struktur auf den `p-Räumen stets die einer Operatoralgebra. Genauer [BLM95,
Cor. 3.3]:
Für jedes 1 ≤ p ≤ ∞ ist O`p vollständig isometrisch isomorph zu einer Opera-
toralgebra.

3. Die Schatten-Klassen Sp

Wir schreiben OSp für die Operatorraum-Struktur, die G. Pisier auf Sp eingeführt
hat. Man erhält diese Operatorraum-Struktur durch komplexe Interpolation zwi-
schen S∞ = K(`2) und S1 = K(`2)∗.

(a) Betrachten wir zunächst das gewöhnliche Produkt auf den Schatten-Klassen
Sp. Hierfür ergibt sich das nachstehende negative Resultat [BLM95, Thm.
6.3]: Für kein 1 ≤ p < ∞ ist der Operatorraum OSp mit dem gewöhnlichen
Produkt vollständig isomorph zu einer Operatoralgebra.

(b) Betrachten wir nun das Schur-Produkt auf den Schatten-Klassen Sp. Hiermit
sind, sogar für verschiedene Operatorraum-Strukturen, positive Ergebnisse
möglich:

(b1) MAX (Sp) mit dem Schur-Produkt ist im Falle 1 ≤ p ≤ 2 vollständig
isometrisch isomorph zu einer Operatoralgebra [BLM95, Thm. 6.1].

19Zur Bildung der Operatorr�aume O`p siehe das Kapitel �uber komplexe Interpolation.
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(b2) OSp mit dem Schur-Produkt ist im Falle 2 ≤ p ≤ ∞ vollständig isome-
trisch isomorph zu einer Operatoralgebra [BLM95, Cor. 6.4].

Man beachte: Der Randfall OS1 (und ebenso OSop
1 ) ist weder mit dem gewöhnli-

chen noch mit dem Schur-Produkt vollständig isomorph zu einer Operatoralgebra
[BLM95, Thm. 6.3].

5 Tensorprodukte

Viele klassische Räume von Abbildungen kann man als Operatorraum-Tensorprodukte
einfacher Operatorräume interpretieren. Operatorraum-Tensorprodukte haben teilweise
bessere Eigenschaften als ihre Vorbilder in der Banachraumtheorie. Sie ermöglichen so
Ergebnisse, die in der Banachraumtheorie nicht lösbar waren (z.B. [ER90a, Thm. 3.2]).

Das injektive Operatorraum-Tensorprodukt
∨
⊗ ist das gröbste20 und das projektive

Operatorraum-Tensorprodukt
∧
⊗ das feinste21 Operatorraum-Tensorprodukt [BP91,

Prop. 5.10]. Vielfältige Anwendungen in der Theorie der Operatorräume und der
vollständig beschränkten Abbildungen hat das Haagerup-Tensorprodukt ⊗h.

5.1 Operatorraum-Tensorprodukte

Ein Operatorraum-Tensorprodukt entsteht durch Vervollständigung des algebraischen
Tensorproduktes bezüglich einer Operatorraum-Tensornorm.

Eine Operatorraum-Tensornorm ‖ · ‖� versieht für jedes Paar (X,Y ) von
Operatorräumen das algebraische Tensorprodukt X ⊗ Y mit der Struktur eines
matrixnormierten Raumes, so daß die nachstehenden zwei Eigenschaften gelten [BP91,
Def. 5.9].

Der durch Vervollständigung entstehende Operatorraum heißt α-Operatorraum-
Tensorprodukt von X und Y und wird mit X ⊗� Y bezeichnet.

1. Für die komplexen Zahlen gilt

Cl ⊗� Cl = Cl .

2. Für alle S ∈ CB(X1, X2) und T ∈ CB(Y1, Y2) hat der Operator S⊗T : X1⊗Y1 →
X2 ⊗ Y2 eine stetige Fortsetzung

S ⊗� T ∈ CB(X1 ⊗� Y1, X2 ⊗� Y2).

Die bilineare Abbildung

⊗� : CB(X1, X2)× CB(Y1, Y2) → CB(X1 ⊗� Y1, X2 ⊗� Y2)
(S, T ) 7→ S ⊗� T

20D.h., die injektive Operatorraum-Tensornorm ist die kleinste Operatorraum-Tensornorm.
21D.h., die projektive Operatorraum-Tensornorm ist die gr�o�te Operatorraum-Tensornorm.
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ist allgemein vollständig kontrahierend.22

Man kann die Forderung 2 durch die Forderungen 3 und 4 ersetzen.23

3. Ein Operatorraum-Tensorprodukt ⊗� ist funktoriell: Für alle S ∈ CB(X1, X2) und
T ∈ CB(Y1, Y2) hat der Operator S⊗T : X1⊗Y1 → X2⊗Y2 eine stetige Fortsetzung

S ⊗� T ∈ CB(X1 ⊗� Y1, X2 ⊗� Y2),

und es gilt
‖S ⊗� T‖cb ≤ ‖S‖cb‖T‖cb.

Anmerkung: Dann gilt sogar ‖S ⊗� T‖cb = ‖S‖cb‖T‖cb.

4. Der algebraische shuffle-Isomorphismus Mp(X)⊗Mq(Y ) ∼= Mpq(X ⊗ Y ) hat eine
stetige Fortsetzung

lMp(X)⊗� lMq(Y )→ lMpq(X ⊗� Y ).

Diese shuffle-Abbildung des Operatorraum-Tensorproduktes ist vollständig kontra-
hierend.

Äquivalent zu 4 ist, daß die beiden shuffle-Abbildungen

lMp(X)⊗� Y → lMp(X ⊗� Y ),
X ⊗� lMq(Y ) → lMq(X ⊗� Y )

22D.h., wenn [Sij ] ∈Mp(CB(X1, X2)), [Tkl] ∈Mq(CB(Y1, Y2)), p, q ∈ IN, so gilt f�ur den Operator

[Sij ⊗α Tkl] ∈Mpq(CB(X1 ⊗α Y1, X2 ⊗α Y2))

die Normabsch�atzung
‖[Sij ⊗ Tkl]‖cb ≤ ‖[Sij ]‖cb‖[Tkl]‖cb.

Anmerkung: Hierin gilt sogar die Gleichheit.
23(2)⇒(3),(4): Die Bedingung (3) ist ein Spezialfall von (2). Es seien I ∈ Mp(CB(lMp(X), X)),

J ∈ Mq(CB(lMq(Y ), Y )) Matrizen, die algebraisch die identischen Abbildungen der zugrundeliegenden
Vektorr�aume Mp(X) bzw. Mq(Y ) sind. Nach Voraussetzung (2) gilt

I ⊗α J ∈ Mpq(CB(lMp(X)⊗α lMq(Y ), X ⊗α Y )) = M1(CB(lMp(X)⊗α lMq(Y ), lMpq(X ⊗α Y ))),

‖I ⊗α J‖cb ≤ ‖I‖cb‖J‖cb = 1.

Nun ist I ⊗α J : lMp(X)⊗α lMq(Y )→ lMpq(X ⊗α Y ) die shuffle-Abbildung aus (4).
(3),(4)⇒(2): Wenn [Sij ] ∈ Mp(CB(X1, X2)), [Tkl] ∈ Mq(CB(Y1, Y2)), p, q ∈ IN, so seien S ∈

CB(X1, lMp(X2)), T ∈ CB(Y1, lMq(Y2)) die entsprechenden Operatoren. Nach (3) gilt

S ⊗α T ∈ CB(X1 ⊗α Y1, lMp(X2)⊗α lMq(Y2)),

‖S ⊗α T‖cb ≤ ‖S‖cb‖T‖cb = ‖[Sij ]‖cb‖[Tkl]‖cb.

Wenden wir nun die shuffle-Abbildung A : lMp(X2)⊗α lMq(Y2)→ lMpq(X2 ⊗α Y2) an, so folgt aus (4)

[Sij ⊗α Tkl] = A(S ⊗α T ) ∈ M1(CB(X1 ⊗α Y1, lMpq(X2 ⊗α Y2))) = Mpq(CB(X1 ⊗α Y1, X2 ⊗α Y2),

‖[Sij ⊗α Tkl]‖cb ≤ ‖S ⊗α T‖cb ≤ ‖[Sij ]‖cb‖[Tkl]‖cb.

Also ist ⊗α allgemein vollst�andig kontrahierend.
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vollständig kontrahierend sind.
Operatorraum-Tensorprodukte können noch weitere spezielle Eigenschaften haben:
Ein Operatorraum-Tensorprodukt ⊗� heißt

symmetrisch, wenn X ⊗� Y
cb= Y ⊗� X eine vollständige Isometrie ist;

assoziativ, wenn (X ⊗� Y )⊗� Z
cb= X ⊗� (Y ⊗� Z) eine vollständige Isometrie ist;

injektiv, wenn für alle Unterräume X1 ⊂ X, Y1 ⊂ Y die Abbildung X1⊗�Y1 ↪→ X⊗�Y
eine vollständige Isometrie ist;

projektiv, wenn für alle Unterräume X1 ⊂ X, Y1 ⊂ Y die Abbildung X ⊗� Y →
X/X1 ⊗� Y/Y1 eine vollständige Quotientenabbildung ist;

selbstdual, wenn die algebraische Einbettung X∗ ⊗ Y ∗ ⊂ (X ⊗� Y )∗ eine vollständige
isometrische Fortsetzung X∗ ⊗� Y ∗ ⊂ (X ⊗� Y )∗ hat.

In vielen Anwendungen tritt die Haagerup-Tensorprodukt auf. Es ist nicht symme-
trisch, aber assoziativ, injektiv, projektiv und selbstdual.

Duales Operatorraum-Tensorprodukt

Ist X ⊗� Y ein Operatorraum-Tensorprodukt, so kann man auf natürliche Weise das
algebraische Tensorprodukt X ⊗ Y in (X∗ ⊗� Y ∗)∗ einbetten. Der Abschluß von X ⊗ Y
in (X∗⊗�Y ∗)∗ heißt das duale Operatorraum-Tensorprodukt und wird mit X⊗�∗Y
bezeichnet:

X ⊗�∗ Y ⊂ (X∗ ⊗� Y ∗)∗.

‖ · ‖�∗ bezeichnet die duale Operatorraum-Tensornorm. Das duale Operatorraum-
Tensorprodukt ⊗�∗ ist ein Operatorraum-Tensorprodukt.

Eine Operatorraum-Tensornorm ‖·‖� heißt selbstdual, wenn ‖·‖� gleich der dualen
Operatorraum-Tensornorm ‖ · ‖�∗ ist.

Kreuznormen

Eine Operatorraum-Norm ‖ · ‖� auf X ⊗ Y heißt Kreuznorm, wenn ‖x ⊗ y‖�;pq =
‖x‖p ‖y‖q für alle p, q ∈ IN, x ∈Mp(X), y ∈Mq(Y ) gilt.

Für Kreuznormen ist Cl ⊗� X
cb= X vollständig isometrisch.

Zuweilen betrachtet man nur ein Operatorraum-Norm ‖ · ‖� auf dem algebraischen
Tensorprodukt zweier Operatorräume X und Y . Dann verlangt man zumindest die fol-
genden Eigenschaften (i)–(iii).24 Operatorraum-Tensornormen haben immer diese Ei-
genschaften.

24 �Aquivalent zu (i)-(iii) ist, da� die bilinearen Abbildungen

X × Y → X ⊗α Y, (x, y) 7→ x⊗ y
X∗ × Y ∗ → (X ⊗α Y )∗, (ϕ,ψ) 7→ ϕ⊗ ψ

allgemein vollst�andig kontrahierend sind.
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(i) ‖ · ‖� ist eine Kreuznorm.

(ii) Für Linearformen ϕ ∈ X∗, ψ ∈ Y ∗ hat die Linearform

ϕ⊗ ψ : X ⊗ Y → Cl
〈x⊗ y, ϕ⊗ ψ〉 := 〈x, ϕ〉〈y, ψ〉

für x ∈ X, y ∈ Y eine stetige lineare Fortsetzung auf X ⊗� Y .

Die duale Operatorraum-Norm ‖ · ‖�∗ wird durch die vollständig isometrische Ein-
bettung

X ⊗�∗ Y ↪→ (X∗ ⊗� Y ∗)∗

definiert.

(iii) Die duale Norm ‖ · ‖�∗ ist eine Kreuznorm.

Unter den Operatorraum-Normen auf X ⊗Y , für die ‖ · ‖� und ‖ · ‖�∗ Kreuznormen
sind, gibt es eine kleinste, die injektive Operatorraum-Tensornorm ‖·‖∨, und eine größte,
die projektive Operatoraum-Tensornorm ‖·‖∧ [BP91, Prop. 5.10]. Auf dem algebraischen
Tensorprodukt X ⊗ Y kann man diese mit der injektiven Tensornorm ‖ · ‖� und der
projektiven Tensornorm ‖ · ‖ normierter Räume vergleichen:

‖ · ‖� ≤ ‖ · ‖∨;1 ≤ ‖ · ‖∧;1 ≤ ‖ · ‖ .

5.2 Injektives Operatorraum-Tensorprodukt

Durch Darstellungen der Operatorräume X in B(H) und Y in B(K) erhält man ei-
ne Darstellung des algebraischen Tensorprodukts von X und Y in B(H ⊗2 K). Die so
definierte Operatorraumstruktur ist unabhängig von der Darstellung und heißt injek-
tives25 Operatorraum-Tensorprodukt X

∨
⊗ Y [BP91, p. 285]. Im Falle von C∗–

Algebren stimmt also das injektive Operatorraumtensorprodukt mit dem minimalen
C∗–Tensorprodukt überein.

Eine darstellungsunabhängige Formel [BP91, Thm. 5.1] für die injektive
Operatorraum-Tensornorm von u ∈ Mn(X ⊗ Y ) erhält man mit Hilfe der
Dualität von Tensorprodukten

‖u‖∨ = sup ‖〈u, ϕ⊗ ψ〉‖Mnkl
,

wobei k, l ∈ IN, ϕ ∈ Ball(Mk(X∗)), ψ ∈ Ball(Ml(Y ∗)) sind.
Faßt man wie üblich die Elemente des algebraischen Tensorprodukts als endlichran-

gige Operatoren auf, so erhält man die vollständig isometrischen Einbettungen [BP91,
Cor. 5.2]

X
∨
⊗ Y ↪→ CB(X∗, Y ) bzw. X

∨
⊗ Y ↪→ CB(Y ∗, X).

25Andere Bezeichnungen sind räumliches Operatorraum-Tensorprodukt X ⊗min Y .
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Die injektive Operatorraum-Tensornorm ist die die kleinste Kreuznorm, deren duale
Norm ebenfalls eine Kreuznorm ist.

Das injektive Operatorraumtensorprodukt ist symmetrisch, assoziativ, injektiv, aber
nicht projektiv [BP91, Cor. 5.2].

Die injektive Norm ist die duale Norm der projektiven Operatorraum-Tensornorm
[BP91, Thm. 5.6]; i.a. ist aber die projektive Operatorraum-Tensornorm nicht dual zur
injektiven Operatorraum-Tensornorm, selbst wenn einer der Räume endlichdimensional
ist [ER90a, p. 168], [ER91, p. 264].

Formeln für das injektive Operatorraum-Tensorprodukt

Für normierte Räume E, F gilt vollständig isometrisch [BP91, Prop. 4.1]

MIN(E)
∨
⊗MIN(F ) cb= MIN(E ⊗� F ).

5.2.1 Exakte Operatorräume

Ein Operatorraum X heißt exakt [Pis95, §1], wenn mit der kurzen exakten Sequenz

0 ↪→ K(H) ↪→ B(H)→ Q(H)→ 0

auch die Sequenz der injektiven Tensorprodukte

0 ↪→ X
∨
⊗ K(H) ↪→ X

∨
⊗ B(H)→ X

∨
⊗ Q(H)→ 026

wieder exakt ist. Ein solcher Operatorraum läßt beliebige exakte Sequenzen von C∗-
Algebren beim Tensorieren exakt (für C∗-Algebren siehe [Kir83]). Offensichtlich sind
alle endlichdimensionalen Räume exakt.

Exaktheit vererbt sich auf Unterräume. Ebenso ist das injektive Tensorprodukt zwei-
er exakter Operatorräume wieder exakt. Für alle exakten Räume X ist durch die Größe

ex(X) = ‖X
∨
⊗ Q(H)→ (X

∨
⊗ B(H))/(X

∨
⊗ K(H))‖

ein Exaktheitsgrad gegeben, und es gilt 1 ≤ ex(X) <∞ [Pis95, §1], da die Abbildung

(X
∨
⊗ B(H))/(X

∨
⊗ K(H))→ X

∨
⊗ Q(H)

eine vollständige Kontraktion ist. Für nicht exakte Operatorräume X vereinbart man
ex(X) =∞.

Für eine exakte C∗-Algebra A ist immer ex(A) = 1. 27

Für einen Operatorraum X gilt:

ex(X) = sup{ex(L) : L ⊂ X,dimL <∞},
26 H bezeichnet hier den separablen Hilbertraum.
27 Eine Charakterisierung exakter C∗-Algebren �ndet sich in [Kir94] und [Kir95].
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weshalb man sich bei der Untersuchung der Exaktheit auf endlichdimensionale Räume
beschränken kann. Daraus folgt auch unmittelbar: ex(X0) ≤ ex(X), wenn X0 ⊂ X.
Für endlichdimensionale Operatorräume läßt sich mit der vollständigen Variante der
Banach-Mazur-Distanz

dCB(X1, X2) = inf{‖ϕ‖cb‖ϕ−1‖cb}

( das Infimum wird dabei über alle Isomorphismen ϕ von X1 nach X2 gebildet ) die
Größe

dSK(X) := inf{dCB(X,L),dim(L) = dim(X), L ⊂Mn, n ∈ IN}

definieren28.
Nach [Pis95, Thm. 1] gilt : ex(X) = dSK(X) , und es ist ex(X) ≤

√
dim(X).

5.3 Projektives Operatorraum-Tensorprodukt

Das projektive Operatorraumtensorprodukt wird durch die universelle Eigenschaft
[BP91, Def. 5.3]

CB(X
∧
⊗ Y,Z) cb= JCB(X × Y ;Z)

charakterisiert. Dabei ist JCB(X × Y ;Z) der Operatorraum der
allgemein vollständig beschränkten bilinearen Abbildungen.

Der Dual des projektiven Operatorraumtensorproduktes ist also der Raum der
allgemein vollständig beschränkten Bilinearformen:

(X
∧
⊗ Y )∗ cb= JCB(X × Y ; Cl ) cb= CB(X,Y ∗) cb= CB(Y,X∗).

Ein expliziter Ausdruck für die projektive Operatorraum-Tensornorm von u ∈
Mn(X ⊗ Y ) ist (vgl. [ER91, Formel (2.10)])

‖u‖∧ = inf {‖α‖‖x‖p‖y‖q‖β‖ : u = α(x⊗ y)β} ,

wobei p, q ∈ IN, x ∈Mp(X), y ∈Mq(Y ) und α ∈Mn;pq, β ∈Mpq;n sind.
Die projektive Operatorraum-Tensornorm ist symmetrisch, assoziativ und projektiv

[ER91, p. 262]. Sie ist aber nicht injektiv.
Die projektive Operatorraum-Tensornorm ist die größte Operatorraum-Norm, die

eine Kreuznorm ist [BP91, Thm. 5.5].
Ihre duale Norm ist die injektive Operatorraum-Tensornorm [BP91, Thm. 5.6]; i.a. ist

aber die projektive Operatorraum-Tensornorm nicht dual zur injektiven Operatorraum-
Tensornorm, selbst wenn einer der Räume endlichdimensional ist [ER90a, p. 168], [ER91,
p. 264].

28 Die Abk�urzung SK steht f�ur Subspaces of K(H)
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Formeln für das projektive Operatorraum-Tensorprodukt

1. Für normierte Räume E, F gilt vollständig isometrisch [BP91, Prop. 4.1]

MAX(E)
∧
⊗MAX(F ) cb= MAX(E ⊗ F ).

2. Für das projektive Operatorraum-Tensorprodukt von Spalten-Hilberträumen C,
Zeilen-Hilberträumen R und einem beliebigen Operatorraum X gilt [ER91],
[Ble92b, Prop. 2.3]

(i) CH
∧
⊗ X cb= X ⊗h CH

(ii) RH
∧
⊗ X cb= RH ⊗h X

(iii) CH
∨
⊗ CK

cb= CH ⊗h CK
cb= CH

∧
⊗ CK

cb= CH⊗2K

(iv) RH
∨
⊗ RK

cb= RH ⊗h RK
cb= RH

∧
⊗ RK

cb= RH⊗2K

(v) RH
∧
⊗ CK

cb= RH ⊗h CK
cb= T (K,H),

(vi) RH
∧
⊗ X

∧
⊗ CK

cb= RH ⊗h X
∧
⊗ CK

cb= X
∧
⊗ T (H,K).

(vii) (RH
∧
⊗ X

∧
⊗ CK)∗ cb= (RH ⊗h X

∧
⊗ CK)∗ cb= CB(X,B(K,H)),

wobei der Raum der Spurklasse-Operatoren T (H,K) seine natürliche Operator-
raumstruktur T (H,K) :cb= K(K,H)∗ trägt.

3. Es seien M , N von Neumann-Algebren und M⊗N das von Neumann-Tensorpro-
dukt29. Für die prädualen Räume gilt

M∗
∧
⊗ N∗

cb= (M⊗N)∗

vollständig isometrisch.

Es seienG,H lokalkompakte topologische Gruppen und VN (G), VN (H) die Grup-
pen-von Neumann-Algebren. Es ist VN (G)⊗VN (H) = V N(G × H). Da man
die Fourier-Algebra A(G) mit dem Prädual der Gruppen-von Neumann-Algebra
VN (G) identifizieren kann [Eym64], folgt

A(G)
∧
⊗ A(H) cb= A(G×H)

vollständig isometrisch [ER90a].

29Wenn M ⊂ B(H), N ⊂ B(K) von Neumann-Algebren sind, dann ist M⊗N der Abschlu� des
algebraischen Tensorproduktes M ⊗N ⊂ B(H⊗2 K) in der schwachen Operatortopologie.
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5.4 Haagerup-Tensorprodukt

Das Haagerup-Tensorprodukt von C∗-Algebren wurde von Effros und Kishimoto [EK87]
eingeführt. Es verallgemeinert eine Untersuchung von U. Haagerup [Haa80].

Es seien A, B C∗-Algebren in B(H). Auf dem algebraischen Tensorprodukt A ⊗ B
ist die Haagerup–Tensornorm definiert durch

‖u‖h := inf
{
‖
∑n
�=1 a�a

∗
�‖

1
2 ‖
∑n
�=1 b

∗
�b�‖

1
2 : u =

∑n
�=1 a� ⊗ b�

}
,

wobei n ∈ IN, a� ∈ A, b� ∈ B sind.
Die Haagerup-Norm von

∑n
�=1 a�⊗b� ∈ A⊗B ist gleich der cb–Norm des elementaren

Operators B(H) 3 x 7→
∑n
�=1 a�xb� .

Die folgende Definition liefert eine vollständig isometrische Einbettung A ⊗h B ↪→
CB(B(H)).

Für Operatorräume X, Y ist die Haagerup–Operatorraum-Tensornorm von
u ∈Mn(X ⊗ Y ) definiert durch (vgl. [ER91, Formel (2.11)], [BP91, Lemma 3.2])

‖u‖h = inf ‖x‖n;l ‖y‖l;n,

wobei l ∈ IN, x ∈ Mn;l(X), y ∈ Ml;n(Y ) sind und u gleich dem
tensoriellen Matrixprodukt u = x � y ist. Es gibt weitere nützliche Formeln 1 2 und
3 für die Haagerup-Norm.

Dem Haagerup-Tensorprodukt entsprechen die vollständig beschränkten bilinearen
Abbildungen. Für den Dual gilt

(X ⊗h Y )∗ cb= CB(X × Y ; Cl ).

Für einen Operatorraum Z gilt vollständig isometrisch

CB(X ⊗h Y ;Z) cb= CB(X × Y ;Z).

Das Haagerup–Tensorprodukt ist nicht symmetrisch, wie Beispiele zeigen. Es ist aber
assoziativ, injektiv [PS87, p. 272; Thm. 4.4], [BP91, Thm. 3.6], projektiv [ER91, Thm.
3.1] und selbstdual [ER91, Thm. 3.2]. Also ist die Einbettung

X∗ ⊗h Y ∗ ↪→ (X ⊗h Y )∗

vollständig isometrisch.
Die stetige Fortsetzung der identischen Abbildung des algebraischen Tensorproduk-

tes zweier Operatorräume X, Y vom Haagerup-Tensorprodukt in das injektive Tensor-
produkt ist injektiv. Man hat also eine kanonische Einbettung

X ⊗h Y ⊂ X
∨
⊗ Y.

Die komplexe Interpolation von Operatorräumen und die Bildung des Haagerup-
Tensorproduktes vertauschen [Pis96, Thm. 2.3]. Es seien (X0, X1) und (Y0, Y1) verträgli-
che Paare von Operatorräumen. Dann ist (X0⊗h Y0, X1⊗Y1) ein verträgliches Paar von
Operatorräumen und es gilt vollständig isometrisch

(X0 ⊗h Y0, X1 ⊗ Y1)#
cb= (X0, X1)# ⊗h (Y0, Y1)#
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für 0 ≤ ϑ ≤ 1.
Auf normierten Räumen gibt es keine Tensornorm, die zugleich assoziativ, injektiv,

projektiv, selbstdual ist. Das Haagerup-Tensorprodukt kann man als eine Verallgemeine-
rung des von Grothendieck eingeführten H-Tensorproduktes30 normierter Räume E,
F auffassen [BP91, pp. 277-279, Prop. 4.1]. Auf der Grundstufe gilt nämlich isometrisch:

MIN (E)⊗h MIN (F ) = E ⊗H F,

MAX (E)⊗h MAX (F ) = E ⊗H∗ F.

Die Nichtassoziativität des H-Tensorproduktes spiegelt sich darin wieder, daß im allge-
meinen MIN (E)⊗h MIN (F ) und MIN (E ⊗H F ) nicht vollständig isometrisch sind.

Formeln für das Haagerup-Tensorprodukt

1. Es gilt
‖u‖h = inf{

∑k
�=1 ‖x�‖‖y�‖ : u =

∑k
�=1 x� � y�}

wobei k, l ∈ IN, x� ∈ Mn;l(X), y� ∈ Ml;n(Y ) sind. Es reicht aber ein Summand
[BP91, Lemma 3.2].

2. Für Elemente u ∈Mn(X⊗Y ) des algebraischen Tensorproduktes gibt es ein l ∈ IN
und Elemente x ∈Mn;l(X), y ∈Ml;n(Y ), so daß

u = x� y
‖u‖h = ‖x‖‖y‖

gilt.

Das Infimum in der Normformel ist in diesem Fall ein Minimum [ER91, Prop. 3.5].

3. Es gibt auch eine Supremumsformel für die Haagerup-Norm von u ∈Mn(X⊗hY ):
31

‖u‖h = sup ‖〈u, ϕ� ψ〉‖Mn2 ,

wobei l ∈ IN, ϕ ∈Mn;l(X∗), ψ ∈Ml;n(Y ∗), ‖ϕ‖ = ‖ψ‖ = 1 [ER91, Prop. 3.4].

4. Aus der Definition der Haagerup-Norm folgt leicht, daß die shuffle-Abbildung

lMp(X)⊗h lMq(Y )→ lMpq(X ⊗h Y )

30Diese Tensornorm ist auch als γ2 bekannt [Pis86].
31Die De�nition der tensoriellen Matrixmultiplikation ϕ � ψ von Abbildungen ϕ, ψ und der der

Ampli�kation der Dualit�at von Tensorprodukten ergibt

(ϕ� ψ)(x⊗ y) = 〈x⊗ y, ϕ� ψ〉 =

[
l∑

j=1

〈x⊗ y, ϕij ⊗ ψjk〉

]
= ϕ(x)ψ(y) ∈Mn,

f�ur x ∈ X, y ∈ Y .
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vollständig kontrahierend ist. Das Haagerup-Tensorprodukt hat also die Eigen-
schaft 2 eines Operatorraum-Tensorproduktes.

Die shuffle-Abbildung ist aber im allgemeinen keine Isometrie, wie das folgende
Beispiel zeigt:32

lMn(Cl)⊗h lMn(Rl)
cb= lMl(lMn((Tn)) 6= lMl(lMn(lMn)) cb= lMn(lMn(Cl ⊗Rl)).

Da die bilineare Abbildung

⊗h : CB(X1, X2)× CB(Y1, Y2) → CB(X1 ⊗h X2, Y1 ⊗h Y2)
(S, T ) 7→ S ⊗h T

kontrahierend ist, ist sie allgemein vollständig kontrahierend.33

Sie ist aber nach 7 sogar vollständig kontrahierend.

5. Im Falle von Spalten und Zeilen ist die shuffle-Abbildung sogar eine vollständige
Isometrie. Es gilt das Lemma von Blecher und Paulsen [BP91, Prop. 3.5]:

Cn(X)⊗h Rn(Y ) cb= lMn(X ⊗h Y ).

Häufig reicht es, eine Beziehung für das Haagerup-Tensorprodukt auf der Grund-
stufe nachzuweisen und sie dann mit Hilfe der obigen Formel für alle Matrizenstu-
fen zu folgern34.

Spezialfälle des Lemmas von Blecher und Paulsen sind:

Cn ⊗h Rn
cb= lMn,

Cn ⊗h X
cb= Cn(X),

X ⊗h Rn
cb= Rn(X),

Cn ⊗h X ⊗h Rn
cb= lMn(X).

32Algebraisch hat man auf beiden Seiten die gleichen R�aume von Matrizen. Auf der linken Seite erh�alt
man aber die feinere Operatorraumstruktur Tn := lM∗n der Spurklasse

Mn(Cl)⊗hMn(Rl)
cb
= Cl(lMn)⊗h Rl(lMn)

cb
= Ml(lMn ⊗h lMn)

= lMl(Cn ⊗h Rn ⊗h Cn ⊗h Rn) = lMl(Cn ⊗h Tn ⊗h Rn)
cb
= lMl(Mn(Tn)).

Dagegen ergibt die rechte Seite die gr�obere Operatorraumstruktur Mn der Matrizen

lMn(lMn(Cl ⊗Rl) = lMn(lMn(Ml))
cb
= lMl(lMn(lMn)).

33Dies folgt aus der der �Aquivalenz der Eigenschaft 2 mit den Eigenschaften 3 und 4 von Operatorraum-
Tensorprodukten.

34Dieses Verfahren kann man bereits bei der Herleitung dieser vollst�andigen Isometrie anwenden. Man
sieht leicht, da� auf der Grundstufe Cn(X)⊗Rn(Y ) = Mn(X ⊗h Y ) isometrisch gilt. Hieraus folgt nun
die vollst�andige Isometrie { f�ur alle p ∈ IN gilt isometrisch:

Mp(Cn(X)⊗h Rn(Y )) = Cp(Cn(X))⊗h Rp(Rn(Y )) = Cpn(X)⊗h Rpn(Y )

= Mpn(X ⊗h Y ) = Mp(lMn(X ⊗h Y )).
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6. Im Gegensatz zu 5 erhält man für Rn⊗hCn die feinere Operatorraumstruktur der
Spurklasse

Tn := lM∗n
cb= Rn

∧
⊗ Cn

cb= Rn ⊗h Cn.

Für einen Operatorraum X gilt [Ble92b, Prop. 2.3]:

Rn ⊗h X
cb= Rn

∧
⊗ X,

X ⊗h Cn
cb= Cn

∧
⊗ X,

Rn ⊗h X ⊗h Cn
cb= Tn

∧
⊗ X,

Rn ⊗h X∗ ⊗h Cn
cb= lMn(X)∗.

7. Nach Konstruktion ist die bilineare Abbildung X × Y → X ⊗h Y , (x, y) 7→ x⊗ y
vollständig kontrahierend.

Also ist auch ihre Amplifikation, das tensorielle Matrixprodukt

�h : lMn;l(X)× lMl;n(Y ) → lMn(X ⊗h Y )
(x, y) 7→ x� y,

vollständig kontrahierend. Die Linearisierung des tensoriellen Matrixprodukts er-
gibt die vollständige Kontraktion

lMn;l(X)⊗h lMl;n(Y )→ lMn(X ⊗h Y ).

8. Die bilineare Abbildung

⊗h : CB(X1, X2)× CB(Y1, Y2) → CB(X1 ⊗h Y1, X2 ⊗h Y2)
(S, T ) 7→ S ⊗h T

ist vollständig kontrahierend.3536und erzeugt eine vollständige Kontraktion

CB(X1, X2)⊗h CB(Y1, Y2)→ CB(X1 ⊗h Y1, X2 ⊗h Y2).
35Es seien S ∈Mn(CB(X1, X2)), T ∈Mn(CB(Y1, Y2)). F�ur x ∈Mp,q(X1), y ∈Mq,p(Y1) ist

(S � T )(p)(x� y) = (S(p,q)(x))� (T (q,p)(y)),

‖(S � T )(p)(x� y)‖Mpn(X2⊗hY2) ≤ ‖S(p,q)(x)‖‖T (q,p)(y)‖ ≤ ‖S‖cb‖T‖cb‖x‖‖y‖.

Nach De�nition der Haagerupnorm in X1 ⊗h Y1 ist also

‖(S � T )(p)(x� y)‖Mpn(X2⊗Y2) ≤ ‖S‖cb‖T‖cb‖x� y‖Mp(X1⊗hY1),

‖S �h T‖cb ≤ ‖S‖cb‖T‖cb.

Das hei�t, da� ⊗h vollst�andig kontrahierend ist.
36Die Ampli�kation von ⊗h ist die tensorielle Matrixmultiplikation �h von Operatormatrizen.
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9. Es seien H,K Hilberträume. Für den Spalten-Hilbertraum C und den
Zeilen-Hilbertraum R erhält man als Haagerup-Tensorprodukt vollständig isome-
trisch den Raum der kompakten Operatoren K bzw. der Spurklasse-Operatoren37

Operatoren T [ER91, Cor. 4.4]:

RH ⊗h CK
cb= T (H,K),

CK ⊗h RH
cb= K(H,K).

Das Beispiel zeigt auch, daß das Haagerup-Tensorprodukt nicht symmetrisch ist.

5.5 Vollständig beschränkte bilineare Abbildungen

Für bilineare Abbildungen von Operatorräumen gibt es zwei verschieden strenge Begriffe
von vollständiger Beschränktheit, einerseits die allgemein vollständig beschränkten
[BP91, Def. 5.3 (jointly completely bounded)] und andererseits die vollständig
beschränkten bilinearen Abbildungen [CS87, Def. 1.1].

Die allgemein vollständig beschränkten bilinearen Abbildungen sind die umfassendere
Klasse. Sie sind in Analogie zu den beschränkten Bilinearformen normierter Räume gebil-
det. Die vollständig beschränkten bilinearen Abbildungen haben ähnliche Darstellungs-
und Fortsetzungssätze38 wie vollständig beschränkte lineare Abbildungen. Den beiden
Klassen von bilinearen Abbildungen entsprechen einerseits das projektive und anderer-
seits das Haagerup-Tensorprodukt. Bei der Bildung der beiden Klassen verwendet man
unterschiedliche Methoden, die Amplifikation einer bilinearen Abbildung Φ : X×Y → Z
zu erklären.

Amplifikation

In der Literatur werden zwei unterschiedliche Definitionen der Amplifikation einer bili-
nearen Abbildung gebraucht.

Wir bezeichnen die erste Art 1 der Amplifikation als allgemeine Amplifikation. Die-
se allgemeine Amplifikation verwendet man, um aus einer einer Dualität 〈X,X∗〉 eine
Matrix-Dualität zu bilden, die der Dualitätstheorie der Operatorräume zugrundeliegt.
Die allgemeine Amplifikation führt auf den Begriff der allgemein vollständig beschränk-
ten bilinearen Abbildungen und auf das projektive Operatoraum-Tensorprodukt.

Die zweite Art 2 der Amplifikation nennen wir die Amplifikation einer bilinearen
Abbildung. Diese Amplifikation führt auf den Begriff der vollständig beschränkten bili-
nearen Abbildungen und auf das Haagerup Tensorprodukt.

Wir verwenden im folgenden die Symbole Φ : X×Y → Z für eine bilineare Abbildung
und Φ̃ : X ⊗ Y → Z für ihre Linearsierung.

37T tr�agt seine nat�urliche Operatorraumstruktur T (H,K) :
cb
= K(K,H)∗.

38Aus der Injektivit�at des Haagerup-Tensorproduktes folgen Fortsetzungss�atze f�ur vollst�andig be-
schr�ankte bilineare (und allgemeiner multilineare) Abbildungen.
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Die beiden Definitionen der Amplifikationen einer bilinearen Abbildung Φ erfolgen
mit Hilfe der Amplifikation ihrer Linearisierung:

Φ̃(n) : Mn(X ⊗ Y )→Mn(Z).

1. Die allgemeine Amplifikation von Φ ergibt die bilineare Abbildung

Φ(p×q) : (x, y) 7→ Φ̃(pq)(x⊗ y) = [Φ(xij , ykl)] ∈Mp(Mq(Z)) = Mpq(Z).

der Operatormatrizen x = [xij ] ∈ Mp(X), y = [ykl] ∈ Mq(Y ). Dabei ist das
Tensorprodukt der Operatormatrizen erklärt als

x⊗ y = [xij ]⊗ [ykl] := [xij ⊗ ykl] ∈Mpq(X ⊗ Y ) = Mp(Mq(X ⊗ Y )).

2. Im Zusammenhang mit vollständig beschränkten bilinearen Abbildungen verwen-
det man die tensorielle Matrixmultiplikation [Eff87]

x� y = [xij ]� [yjk] :=
[∑l

j=1 xij ⊗ yjk
]
∈Mn(X ⊗ Y )

von Operatormatrizen x = [xij ] ∈Mn;l(X), y = [yjk] ∈Ml;n(Y ).

Weitere Formeln findet man im Abschnitt tensorielle Matrixmultiplikation.

Die (n,l)-te Amplifikation einer bilinearen Abbildung Φ : X × Y → Z wird
definiert als

Φ(n;l) : Mn;l(X)×Ml;n(Y ) → Mn(Z)

(x, y) 7→ Φ̃(n)(x� y) =
[∑l

j=1 Φ(xij , yjk)
]
∈Mn(Z)

für l, n ∈ IN, x = [xij ] ∈Mn;l(X), y = [yjk] ∈Ml;n(Y ). Wenn n = l, schreiben wir
kurz39

Φ(n) := Φ(n;n) : Mn(x)⊗Mn(Y ) → Mn(Z)
(x, y) 7→ Φ(n)(x, y) := Φ̃(n)(x� y).

Allgemein vollständige Beschränktheit

Es seien X,Y, Z Operatorräume. Eine bilineare Abbildung Φ : X × Y → Z heißt all-
gemein vollständig beschränkt [BP91, Def. 5.3 (jointly completely bounded)],
wenn die Normen der allgemeinen Amplifikationen von Φ gleichmäßig beschänkt sind:

‖Φ‖jcb := sup ‖Φ(p×q)(x⊗ y)‖ <∞,
39In der Literatur wird die Ampli�kation einer bilinearen Abbildung h�au�g nur f�ur quadratische

Operatormatrizen erkl�art und als die Ampli�kation �(n) bezeichnet.
Im Lexikon benutzen wir auch die Ampli�kation auf Rechteckmatrizen, da sich dann einige Aussagen,

in denen man bei festen n ∈ IN alle Amplifkationen �(n,l), l ∈ IN, verwendet, genauer beschreiben lassen.
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wobei p, q ∈ IN, x ∈ Ball(Mp(X)), y ∈ Ball(Mq(Y )) sind [BP91, Def. 5.3]. Die Norm
‖Φ‖jcb ist gleich der Norm ‖Φ̃‖cb der Linearisierung

Φ̃ : X
∧
⊗ Y → Z

auf dem projektiven Operatorraum-Tensorprodukt.
JCB(X×Y ;Z) bezeichnet den Operatorraum der allgemein vollständig beschränkten

bilinearen Abbildungen. Die Matrizenstufen werden durch die Identifizierung

Mn(JCB(X × Y ;Z)) = JCB(X × Y ; lMn(Z))

normiert.
Es gilt vollständig isometrisch

JCB(X × Y ;Z) cb= CB(X,CB(Y,Z)) cb= CB(Y,CB(X,Z)).

Durch Transposition Φt(y, x) := Φ(x, y) erhält man eine vollständige Isometrie von
JCB(X × Y ;Z) mit JCB(Y ×X;Z).

Vollständige Beschränktheit

Für die Definition der vollständig beschränkten bilinearen Abbildungen brauchen
wir die Amplifikation Φ(n), und die Linearisierung Φ̃ : X ⊗ Y → Z. und die
tensorielle Matrixmultiplikation x� y von Operatormatrizen x, y.

Eine bilineare Abbildung Φ : X × Y → Z, n ∈ IN heißt vollständig beschränkt,
wenn

‖Φ‖cb := sup ‖Φ(n)(x, y)‖ <∞,

wobei n ∈ IN, x ∈ Ball(Mn(X)), y ∈ Ball(Mn(Y )) sind.
Die Norm ‖Φ‖cb ist gleich der Norm ‖Φ̃‖cb der Linearisierung

Φ̃ : X ⊗h Y → Z

auf dem Haagerup-Tensorprodukt.
Ferner bilden wir die Normen ‖Φ‖n über die tensoriellen Matrixprodukte aller40

rechteckigen Matrizen mit n Zeilen bzw. n Spalten:

‖Φ‖n := sup ‖Φ(n;l)(x, y)‖,

wobei l ∈ IN, x ∈ Ball(Mn;l(X)), y ∈ Ball(Ml;n(Y )) sind.
Es gilt

‖Φ‖cb = sup {‖Φ‖n : n ∈ IN} .
40Man beachte, da� die Norm der bilinearen Abbildung

�(n) : Mn(x)⊗Mn(Y )→Mn(Z)

im allgemeinen kleiner ist als die Norm ‖�‖n.
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Die Norm ‖Φ‖n ist gleich der Norm ‖Φ̃(n)‖ der Amplifikation der Linearisierung

Φ̃(n) : Mn(X ⊗h Y )→Mn(Z)

auf dem Haagerup-Tensorprodukt.
Eine Bilinearform Φ ist bereits vollständig beschränkt, wenn ‖Φ‖1 < ∞ ist. Dann

ist ‖Φ‖cb = ‖Φ‖1.41

CB(X×Y ;Z) bezeichnet den Operatorraum der vollständig beschränkten bilinearen
Abbildungen. Die Matrizenstufen werden durch die Identifizierung

Mn(CB(X × Y ;Z)) = CB(X × Y ; lMn(Z))

normiert.
Den vollständig beschränkten bilinearen Abbildungen entsprechen die vollständig

beschränkten linearen Abbildungen des Haagerup-Tensorproduktes. Es gilt vollständig
isometrisch

CB(X × Y ;Z) cb= CB(X ⊗h Y ;Z).

Vollständig beschränkte bilineare Abbildungen sind allgemein vollständig be-
schränkt. Die Einbettung CB(X×Y ;Z) ⊂ JCB(X×Y ;Z) ist vollständig kontrahierend.

Die Transponierte Φt(y, x) := Φ(x, y) einer vollständig beschränkten bilinearen Ab-
bildung Φ ist im allgemeinen nicht vollständig beschränkt.42

Für vollständig beschränkte bilineare (und allgemeiner multilineare) Abbildungen
Φ ∈ CB(A × B;B(H)) gibt es Verallgemeinerungen des Darstellungssatzes von Stine-
spring.

Darstellung

Vollständig beschränkte Bilinearformen wurden zuerst auf C∗-Algebren A, B untersucht
[EK87]. Für eine Bilinearform Φ : A×B → Cl sind die folgenden Eigenschaften äquiva-
lent:

(1) Φ ist vollständig beschränkt.

(2) Es gibt eine Konstante c, so daß

|
∑l
j=1 Φ(aj , bj)| ≤ c ‖

∑l
j=1 aja

∗
j‖

1
2 ‖
∑l
j=1 b

∗
jbj‖

1
2

für alle l ∈ IN, aj ∈ A, bj ∈ B gilt.

(3) Es gibt eine Konstante c und Zustände ω ∈ S(A), ρ ∈ S(B), so daß

|Φ(a, b)| ≤ c ω(aa∗)
1
2 ρ(b∗b)

1
2

für alle a ∈ A, b ∈ B gilt.
41Allgemeiner gilt ‖�‖cb = ‖�‖1 f�ur bilineare Abbildungen in eine kommutative C∗-Algebra A, da jede

beschr�ankte lineare Abbildung in A automatisch vollst�andig beschr�ankt ist und ‖�‖cb = ‖�‖ [Loe75,
Lemma 1]. F�ur bilineare Abbildungen � : X × Y →Mn(A) gilt ‖�‖cb = ‖�‖n.

42Dem entspricht, da� das Haagerup-Tensorprodukt nicht symmetrisch ist.
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(4) Es gibt ∗-Darstellungen π! : A → B(H!) und π� : A → B(H�) mit zyklischen
Vektoren ξ! ∈ H!, ξ� ∈ H� und einen Operator T ∈ B(H!,H�), so daß Φ(a, b) =
〈Tπ!(a)ξ!, π�(b)ξ�〉 für alle a ∈ A, b ∈ B gilt.

Man kann c = ‖T‖ = ‖Φ‖cb und ‖ξ!‖ = ‖ξ�‖ = 1 wählen.43

5.6 Modul-Tensorprodukte

Bisher wurde als einziges Beispiel eines Modul-Tensorproduktes von Operatormoduln
das Modul-Haagerup-Tensorprodukt untersucht [Rua89] [BMP].

5.6.1 Modul-Haagerup-Tensorprodukt

Sei X ein rechter Operatormodul über einer C∗-Algebra A, Y ein linker A-
Operatormodul, W ein Operatorraum. Eine bilineare Abbildung Ψ : X × Y → W
heißt ausgeglichen, wenn gilt:

Ψ(x · a, y) = Ψ(x, a · y)

für alle x ∈ X, y ∈ Y, a ∈ A.
Unter dem Modul-Haagerup-Tensorprodukt versteht man den bis auf

vollständige isometrische Isomorphie eindeutig bestimmten Operatorraum X⊗hA Y mit
einer bilinearen, vollständig kontrahierenden, ausgeglichenen Abbildung

⊗hA : X × Y → X ⊗hA Y,

so daß gilt: Für jede bilineare, vollständig beschränkte, ausgeglichene Abbildung

Ψ : X × Y →W

existiert eine eindeutig bestimmte lineare, vollständig beschränkte Abbildung

Ψ̃ : X ⊗hA Y →W

mit Ψ̃ ◦ ⊗hA = Ψ und ‖Ψ̃‖cb = ‖Ψ‖cb.
Das Modul-Haagerup-Tensorprodukt läßt sich auf verschiedene Weise realisieren:

1. Sei
N := lin{(x · a)⊗ y − x⊗ (a · y) | a ∈ A, x ∈ X, y ∈ Y }.

Der Quotient (X ⊗h Y )/N wird mit seinen kanonischen Matrixnormen zu einem
Operatorraum, der die Definition von X ⊗hA Y erfüllt [BMP].

2. Es bezeichne X⊗A Y das algebraische Modul-Tensorprodukt, d.h. den Quotienten
(X ⊗alg Y )/N . Für n ∈ IN und u ∈Mn(X ⊗A Y ) definiert

pn(u) := inf

{
‖S‖‖T‖

∣∣∣∣∣u =

[
l∑

k=1

Sik ⊗A Tkj

]
, l ∈ IN, S ∈Mnl(X), T ∈Mln(Y )

}
43Weitere Literaturangaben �ndet man in [CS89, Sec. 4].
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eine Halbnorm auf Mn(X ⊗A Y ). Es gilt: Kern(pn) = Mn(Kern(p1)), und die Se-
minormen pn induzieren eine Operatorraumnorm auf (X⊗AY )/Kern(p1) [Rua89].
Die Vervollständigung dieses Raumes erfüllt die Definition von X ⊗hA Y [BMP].

Beispiele

Sei X ein beliebiger Operatorraum. Dann läßt sich der Raum der vollständig beschränk-
ten (A1, A2)-Modulhomomorphismen von X in B(H) wie folgt mit dem Dual eines
Modul-Haagerup-Tensorproduktes identifizieren ([Pet97, p. 67], vgl. auch [ER91, Cor.
4.6], [Ble92b, Prop. 2.3]):

CB (A1;A2)(X,B(H)) cb= (RH ⊗hA1 X ⊗hA2 CH)∗

vollständig isometrisch.

6 Vollständige lokale Reflexivität

Ein Operatorraum X heißt vollständig lokal reflexiv [EJR98, §1], falls es zu jedem
endlichdimensionalen Teilraum L ⊂ X∗∗ ein Netz vollständig kontraktiver Abbildungen
ϕ� : L → X gibt, das gegen die Einbettung von L → X∗∗ in der Punkt-schwach∗-
Topologie konvergiert. 44

Diese Eigenschaft überträgt sich auf beliebige Unterräume. Dagegen überträgt sie
sich im allgemeinen nicht auf Quotienten; wird aber nach einem M-Ideal (z.B. zweisei-
tiges Ideal einer C∗-Algebra) faktorisiert, so ist auch der Quotientenraum vollständig
lokal reflexiv [ER94, Thm. 4.6].

Ein beliebiger Banachraum ist stets lokal reflexiv (Prinzip der lokalen Reflexivtät
[Sch70]).

Dagegen sind nicht alle Operatorräume vollständig lokal reflexiv. Etwa sind die volle
C∗-Algebra der freien Gruppe mit zwei Erzeugern C∗(F2) und B(`2) nicht vollständig
lokal reflexiv [EH85, p. 124-125].

Ein Operatorraum X ist genau dann vollständig lokal reflexiv, wenn eine (und damit
jede) der folgenden Bedingungen für alle endlichdimensionalen Operatorräume L erfüllt
ist [EJR98, §1, 4.4, 5.8]:

1. L
∨
⊗ X∗∗

cb= (L
∨
⊗ X)∗∗, worin

∨
⊗ das injektive Operatorraumtensorprodukt be-

zeichnet,

2. CB(L∗, X∗∗) cb= CB(L∗, X)∗∗,

3. L∗
∧
⊗ X∗

cb= (L
∨
⊗ X)∗, worin

∧
⊗ das projektive Operatorraumtensorprodukt und

das injektive Operatorraumtensorprodukt bezeichnen,
44 Der Unterschied zur De�nition von lokaler Reexivit�at ist also, da� die ϕα nicht nur kontrahierend,

sondern sogar vollst�andig kontrahierend sein sollen.
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4. CN (X,L∗) cb= CI (X,L∗), worin CN (·, ·) die vollständig nuklearen und CI (·, ·) die
vollständig integralen Abbildungen bezeichnen,

5. ι(ϕ) = ι(ϕ∗) für alle ϕ ∈ I(X,L∗).

Es reicht bei den ersten drei Unterpunkten, die gewöhnliche Isometrie nachzuweisen; aus
ihr folgt hier die vollständige Isometrie.

Beipiele

Folgende Klassen von Operatorräumen sind vollständig lokal reflexiv [EJR98, 6.1, 6.2],
[EH85, Prop. 5.4]:

1. reflexive Operatorräume (z.B. endlichdimensionale Operatorräume L),

2. nukleare C∗- Algebren (z.B. K(H) oder kommutative C∗-Algebren),45

3. Präduale beliebiger von Neumann-Algebren, also insbesondere Duale beliebiger
C∗-Algebren (z.B. T (H) = K(H)∗ = B(H)∗).

7 Vollständig beschränkte multilineare Abbildungen

Ausgehend vom linearen Fall läßt sich eine Theorie der vollständig beschränkten
multilinearen Abbildungen entwickeln. Die Motivation hierfür liegt in erster Linie
im Studium höherdimensionaler Hochschild-Kohomologie über C∗- und von Neumann-
Algebren46 [CES87].

Wiederum treten die wichtigsten Eigenschaften vollständig beschränkter multilinea-
rer Abbildungen in Darstellungs-, Fortsetzungs- sowie Zerlegungssätzen zutage.

Seien X1, . . . , Xk, Y Operatorräume und Φ : X1 × . . . × Xk → Y eine multilineare
Abbildung. Wir definieren [CES87, p. 281] durch

Φ(n) : Mn(X1)× . . .×Mn(Xk) → Mn(Y )

(x1, . . . , xk) 7→

 n∑
j1;j2;:::;jk−1=1

Φ(xl;j11 , xj1;j22 , . . . , x
jk−1;m
k )

 ,
wobei n ∈ IN, eine multilineare Abbildung, die n-te Amplifikation von Φ.

Φ heißt vollständig beschränkt, falls ‖Φ‖cb := supn‖Φ(n)‖ <∞, und vollständig
kontraktiv, falls ‖Φ‖cb ≤ 1. Man beachte bei dieser Definition auch den Zugang in:
Vollständig beschränkte bilineare Abbildungen.

45F�ur die Theorie nuklearer C∗-Algebren siehe z.B. [Mur90] und [Pat88].
46Im Zusammenhang hiermit steht das seit geraumer Zeit o�ene Derivations- und �aquivalent

[Kir96, Cor. 1] hierzu das �Ahnlichkeitsproblem f�ur C∗-Algebren. Man beachte, da� im Rahmen der
Operatorraum-Theorie positive Ergebnisse erzielt wurden. So zeigte Christensen in [Chr82], da� die in-
neren Derivationen von einer C∗-Algebra nach B(H) genau die vollst�andig beschr�ankten Derivationen
sind (Satz von Christensen).
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Vollständig beschränkte multilineare Abbildungen werden häufig über ihre Lineari-
sierungen auf dem Haagerup-Tensorprodukt studiert. Hierbei besteht der folgende enge
Zusammenhang [PS87, Prop. 1.3]; vgl. auch [SS95, Prop. 1.5.1]:

Seien X1, . . . , Xn Operatorräume und H ein Hilbertraum. Seien weiterhin

Φ : X1 × . . .×Xn → B(H)

eine multilineare Abbildung und

ϕ : X1 ⊗h . . .⊗h Xn → B(H)

die zugehörige Linearisierung. Dann ist Φ vollständig beschränkt genau dann, wenn ϕ
es ist, und in diesem Falle gilt: ‖Φ‖cb = ‖ϕ‖cb.

Siehe hierzu auch das Kapitel: Vollständig beschränkte bilineare Abbildungen.
Darstellungssatz47 [PS87, Thm. 3.2]:

Seien A1, . . . , Ak C
∗-Algebren, X1 ⊂ A1, . . . , Xk ⊂ Ak Operatorräume und H ein Hil-

bertraum. Sei ferner Φ : X1 × . . . × Xk → B(H) eine vollständig kontraktive mul-
tilineare Abbildung. Dann existieren Hilberträume Ki (i = 1, . . . , k), ∗-Darstellungen
πi : Ai → B(Ki) (i = 1, . . . , k), Kontraktionen Ti : Ki+1 → Ki (i = 1, . . . , k − 1) sowie
zwei Isometrien Vi : H → Ki (i = 1, k), so daß

Φ(x1, . . . , xk) = V ∗1 π1(x1)T1π2(x2)T2 · · ·Tk−1πk(xk)Vk.

Nach [Yli90, p. 296], siehe das dort aufgeführte ”Theorem“, vgl. auch [CES87], ist es
möglich, auf die ”bridging maps“ Ti zu verzichten; man erhält folgende einfachere Form
des Darstellungssatzes:

Seien A1, . . . , Ak C
∗-Algebren, X1 ⊂ A1, . . . , Xk ⊂ Ak Operatorräume und H ein

Hilbertraum. Sei ferner
Φ : X1 × . . .×Xk → B(H)

eine vollständig kontraktive multilineare Abbildung. Dann existiert ein Hilbertraum K,
∗-Darstellungen πi : Ai → B(K) sowie zwei Operatoren V1, Vk ∈ B(H,K), so daß

Φ(x1, . . . , xk) = V ∗1 π1(x1)π2(x2) · · ·πk(xk)Vk.

Vgl. den linearen Fall !
Aus diesem Resultat gewinnt man den nachstehenden
Fortsetzungssatz vgl. [PS87, Cor. 3.3], und [SS95]:

Seien Xi ⊂ Yi (i = 1, . . . , k) Operatorräume und H ein Hilbertraum. Sei ferner Φ :
X1×. . . Xk → B(H) eine vollständig beschränkte multilineare Abbildung. Dann existiert
eine multilineare Abbildung Φ̃ : Y1×. . .×Yk → B(H), welche Φ fortsetzt unter Erhaltung
der cb-Norm: ‖Φ‖cb = ‖Φ̃‖cb.

Vgl. auch den linearen Fall !
47F�ur eine entsprechende Formulierung �uber die Linearisierung auf dem Haagerup-Tensorprodukt vgl.

[PS87, Thm. 2.9] !



Was sind Operatoräume ? 7. September 1999 http://www.math.uni-sb.de/∼wittck/ 41

Seien nun A und B C∗-Algebren. Wir definieren [CS87, pp. 154-155] zu einer k-
linearen Abbildung Φ : Ak → B die k-lineare Abbildung Φ∗ : Ak → B durch

Φ∗(a1, . . . , ak) := Φ(a∗k, . . . , a
∗
2, a
∗
1)∗,

wobei a1, . . . , ak ∈ A. Eine k-lineare Abbildung Φ : Ak → B heißt symmetrisch, falls
Φ = Φ∗. Automatisch gilt dann auch Φ(n)∗ = Φ(n) (n ∈ IN).

Eine k-lineare Abbildung Φ : Ak → B heißt vollständig positiv, falls

Φ(n)(A1, . . . Ak) ≥ 0

für alle n ∈ IN, (A1, . . . , Ak) = (A∗k, . . . , A
∗
1) ∈ Mn(A)k, wobei A k+1

2
≥ 0 für ungerades

k.
Vorsicht: Im multilinearen Fall impliziert vollständige Positivität nicht notwendig

vollständige Beschränktheit!
Im Falle von C∗-Algebren erhält man eine multilineare Verallgemeinerung des Zer-

legungssatzes für vollständig beschränkte symmetrische lineare Abbildungen:
Zerlegungssatz [CS87, Cor. 4.3]:

Seien A und B C∗-Algebren, B injektiv, und sei weiterhin

Φ : Ak → B

eine vollständig beschränkte symmetrische k-lineare Abbildung. Dann existieren
vollständig beschränkte, vollständig positive k-lineare Abbildungen

Φ+,Φ− : Ak → B,

so daß
Φ = Φ+ − Φ− und ‖Φ‖cb = ‖Φ+ + Φ−‖cb.

Vgl. auch den linearen Fall !
Für Bilinearformen auf kommutativen C∗-Algebren besteht das folgende Resultat

über automatische vollständige Beschränktheit:
Sei A eine kommutative C∗-Algebra. Dann ist jede stetige Bilinearform Φ : A×A→

Cl automatisch vollständig beschränkt und

‖Φ‖ ≤ ‖Φ‖cb ≤ KG‖Φ‖,

wobei KG die Grothendieck-Konstante bezeichnet. Ferner ist KG die bestmögliche solche
Konstante.

8 Konvexität

Da in der Funktionalanalysis bei der Betrachtung normierter oder geordneter Vek-
torräume konvexe Mengen eine wichtige Rolle spielen, suchte man auch nach nicht-
kommutativen Verallgemeinerungen von Konvexität, die für Vektorräume von Opera-
toren geeignet sind. Für C∗-Algebren wurden C∗-konvexe Mengen eingeführt, für Ope-
ratorräume matrixkonvexe Mengen. Die These ist, daß die matrixkonvexen Mengen die
konvexen Mengen der Operatorräume sind.
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In der Konvexitätstheorie führt man ausgezeichnete Punkte, die sogenannten Ex-
tremalpunkte, ein und untersucht, wie man Punkte kompakter konvexer Mengen als
Konvexkombination von Extremalpunkten darstellen kann. Die Ergebnisse dazu sind im
Satz von Krein-Milman und dessen Verschärfungen, den Darstellungssätzen von Cho-
quet, gegeben.

Gelten für nichtkommutative Konvexität analoge Aussagen? Die beiden Unterkapitel
Matrixextremalpunkte und C∗-extremale Punkte fassen bisherige Antworten auf diese
Frage zusammen.

Veröffentlichungen über nichtkommutative Konvexität sind unter anderem [EW97b],
[WW99], [FZ98], [Mor94], [Fuj94].

8.1 Matrixkonvexität

Eine Menge K von Matrizen über V besteht aus je einer Teilmenge Kn ⊂ Mn(V )
zu jedem n ∈ IN. Ist nicht für jedes n eine Menge Kn ⊂ Mn(V ) gegeben, so kann
man dennoch von einer Menge von Matrizen sprechen, indem man fehlende Stufen als
∅ setzt.48

Eine Menge K von Matrizen über V heißt matrixkonvex [Wit84b], falls für alle
x ∈ Kn und y ∈ Km

x⊕ y ∈ Kn+m,

und für alle x ∈ Kn und α ∈Mn;m mit α∗α = 1lm

α∗xα ∈ Km.

Eine Menge K von Matrizen über V heißt absolut matrixkonvex [EW97a], falls
für alle x ∈ Kn und y ∈ Km

x⊕ y ∈ Kn+m,

und für alle x ∈ Kn, α ∈Mn;m und β ∈Mm;n mit ‖α‖, ‖β‖ ≤ 1

αxβ ∈ Km.
48Mit der Bezeichnung M(V ) =

⋃
{Mn(V ) | n ∈ IN} ist eine Menge K von Matrizen �uber V einfach

eine Teilmenge von M(V ). Ihre Stufen Kn erh�alt man als Kn = K ∩Mn(V ).
Die folgenden De�nitionen lesen sich dann so:
Sei K ⊂M(V ). K hei�t matrixkonvex, falls

K ⊕K ⊂ K und α∗Kα ⊂ K f�ur alle Matrizen α mit α∗α = 1l.

K hei�t absolut matrixkonvex, falls

K ⊕K ⊂ K und αKβ ⊂ K f�ur alle Matrizen α, β mit ‖α‖, ‖β‖ ≤ 1.

K hei�t Matrixkegel, falls

K ⊕K ⊂ K und α∗Kα ⊂ K f�ur alle Matrizen α.
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Eine MengeK von Matrizen über V heißt Matrixkegel [Pow74], falls für alle x ∈ Kn

und y ∈ Km

x⊕ y ∈ Kn+m,

und für alle x ∈ Kn und α ∈Mn;m

α∗xα ∈ Km.

Eine Menge K von Matrizen über V ist genau dann matrixkonvex, falls alle Ma-
trixkonvexkombinationen von Elementen von K wieder in K liegen. K ist genau dann
absolut matrixkonvex,falls alle Matrixabsolutkonvexkombinationen von Elementen von
K wieder in K liegen. Dabei ist eine Matrixkonvexkombination von x1, . . . , xn
(xi ∈ Kki) eine Summe der Form

∑n
i=1 α

∗
i xiαi mit Matrizen αi ∈ Mki;j , so daß∑n

i=1 α
∗
iαi = 1lj . Eine Matrixabsolutkonvexkombination von x1, . . . , xn ist ei-

ne Summe der Form
∑n
i=1 αixiβi mit Matrizen αi ∈ Mj;ki und βi ∈ Mki;j , so daß∑n

i=1 αiα
∗
i ≤ 1lj und

∑n
i=1 β

∗
i βi ≤ 1lj .

Ist V ein topologischer Vektorraum, so sind topologische Begriffe stufenweise zu
verstehen: Eine Menge K von Matrizen über V heißt zum Beispiel abgeschlossen, falls
alle Stufen Kn abgeschlossen sind.

Beispiele

Matrixkonvexität

1. Die Einheitskugel eines Operatorraums X, gegeben durch alle Balln = {x ∈
Mn(X) | ‖x‖ ≤ 1},49 ist absolut matrixkonvex und abgeschlossen.

2. Die Menge der Matrixzustände einer unitalen C∗-Algebra A, gegeben durch alle
CS(A)n = {ϕ : A→Mn | ϕ vollständig positiv und unital}, ist matrixkonvex und
schwach-∗-kompakt.

3. Ist A eine C∗-Algebra, so bilden die positiven Elemente Mn(A)+ aller Stufen einen
abgeschlossenen Matrixkegel.

8.1.1 Trennungssätze

Ein wichtiges Hilfsmittel der Theorie sind die folgenden Trennungssätze.
Sei 〈V,W 〉 eine (nicht ausgeartete) Dualität von Vektorräumen. Dadurch sind V

und W mit schwachen Topologien versehen und die Matrizenstufen mit der zugehörigen
Produkttopologie. Zu v = [vi;j ] ∈Mn(V ) und w = [wk;l] ∈Mm(W ) ist 〈v, w〉 erklärt als
die Amplifikation der Dualität:

〈v, w〉 = [〈vi;j , wk;l〉](i;k);(j;l).

Man beachte, daß die Matrizen nicht total geordnet sind; 6≤ bedeutet also nicht >.
Satz:50 Sei 〈V,W 〉 eine Dualität von Vektorräumen, K eine abgeschlossene Menge

von Matrizen über V , und v0 ∈Mn(V ) \Kn.
49 Also Ball = {x ∈M(X) | ‖x‖ ≤ 1}.
50 Aus diesem Satz kann man leicht die folgende sch�arfere Fassung der Teile a), b) und d) gewinnen:
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a) [WW99, Thm. 1.6] Ist K matrixkonvex, so gibt es ein w ∈Mn(W ) und α ∈ (Mn)sa,
so daß für alle m ∈ IN und v ∈ Km

Re〈v, w〉 ≤ 1lm ⊗ α, aber Re〈v0, w〉 6≤ 1ln ⊗ α.

b) [EW97b, Thm. 5.4] Ist K matrixkonvex und 0 ∈ K1, so gibt es ein w ∈ Mn(W ),
so daß für alle m ∈ IN und v ∈ Km

Re〈v, w〉 ≤ 1lnm, aber Re〈v0, w〉 6≤ 1ln2 .

c) [Bet97, p. 57] Ist K ein Matrixkegel, so gibt es ein w ∈ Mn(W ) so daß für alle
m ∈ IN und v ∈ Km

Re〈v, w〉 ≤ 0, aber Re〈v0, w〉 6≤ 0.

d) [EW97a, Thm. 4.1] Ist K absolut matrixkonvex, so gibt es ein w ∈Mn(W ), so daß
für alle m ∈ IN und v ∈ Km

‖〈v, w〉‖ ≤ 1, aber ‖〈v0, w〉‖ > 1.

Ein Beweis des Satzes von Ruan beruht auf dem Trennungssatz für absolut matrixkon-
vexe Mengen, angewandt auf die Einheitskugel eines Operatorraums.

8.1.2 Bipolarensätze

Sei 〈V,W 〉 eine Dualität von Vektorräumen und K eine Menge von Matrizen über V .
Die Matrixpolare von K ist eine Menge D von Matrizen über W , gegeben durch51

Dn = {w ∈Mn(W ) | Re〈v, w〉 ≤ 1lnm für alle m ∈ IN, v ∈ Km}

Die absolute Matrixpolare von K ist eine Menge D von Matrizen über W , gegeben
durch52

Dn = {w ∈Mn(W ) | ‖〈v, w〉‖ ≤ 1 für alle m ∈ IN, v ∈ Km}
Analog sind Polaren von Mengen von Matrizen über W erklärt.
Es gelten die Bipolarensätze: Sei 〈V,W 〉 eine Dualität von Vektorräumen und K

eine Menge von Matrizen über V .

a) Ist K matrixkonvex, so gibt es ein w ∈ Mn(W ), α ∈ (Mn)sa und ε > 0, so da� f�ur alle m ∈ IN
und v ∈ Km

Re〈v, w〉 ≤ 1lm ⊗ (α− ε1ln), aber Re〈v0, w〉 6≤ 1ln ⊗ α.

b) Ist K matrixkonvex und 0 ∈ K1, so gibt es ein w ∈ Mn(W ) und ε > 0, so da� f�ur alle m ∈ IN
und v ∈ Km

Re〈v, w〉 ≤ (1− ε)1lnm, aber Re〈v0, w〉 6≤ 1ln2 .

d) Ist K absolut matrixkonvex, so gibt es ein w ∈ Mn(W ) und ε > 0, so da� f�ur alle m ∈ IN und
v ∈ Km

‖〈v, w〉‖ ≤ 1− ε, aber ‖〈v0, w〉‖ > 1.

51 D = {w ∈M(W ) | Re〈v, w〉 ≤ 1l f�ur alle v ∈ K}
52 D = {w ∈M(W ) | ‖〈v, w〉‖ ≤ 1 f�ur alle v ∈ K}
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a) [EW97b] K stimmt genau dann mit seiner Matrixbipolaren überein, wenn K ab-
geschlossen und matrixkonvex ist und 0 ∈ K1.

b) [EW97a] K stimmt genau dann mit seiner absoluten Matrixbipolaren überein,
wenn K abgeschlossen und absolut matrixkonvex ist.

Die Matrixbipolare einer Menge K von Matrizen über V ist daher die kleinste ab-
geschlossene und matrixkonvexe Menge, die K und 0 enthält.

Die absolute Matrixbipolare einer Menge K von Matrizen über V ist daher die
kleinste abgeschlossene und absolut matrixkonvexe Menge, die K enthält.

Damit erhält man eine Charakterisierung der Einheitskugeln von
MIN (E) und MAX (E) für einen Banachraum E: Die Einheitskugel von MIN (E)
ist die absolute Matrixpolare der Menge von Matrizen Ball(E∗). Die Einheitskugel von
MAX (E) ist gegeben als die absolute Matrixbipolare der Menge von Matrizen Ball(E).

8.2 Matrixextremalpunkte

Sei V ein Vektorraum. Eine matrixkonvexe Menge von Matrizen über V wird kürzer
matrixkonvexe Menge in V oder, noch kürzer, m-konvexe Menge in V genannt. Sei
A eine Menge von Matrizen über V . Die m-konvexe Hülle von A ist die kleinste m-
konvexe Menge in V , die A umfaßt. Ihr (komponentenweiser) Abschluß ist die kleinste
abgeschlossene m-konvexe Menge, die A umfaßt, weil der Abschluß von m-konvexen
Mengen wieder m-konvex ist. Zwei Elemente x, y ∈Mn(V ) heißen unitär äquivalent,
wenn es ein unitäres u ∈ Mn gibt, so daß x = u∗yu gilt. Sei U(S) die Menge aller
Elemente, die zu Elementen von S ⊂ Mn(V ) unitär äquivalent sind. x ∈ Mn(V ) wird

reduzibel genannt, wenn es unitär äquivalent zu einer Blockmatrix

[
y 0
0 z

]
∈Mn(V )

ist. Eine m-Konvexkombination
∑k
i=1 α

∗
i xiαi nennt man eigentlich, wenn alle αi qua-

dratisch und ungleich 0 sind.
Sei K eine m-konvexe Menge in V . Dann heißt x ∈ Kn strukturelles Element53

von Kn, wenn in allen eigentlichen m-Konvexkombinationen x =
∑k
i=1 α

∗
i xiαi die Ele-

mente xi ∈ Kn unitär äquivalent zu x sind [Fis96]. Die Menge der strukturellen Ele-
mente von Kn heiße str(Kn). Die Menge der strukturellen Elemente von K ist die
Menge von Matrizen über V , die aus str(Kn) für alle n ∈ IN besteht.

Beispiel: Sei L ein Operatorsystem. Der verallgemeinerter Zustandsraum von L ist
die m-konvexe Menge CS(L) im Dual L∗, die aus den Matrixzuständen

CS(L)n = {ψ | ψ : L→Mn vollständig positiv und unital}.

besteht. Der verallgemeinerte Zustandsraum ist schwach*-kompakt. Mit [CE77, Lemma
2.2] läßt sich zeigen, daß die strukturellen Elemente von CS(L)n genau die reinen
vollständig positiven und unitalen Abbildungen in CS(L)n sind. Ferner gibt es zu
jeder kompakten und m-konvexen Menge ein Operatorsystem, dessen verallgemeinerter

53Der Begri�
"
strukturelles Element\geht auf Morenz zur�uck [Mor94]. Eine weitere �aquivalente De�-

nition wird in [WW99] gegeben. Dort hei�en die strukturellen Elemente jedoch
"
matrix extreme points\.
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Zustandsraum mit dieser übereinstimmt [WW99, Prop. 3.5].

Sei V ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Mn(V ) werde mit der Produkt-
topologie ausgestattet. Der matrixkonvexe Satz von Krein-Milman lautet nun:
Sei K eine kompakte m-konvexe Menge in V . Dann ist K gleich der abgeschlossenen
m-konvexen Hülle der Menge der strukturellen Elemente von K. Wenn V endlichdimen-
sional ist, kann man auf den Abschluß verzichten.

In der anderen Richtung gilt folgender Satz: Sei K eine kompakte m-konvexe Menge
in V . Sei S eine abgeschlossene Menge von Matrizen über V , so daß Sn ⊂ Kn und
v∗Slv ⊂ Sm für alle partiellen Isometrien v ∈Mlm und für alle n,m, l ∈ IN, l ≥ m. Wenn
die abgeschlossene m-konvexe Hülle von S gleich K ist, dann liegen alle strukturellen
Elemente von K in S (vgl. [WW99], [Fis96]).

Für speziellere m-konvexe Mengen lassen sich diese Ergebnisse verschärfen. Eine m-
konvexe Menge K in V heiße einfach54, wenn n ∈ IN und A ⊂ Mn(V ) existieren, so
daß K gleich der m-konvexen Hülle von A ist. Für eine einfache m-konvexe Menge K
gibt es n ∈ IN, so daß str(Km) = ∅ für alle m > n.

Sei K eine m-konvexe Menge in V . Für beliebige m ∈ IN heiße x ∈ Km Matrix-
Extremalpunkt von K, wenn x ∈ str(Km) und

x /∈ ∪m<l1l∗lmstr(Kl)1llm

gilt [Fis96]. Die Menge sei die Menge von Matrizen über V , die aus allen Matrixextre-
malpunkten von K besteht. Damit gilt:

Sei K eine einfache, kompakte und m-konvexe Menge in V . Dann ist K gleich der ab-
geschlossenen m-konvexen Hülle ihrer Matrixextremalpunkte. Ist V endlichdimensional,
so gilt schärfer, K ist die m-konvexe Hülle ihrer Matrixextremalpunkte. Zusätzlich läßt
sich dann zeigen: Ist S eine Menge von Matrizen über V , die keine reduziblen Elemente
enthält und deren m-konvexe Hülle gleich K ist, dann gilt m-ext(K)m ⊂ U(Sm) für alle
m ∈ IN (vgl. [Mor94], [Fis96]).

Im allgemeinen kann m-ext(K) für eine m-konvexe Menge K leer sein, auch wenn
K kompakt ist. Als Beispiel sei der verallgemeinerte Zustandsraum CS(A) einer C∗-
Algebra A genannt. Seine Matrixextremalpunkte sind genau die endlichdimensionalen
irreduziblen Darstellungen von A. Diese müssen i. a. nicht existieren.

8.3 C∗-Konvexität

Eine C∗-konvexe Menge ist eine Teilmenge K einer unitalen C∗-Algebra A, so daß

n∑
i=1

a∗ixiai ∈ K

für alle xi ∈ K und ai ∈ A mit
∑n
i=1 a

∗
i ai = 1l.

54In [Fis96] hei�en diese m-konvexen Mengen
"
endlich\.
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Dabei heißt eine Summe der Form
∑n
i=1 a

∗
ixiai C

∗-Konvexkombination.
Eine C∗-absolutkonvexe Menge ist eine Teilmenge K einer C∗-Algebra A, so daß

n∑
i=1

a∗ixibi ∈ K

für alle xi ∈ K und ai, bi ∈ A mit
∑n
i=1 a

∗
i ai,

∑n
i=1 b

∗
i bi ≤ 1l [Mag98a].

Insbesondere sind C∗-konvexe Mengen konvex, und C∗-absolutkonvexe Mengen sind
absolutkonvex.

Beispiele für C∗-konvexe Mengen: Sei H ein Hilbertraum und fest. Man definiert den
Matrix-Wertevorrat

W (T )n := {ϕ(T )|ϕ : B(H)→Mn vollständig positiv und unital}.

W (T )n ist eine kompakte und C∗-konvexe Teilmenge von Mn.
Zu jeder kompakten C∗-konvexen Teilmenge K von Mn existiert ein separabler

Hilbertraum H und S ∈ B(H) mit K = W (S)n (vgl. [LP81, Prop. 31]).
Desweiteren sind die Mengen

Ball(B(H)) = {x ∈ B(H)|‖x‖ ≤ 1} und P = {x ∈ B(H)|0 ≤ x ≤ 1l}

C∗-konvexe und WOT-kompakte Teilmengen von B(H). Ball(B(H)) ist zusätzlich C∗-
absolutkonvex.

C∗-konvexe Mengen wurden von Loebl und Paulsen in [LP81] eingeführt und Anfang
der neunziger Jahre insbesondere von Farenick und Morenz ([Far92],[FM93]) untersucht.
Diese Untersuchungen beschäftigten sich mit der Frage nach einer Analogie zum Satz
von Krein-Milman. Schließlich gelang es Morenz eine solche zu zeigen [Mor94, Th. 4.5].
Ende der neunziger Jahre variierte Magajna die Definition von C∗-konvex leicht und
zeigte einige Trennungssätze [Mag98a, Th. 1.1] und auch eine Analogie zum Satz von
Krein-Milman [Mag98b, Th. 1.1].

8.3.1 Trennungssätze

Seien A,B ⊂ B(H) unitale C∗-Algebren und Y ⊂ B(H) ein (A,B)-Bimodul. Dann heißt
K ⊂ Y (A,B)-absolutkonvex, wenn

n∑
i=1

a∗ixibi ∈ K

für alle xi ∈ K und ai ∈ A, bi ∈ B mit
∑n
i=1 a

∗
i ai,

∑n
i=1 b

∗
i bi ≤ 1l. Sei Y ein A-Bimodul.

Dann heißt K A-konvex, wenn
n∑
i=1

a∗ixiai ∈ K

für alle xi ∈ K und ai ∈ A mit
∑n
i=1 a

∗
i ai = 1l. Im Fall Y = A stimmt diese Definition

also mit der von C∗-konvexen Mengen überein.
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Es gelten folgende Trennungssätze [Mag98a, Thm. 1.1]: Seien A,B ⊂ B(H) unitale
C∗-Algebren und Y ⊂ B(H) ein (A,B)-Bimodul. Sei K ⊂ Y normabgeschlossen und
y0 ∈ Y \K.

1. Wenn A = B, 0 ∈ K und K A-konvex, dann existieren ein Hilbertraum H�,
eine zyklische Darstellung π : A → B(H�) und ein vollständig beschränkter A-
Bimodul-Homomorphismus φ : Y → B(H�), so daß für alle y ∈ K

Reφ(y) ≤ 1l, aber Reφ(y0) 6≤ 1l.

2. Wenn K (A,B)-absolutkonvex ist, dann existieren ein Hilbertraum H�, Darstel-
lungen π : A → B(H�) und σ : B → B(H�) und ein vollständig beschränkter
(A,B)-Bimodul-Homomorphismus φ : Y → B(H�), so daß für alle y ∈ K

‖φ(y)‖ ≤ 1, aber ‖φ(y0)‖ > 1.

8.4 C∗-extremale Punkte

Sei A eine unitale C∗-Algebra. Für eine Teilmenge Y ⊂ A ist die C∗-konvexe Hülle die
kleinste C∗-konvexe Menge, die Y umfaßt.

Ein Element x einer C∗-konvexen Menge K ⊂ A heißt C∗-Extremalpunkt, wenn
für alle C∗-Konvexkombinationen x =

∑n
i=1 a

∗
ixiai mit invertierbaren ai ∈ A folgt, zu

xi ∈ K existieren unitäre ui ∈ A mit x = u∗ixiui für i = 1, . . . , n [LP81].

Sei nun A = Mn und sei K ⊂Mn kompakt und C∗-konvex. Sei K̃ die matrixkonvexe
Hülle von K. Dann ist K̃ eine einfache kompakte und m-konvexe Menge in Cl , so daß
K̃n = K [Fis96]. In diesem Sinn kann eine C∗-konvexe Teilmenge von Mn auch als
m-konvexe Menge in Cl aufgefaßt werden. Man hat nun den matrixkonvexen Satz von
Krein-Milman zur Verfügung. Ferner ergibt sich aus Ergebnissen von Farenick und
Morenz [FM93], daß die strukturellen Elemente von K̃n genau die nicht reduziblen
C∗-Extremalpunkte von K sind. Man kann daher zeigen: Sei K ⊂ Mn kompakt und
C∗-konvex, dann ist K gleich der C∗-konvexen Hülle der C∗-Extremalpunkte von K.

Um ein allgemeineres Ergebnis zu erhalten, kann man die Definition der Ex-
tremalpunkte ändern. Sei R ein hyperfiniter Faktor und K ⊂ R eine C∗-konvexe
Teilmenge. x ∈ K heißt R-Extremalpunkt, wenn für alle C∗-Konvexkombinationen
x =

∑n
i=1 aixiai mit xi ∈ K und positiven und invertierbaren ai ∈ A folgt, daß x = xi

und aix = xai für i = 1, . . . , n gilt.55

Damit läßt sich folgender Satz beweisen [Mag98b, Thm. 1.1]: Sei K ⊂ R C∗-konvex
und ultraschwach kompakt. Dann ist K gleich dem ultraschwachen Abschluß der C∗-
konvexen Hülle ihrer R-Extremalpunkte.

55Im Fall R = Mn sind das die C∗-Extremalpunkte. Ansonsten sind R-Extremalpunkte auch C∗-
extremal, aber i.a. nicht umgekehrt.
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9 Hilbert-C∗-Moduln

Hilbert-C∗-Moduln verallgemeinern die Idee der Hilberträume, indem statt eines ska-
laren inneren Produktes ein inneres Produkt betrachtet wird, dessen Bild in einer C∗-
Algebra liegt. Einige der Konstruktionen, die einen Hilbertraum mit einer Operator-
raumstruktur versehen, lassen sich auf Hilbert-C∗-Moduln übertragen. Dadurch erhalten
die Hilbert-C∗-Moduln eine Operatorraumstruktur.

Einen Überblick über die algebraische Struktur der Hilbert-C∗-Moduln geben die Ar-
tikel [Pas73], [BGR77], [Bro77] und die Monographie [Lan95]. Der Operatorraumaspekt
von Hilbert-C∗-Moduln wurde erstmals in [Ble97] untersucht. Teilergebnisse finden sich
in [Ble96] und [BMP].

9.1 Rechte und linke Hilbert-C∗-Moduln

Ein rechter Hilbert-C∗-Modul X über einer C∗-Algebra (A, ‖ · ‖A), kurz: ein rechter
Hilbert-A-Modul, ist ein Banachraum (X, ‖ · ‖X), für den zusätzlich gilt:

1. X ist ein rechter A-Modul.

2. Es gibt ein A-wertiges inneres Produkt auf X, d.h. eine Abbildung

〈·, ·〉A : X ×X → A ,

so daß für alle x, y, z ∈ X und für alle a ∈ A gilt:

(a) 〈x+ y, z〉A = 〈x, z〉A + 〈y, z〉A
(b) 〈x, y〉A = 〈y, x〉∗A
(c) 〈x, y · a〉A = 〈x, y〉A a
(d) 〈x, x〉A ≥ 0
(e) 〈x, x〉A = 0 impliziert x = 0.

3. Für alle x ∈ X gilt:

‖x‖X = ‖〈x, x〉A‖
1
2
A .

Analog definiert man linke Hilbert-C∗-Moduln, indem man (d) ersetzt durch

(d’) A〈x, a · y〉 = A〈x, y〉a∗.

Beispiele

1. Jedes abgeschlossene Rechtsideal R in einer C∗-Algebra A wird durch 〈x, y〉A :=
x∗y zu einem rechten Hilbert-A-Modul.

2. Jedes abgeschlossene Linksideal L in einer C∗-Algebra A wird durch A〈x, y〉 := xy∗

zu einem linken Hilbert-A-Modul.

3. Insbesondere wird jede C∗-Algebra A durch 〈x, y〉A := x∗y zu einem rechten und
durch A〈x, y〉 := xy∗ zu einem linken Hilbert-A-Modul.
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9.2 Die kanonische Operatorraumstruktur

Für einen rechten Hilbert−C∗-Modul X über einer C∗-Algebra A definiert man die
kanonische Operatorraumstruktur für x ∈Mn(X) durch

‖x‖n :=

∥∥∥∥∥
[
n∑
k=1

〈xki, xkj〉A

]∥∥∥∥∥
1=2

Mn(A)

.

Mit diesen Matrizennormen wird X zu einem A-Operatormodul. Man beachte, daß
(Mn(X), ‖ · ‖n) ein rechter Hilbert-C∗-Modul über Mn(A) ist. Das Skalarprodukt für
x, y ∈Mn(X) wird erklärt durch

〈x, y〉Mn(A) :=

[
n∑
k=1

〈xki, ykj〉A

]
,

die Moduloperation durch

[xij ] · [aij ] :=

[
n∑
k=1

x�k · ak�

]
.

Für einen linken Hilbert-C∗-Modul X definiert man die kanonische Operator-
raumstruktur durch

‖x‖n :=

∥∥∥∥∥
[
n∑
k=1

A〈xik, xjk〉
]∥∥∥∥∥

1=2

Mn(A)

für x ∈Mn(X). Man beachte, daß Mn(X) mit ‖ · ‖n zu einem linken Hilbert-C∗-Modul
über Mn(A) wird, dessen Skalarprodukt für x, y ∈Mn(X) gegeben ist durch

〈x, y〉Mn(A) :=

[
n∑
k=1

A〈xik, yjk〉
]
.

Die Moduloperation entspricht der Matrizenmultiplikation von links.

Beispiele

Im folgenden sei (H, 〈· , ·〉) ein Hilbertraum mit einem Skalarprodukt, das wie üblich in
der ersten Komponente linear ist.

1. (H, 〈·, ·〉) ist ein linker Hilbert-Cl -Modul. Obige Konstruktion bietet eine
Möglichkeit, H mit einer Operratorraumstruktur zu versehen. Man erhält den
Zeilen-Hilbertraum RH.

2. Um aus H einen rechten Hilbert-Cl -Modul zu machen, definiert man auf H ein
neues inneres Produkt durch 〈x, y〉Cl := 〈x, y〉. Der Operatorrraum, der durch
obige Konstruktion entsteht, ist gerade der Spalten-Hilbertraum CH.
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3. Die Abbildung
〈·, ·〉B(H) : H×H → B(H)

(x, y) 7→ 〈·, y〉x
definiert auf H ein inneres Produkt mit Werten in B(H), das in der ersten Kompo-
nente linear und in der zweiten konjugiert linear ist. Mit diesem inneren Produkt
wird H zu einem linken Hilbert-C∗-Modul über B(H). Der Operatorraum, der
durch die obige Konstruktion entsteht, ist gerade der Spalten-Hilbertraum CH.

4. Die Abbildung
〈·, ·〉B(H) : H×H → B(H)

(x, y) 7→ 〈·, x〉y
definiert aufH ein inneres Produkt, mit Werten in B(H), das in der ersten Kompo-
nente konjugiert linear ist und in der zweiten linear. Mit diesem inneren Produkt
und der Modulabbildung

H×B(H)→ H , ξ · T := T ∗(ξ)

wird H zu einem rechten Hilbert-C∗-Modul über B(H). Der Operatorraum, der
durch die obige Konstruktion entsteht, ist gerade der Zeilen-Hilbertraum RH.

5. Die inneren Produkte aus den Beispielen im Kapitel
Rechte und linke Hilbert-C∗-Moduln, die eine C∗-Algebra A zu einem linken
bzw. rechten Hilbert-A-Modul machen, induzieren beide eine Operatorraum-
struktur, die mit der kanonischen Operatorraumstruktur von A als C∗-Algebra
übereinstimmt.

9.3 Grundkonstruktionen

Direkte Summe und Spaltenraum

Seien (A, ‖ · ‖A) eine C∗-Algebra und Xi, i = 1, . . . , n, rechte Hilbert-C∗-Moduln über
A. Die Norm

‖ · ‖ :
n⊕
i=1

Xi → lR∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


x1

x2
...
xn


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

:=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

〈xi, xi 〉A

∥∥∥∥∥
1=2

A

macht aus der algebraisch direkten Summe der Xi einen rechten Hilbert-C∗-Modul über
A. Die Modulabbildung wird durch

x1

x2
...
xn

 · a :=


x1 · a
x2 · a

...
xn · a
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erklärt. Das innere Produkt definiert man durch:

〈 x1
...
xn

 ,
 y1

...
yn

〉
A

:=
n∑
i=1

〈xi , yi〉A

Wenn gilt X1 = X2 = · · · = Xn =: X , so schreibt man für diesen Hilbert-C∗-Modul
Cn(X). Die Einbettung von Cn(X) in lMn(X) als erste Spalte ist eine vollständige Iso-
metrie.

Für einen linken Hilbert-C∗-Modul X bezeichne Cn(X) die Teilmenge von Mn(X),
deren Elemente nur in der ersten Spalten Einträge haben. Als Unterraum von Mn(X)
ist Cn(X) ein linker Hilbert-C∗-Modul über Mn(A).

Seien Xn für n ∈ IN rechte Hilbert-C∗-Moduln über einer C∗-Algebra (A, ‖ · ‖A). Die
Menge

⊕
n∈ IN Xn wird definiert durch

⊕
n∈IN

Xn :=


 x1

x2
...

 ∣∣∣∣∣xn ∈ Xn und
∑
n∈ IN

〈xn, xn〉A konvergiert in A


Mit 〈 x1

x2
...

 ,
 y1

y2
...

〉
A

:=
∑
n∈IN

〈xn, yn〉A

wird
⊕

n∈IN Xi zu einem rechten Hilbert-C∗- Modul über A. Wenn gilt X1 = X2 =
· · · =: X, so schreibt man für diesen Hilbert-C∗-Modul C∞(X).

Der Zeilenraum

Es sei
⊕n

i=1X die algebraisch direkte n-fache Summe eines rechten Hilbert-C∗-Moduls
X über einer C∗-Algebra A. Schreibt man Elemente aus

⊕n
i=1X als Zeilen, so liest sich

die folgende Modulabbildung wie die Multiplikation einer Zeile mit einer Matrix:

n⊕
i=1

X ×Mn(A)→
n⊕
i=1

X

((x1, . . . , xn), [aij ]) :=

(
n∑
l=1

xl · al1, . . . ,
n∑
l=1

xl · aln

)
Zusammen mit der bilinearen Abbildung

〈 · , · 〉 :
n⊕
i=1

X ×
n⊕
i=1

X →Mn(A)

〈( x1,· · ·,xn ), ( y1,· · ·,yn )〉Mn(A) := [〈xi, yj〉A]
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wird
⊕n

i=1X zu einem rechten Hilbert-C∗-Modul über Mn(A). Er wird mit Rn(X)
bezeichnet. Die Einbettung von Rn(X) in Mn(X) als erste Zeile ist eine vollständige
Isometrie.

Für einen linken Hilbert-C∗-Modul X bezeichne Rn(X) die Teilmenge von Mn(X),
deren Elemente nur in der ersten Zeile Einträge haben. Als Unterraum von Mn(X)
erbt Rn(X) ein inneres Produkt mit Werten in Mn(A). Betrachtet man sich jedoch
den Ausdruck des inneren Produktes für zwei Elemente von Rn(X), so sieht man, daß
die entstehende Matrix nur einen Eintrag hat. Rn(X) hat also ein inneres Produkt mit
Werten in A. Mit der Moduloperation

a · ( x1,· · ·,xn ) := ( a · x1,· · ·,a · xn )

ist Rn(X) ein linker Hilbert-A-Modul.

Konjugierter Hilbert-C∗-Modul

Sei (X, 〈., .〉, {‖.‖n}) ein rechter Hilbert-C∗-Modul über einer C∗-Algebra A. Unter dem
zu X konjugierten Hilbert-C∗-Modul X verstehen wir den zu X konjugierten
Banachraum mit der durch

a · x := x · a∗

definierten linken A-Modulstrukur und dem inneren Produkt

A〈x, y〉 := 〈x, y〉A.

X ist ein linker Hilbert-C∗-Modul über A. Versieht man ihn mit seiner
kanonischen Operatorraumstruktur, so gilt:

‖[xij ]‖n = ‖[xji]‖n (4)

X läßt sich durch x 7→ 〈x, ·〉 vollständig isometrisch in CB(X,A)A einbetten [BMP].

Beispiele für konjugierte Hilbert-C∗-Moduln

1. Der komplex konjugierte Raum eines Hilbertraumes ist mit 〈ξ, η〉 := 〈ξ, η〉 wieder
ein Hilbertraum. Betrachtet man den rechten Hilbert-Cl -Modul (H, 〈·, ·〉Cl ), so ist
sein konjugierter Hilbert-Cl -ModulH gerade der komplex konjugierte Hilbertraum.
H ist vollständig isometrisch zum Zeilen-Hilbertraum RH.

2. Für einen rechten Hilbert-C∗-Modul sind der konjugierte Spaltenraum Cn(X)
und der Zeilenraum Rn(X) vollständig isometrisch isomorph als linke Hilbert-C∗-
Moduln über A. Der Spaltenraum Cn(X) und der konjugierte Zeilenraum Rn(X)
sind vollständig isometrisch isomorph als linke Hilbert-C∗-Moduln über Mn(A).

3. Ist X ein Hilbertraum H, so ergeben sich aus 2. mit n = 1 die Spezialfälle:

CH
cb= RH und CH

cb= RH.

CH ist der Spalten-Hilbertraum. Die vollständigen Isometrien ist in beiden Fällen
durch die Identität auf dem gemeinsamen Grundraum gegeben.
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9.4 Tensorprodukte

Mit dem inneren und dem äußeren Tensorprodukt sind zwei Möglichkeiten gegeben,
aus zwei Hilbert-C∗-Moduln X, Y einen neuen Hilbert-C∗-Modul zu konstruieren. Die
Operatorraumstruktur des inneren Tensorproduktes ist die Operatorraumstuktur des
Modul-Haagerup-Tensorprodukts X⊗hAY . Die Operatorraumstruktur des äußeren Ten-
sorproduktes ist die Operatorraumstuktur des injektiven Operatorraum-Tensorprodukts
X

∨
⊗ Y .

9.4.1 Das innere Tensorprodukt von Hilbert-C∗-Moduln

Es seien A und B zwei C∗-Algebren, X ein rechter Hilbert-A-Modul, Y ein rech-
ter Hilbert-B-Modul, Θ : A → Bad(Y ) ein ∗-Homomorphismus. Durch den ∗-
Homomorphismus Θ wird der Operatorraum Y zu einem linken Operator-A-Modul.
Auf dem algebraischen Modul-Tensorprodukt X ⊗A Y läßt sich durch

〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉B := 〈y1,Θ(〈x1, x2〉A) y2〉B

ein B-wertiges inneres Produkt definieren. Mit der Moduloperation

(x⊗ y) · b := x⊗ (y · b)

und dem inneren Produkt 〈·, ·〉B wird die Vervollständigung vonX⊗AY zu einem rechten
Hilbert-C∗-Modul über B. Dieser Hilbert-C∗-Modul heißt inneres Tensorprodukt
von X und Y bzgl. Θ und wird mit X ⊗Θ Y bezeichnet.

Ist Θ nichtentartet, d.h. liegt

lin{Θ(a)y | a ∈ A, y ∈ Y }

dicht in Y , so gilt: Das Modul-Haagerup-Tensorprodukt X ⊗hA Y ist vollständig isome-
trisch zum inneren Tensorprodukt von X und Y bzgl. Θ [Ble97]:

X ⊗hA Y
cb= X ⊗Θ Y .

9.4.2 Das äußere Tensorprodukt von Hilbert-C∗-Moduln

Sind A und B C∗-Algebren, X ein rechter Hilbert-C∗-Modul über A, Y ein rechter
Hilbert-C∗-Modul über B, so definiert

〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉A⊗B := 〈x1, x2〉A ⊗ 〈y1, y2〉B

ein inneres Produkt auf X ⊗ Y mit Werten im räumlichen C∗-Tensorprodukt A
∨
⊗ B.

Mit der Moduloperation

(x⊗ y) · (a⊗ b) := (x · a)⊗ (y · b)
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und dem inneren Produkt 〈·, ·〉A⊗B wird die Vervollständigung von X ⊗ Y zu einem

rechten Hilbert-C∗-Modul über A
∨
⊗ B. Dieser Hilbert-C∗-Modul heißt äußeres Ten-

sorprodukt von X und Y und wird mit X ⊗ext Y bezeichnet. Es gilt vollständig
isometrisch [Ble97]:

X ⊗ext Y
cb= X

∨
⊗ Y.

9.5 Modulabbildungen zwischen Hilbert-C∗-Moduln

Es seien X und Y rechte Hilbert-C∗-Moduln über einer C∗-Algebra A. Es bezeich-
ne B(X,Y )A den Raum der linearen, beschränkten Rechts-A-Modulhomomorphismen
von X nach Y , CB(X,Y )A den Raum der Abbildungen aus B(X,Y )A, die zusätzlich
vollständig beschränkt sind. Es gilt isometrisch isomorph:

B(X,Y )A ∼= CB(X,Y )A.

Das heißt: Jeder beschränkte A-Rechts-Modulhomomorphismus T ist vollständig be-
schränkt, und es gilt: ‖T‖cb = ‖T‖ [Ble97]. Zusätzlich gilt [Pas73]:

〈Tx, Tx〉A ≤ ‖T‖2〈x, x〉A.

Ein Operator T ∗ ∈ B(Y,X)A heißt adjungierter Operator zu einem Operator T ∈
B(X,Y )A, wenn für alle x ∈ X und y ∈ Y gilt:

〈Tx, y〉A = 〈x, T ∗y〉A.

Existiert zu T ein solches T ∗, so heißt T adjungierbar. Nicht jeder Operator T ∈
B(X,Y )A ist adjungierbar.

Die Menge der adjungierbaren Operatoren T ∈ B(X,Y )A wird im folgenden mit
Bad(X,Y ) bezeichnet. Bad(X) ist eine C∗-Algebra.

Ein Operator der Form Ty;x : X → Y , z 7→ y〈x, z〉A heißt elementarer Operator.
Ein wichtiger Unterraum von Bad(X,Y ) ist K(X,Y ), die abgeschlossene lineare Hülle

aller elementaren Operatoren, abgeschlossen bzgl. der von CB(X,Y ) induzierten Norm.
Die Operatorraumstruktur, die K(X) als Teilmenge von CB(X) erbt, entspricht der
Operatorraumstruktur, die K(X) in kanonischer Weise als C∗-Algebra trägt. Es gilt

K(X,Y ) cb= Y ⊗hA X

vollständig isometrisch via y〈x, ·〉 7→ y ⊗ x [Ble97].

9.6 Charakterisierungen von Hilbert-C∗-Moduln

Jeder Hilbert-C∗-Modul über einer C∗-Algebra A trägt eine kanonische Operatorraum-
struktur. Die folgenden beiden Kriterien [Ble97] erlauben, einem gegebenen rechten
Operator-A-Modul X anzusehen, ob seine Operatorraumstruktur von einem A-wertigen
inneren Produkt induziert wird, d.h. ob X ein rechter Hilbert-C∗-Modul ist. Die zweite
Charakterisierung macht vom Modul-Haagerup-Tensorprodukt Gebrauch:
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a) Ein rechter Operator-A-Modul X ist genau dann ein rechter Hilbert-C∗-Modul
über A mit seiner kanonischen Operatorraumstruktur, wenn gilt: Es gibt
ein Netz positiver ganzer Zahlen n(α) und vollständig kontrahierende A-
Modulhomomorphismen

Φ� : X → Cn(�)(A)

und
Ψ� : Cn(�) → X,

so daß
lim
�

Ψ�(Φ�(x)) = x.

In diesem Fall existiert der Grenzwert lim�〈Φ�(x),Φ�(y)〉A und ist gleich dem
eindeutig bestimmten inneren Produkt 〈x, y〉, das die Operatorraumstrukur indu-
ziert.

b) Ein rechter A-Operatormodul X ist genau dann ein rechter Hilbert-C∗-Modul über
A, wenn es eine treue, nichtentartete ∗-Darstellung Θ von A auf einem Hilbertraum
H gibt, so daß gilt:

i) X ⊗hA CH ist ein Hilbertraum.

ii) Die Abbildung

χ : X → B(H, X ⊗hA CH)
x 7→ (χ(x) : ξ 7→ x⊗ ξ)

ist eine vollständige Isometrie.

iii) Für alle x ∈ X gilt (χ(x))∗χ(x) ∈ Θ(A).

Das A-wertige innere Produkt, das die Operatorraumstruktur von X induziert,
erhält man durch die Beziehung

iv) 〈x, y〉 = Θ−1((χ(x))∗χ(y)).

Wenn i)-iv) für eine treue, nichtentartete, ∗-Darstellung erfüllt sind, so sind sie es
für jede.

10 Abbildungsräume

Seien E, F Banachräume. Wir betrachten einen linearen Teilraum A(E,F ) des Raumes
B(E,F ) der stetigen Operatoren zwischen E und F , der alle endlichrangigen Abbildun-
gen enthält und bezüglich einer Norm ein Banachraum ist. Üblicherweise verlangt man
noch, daß A(E,F ) für alle Paare von Banachräumen E und F erklärt ist. Einen solchen
Raum bezeichnet man nach Grothendieck als Abbildungsraum (Mapping space).
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Analog bezeichnen wir einen Operatorraum A(X,Y ), der ein linearer Teilraum von
CB(X,Y ) ist, als CB-Abbildungsraum. Man beachte, daß i.a. die algebraische Identi-
fizierung von Mn(A(X,Y )) mit A(X,Mn(Y )) nicht isometrisch ist und daß die Normen
auf A(X,Mn(Y )) keine Operatorraumstruktur für A(X,Y ) erzeugen.

Zwischen Abbildungsräumen und Tensorprodukten besteht ein enger Zusammen-
hang. So sind der Raum F (X,Y ) der endlichrangigen Abbildungen zwischen X und Y
und das algebraische Tensorprodukt von X∗ mit Y isomorph:

X∗ ⊗alg Y ∼= F (X,Y ).

Diese Identifikation ermöglicht es, Normen von dem einen Raum auf den anderen zu
übertragen. Man betrachte hierzu die Fortsetzung der Abbildung X∗ ⊗ Y → F (X,Y )
auf die Vervollständigung X∗⊗̃Y :

Φ : X∗⊗̃Y → CB(X,Y ).

Diese muß weder injektiv noch surjektiv sein. Als Abbildungsraum erhält man daher

Bild(Φ) ⊂ CB(X,Y )

mit der Norm von
(X∗⊗̃Y )/Kern(Φ).

Wir betrachten im folgenden Vorschriften, die jedem Paar von Operatorräumen einen
Abbildungsraum A(·, ·) mit Operatorraumnorm α(·) zuordnen. In der Banachraumtheo-
rie wurde von Pietsch der Begriff des Abbildungsraumes zum Begriff des Operatorideals
verschärft [Pie78]. Analog betrachten wir in der Operatorraumtheorie Zuordnungen, die
eine CB-Idealeigenschaft [ER94] haben, d.h. die Komposition

CB(X1, X2)×A(X2, Y2)× CB(Y2, Y1) → A(X1, Y1)
(Ψ1,Φ,Ψ2) 7→ Ψ2 ◦ Φ ◦Ψ1

ist für alle Operatorräume X1, X2, Y1, Y2 erklärt und
allgemein vollständig kontrahierend.

Ein CB -Abbildungsraum mit der CB -Idealeigenschaft heißt lokal [EJR98], wenn für
seine Norm gilt:

α(ϕ) = sup{α(ϕ|L) : L ⊂ X, dimL <∞}.

10.1 Vollständig nukleare Abbildungen

Seien X und Y Operatorräume. Die vollständig nuklearen Abbildungen von X nach
Y [ER94, §2], [EJR98, §3], werden über die projektive Operatorraumtensornorm erklärt.
Man betrachtet die Fortsetzung der kanonischen Identität X∗ ⊗ Y = F (X,Y ):

Φ : X∗
∧
⊗ Y → X∗

∨
⊗ Y ⊂ CB(X,Y ).

Es ist
∨
⊗ das injektive Tensorprodukt und

∧
⊗ das projektive Tensorprodukt.
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Eine Abbildung heißt vollständig nuklear, wenn sie im Bild von Φ liegt. Man
bezeichnet mit

CN (X,Y ) := (X∗
∧
⊗ Y )/Kern(Φ)

den Raum der vollständig nuklearen Abbildungen und versieht ihn mit der
Quotientenoperatorraumstruktur. Die Operatorraumnorm wird mit ν(·) bezeichnet.
Mn(CN (X,Y )) und CN (X,Mn(Y )) sind i.a. nicht isometrisch.

Nukleare 56 Abbildungen sind vollständig nuklear. [ER94, 3.10]
Die projektive Tensornorm erhält i.a. keine vollständigen Isometrien. Deshalb ist

(anders als bei den vollständig beschränkten Abbildungen) auch für Unterräume Yo ⊂ Y
die kanonische Einbettung CN (X,Y0) → CN (X,Y ) i.a. nur vollständig kontrahierend
und nicht isometrisch. Da die projektive Tensornorm Quotientenabbildungen erhält,
gibt es zu jeder nuklearen Abbildung ϕ : X0 → Y mit ν(ϕ) < 1, von einem Unterraum
X0 ⊂ X eine Fortsetzung ϕ̃ auf ganz X mit ν(ϕ̃) < 1.

Die vollständig nuklearen Abbildungen haben die CB -Idealeigenschaft. Weiter ist
mit ϕ auch ϕ∗ vollständig nuklear, und es gilt: ν(ϕ∗) ≤ ν(ϕ) [EJR98, Lemma 3.2].

Eine Abbildung ϕ ist genau dann vollständig nuklear, wenn es eine Faktorisierung
der Form

B(`2)
M(a;b)→ T (`2)

↑ r ↓ s
X

’→ Y

gibt. Dabei sind a, b Hilbert-Schmidt-Operatoren und definieren die Abbildung M(a, b) :
x 7→ axb. Für die vollständig nukleare Norm gilt dann: ν(ϕ) = 1 genau dann, wenn für
alle ε > 0 ein Diagramm mit ‖r‖cb‖a‖2‖b‖2‖s‖cb ≤ 1 + ε existiert 57 [ER94, Thm. 2.1].

Man beachte, daß die vollständig nuklearen Abbildungen nicht lokal sind.

10.2 Vollständig integrale Abbildungen

Vollständig integrale Abbildungen definiert man unter Zuhilfenahme der
vollständig nuklearen Abbildungen. Eine Abbildung ϕ : X → Y heißt vollständig in-

56Die De�nition der vollst�andig nuklearen Abbildungen ist an den nuklearen Abbildungen der Banach-
raumtheorie orientiert. Dort betrachtet man entsprechend eine Abbildung �B : E∗⊗γ F → B(E,F ) f�ur
zwei Banachr�aume E und F .

57In der Banachraumtheorie hat man eine analoge Aussage: Eine Abbildung ϕ ist genau dann nuklear,
wenn es ein Diagramm

`∞
d→ `1

r ↑ ↓ s
E

ϕ→ F,

gibt, wobei d ein Diagonaloperator ist, d.h. es gibt ein (di) ∈ `1, so da� d((ai)) = (di ·ai) f�ur alle (ai) ∈ `∞
ist. F�ur die nukleare Norm gilt: νB(ϕ) = inf ‖r‖‖d‖`1‖s‖, wobei das In�mum �uber alle Faktorisierungen
genommen wird.
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tegral, wenn es eine Konstante c > 0 und ein Netz von endlichrangigen ϕ� ∈ CN (X,Y )
gibt mit ν(ϕ�) ≤ c, das gegen ϕ in der Punkt-Norm-Topologie 58 konvergiert.

Die Menge aller dieser Abbildungen bildet den Raum CI (X,Y ) der vollständig in-
tegralen Abbildungen.

Es gibt die kleinste all dieser Konstanten c, die die obige Bedingung erfüllen, die mit
ι(ϕ) bezeichnet wird. ι(·) definiert eine Norm, mit der CI (X,Y ) zu einem Banachraum
wird. Die Einheitskugel von CI (X,Y ) ist also gerade der Punkt-Norm-Abschluß der
Einheitskugel von CN (X,Y ).

Die kanonische Operatorraumstruktur erhält man, indem man die Einheitskugel von
Mn(CI (X,Y )) als Punkt-Norm-Abschluß der Einheitskugel von Mn(CN (X,Y )) setzt.

Es gilt nach Definition ι(ϕ) ≤ ν(ϕ); bei endlichdimensionalem X ist sogar [EJR98,
Lemma 4.1]

CI (X,Y ) cb= CN (X,Y ).

Integrale 59 Abbildungen sind vollständig integral [ER94, 3.10].
Die kanonische Einbettung

CI (X,Y ) ↪→ (X
∨
⊗ Y ∗)∗

ist eine vollständige Isometrie [EJR98, Cor. 4.3]. Man hat ferner [EJR98, Cor. 4.6] ϕ ist
genau dann vollständig integral, wenn es eine Faktorisierung der Form:

B(H)
M(!)→ B(K)∗

↑ r ↓ s
X

’→ Y ↪→ Y ∗∗

mit schwach∗-stetigem s gibt. Die Abbildung M(ω) : B(H) → B(K)∗ ist für zwei Ele-
mente a ∈ B(H), b ∈ B(K) über (M(ω)(a))(b) = ω(a⊗ b) definiert. Für die Norm gilt:
ι(ϕ) = 1, wenn es eine Faktorisierung mit ‖r‖cb‖ω‖‖s‖cb = 1 gibt (man beachte i.a.
‖M(ω)‖cb 6= ‖ω‖).

Die vollständig integralen Abbildungen erfüllen ebenfalls die CB -Idealeigenschaft.
Im Gegensatz zu den vollständig nuklearen Abbildungen sind sie aber lokal. Man hat
aber im allgemeinen nur ι(ϕ) ≤ ι(ϕ∗) [EJR98].

58 ϕα → ϕ in der Punkt-Norm-Topologie, wenn ‖ϕα(x)− ϕ(x)‖ → 0 f�ur alle x ∈ X.
59 Die integralen Abbildungen der Banachraumtheorie sind gerade der Punkt-Norm-Abschlu� der

nuklearen Abbildungen. Man beachte, da� die Formeln ιB(ϕ) = ιB(ϕ∗) und IB(E,F ∗) = (E ⊗λ F )∗ in
dieser Form nur f�ur integrale Abbildungen gelten.
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11 Anhang

11.1 Tensorprodukte

11.1.1 Tensorprodukt von Operatormatrizen

Wie üblich erklären wir das algebraische Tensorprodukt von Operatormatrizen x =
[xij ] ∈Mp(X), y = [ykl] ∈Mq(Y ) durch

x⊗ y := [xij ⊗ [ykl]k;l]i;j ∈Mp(X ⊗Mq(Y ))

Hierbei wurde die Definition Mp(X) = Mp ⊗X und das Assoziativgesetz

Mp(X)⊗Mq(Y ) = Mp ⊗ (X ⊗Mq(Y )) = Mp(X ⊗Mq(Y )) (5)

benutzt. Für die weitere Identifikation beachte man, daß die shuffle-Abbildung ein alge-
braischer Isomorphismus ist:

X ⊗ (Mq ⊗ Y )→Mq ⊗ (X ⊗ Y ), (6)

x⊗ (β ⊗ y) 7→ β ⊗ (x⊗ y),

für β ∈Mq, x ∈ X, y ∈ Y . Mit Hilfe des shuffle-Isomorphismus identifizieren wir weiter:

x⊗ y = [xij ⊗ [ykl]k;l]i;j = [[xij ⊗ ykl]k;l]i;j ∈Mp(Mq(X ⊗ Y )).

Zuletzt identifizieren60 wir noch wie üblich Mp(Mq) = Mpq

[[xij ⊗ ykl]k;l]i;j = [xij ⊗ ykl](i;k);(j;l)

und erhalten
Mp(X)⊗Mq(Y ) = Mpq(X ⊗ Y ). (7)

Wir nennen diesen algebraischen Isomorphismus den shuffle-Isomorphismus
Man beachte, daß für Operatorraum-Tensorprodukte die algebraischen Identifikatio-

nen (5) und (6) nur vollständige Kontraktionen sind:

lMp(X)⊗� Y → lMp(X ⊗� Y ), (8)
X ⊗� lMq(Y ) → lMq(X ⊗� Y ). (9)

Im allgemeinen sind dies nicht einmal auf der Grundstufe Isometrien.
Für ein Operatorraum-Tensorprodukt ist also die shuffle-Abbildung

lMp(X)⊗� lMq(Y )→ lMpq(X ⊗� Y ) (10)

im allgemeinen nur vollständig kontrahierend.
60In der entstehenenden Matrix sind (i, k) die Zeilenindizes und (j, l) die Spaltenindizes, wobei i, j =

1, . . . , p und k, l = 1, . . . , q. Die Indizes (i, k) bzw. (j, l) sind lexikographisch angeordnet.
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Im Falle des injektiven Operatorraum-Tensorproduktes ist dies natürlich eine
vollständige Isometrie.

Man betrachtet die shuffle–Abbildung allgemeiner für Rechteckmatrizen61:

lMm;n(X)⊗� lMp;q(Y )→ lMmp;nq(X ⊗� Y ).

Ein Beispiel ist auch die Gleichung von Blecher und Paulsen.

11.1.2 Allgemeine Amplifikation einer Dualität

Die Matrix-Dualität,die der Dualitätstheorie der Operatorräume zugrundeliegt, ist
ein Spezialfall der allgemeinen Amplifikation einer bilinearen Abbildung.

Die allgemeine Amplifikation einer Dualität 〈X,X∗〉 von Vektorräumen ist dem-
gemäß definiert als

〈x, ϕ〉p×q = 〈[xij ], [ϕ��]〉p×q := [〈xij , ϕ��〉] ∈Mp(Mq) = Mpq

für x = [xij ] ∈Mp(X), ϕ = [ϕ��] ∈Mq(X∗).
Liest man ϕ als Abbildung ϕ : X →Mq so gilt

ϕ(p)(x) = 〈x, ϕ〉p×q

Zur Dualität von Tensorprodukten62 〈X ⊗ Y,X∗ ⊗ Y ∗〉 gehört die allgemeine
Amplifikation

〈Mp(X ⊗ Y ),Mq(X∗ ⊗ Y ∗)〉.

Es gilt insbesondere

〈x⊗ y, ϕ⊗ ψ〉 = 〈[xij ]⊗ [ykl], [ϕ��]⊗ [ψ�� ]〉
:= [〈xij , ϕ��〉〈ykl, ψ��〉](ik��);(jl��) ∈Mp1(Mp2(Mq1(Mq2))) = Mp1p2q1q2

für x = [xij ] ∈ Mp1(X), y = [ykl] ∈ Mp2(Y ), ϕ = [ϕ��] ∈ Mq1(X∗), ψ = [ψ�� ] ∈
Mq2(Y ∗).

11.1.3 Tensorielle Matrixmultiplikation

Bei der Definition von vollständig beschränkten bilinearen Abbildungen und der Bildung
des Haagerup-Tensorproduktes verwendet man die tensorielle Matrixmultiplikation
[Eff87]

x� y = [xij ]� [yjk] :=
[∑l

j=1 xij ⊗ yjk
]
∈Mn(X ⊗ Y )

61Man kann untersuchen, wie sich die shuffle-Abbildung

(U ⊗X)⊗ (V ⊗ Y )→ (U ⊗ V )⊗ (X ⊗ Y ),

(u⊗ x)⊗ (v ⊗ y) 7→ (u⊗ v)⊗ (x⊗ y).

f�ur Operatorraume U ,V ,X,Y und verschiedene Kombinationen von Operatorraum-Tensorprodukten
verh�alt [EKR93, Chap. 4].

62Die Dualit�at 〈X ⊗ Y,X∗ ⊗ Y ∗〉 wird durch 〈x⊗ y, ϕ⊗ ψ〉 := 〈x, ϕ〉〈y, ψ〉 f�ur x ∈ X, y ∈ Y , ϕ ∈ X∗,
ψ ∈ Y ∗ erkl�art.
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von Operatormatrizen x = [xij ] ∈Mn;l(X), y = [yjk] ∈Ml;n(Y ).
Die Amplifikation der bilinearen Abbildung ⊗ : X × Y → X ⊗ Y ist

⊗(n;l) = � : Mn;l(X)×Ml;n(Y )→Mn(X ⊗ Y ).

Für skalare Matrizen α, γ ∈Mn, β ∈Ml gilt

(αxβ)� (yγ) = α(x� (βy))γ.

Wir schreiben kurz αxβ � yγ.
Für lineare Abbildungen

Φ = [Φij ] : x → Mn;l(V ),
Ψ = [Φjk] : x → Ml;n(W )

bezeichnet Φ�Ψ die Abbildung

Φ�Ψ =

 l∑
j=1

Φij ⊗Ψjk

 : X ⊗ Y →Mn(V ⊗W ),

Φ�Ψ : x⊗ y 7→

 l∑
j=1

Φij(x)⊗Ψjk(y)

 .
Es gilt

(Φ�Ψ)(p)(x� y) = (Φ(p;q)(x))� (Ψ(q;p)(y))

für x ∈Mp;q(X), y ∈Mq;p(Y ).
Es sei ⊗� ein Operatorraum-Tensorprodukt. Wir definieren die tensorielle Matrix-

multiplikation �� von Operatormatrizen S = [Si;j ] ∈ Mn;l(CB(X1, X2)), T = [Tk;l] ∈
Ml;n(CB(Y1, Y2)) vollständig beschränkter Abbildungen als

S �� T =

 l∑
j=1

Sij ⊗� Tjk

 ∈Mn(CB(X1 ⊗� Y1, X2 ⊗� Y2))

11.2 Interpolation

Schnitt und Summe

Seien X und Y Operatorräume, so daß M1(X) und M1(Y ) eingebettet sind in einen
Hausdorffschen topologischen Vektorraum. Dann normieren wir Mn(X ∩ Y ) gemäß
Mn(X ∩ Y ) := Mn(X) ∩Mn(Y ), also

‖[xij ]‖Mn(X∩Y ) = max
{
‖[xij ]‖Mn(X), ‖[xij ]‖Mn(Y )

}
.
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X ∩ Y heißt Operatorraumschnitt.
Für Operatorräume63 X, Y betten wir X ⊕ Y in (X∗ ⊕∞ Y ∗)∗ ein und erhalten so
eine Operatorraumstruktur X ⊕1 Y . Sei ♦ := {(x,−x)} ⊂ X ⊕1 Y . Die Quotienten-
Operatorraumstruktur (X ⊕1 Y ) /♦ heißt Operatorraumsumme und wird mit X+Y
bezeichnet. Wir haben also

‖[xij ]‖Mn(X+Y ) = inf
[xij ]=[xij ]X+[xij ]Y

‖[(xijX , xijY )]‖Mn(X⊕1Y ).

Interpolation

Seien E0, E1 Banachräume. Das Paar (E0, E1) heißt verträglich im Sinne der Interpo-
lationstheorie [BL76], wenn es einen Hausdorffschen topologischen Vektorraum V und
lineare stetige Inklusionen E0 ↪→ V und E1 ↪→ V gibt. Diese erlauben es, den Interpo-
lationsraum E� := (E0, E1)� für 0 < θ < 1 zu definieren.

Pisier führte die analoge Konstruktion für Operatorräume ein [Pis96, §2]: Seien Xi

(i = 0, 1) Operatorräume. Dann haben wir spezifische Normen auf Mn(Xi) und stetige
lineare Inklusionen Mn(Xi) ↪→ Mn(V ).64 Der interpolierte Operatorraum X� wird
jetzt über Mn(X�) := (Mn(X0),Mn(X1))� definiert.
Seien X ein Operatorraum,H ein Hilbertraum, und es gebe eine beschränkte, lineare und
injektive Abbildung V : H → X mit dichtem Bild, so daß die Abbildung65 V V ∗ : X∗ →
X ebenfalls beschränkt, linear und injektiv mit dichtem Bild ist. Dann gilt vollständig
isometrisch: (X∗, X) 1

2

cb= OHH [Pis96, Cor. 2.4].
Beispiele

1. (RH, CH) 1
2

cb= OHH
cb= (MINH,MAXH) 1

2

2. (CH ⊗h RH,RH ⊗h CH) 1
2

cb= OHH ⊗h OHH
cb= OHH⊗H

Auf diese Art erhält man auch Operatorraumstrukturen auf den Schattenidealen Sp =
(S∞, S1) 1

p
für 1 ≤ p ≤ ∞.

63 Seien E,F Banachr�aume. Dann haben wir ihre 1-direkte Summe E ⊕1 F mit der Norm

‖(xE , xF )‖ = ‖xE‖ + ‖xF ‖

und ihre Summe E + F mit der Quotienten-Norm

‖x‖E+F = inf
x=xE+xF

(
‖xE‖E + ‖xF ‖F

)
.

64Mn(V ) wird mit V n
2

identi�ziert.
65Wir identi�zieren wie �ublich H mit seinem Dual.
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12 Symbolverzeichnis

Mengen

IN die Menge der natürlichen Zahlen
ZZ die Menge der ganzen Zahlen
Ql die Menge der rationalen Zahlen
lR die Menge der reellen Zahlen
Cl die Menge der komplexen Zahlen

Banachräume

E, F Banachräume
H, K Hilberträume⊕

2 Hilbertraum-direkte Summe
Hn

⊕n
i=1H

`n2 der n-dimensionale Hilbertraum

Algebren

B(H) Algebra der linearen beschränkten Operatoren auf H
A, B C∗-Algebren
Aop opposite algebra einer Algebra A
1lA die Identität in A
M , N von Neumann-Algebren

Ideale

Sp die Schatten-p-Klassen
K(·, ·) das Ideal der kompakten Operatoren
K(·, ·) die abgeschlossene, lineare Hülle der elementaren Operatoren; Ideal in

Bad(·, ·)
N(·, ·) das Ideal der nuklearen Operatoren
HS (·, ·) das Ideal der Hilbert-Schmidt-Operatoren (S2)
Π2(·, ·) das Ideal der absolut-2-summierenden Operatoren
π2(·) die absolut-2-summierende Norm

Abbildungsräume

Γ2(·, ·) durch den Spalten-Hilbertraum faktorisierende Operatoren
γ2(·) die Norm auf Γ2

CN (·, ·) vollständig nukleare Operatoren
ν(·) die Norm auf CN
CI (·, ·) vollständig integrale Operatoren
ι(·) die Norm auf CI
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Operatorräume

X, Y Operatorräume
B(H) Algebra der linearen beschränkten Operatoren auf H
Mn(X) Mn ⊗X algebraisch, die Matrizen mit Einträgen aus X
M1(X) Grundstufe des Operatorraumes X
CB(X,Y ) Operatorraum der vollständig beschränkten Abbildungen
CB(X,Y )A Operatorraum der vollständig beschränkten rechten A-Modulabbil-

dungen
CB(X × Y ;Z) Operatorraum der vollständig beschränkten bilinearen Abbildungen
JCB(X × Y ;Z) Operatorraum der allgemein vollständig beschränkten bilinearen Abbil-

dungen
‖ · ‖jcb Norm einer allgemein vollständig beschränkten bilinearen Abbildung
X0, Y0 Operatorunterräume der korrespondierenden Operatorräume
X∗ Dual des Operatorraums X

spezielle Operatorräume

MIN (E) der minimale Operatorraum auf E
MAX (E) der maximale Operatorraum auf E
MINH der minimale Operatorraum auf H
MAXH der maximale Operatorraum auf H
RH der Zeilen-Hilbertraum
Rn R‘n2
CH der Spalten-Hilbertraum
Cn C‘n2
OHH der Operatorhilbertraum

Normen

‖ · ‖cb vollständig beschränkte Norm
‖ · ‖row Zeilennorm
‖ · ‖col Spaltennorm
‖ · ‖n Norm auf Mn(X)
‖ · ‖m;n Norm auf Mm;n(X)
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Matrizen

Mn;m(X) n×m-Matrizen über X
Mn(X) Mn;n(X)
Mn;m Mn;m(Cl )
Mn Mn;n

lMn;m(X) der Operatorraum der n×m-Matrizen über X
lMn(X) lMn;n(X)
lMn;m lMn;m(Cl )
lMn lMn;n

Cn(X) lMn;1(X), die Spalten eines Operatorraums
Rn(X) lM1;n(X), die Zeilen eines Operatorraums

Tensorprodukte

� tensorielles Matrixprodukt
⊗ algebraisches Tensorprodukt
⊗A algebraisches Modul-Tensorprodukt
⊗̃ vervollständigtes Tensorprodukt
⊗� Operatorraum-Tensorprodukt
⊗�∗ duales Operatorraum-Tensorprodukt
⊗h das Haagerup-Tensorprodukt
⊗hA das Modul-Haagerup-Tensorprodukt
∨
⊗ das injektive Tensorprodukt
∧
⊗ das projektive Tensorprodukt
⊗� injektives Banachraum-Tensorprodukt
⊗ projektives Banachraum-Tensorprodukt
⊗ext das äußere Tensorprodukt
⊗Θ das innere Tensorprodukt
S ⊗� T α-Tensorprodukt der vollständig beschränkten Operatoren S, T

Tensornormen

‖ · ‖� α-Operatorraum-Tensornorm
‖ · ‖�;n α-Operatorraum-Tensornorm auf der nten Stufe
‖ · ‖�∗ duale Operatorraum-Tensornorm zu ‖ · ‖�
‖ · ‖∨ injektive Operatorraum-Tensornorm
‖ · ‖∧ projektive Operatorraum-Tensornorm
‖ · ‖h Haagerup-Operatorraum-Tensornorm
‖ · ‖� injektive Banachraum-Tensornorm
‖ · ‖ projektive Banachraum-Tensornorm
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Operatormoduln

A1, A2 C∗-Algebren
M , N von Neumann-Algebren
Aut(M) die Menge der ∗-Automorphismen über M
CB (A1;A2)(X,Y ) der Operatorraum der vollständig beschränkten A1-Links-A2-Rechts-

Modulhomomorphismen zwischen X und Y
CB�

(A1;A2)(X,Y ) der Operatorraum der normalen vollständig beschränkten A1-Links-A2-
Rechts-Modulhomomorphismen zwischen X und Y

CBs
(A1;A2)(X,Y ) der Operatorraum der singulären vollständig beschränkten A1-Links-A2-

Rechts-Modulhomomorphismen zwischen X und Y

Hilbert-C∗-Moduln

X konjugierter Hilbert-C∗-Modul
B(·, ·)A Raum der beschränkten A-Rechts-Modulhomomorphismen
〈·, ·〉A inneres Produkt eines rechten Hilbert-A-Moduls
A〈·, ·〉 inneres Produkt eines linken Hilbert-A-Moduls
〈·, ·〉 inneres Produkt eines Hilbertraumes
Bad(X,Y ) Operatorraum der adjungierbaren A-Modulabbildungen zwischen

Hilbert-C∗-Moduln X und Y

Abbildungen

1lB(H) die Identität in B(H)
1ln Identität in Mn

π Darstellungen
Φ(n) n-te Amplifikation einer linearen Abbildung Φ
Φ(n;l) (n, l)-te Amplifikation einer bilinearen Abbildung Φ
Φ(n) Φ(n;n), n-te Amplifikation einer bilinearen Abbildung Φ
Φ(n) n-te Amplifikation einer multilinearen Abbildung Φ
Φ(p×q) allgemeine Amplifikation einer bilinearen Abbildung Φ
Φ̃ Linearisierung einer bilinearen Abbildung Φ
Φ� der normale (=w∗-w∗-stetige) Anteil einer Abbildung Φ zwischen dualen

Räumen
Φs der singuläre Anteil einer Abbildung Φ zwischen dualen Räumen
Θ treue, nichtentartete ∗-Darstellung einer C∗-Algebra

Isomorphismen

cb= vollständig isometrisch isomorph
cb' vollständig isomorph
' isomorph
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Sonstiges

Ball Einheitskugel⊕n
i=1Xi n-fache direkte Summe⊕
n∈INXn abzählbare direkte Summe

T ∗ adjungierter Operator
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[Pis96] Gilles Pisier. The operator Hilbert space OH, complex interpolation and
tensor norms. Mem. Amer. Math. Soc., 122(585):viii+103, 1996. 4, 10, 10,
10, 29, 63, 63
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injektives Op.-Tensorprodukt, 26
Modul-Haagerup-Tensorprodukt,

38
Operatoralgebra, 19, 20
Operatormodul, 16
Operatorraum, 4, 6
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vollständige, siehe
Abbildung

Raum, matrixnormierter, 3
Ruan

Axiome
Operatormodul, 16
Operatorraum, 3

Satz von, 5

Satz
Bipolaren-, 44

Trennungs-, 43
Satz von, siehe

Lemma von
Christensen, 39
Ruan, 5

für Operatoralgebren, 20
Schattenideal Sp, 11
Schattenideale Sp, 20

Operatorraumstruktur der, 63
Schnitt von Operatorräumen, 62
Schur-Produkt, 20
selbstadjungiert

Algebra in B(H), 19
shuffle-Abbildung, siehe

Operatorraum-Tensorprodukt ,
23

singulär
Modulhomomorphismus, siehe

Modulhomomorphismus
Singulärwerte, 11
Spalten-Hilbertraum, siehe

hilbertscher Operatorraum
Spaltennorm, 12
Spaltenraum Cp, 7
spezielle Operatorräume, CB(X,Y ), 7
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