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Die Theorie der Operatorraume entwickelte sich aus der Untersuchung von vollsténdig
positiven und vollstdndig beschrankten Abbildungen. Diese Abbildungen wurden
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zunéchst auf C*-Algebren untersucht, spiter dann auf geeigneten Unterrdumen von C*-
Algebren. Fiir solche Abbildungen mit Werten in B(H) wurden Darstellungs- und Fort-
setzungssitze bewiesen [Stib5], [Arv69], [Haa80], [Wit81], [Pau82]. Viele Eigenschaften
vollsténdig positiver Abbildungen lassen sich auf Operatorsysteme iibertragen [CE77].
Operatorsysteme bieten eine abstrakte Beschreibung der Ordnungsstruktur von selbst-
adjungierten, unitalen Unterrdumen von C*-Algebren. In Paulsens Monographie [Pau86]
werden viele Anwendungen vollstéindig beschrankter Abbildungen auf die Operatoren-
theorie zusammengefafit. Die Fortsetzungs- und Darstellungssétze fiir vollstdndig be-
schrinkte Abbildungen zeigen, dal Unterrdume von C*-Algebren eine innere metri-
sche Struktur tragen, die unter vollstdndigen Isometrien erhalten bleibt. Diese Struktur
wurde in der Form des Operratorraumes von Ruan axiomatisch gefait [Rua88]. Ganz
wie die Theorie der C*-Algebren als nichtkommutative Topologie, die Theorie der von
Neumann-Algebren als nichtkommutative Mafltheorie betrachtet werden kann, so l43t
sich die Theorie der Operatorrdume als nichtkommutative Funktionalanalysis auffassen.

Dieses Programm wurde im Rahmen des ICM 1986 von E.G. Effros [Eff87] der ma-
thematischen Offentlichkeit présentiert. Die Entwicklung der Theorie laBt sich an den
folgenden Ubersichtsartikeln nachzeichnen: [CS89], [MP94], [Pis97].

2 Operatorrdume und vollstindig beschrinkte Abbildun-
gen

2.1 Grundbegriffe

Fin matrixnormierter Raum ist ein Vektorraum X, versehen mit einer Norm auf

jeder Matrizenstufe Mnp(X) = My ® X, so daf§ gilt:

(R1) [JaxB|| < [lal[llz||[|g] fir alle 2 € Mn(X), & € Mm:n, 8 € Mn:m
(R2) ||lz @ y| = max{||z|, |yl|} fir alle z € Mn(X), y € Mn(X).!

Eine solche Familie von Normen heifit Operatorraumnorm. Ist fiir ein n (und damit
fiir alle) Mn(X), versehen mit dieser Norm, vollstindig, so heiit X ein Operator-
raum?([Rua88], vgl. auch [Wit84a]).

! Folgende zwei schwachere Axiomatisierungen sind zu dieser aquivalent:

lezB] < |lallllz||IB|| fur alle z € Mp(X), a € My, B € M,,
lz @yl = max{||z[], ly[|} fur alle z € Mn(X), y € Mm(X),

wie in der Literatur hau g gefordert wird, sowie

[lazB|| < |lall|z]|||8]] fur alle z € M, (X), & € My n, B € Mp,m,
lz ® yll < max{|lz[], ly[|} fur alle z € Mn(X), y € Mm(X),

was in der Konvexitatstheorie gewisse Vorteile bietet.

2 Die Begri e matriznormierter Raum und Operatorraum werden in der Literatur zum Teil anders
und nicht ganz einheitlich verwandt. Wir schlagen die hier erstmals so gebrauchte Terminologie vor in
Analogie zu normierter Raum und Banachraum.
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Ist X ein matrixnormierter Raum (Operatorraum), so sind die Rdume Mp(X) nor-
mierte Rdume (Banachriume). Diese nennt man die Stufen, genauer die Matrizen-
stufen von X (erste Stufe oder Grundstufe, zweite Stufe...).?

Die Operatorraumnormen auf einem festen Vektorraum X sind durch die punktweise
Ordnung auf allen Matrizenstufen geordnet. Man sagt, eine grofiere Operatorraumnorm
dominiere eine kleinere.

Eine lineare Abbildung ® zwischen Operatorrdumen X und Y induziert eine lineare
Abbildung ®™ = idp, ® ®, genauer:

oM Mp(X) — Mn(Y)
[zij] = (@)l
die n-te Amplifikation von ®. ® heifit vollsténdig beschrinkt, falls
H(I)”cb :=sup { ”(I)(n)H ’ n e IN} < 00,

vollstéindig kontrahierend, falls ||®|/s, < 1 und vollstéindig isometrisch, falls alle
®(" jsometrisch sind.* @ heift vollstiindige Quotientenabbildung, falls alle ®("
Quotientenabbildungen sind.? Die Menge aller vollstindig beschrinkten Abbildungen
von X nach Y bezeichnet man mit CB(X,Y’) [Pau86, Chap. 7).

Ein Operatorraum X heifit homogen, wenn jeder beschrinkte Operator & €
B(M;(X)) normgleich vollsténdig beschrankt ist: ® € CB(X), und ||®||c, = ||| [Pis96].

Beispiele: B(H) ist ein Operatorraum durch die Identifizierung Mn(B(H)) =
B(H"). Allgemein ist jede C*-Algebra A ein Operatorraum, wenn man den Raum Mp(A)
mit seiner eindeutigen C*-Norm versieht. Abgeschlossene Unterrdume von C*-Algebren
nennt man konkrete Operatorriume. Jeder konkrete Operatorraum ist ein Opera-
torraum. Umgekehrt ist nach dem Satz von Ruan jeder Operatorraum vollstindig iso-
metrisch isomorph zu einem konkreten Operatorraum.

Kommutative C*-Algebren sind homogene Operatorriume.

Ist H ein Hilbertraum und ® die Transposition auf B(H), so ist |®|| = 1, aber
|®|lcb = dimH. Ist H unendlichdimensional, so ist ® also beschrinkt, aber nicht
vollstdndig beschrénkt. B(H) ist fiir dim X > 2 nicht homogen [Pau86, p. 6.

Mit der Bezeichnung

M(X):= |J Mn(X)
nelN

lassen sich viele Sachverhalte einfacher formulieren.%

3 In der Literatur wird der normierte Raum M; (X), die Grundstufe, meist ebenfalls mit X bezeichnet.
Wir meinen, da eine genauere Unterscheidung manchmal hilfreich ist.

* Das hei t: | ™ (z)| = ||z| fur alle n € N, z € M, (X).

® Das hei t: (™ (Ball°M,(X)) = Ball°M,(Y) fur alle n € IN. Dabei ist Ball°M,,(X) = {z €
M (X) | |lz]| < 1}.

5 Die Normen auf den Matrizenstufen M,,(X) werden zu einer Abbildung M(X) — R. Die Ampli -
kationen von : X — Y kann man zu einer einzigen Abbildung : M(X) — M(Y) zusammenfassen.
Es ist

I llew = sup{l| (@) | z € M(X), |[=]| <1}.

ist vollstandig isometrisch, falls || (z)|| = ||z| fur alle z € M(X), und ist eine vollstandige Quoti-

entenabbildung, falls (Ball°X) = Ball°Y. Dabei ist Ball°X = {z € M(X) | ||z|] < 1}.
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Lemma von Smith

Ist X ein matriznormierter Raum und ® : X — My ein linearer Operator, so ist | ®||cp =
|@M||. Insbesondere ist ® genau dann vollstindig beschrinkt, wenn ®™ beschrinkt ist
[Smis3, Thm. 2.10].

Rechteckmatrizen

Ist X ein matrixnormierter Raum, so normiert man die Rdume Mpm(X) = Mpm @ X
der n x m-Matrizen iiber X, indem man Rechteckmatrizen mit Nullen zu quadratischen
Matrizen auffiillt.

Damit gilt isometrisch

Mum(B(H)) = B(H™, H™M).

2.2 Satz von Ruan

Jeder konkrete Operatorraum ist ein Operatorraum. Das Umgekehrte liefert der

Satz von Ruan [Rua88|: Jeder (abstrakte) Operatorraum ist vollstandig isometrisch
isomorph zu einem konkreten Operatorraum.

Eine solche Darstellung erhélt man auf folgende Art: Sei Sp die Menge aller vollstéindigen
Kontraktionen von X nach Mp. Dann ist die Abbildung

b: X — @ EB M
nelN ®€S,,
r = (P(2))e

eine vollstéindig isometrische Einbettung von X in eine C*-Algebra [ER93].
Mit diesem Satz kann man zeigen, dafl viele Konstruktionen mit konkreten Opera-
torrdumen wieder (bis auf vollstindige Isometrie) konkrete Operatorrdume liefern.

2.3 Elementare Konstruktionen
Unterrdume und Quotienten

Seien X ein matrixnormierter Raum und Xg C X ein linearer Teilraum. Dann ist
Mn(Xo) C Mn(X), und X ist mit der Einschréinkung der Matrixnorm wieder ein ma-
trixnormierter Raum. Die Einbettung Xy «— X ist vollstdndig isometrisch. Ist X ein
Operatorraum und Xy C X ein abgeschlossener Teilraum, so ist Mn(Xo) C Mn(X)
abgeschlossen und Xy ein Operatorraum.

Es ist Mn(X/Xo) = Mn(X)/Mn(Xp). Falls X abgeschlossen ist, ist X/Xy mit
der von dieser Identifizierung induzierten Quotientennorm ein matrixnormierter Raum
(Operatorraum, falls X einer ist). Die Quotientenabbildung X — X/X, ist eine
vollstandige Quotientenabbildung.

Allgemeiner ist ein Unterraum eines matrixnormierten Raumes (Operatorraumes)
X ein matrixnormierter Raum (Operatorraum) Y zusammen mit einem vollsténdig iso-
metrischen Operator Y — X. Ein Quotient von X ist ein matrixnormierter Raum
(Operatorraum) Y zusammen mit einer vollstdndigen Quotientenabbildung X — Y.
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Matrizen iiber einem Operatorraum

Der Vektorraum Mp(X) der Matrizen iiber einem matrixnormierten Raum X ist auf
natiirliche Weise ebenfalls ein matrixnormierter Raum: Dabei wird die n-te Stufe
Mn(Mp(X)) durch die Identifikation

Mn(Mp(X)) = Mnp(X)

normiert [BP91, p. 265]. Mp(X), versehen mit dieser Operatorraumstruktur, bezeichnen

wir? mit

Mp (X).
Insbesondere gilt fiir die Grundstufe
My (Mp(X)) = Mp(X).
Entsprechend wird auch Mp,q(X) durch die Identifizierung
Mn(Mp;g(X)) = Mnp;ng(X)

zu einem matrixnormierten Raum Mp,q(X). Dieser ist durch Auffiillen der Rechteckma-
trizen mit Nullen ein Unterraum von M (X) fiir r > p, q.

Beispiele: Ist A eine C*-Algebra, so ist Mp(A) die C*-Algebra der p x p-Matrizen
tiber A mit ihrer Operatorraumstruktur.

Der Banachraum Mp(A) ist die Grundstufe des Operatorraumes IMy(A).

Die komplexen Zahlen haben genau eine Operatorraumstruktur, die auf der Grund-
stufe isometrisch zu C ist. Fiir diese ist isometrisch Mp(C) = Mp. Wir setzen

M, := Mp(C).

Damit bezeichnet M, immer die C*-Algebra der p x p-Matrizen mit ihrer Operator-
raumstruktur. Der Banachraum M, ist die Grundstufe des Operatorraumes M.

Spalten und Zeilen eines Operatorraumes

Den Raum XP der p-Tupel iiber einem Operatorraum X kann man mit Operatorraum-
strukturen versehen, indem man die p-Tupel als p x 1- oder als 1 x p-Matrizen liest. Dies
fiihrt zu den héufig gebrauchten Spalten und Zeilen eines Operatorraumes X:

Die Grundstufen des Spalten- bzw. des Zeilenraumes sind

Mi(Cp(X)) = Mp(X)  bzw.  Mi(Rp(X)) = Myp(X).

" In der Literatur wird meist das Symbol M,,(X) sowohl fur den Operatorraum mit Grundstufe M, (X)
als auch fur die p-te Stufe des Operatorraumes X verwendet. Wir meinen aber, da die Unterscheidung
von M, (X) und M,(X) hilfreich ist, z.B. bei der De nition der Operatorraumstruktur von CB(X,Y).
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Die Raume Cp(X) und Rp(X) sind fiir X # {0} nicht vollstandig isometrisch. Im allge-
meinen sind sogar die Grundstufen Mp;;(X) und Mi;p(X) nicht isometrisch.

Cp := Cp(C) heiit der p-dimensionale Spaltenraum und Ry := Rp(C) der p-
dimensionale Zeilenraum.

Die Grundstufen von Cp und Ry sind isometrisch zu 15. Cp und R sind aber nicht
vollstédndig isometrisch.

2.4 Der Raum CB(X,Y)

Es seien X und Y matrixnormierte Raume. Eine Matrix [Tjj] € Mn(CB(X,Y")) definiert
einen vollsténdig beschriankten Operator

T:X — Mn(Y)
- D).

Setzt man ||[Tij]]| = ||T']|eb, so wird CB(X,Y") zu einem matrixnormierten Raum. Dieser
ist ein Operatorraum, falls Y einer ist. Es gilt vollsténdig isometrisch

Mp(CB(X,Y)) 2 CB(X, Mp(Y)).

2.5 Der Dual
Der Dual® eines matrixnormierten Raumes X ist als X* = CB(X, ) erklirt [Ble92a].

Dieser stimmt auf der Grundstufe mit dem Dual der Grundstufe von X iiberein:
M (X*) = (My(X))*?
Die kanonische Einbettung X — X** ist vollstindig isometrisch [BP91, Thm. 2.11].
Einige Formeln
Daraus ergeben sich die folgenden Formeln: Sind X und Y matrixnormierte Riume,
nelN,ye Mp(Y)und T € CB(X,Y), so ist
lyll =sup {|2(y)[| [n € N, ® € CB(Y,Mn), [[®[lcr < 1}

und
7| = sup{||®™ o T||ep, | n € N, ® € CB(Y, M), ||®]ler < 1}.

Eine Matrix [Tjj] € Mn(X™*) definiert einen Operator

T:Ma(X) — €
i) = D Tijij
iij

8In der Literatur ndet sich mitunter der Begri Standarddual [Ble92a].
° Die Norm eines matrixnormierten Raumes X ist durch die Einheitskugel BallX c M(X) bestimmt.
Esgilt: BallX* ={ :X — M, |n €N, vollstandig kontrahierend}.
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Dadurch ist eine algebraische Identifizierung von Mp(X*) mit Mn(X)* und weiter von
Mn(X**) mit Mn(X)** gegeben. Letztere stellt sich sogar als vollstéindige Isometrie
heraus ([Ble92b, Cor. 2.14], fiir die Isometrie auf der Grundstufe vgl. [Ble92a, Thm.
2.5]10):

M (X**) 2 Mn(X)*,

Daraus folgt!!

CB(Mn(X)*,Y) 2 CB(X*, Mn(Y)).

X heifit reflexiv, falls X L X+ ist. Bin Operatorraum X ist genau dann reflexiv,
falls seine erste Stufe M;(X) als Banachraum reflexiv ist.

Der adjungierte Operator

Zu T € CB(X,Y) kann man wie iiblich einen adjungierten Operator T* erklidren. Es
gilt: T* € CB(Y™*, X*), und ||T||cb, = |T%||cb. Die Abbildung

“.CB(X,Y) — CB(Y* X"
T — T*

ist sogar vollstindig isometrisch [Ble92b, Lemma 1.1].'2 T* ist genau dann eine
vollstédndige Quotientenabbildung, wenn T vollstéindig isometrisch ist; T ist vollstdndig
isometrisch, wenn 7T eine vollstindige Quotientenabbildung ist. Speziell gilt fiir einen

Teilraum Xy C X [Ble92a]:

X§ 2 X°/Xq

und, falls Xy abgeschlossen ist,

(X/X0)* 2 Xg.

10 Daraus folgt die vollstandige Isometrie v a

M(Mn (X)) = Mi(Mn(X))™ = Min(X)™" = Min (X™7) = Mp(Mn (X™)).

' Unter Benutzung obiger Formel

IT)|eb = sup{|| Tl |n €N, € CBY,M,), || [l < 1}.

12 Die Isometrie auf den Matrizenstufen folgt aus der Isometrie auf der Grundstufe und der obigen
Formel CB(M,(X)*,Y) & CB(X*, M, (Y)):

M, (CB(X,Y)) M1 (CB(X, M, (Y)))
MI(CB(M7L(Y)*7 X*))
= Mi(CB(Y",M,(X")))

= M.(CB(Y*,X").

l
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2.6 MIN und MAX

Sei E ein normierter Raum. Unter allen Operatorraumnormen auf E, die auf der
ersten Stufe mit der gegebenen Norm iibereinstimmen, gibt es eine grofite und eine
kleinste. Die dadurch gegebenen matrixnormierten Réume nennt man MAX(E) und
MIN (E). Sie sind charakterisiert durch die folgende universelle Abbildungseigenschaft:'3
Fiir jeden matrixnormierten Raum X ist isometrisch

Mi(CB(MAX (E), X)) = B(E, Mi(X))

und

M;(CB(X, MIN(E))) = B(M,(X), E).
Es ist [Ble92a]

MIN(E)* & MAX(EY),

MAX (B £ MIN(EY).
Ist dim(F) = oo, so ist

idg : MIN(E) — MAX (E)

nicht vollstéindig beschrinkt [Pau92, Cor. 2.13].14

Konstruktion von MIN:

Ist A = C(K) eine kommutative C*-Algebra, so ist jede beschrénkte lineare Abbildung
@ : M;(X) — A automatisch vollsténdig beschriankt und [|®|e, = ||®| [Loe75].

Jeder normierte Raum F ist isometrisch zu einem Unterraum von C(Ball(E*)), wo-
bei E* die w*-Topologie tragt. Dadurch ist auf £ die Operatorraumstruktur MIN (E)
gegeben.

Es gilt fiir x € Mn(MIN(E)):

ol = sup { [P @)ll| f € Ball(E")}.

Konstruktion von MAX:

Fiir eine Indexmenge I ist 11(I) = co(I)*. Als Dual der C*-Algebra cq(I) ist I1(I) ein
Operatorraum, und jede beschrénkte lineare Abbildung ® : {;(I) — M;(X) ist automa-
tisch vollstdndig beschrénkt und ||®|| = || D]

13 MAX ist also die Linksadjungierte und MIN die Rechtsadjungierte des Vergi funktors, der einem
Operatorraum X den Banachraum M, (X) zuordnet.

4 paulsen baut seinen Beweis auf einer falschen Abschatzung fur die Projektionskonstante des end-
lichdimensionalen Hilbertraums; die umgekehrte Abschatzung ist richtig [Woj91, p. 120], aber dort nutz-
los. Die Lucke fullt sich dennoch leicht [Lam97, Thm. 2.2.15], durch Einbringen des beruhmten Satzes
von Kadets-Snobar: Die Projektionskonstante eines n-dimensionalen Banachraums ist kleinergleich \/n
[KS71].
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Jeder Banachraum F ist isometrisch zu einem Quotienten von {; (Ball(£)). Dadurch
ist auf E die Operatorraumstruktur MAX (E) gegeben.
Es gilt fiir x € Mn(MAX(E)):

|z = sup{l|e™ (@)]| [n €N, ¢ : E — Mp, || < 1}.

3 Hilbertsche Operatorrdume

3.1 Die Riume

Ein Operatorraum X heifit hilbertsch, wenn die Grundstufe M;(X) ein Hilbertraum
‘H ist. Ein Operatorraum X heiit homogen, wenn jeder beschrinkte Operator T :
M;(X) — M;(X) vollstandig beschrankt ist und ||7'||c, = ||T]| [Pis96].

Der minimale MINy := MIN(H) und der maximale MAXy := MAX(H) hilbert-
sche Operatorraum, der Spalten-Hilbertraum Cy := B(C ,H) und der Zeilen-
Hilbertraum 7Ry := B(H,C) sind homogene hilbertsche Operatoriume auf dem
Hilbertraum H.

Dartiiberhinaus haben wir fiir zwei Hilbertraume H und X vollstindige isometrische
Isomorphismen [ER91, Thm. 4.1] [Ble92b, Prop. 2.2]

CB(Cw,Cr) £ B(H,K) und CB(Ry, Ric) L B(K, H).

Der Operatorraumschnitt und die Operatorraumsumme je zweier homogener hilbert-
scher Operatorrdume sind wieder homogene hilbertsche Operatorrdume [Pis96].

Die Operatorrdume stehen in den folgenden Dualitéiten [Ble92b, Prop. 2.2] [Ble92a,
Cor. 2.8]:

Ci 2 Ry
Ry 2 Cx
MIN;, 2 MAX;
MAX}, 2 MINy

Zu jedem Hilbertraum H gibt es genau einen vollstdndig selbstdualen homogenen Ope-
ratorraum, den Operatorhilbertraum OHy, [Pis96, §1]. Es gilt also

cb

OH}, £ OH;;.

3.2 Die Abbildungen

Der Raum CB(X,Y) der vollstandig beschréinkten Abbildungen zwischen zwei homo-
genen hilbertschen Operatorrdumen X,Y hat die folgenden Eigenschaften (vgl. [MP95,
Prop. 1.2]):

1. (CB(X,Y), |l |lcb) ist ein Banachraum.
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2. AT B < AT ||| BI| fix alle A, B € B(H), T € CB(X,Y),
3. |T||eb = ||T]] fiir alle T' mit rang(7") = 1.

CB(X,Y) ist damit ein symmetrisch normiertes Ideal (s.n. Ideal) im Sinne von Cal-
kin, Schatten [Sch70] und Gohberg [GK69]. Standardbeispiele fiir s.n. Ideale sind die
bekannten Schattenideale:

Sp :={T € B(H)| die Folge der Singulérwerte von T ist in £, } (1 < p < o0).

Viele, aber nicht alle, s.n. Ideale kénnen als vollstdndig beschriinkte Abbildungen zwi-
schen homogenen, hilbertschen Operatorrdumen realisiert werden. Wie so oft ist am
meisten bekannt iiber Schattenideale. Das erste Ergebnis in dieser Richtung war

CB(Ryt, Cr) = Sa(H) = HS(H)

isometrisch [ER91, Cor. 4.5]. Wir haben isometrisch bzw. isomorph (~~) [Mat94], [MP95],
[Lam97]:

CB(l,—) | MINy Cx OHy R MAXy

MINy | B(H) HS(H) ~HS(H) HS(H) ~N(H)
Cr B(H) B(H)  Si(H) HS(H) HS(H)

OHy | B(H) SuH) B(H)  Su(H) =~ HS(H)
Ry | B(H) HS(H) Si(H) B(H)  HS(H)
MAXy | B(H) B(H) B(H) B(H)  B(H)

Einzig ist darin CB(Cy) 2B (H) eine vollsténdig isometrische Isomorphie (vgl. [Ble95,
Thm. 3.4]). Von besonderem Interesse ist

CB(MIN 3, MAX 1) ~ N(H).

Hier haben wir eine neue natiirliche Norm auf den nuklearen Operatoren, die nicht gleich
der kanonischen ist. Auch im endlichdimensionalen Fall ist nur

n

V2

bekannt [Pau92, Thm. 2.16]. Das Bestimmen des exakten Wertes ist ein noch offenes
Problem; Paulsen vermutet, dafl die obere Schranke angenommen wird [Pau92, p. 121].

Seien E ein Banachraum und H ein Hilbertraum. Dann ist ein Operator T € B(E, H)
genau dann vollstandig beschrankt von MIN (E) nach Cy, wenn er absolut-2-summierend
[Pie67] von E nach H ist (vgl. [ER91, Thm. 5.7]):

g < |lid : MIN(€5) — MAX (€5)]|ep <

M,(CB(MIN(E),Cy)) = (E, H)

mit ||Tch :7T2(T).
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3.3 Der Spalten-Hilbertraum Cy
Fiir den Hilbertraum H = ¢y 148t sich der Spalten-Hilbertraum Cy iiber die Einbettung

éi i

als Spalte konkretisieren. Speziell ist Cn der n-dimensionale Spaltenraum Cp.

Cy ist ein homogener hilbertscher Operatorraum: Alle beschrankten Abbildungen

auf H sind normgleich vollstindig beschrinkt auf Cy. Es gilt sogar CB(Cy) ®p (H)

vollstandig isometrisch [ER91, Thm. 4.1].
Cy ist ein injektiver Operatorraum (vgl. [Rob91]).

Tensorprodukte
Ist X ein Operatorraum, so sind vollsténdig isometrisch [ER91, Thm. 4.3 (a)(c)] [Ble92b,
Prop. 2.3 (i)(ii)]
Cron X 2Cn®X
und
cb A
X ®h CH =X X CH.

Dabei meinen ®p das Haagerup-Tensorprodukt, GV@ das injektive Tensorprodukt und @A@
das projektive Tensorprodukt.
Sind H, K Hilbertriaume, so gilt vollstindig isometrisch [ER91, Cor. 4.4.(a)] [Ble92b,
Prop. 2.3(iv)]
2
Cr @h Cxc 2 Cr © Ck L Cr @ Cic 2 Crimic.

3.3.1 Charakterisierungen
Im Zusammenhang mit dem Spalten-Hilbertraum geniigt es statt der cb-Norm eines

Operators T seine Zeilennorm

IT||row := sup sup [Tz .. .T:Un]||M1’n(Y)
nelN ||[X13:3Xn]||Ml’n(X)§1

oder seine Spaltennorm
Tib‘l
|T||co1 := sup sup :

nelN X1
Xn

Tx
<1 N2 IMy L (X)

Mn,l(Y>



Was sind Operatordume ? 7. September 1999 http://www.math.uni-sb.de/~wittck/ 13

zu berechnen, um Aussagen iiber seine vollstindige Beschranktheit zu erhalten. Sei X
ein Operatorraum und S : Cyy — X bzw. T : X — Cp dann ist |S||cb = [|S]lrow bzw.
ITlcb = IT]|cor [Mat94, Prop. 4] bzw. [Mat94, Prop. 2].
Wir haben die folgenden Charakterisierungen des Spalten-Hilbertraums
(A) unter den hilbertschen Operatorrdumen [Mat94, Thm. 8]:

Ist X ein Operatorraum auf einem Hilbertraum H, so sind dquivalent :

1. Bsist X 2 Cx vollstindig isometrisch.

2. Fir alle Operatorriume Y und alle T : X —Y ist | T||cb = ||T||row und fiir
alle S:Y — X ist ||S]| = ||S]|row-

3. Fiir alle Operatorriume Y und alle T : Y — X st | T||cb = ||T||col und fiir
alle S : X =Y st ||S|| = ||S]|col-

4. X stimmt mit dem mazimalen hilbertschen Operatorraum auf den Spalten
und mit dem minimalen hilbertschen Operatorraum auf den Zeilen tberein.
Es gilt

Mn;i(X) = Mna(MAX(H))
Myn(X) = Min(MIN(H))

isometrisch.

(B) unter allen Operatordumen:

Ist X ein Operatorraum, so sind dquivalent:

1. FEs existiert ein Hilbertraum H, so dafi X & Cx wollstindig isometrisch.

2. Es sind
Mn1(X) = @2 M (X)

und
My;n(X) = Myn(MIN (M1(X)))
isometrisch [Mat94, Thm. 10].

3. CB(X) mit der Komposition als Multiplikation ist eine Operatoralgebra
[Ble95, Thm. 3.4].

3.4 Faktorisierung durch den Spalten-Hilbertraum

Seien X, Y Operatorrdume. Wir sagen, eine lineare Abbildung 7' : M;(X) — M;(Y)
faktorisiere durch einen Spalten-Hilbertraum, wenn es einen Hilbertraum H und
vollstindig beschrinkte Abbildungen Ts : X — Cy, T1 : Cy — Y gibt mit T'= T; o Ts.
Wir definieren
Y2(T) := inf |1 |eb | T2|cb,
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wobei das Infimum iiber alle Faktorisierungen gebildet wird, und ~,(7) := oo, falls
keine solche Faktorisierung existiert. I's(X,Y) bezeichne den Banachraum aller linearen
Abbildungen 7' : X — Y mit 12(7") < oo [ER91, Chap. 5],[Ble92b, p. 83].

Seien noch Xj, Y7 Operatorrdume und 7T € T'9(X,Y), S € CB(Xy,X), R €
CB(Y, Y1), so gilt die CB-Idealeigenschaft

WQ(RTS) < ||R||cb72(T)||SHCb'

Eine Matrix T = [Tjj] € Mn(T'2(X,Y)) wird als Abbildung von X nach Mn(Y)
gelesen: [Tjj](z) := [Tjj(x)]. T besitzt eine Faktorisierung in vollstéindig beschrénkte
Abbildungen

X B Min(Cr) B Mp(Y).

Wir definieren wieder
Yo (T) = inf |71 |eb || T2 | e,

wobei das Infimum iiber alle Faktorisierungen gebildet wird, und erhalten so eine Ope-
ratorraumstruktur auf I'y(X,Y) [ER91, Cor. 5.4].

Seien X, Y Operatorrdume und Yy ein Operatorunterraum von Y. Dann ist die
Einbettung I'y(X, Yy) — T'2(X,Y) vollsténdig isometrisch [ER91, Prop. 5.2].

Seien X, Y Operatorraume. Bekanntlich definiert jede lineare Abbildung

T:X-—-Y*
ein lineares Funktional
fT 'YX — C

iiber
(friy@z) = (T(z),y).

Uber diese Identifikation erhalten wir die vollstindige Isometrie [ER91, Thm. 5.3]
[Ble92b, Thm. 2.11]

o(X,Y*) 2 (Y @n X)".
Seien X, Y, Z Operatorrdume. Wir erhalten eine vollstdndige Isometrie
Ta(Y ®h X, Z) 2 To(X, (Y, 2))

iiber die Abbildung 7' — T, geméB T(z)(y) := T(y ® ) [ER91, Cor. 5.5].

4 Multiplikative Strukturen

Fiir eine abstrakte C*-Algebra liefert die GNS-Konstruktion eine konkrete Darstel-
lung ihrer Elemente als beschrinkte Operatoren auf einem Hilbertraum. Im nicht-
selbstadjungierten Fall gibt es bislang in der Theorie der Banachalgebren kein entspre-
chendes Resultat. Versieht man aber diese nicht-selbstadjungierten Algebren mit einer
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mit der Multiplikation vertraglichen Operatorraum-Struktur, so ist eine Darstellung als
Operatoralgebra in B(H) moglich (Satz vom Ruan-Typ fiir Operatoralgebren).

Auch die sog. Operatormoduln(iiber Operatoralgebren) werden durch Axiome
vom Ruan-Typ charakterisiert; an die Stelle skalarer Matrizen treten nun sol-
che mit Eintrdgen aus den Algebren. Die zugehorigen Morphismen sind hier die
vollsténdig beschrinkten Modulhomomorphismen, deren wichtigste Eigenschaften in
Darstellungs-, Zerlegungs- und Fortsetzungssitzen zutage treten' .

4.1 Operatormoduln iiber C*-Algebren

Seien Ay, Ay C B(H) C*-Algebren mit 1g(;) € A1, A2. Ein abgeschlossener Unterraum
X in B(H) heiit konkreter (A4, A2)-Operatormodul , falls A1 X C X und XAy C X.
Im Falle Ay = Ay = A nennen wir X einen konkreten A-Operatorbimodul (vgl.
[ER8S8, p. 137]).

15philologische Fu note: Der Autor ist sich der philosophischen Tragweite seiner Ausdrucksweise, die in
dem Pradikat ,,zutage treten\ zutage tritt, in aller Konsequenz bewu t und wei sich im Spannungsfeld
zwischen reinem Konstruktivismus und platonisch fundiertem Realismus. Um an dieser Stelle seine
Position, welche die Mathematik als eine in der Tat partiell real existente, zugleich aber vom denkenden
Individuum entworfene Wissenschaft begreift, klar zutage treten zu lassen, sei denn im folgenden in
stetem Bezug auf das unter ,,Matiere a pensee\ publizierte Gesprach zwischen Alain Connes und Jean-
Pierre Changeux [CC92] das von ihm favorisierte Bild der Mathematik in kurzen Strichen skizziert.

In der Sicht Alain Connes’ stellt die Mathematik eine vom Menschen unabhangige, wenngleich gei-
stige, so doch gleichsam greifbare Wirklichkeit dar, die in ihrer ontologischen Basis der platonischen
Ideenwelt vergleichbar ist. Connes bekennt sich somit zu einem beinahe radikal zu nennenden Realis-
mus; die Aufgabe des Mathematikers besteht hiernach, pointiert formuliert, einzig und allein darin, die
vorhandene ,,harte Realitat\ zu entdecken.

Jean-Pierre Changeux setzt diesem das Bild des rein er ndenden Denkers entgegen. In den Augen des
Neurobiologen existiert die von Alain Connes als realiter vor ndbar beschriebene und als solche dem
Forscher erfahrbare Welt lediglich in den Hirnwindungen, in den Synapsen besagten Denkers. Diese kon-
struktivistische Perspektive versteht Mathematik als reine Fiktion und ersetzt die platonische Ontologie
gleichsam durch biologische Substanz.

Der Verfasser nun wagt es weder, einer der beiden Positionen vollends zu widersprechen, noch aber
vermag er sich ihrer Radikalitat anzuschlie en. Er folgt vielmehr einem Kompromi zwischen beiden
Ansatzen, welchen der in seinem Verstandnis fundamentale Punkt der Axiomatik stiftet. Fur ihn ist
Mathematik in und bis zum (vorlau gen) Abschlu der Axiomatik in sich koharente Er ndung, wobei
einzig die Logik der Fiktion die Schranken weist, in dem Ma e wie sie als Garant der inneren Koharenz
auftritt { den Schlu punkt der Axiomatik freilich setzt zunachst desgleichen die freie Er ndung.

Unter diesen Pramissen gibt es prinzipiell viele verschiedene ,,Mathematiken\: quot capita, tot senses.

Ist jedoch einmal das axiomatische Fundament gelegt, so bleibt dem Forscher allein, die hierdurch
erscha ene, obschon dem Schopfer selbst noch unbekannte Welt zu erkunden: er kann nur noch entdecken,
was er schon gescha en, dieses Descartessche ,,Spiel des menschlichen Geistes mit sich selbst\ spielen,
dessen Regeln er selbst aufgestellt hat. { Auf eine genaue De nition, also Abgrenzung, der Begri e
+Regel\, ,,Postulat\ sowie ,,Axiom\ wird hier aus Platzgrunden bewu t verzichtet.

Endlich lehrt uns Godel, da auch dieses Spiel seinerseits sich einem Wechselspiel zwischen Er nden
und Entdecken unterordnet, insofern als gewisse Entdeckungen weitere Axiome fordern, die ihrerseits
neue Entdeckungen hervorbringen. Ein wechselseitig sich bedingender und befruchtender Dualismus
zwischen Konstruktivismus und Realismus zeichnet so ein in stetem Wandel begri enes Bild der Mathe-
matik.

Abschlie end sei folgendem Vermerk noch Raum gegri en, da die hier vertretene Sicht der Mathe-
matik ex post greift; sie wei sich ahistorisch.
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Analog zu den Operatorrdumen und den Operatoralgebren lassen sich auch Opera-
tormoduln iiber C*-Algebren abstrakt charakterisieren (vgl. [Pop98, Déf. 4.1]):
Seien wie oben Aj, Ay C B(H) unitale C*-Algebren mit lg¢) € Aj, Ag, ferner
X (algebraisch) ein (Aj, A2)-Modul. Dann nennen wir X einen abstrakten (A, As)-
Operatormodul, falls er eine Operatorraum-Struktur tréigt, die den folgenden (Ruan-
schen) Axiomen geniigt:

(R1)  [lazb][m

w (5 7)
m—+n

wobei m,n € IN, a € Mm(A1), 2 € Mm(X), y € Ma(Y), b € Mm(As).

Fiir abstrakte Operatormoduln gilt ein Darstellungssatz vom Ruan-Typ (vgl.
[Pop98, Thm. 4.7]):

Seien Ay, A2 C B(H) unitale C*-Algebren mit gy € A1, A2, ferner V' ein ab-
strakter (Ap, Az)-Operatormodul. Dann existieren ein Hilbertraum K, eine vollstdndige
Isometrie © : X < B(K) und *-Darstellungen 71, mo von A bzw. Ay auf K, so daf} gilt:

IN

[lallll]lmll]

max{||z||m, [|y[ln},

O(axb) = m1(a)O(x)m2(b),

wobei x € X, a € A1, b € Ay. Im Falle A} = Ay kann man sogar 71 = mo wahlen.

Beispiele fiir Operatormoduln

1. Seien A eine unitale C*-Algebra, E ein normierter Raum und X ein Operator-
raum. Dann sind B(E, A) resp. CB(X, A) Operatorraume vermoge der Identifi-
zierungen Mn(B(E,A)) = B(E, Mn(A)) resp. Mn(CB(X,A)) = CB(X, Mn(A)).
Diese werden zu A-Operatorbimoduln, stattet man sie mit den natiirlichen Mo-
duloperationen aus:

(a-¢-b)(z) = ap(x)b
fir alle a,b € A, ¢ € B(X, A) resp. CB(Y,A), x € X resp. z € Y [ERS88, p. 140].

2. Sei ® ein Operatorraum-Tensorprodukt. Seien A eine unitale C*-Algebra, X ein
Operatorraum. Der Operatorraum X ® A wird zu einem A-Operatorbimodul
vermoége der Moduloperationen:

b-(x®a) c=1x® (bac),

wobei x € X, a, b, ¢ € A. Speziell erhellt dies fiir das injektive Operatorraum-
Tensorprodukt:

X*® AC CB(X, A)
ist ein A-Operatorbimodul (vgl. Beispiel 1.).
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4.2 Vollstandig beschrinkte Modulhomomorphismen

Die zu den Operatormoduln gehorigen strukturerhaltenden Abbildungen sind die
vollstédndig beschriankten Modulhomomorphismen.

Seien Ay, A2 C B(H) unitale C*-Algebren mit 1y, € Aj, A2, und seien X, Y zwei
(A1, Ag)-Operatormoduln, d.h. (algebraisch) A;-Links-As-Rechts-Moduln. Eine Abbil-
dung ® € L(M;(X),M;(Y)) heifit (A1, A2)-Modulhomomorphismus (fir A; = A,
A-Bimodulhomomorphismus), falls gilt ®(azb) = a®(x)b fiir alle a € A;, b € Ay,
xzeX.

Ferner schreibt man CBa:a,)(X,Y) fiir die Menge der vollstéindig beschrankten
(A1, A2)-Modulhomomorphismen zwischen X und Y. Der Raum CBa,;a,)(X) mit der
Komposition als Multiplikation ist eine Banachalgebra.

Fiir vollstdndig beschrinkte Modulhomomorphismen gelten ein Fortsetzungssatz und
ein Darstellungssatz.

Fortsetzungssatz ([Wit84a, Thm. 3.1], vgl. auch [MN94, Thm. 3.4] und [Pau86,
Thm. 7.2]): Seien A eine injektive C*-Algebra und A;, Ay C A zwei unitale C*-
Unteralgebren. Weiterhin seien Xy und X zwei (Aq, A2)-Operatormoduln mit Xy C X.
Dann existiert zu jedem ®¢ € CB(a;;a,) (X0, A) eine Fortsetzung ® € CB(a ;a,) (X, A)
mit @|x, = P und ||P||cr, = | Po|cb-

Darstellungssatz: Es seien H ein Hilbertraum, M eine C*-Algebra in B(H), und
Ay, Ag seien C*-Unteralgebren von M. Dann gilt:

(a) (vgl. [Pau86, Thm. 7.4]) Fiir jeden vollsténdig beschrankten (A;, As)-Modulho-
momorphismus ® : M — B(H) existieren ein Hilbertraum /C, eine *-Darstellung
7w : M — B(K) und lineare Operatoren v,w € B(H,K) mit den nachstehenden
Eigenschaften:

(al) ®(z) = v*w(z)w fir alle z € M, d.h. (K;m;v*;w) ist eine Darstellung von ®
(a2) [|®|eb = [[v[[|e]]

(a3) hn( (M)vH) = lin(r(M)wH) = K

(ad) v*m(a) = av* fiir alle a € A; und 7(b)w = wb fiir alle b € A,.

(vgl. [Smi9l, Thm. 3.1]) Ist M C B(H) zusitzlich eine von Neumann-Algebra
und ® : M — B(H) ein normaler vollstdndig beschrankter (A;, A2)-Modulhomo-
morphismus, so kann man in a) die *-Darstellung 7 normal wéhlen. Es existieren

Familien (aj)jer und (bj)je; im Kommutanten von A; bzw. As mit den folgenden
Eigenschaften (die folgenden Summen sind sémtlich im WOT-Sinne zu verstehen):

(bl) ®(z) = Y jgy aixb fiir alle z € M
02) Sicraici € B0, Sigbih € BO) wd [ole, =
| 2ier aiai]| 2] Xier bibill %
Seien Ay, Ay C B(H) unitale C*-Algebren mit 1y, € Ay, Ag, ferner A C A1 N Ag mit
15, € A eine unitale *-Unteralgebra von A; und As. Ein A-Bimodulhomomorphismus

d:A — Ay
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heifit selbstadjungiert, falls

fiir alle x € Ay gilt.

Fiir selbstadjungierte vollstdndig beschriankte Bimodulhomomorphismen besteht der
folgende Zerlegungssatz ([Wit81, Satz 4.5] und vgl. [Pau86, Thm. 7.5]):

Seien A, A; und As unitale C*-Algebren. Ferner sei As injektiv, und A sei Unteral-
gebra von A; und A mit 1a, = 1a, = 1a. Dann existieren zu jedem selbstadjungierten,
vollstandig beschrinkten A-Bimodulhomomorphismus ® : A; — Ao zwei vollstindig
positive A-Bimodulhomomorphismen ®; : Ay — A und 5 : A} — Ay mit den Eigen-
schaften ® = ®; — ®3 und ||®||cp, = [|P1 + P2||cp -

Seien M, N von Neumann-Algebren, ferner A;, A2 C B(H) zwei C*-Algebren, wobei
1y € Ay, Ay und A1 U Ay € M N N. Es gilt der Zerlegungssatz von Tomiyama-
Takesaki (vgl. [Tak79, Def. 2.15]): Jede Abbildung

NS CB(Al;AQ)(M7 N)

schreibt sich eindeutig als
&= + PS5,

® , ®° € CB(a,;a,)(M, N) normal bzw. singulédr, mit [|® [[ch, [[®%[|cr < [|P[|c, - Man
erhilt also die algebraisch direkte Summen-Zerlegung:

OB(A11A2)(M,N) = CB(ALA2)(M,N)@ OB?Al,Az)(M’N) (1)

Dabei sind die Begriffe ,normal“ bzw. ,singuldar“ analog zu denen bei Funktionalen
auf einer von Neumann-Algebra M gebildet.'%
Grundlegende ,,Eigenschaften“ der in (1) auftretenden Réume bzw. Abbildungen:

(a) Im Falle M = N sind alle Rdume in (1) Banachalgebren.

(b) Die folgenden Eigenschaften vererben sich von ® auf ® und ®° : vollstindig
positiv, Homomorphismus, *~-Homomorphismus.

(¢) Sind o € Aut(M) und B € Aut(N) *-Automorphismen, so gilt (8Pa) = P «
und (Pa)® = P5x .

(d) Fir ® € CB(B(H)), H Hilbertraum, gilt: ® € CB*(B(H)) < ®|k1) =0 .

16Es bezeichne M. den (eindeutigen) Pradual von M. Dann gilt die ¢;-direkte Summen-Zerlegung
M* — M* @él (M*)S

in normale (d.h. w*-stetige) und singulare Funktionale. [In der Literatur ndet man M statt M*°,
passend zu M. (= M*?).] Analog hei t € B(M,N), M, N von Neumann-Algebren, normal (d.h.
w*-w”*-stetig), falls *(N.) C M., und singulér, falls *(N.) C M*°.
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Seien ‘H ein Hilbertraum, A, Ay C B(H) C*-Algebren mit 1y, € Aj, As. Dann erhilt
man [Pet97, Prop. 4.2.5]:

CBiayay (B(H) 2 CBaya,(K(H), B(H)) (2)
CBiayan (BH) 2 CBayay (QH), B(H)) (3)

vollstiandig isometrisch, wobei Q(H) = B(H)/K (H) die Calkin-Algebra bezeichnet.

Sei X ein beliebiger Operatorraum. Dann 148t sich der Raum der vollstdndig be-
schrinkten (Aj, Ag)-Modulhomomorphismen von X in B(H) wie folgt mit dem Dual
eines Modul-Haagerup-Tensorproduktes identifizieren ([Pet97, p. 67|, vgl. auch [ER91,
Cor. 4.6], [Ble92b, Prop. 2.3]):

CB(ay:ag) (X, B(H)) 2 (Ry; @na, X @ha, Cr)*

vollstdndig isometrisch. Damit erkennt man CB(B(H)) selbst und, mit Blick auf (2),
(7?&, ebenso CB a,.a,)(B(H)) und CB{a, .a,)(B(H)) als duale Operatorrdume [Pet97, p.

4.3 Operatoralgebren

Analog zu konkreten Operatorrdumen definiert man (vgl. [BRS90, Def. 1.1]): Eine Ope-
ratoralgebra ist eine abgeschlossene, nicht notwendig selbstadjungierte Unteralgebra
X in B(H), H ein Hilbertraum.

Beispiel: Fiir selbstadjungierte X gibt es die Theorie der C*-Algebren.

Entsprechend dem Operatorraum-Fall kann man aber auch umgekehrt Banachalge-
bren betrachten, die zugleich Operatorrdume sind und eine dieser Struktur adaquate
Multiplikation tragen. Diese liefern eine abstrakte Charakterisierung der (konkreten)
Operatoralgebren (s.u.: Analogon zum Satz von Ruan).

Sind X,Y,Z Operatorrdume, ¢ : X xY — Z bilinear, so definiert (vgl.: Amplifikation
bilinearer Abbildungen)

D Mo (X) X Myn(Y) —  Mn(Z2)

|
([zij], [yjk]) — [Z‘I’(ﬂfij,yjk)] (n € IN)
i

eine bilineare Abbildung, die bilineare Amplifikation'” von ®.

® heift vollstiindig beschrankt, falls [|®|, := sup,||®™"| < oo, und
vollstéindig kontraktiv, falls [|®|s, < 1.'* Man beachte bei dieser Definition auch
den Zugang in: Vollstindig beschrinkte bilinearen Abbildungen.

7In der Literatur, etwa [BRS90, p. 190], wird hau g die bilineare Ampli kation (™ als die Am-
pli kation bezeichnet und mit ) notiert.

187ur Erklarung der vollstandigen Beschranktheit von bilinearen Abbildungen genugt es, nur die ™™
statt aller (™Y zu betrachten; dies ndet man hau g in der Literatur uber vollstandig beschrankte bi-
und analog multilineare Abbildungen [BRS90, p. 190], [CES87, p. 281].
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[Bei Banachalgebren mit Eins e soll fortan ||e]| = 1 gelten.] Ein Operatorraum (X, || -
|In) mit bilinearer, vollstdndig kontraktiver, assoziativer Abbildung m : X x X — X
der Multiplikation, heifit abstrakte Operatoralgebra (vgl. [BRS90, Def. 1.4]). Dabei ist
auf Mn(X) die Verkniipfung gerade die Matrizenmultiplikation mp.

Im unitalen Fall ist m automatisch assoziativ [BRS90, Cor. 2.4].

Es gilt ein Analogon zum Satz von Ruan ([Ble95, Thm. 2.1], vgl. auch [BRS90,
Thm. 3.1]): Sei A unitale Banachalgebra und Operatorraum. Dann ist A wvollstindig
isometrisch isomorph zu einer Operatoralgebra genau dann, wenn die Multiplikation auf
A wvollstindig kontraktiv ist.

Hieraus folgert man die Stabilitéitsaussage: Der Quotient einer Operatoralgebra mit
einem abgeschlossenen Ideal ist wiederum eine Operatoralgebra [BRS90, Cor. 3.2].

Mit Hilfe dessen gewinnt man das Resultat: Die Klasse der Operatoralgebren ist stabil
unter komplexer Interpolation [BLM95, (1.12), p. 320].

Allgemeiner als im obigen Satz vom Ruan-Typ gilt [Ble95, Thm. 2.2]: Sei A Ba-
nachalgebra und Operatorraum. Dann ist A vollsténdig isomorph zu einer Operatoral-
gebra genau dann, wenn die Multiplikation auf A vollsténdig beschrénkt ist. (Vgl. die
Beispiele!)

Fiir einen Operatorraum X ist die Algebra CB(X) zwar stets eine Banachalgebra,
im allgemeinen jedoch keine Operatoralgebra. Genauer gilt fiir einen Operatorraum X
folgendes Kriterium [Ble95, Thm. 3.4]: CB(X) mit der Komposition als Multiplikation
ist vollsténdig isomorph zu einer Operatoralgebra genau dann, wenn X vollstindig iso-
morph zu einem Spalten-Hilbertraum ist. — Analoges besteht fiir den isometrischen Fall;
will sagen:

CB(X) 2 B(H).

Seien A € B(H) und B C B(K) (H, K Hilbertrdume) Operatoralgebren, wobei
Ign) € A, Ig(k) € B. Dann ist jede unitale vollstédndige Isometrie ¢ : A — B be-
reits ein Algebrenhomomorphismus [ER90b, Prop. 3.1]. Man beachte, daf§ hierbei die
Normabgeschlossenheit der Operatoralgebren A und B wesentlich ist.

Beispiele

Im folgenden versehen wir die Réume £y (1 < p < 0o) mit dem punktweisen Produkt
und betrachten sie so als Banachalgebren. Auf den Schatten-Klassen Sp (1 < p < o0)
betrachten wir entweder die iibliche Multiplikation oder das Schur-Produkt.

1. Der Raum {2 [BLM95, Thm. 2.1]

Mit den nachstehenden Operatorraum-Strukturen ist £o vollsténdig isometrisch
isomorph zu einer Operatoralgebra: R-,, C-,, OH-,, R+, NC-,, MAX-,.
Allgemein ist der Raum /¢5 vollstdndig isometrisch isomorph zu einer Operatoral-
gebra, wenn man ihn mit einer Operatorraum-Struktur versieht, die sowohl R-,
als auch C-, dominiert.

Mit den nachstehenden Operatorraum-Strukturen ist fo nicht vollstdndig iso-
morph zu einer Operatoralgebra: R+, 4 C-,, MIN-,.
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Allgemein ist der Raum ¢ nicht vollstdndig isomorph zu einer Operatoralgebra,
wenn er eine Operatorraum-Struktur trégt, die sowohl von R, als auch von C-,
dominiert wird.

2. Die Riume'® MIN (€p), MAX (£p) und Oly = (MIN (£x), MAX (£1))1
p

In den Randfilllen p = 1 resp. p = oo erhélt man zwei gegensétzliche Resultate
[BLM95, Thm. 3.1]:

(a) Mit jeder beliebigen Operatorraum-Struktur ist ¢; vollstéindig isometrisch
isomorph zu einer Operatoralgebra.

(b) MIN () ist bis auf vollstéindige Isomorphie die einzige Operatoralgebra-
Struktur auf /.

Fiir 1 <p < oo gilt (vgl. [BLM95, Thm. 3.4]):

(a) MIN (£p) ist vollsténdig isomorph zu einer Operatoralgebra genau dann, wenn
p =1 oder p = o0.

(b) MAX (fp) ist im Falle 1 < p < 2 vollstandig isometrisch isomorph zu ei-
ner Operatoralgebra. Sonst ist MAX (¢p) nicht vollstandig isomorph zu einer
Operatoralgebra.

Dagegen liefert die durch komplexe Interpolation erhaltene Operatorraum-
Struktur auf den ¢p-Raumen stets die einer Operatoralgebra. Genauer [BLM95,
Cor. 3.3]:

Fiir jedes 1 < p < oo ist Oy vollsténdig isometrisch isomorph zu einer Opera-
toralgebra.

3. Die Schatten-Klassen Sp

Wir schreiben O fiir die Operatorraum-Struktur, die G. Pisier auf Sp eingefiihrt
hat. Man erhélt diese Operatorraum-Struktur durch komplexe Interpolation zwi-
schen Sy = K(f2) und Sy = K(l2)*.

(a) Betrachten wir zunéchst das gewohnliche Produkt auf den Schatten-Klassen
Sp. Hierfiir ergibt sich das nachstehende negative Resultat [BLM95, Thm.
6.3]: Fiir kein 1 < p < oo ist der Operatorraum OSp mit dem gewdhnlichen
Produkt vollsténdig isomorph zu einer Operatoralgebra.

(b) Betrachten wir nun das Schur-Produkt auf den Schatten-Klassen Sp. Hiermit
sind, sogar fiir verschiedene Operatorraum-Strukturen, positive Ergebnisse
moglich:

(bl) MAX(Sp) mit dem Schur-Produkt ist im Falle 1 < p < 2 vollstindig
isometrisch isomorph zu einer Operatoralgebra [BLM95, Thm. 6.1].

197ur Bildung der Operatorraume O/, siehe das Kapitel uber komplexe Interpolation.
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(b2) OSp mit dem Schur-Produkt ist im Falle 2 < p < oo vollstiandig isome-
trisch isomorph zu einer Operatoralgebra [BLM95, Cor. 6.4].

Man beachte: Der Randfall OS; (und ebenso OS]?) ist weder mit dem gewdhnli-
chen noch mit dem Schur-Produkt vollstéindig isomorph zu einer Operatoralgebra
[BLM95, Thm. 6.3].

5 Tensorprodukte

Viele klassische Rdume von Abbildungen kann man als Operatorraum-Tensorprodukte
einfacher Operatorrdume interpretieren. Operatorraum-Tensorprodukte haben teilweise
bessere Eigenschaften als ihre Vorbilder in der Banachraumtheorie. Sie ermoglichen so
Ergebnisse, die in der Banachraumtheorie nicht 16sbar waren (z.B. [ER90a, Thm. 3.2]).

4
Das injektive Operatorraum-Tensorprodukt ® ist das grobste?’ und das projektive

Operatorraum-Tensorprodukt é das feinste?! Operatorraum-Tensorprodukt [BP91,
Prop. 5.10]. Vielfiltige Anwendungen in der Theorie der Operatorrdume und der
vollstandig beschrankten Abbildungen hat das Haagerup-Tensorprodukt ®p.

5.1 Operatorraum-Tensorprodukte

FEin Operatorraum-Tensorprodukt entsteht durch Vervollsténdigung des algebraischen
Tensorproduktes beziiglich einer Operatorraum-Tensornorm.

Eine Operatorraum-Tensornorm || - || versieht fiir jedes Paar (X,Y) von
Operatorrdumen das algebraische Tensorprodukt X ® Y mit der Struktur eines
matrixnormierten Raumes, so dal die nachstehenden zwei Eigenschaften gelten [BP91,
Def. 5.9].

Der durch Vervollstdndigung entstehende Operatorraum heifit a-Operatorraum-
Tensorprodukt von X und Y und wird mit X ® Y bezeichnet.

1. Fir die komplexen Zahlen gilt

Cew C=0C.

2. Firalle S € CB(X1,X2) und T € CB(Y1,Y3) hat der Operator SQT : X1 Y, —
Xo ® Yy eine stetige Fortsetzung

S® Te CB(Xl ® Y,Xo® Yg)
Die bilineare Abbildung

X :CB(Xl,XQ)XCB(Yl,Yg) — CB<X1® Y, Xo® YQ)
(S, 7) — S® T

20D h., die injektive Operatorraum-Tensornorm ist die kleinste Operatorraum-Tensornorm.
21D h., die projektive Operatorraum-Tensornorm ist die gro te Operatorraum-Tensornorm.
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ist allgemein vollstindig kontrahierend.??
Man kann die Forderung 2 durch die Forderungen 3 und 4 ersetzen.??

3. Ein Operatorraum-Tensorprodukt ® ist funktoriell: Fir alle S € CB(X1, X2) und
T € CB(Y1,Y2) hat der Operator SRT : X1®Y1 — X2®Y; eine stetige Fortsetzung

S TEc¢ CB(X1® Y, Xo® YQ),

und es gilt
HS® T”Cb < HSHCbHTHCb-

Anmerkung: Dann gilt sogar ||S® Tlleh = ||S]|ebl|T||cb-

4. Der algebraische shuffle-Isomorphismus Mp(X) @ My(Y') = Mpg(X ® Y) hat eine
stetige Fortsetzung

Mp(X)®@ My(Y) — Myg(X ® Y).

Diese shuffle-Abbildung des Operatorraum-Tensorproduktes ist vollstindig kontra-
hierend.

Aquivalent zu 4 ist, daB die beiden shuffle-Abbildungen

MyX)® Y — Mp(X® Y),
X© My(Y) — My(X® Y)

22D .h., wenn [S;;] € M,(CB(X1, X2)), [Tk] € M,(CB(Y1,Y2)), p,q € IN, so gilt fur den Operator
[Sij ®a Thi] € Mpg(CB(X1 ®a Y1, X2 ®q Y2))
die Normabschatzung

0S5 @ Trdllev < I[Sis1lleb Tkl cb-
Anmerkung: Hierin gilt sogar die Gleichheit.
23(2)=(3),(4): Die Bedingung (3) ist ein Spezialfall von (2). Es seien I € M,(CB(M,(X), X)),
J € M,(CB(My(Y),Y)) Matrizen, die algebraisch die identischen Abbildungen der zugrundeliegenden
Vektorraume M, (X) bzw. M,(Y’) sind. Nach Voraussetzung (2) gilt
I'®ad € Mp(CB(Mp(X) ®a My(Y), X ®a Y)) = Mi(CB(Mp(X) ®a My(Y), Mpe(X ®a Y))),
1 @a Jllen < [Hlenl|]len = 1.

Nun ist I ®q J : Mp(X) ®@a Mg(Y) — My (X ®4 Y) die shuffle-Abbildung aus (4).

3),(4)=(2): Wenn [S;;] € My(CB(X1,X2)), [Tu] € My (CB(Y1,Y2)), p,q € IN, so seien S €
CB(X1,M,(X2)), T € CB(Y1,Mq4(Y2)) die entsprechenden Operatoren. Nach (3) gilt

S ®a T S CB(Xl ®a Yla Mp(XQ) ®Oé Mq(Y2))7
1S ®a Tllev < [ISllenl|Tllen = [[[Sis1llen [ Trellleb-
Wenden wir nun die shuffle-Abbildung A : M, (X32) ®a Mq(Y2) — My (X2 ®4 Y2) an, so folgt aus (4)
[Sij ®@a Ti] = A(S®a T) € Mi(CB(X1 ®a Y1, Mpe(X2 ®a Y2))) = My (CB(X1 Qa Y1, X2 ®a Y2),
1S5 @a Tilllev < 1S ®a Tllen < [|IS65]llenl[[Thalllcb-

Also ist ®, allgemein vollstandig kontrahierend.
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vollstdndig kontrahierend sind.
Operatorraum-Tensorprodukte kénnen noch weitere spezielle Eigenschaften haben:
FEin Operatorraum-Tensorprodukt @  heifst

symmetrisch, wenn X @ Y LY ® X eine vollstindige Isometrie ist;
assoziativ, wenn (X ® Y)® Z X ® (Y ® Z) eine vollstindige Isometrie ist;

injektiv, wenn fir alle Unterrdume X1 C X, Y] C Y die Abbildung X1® Y1 — X® Y
eine vollstindige Isometrie ist;

projektiv, wenn fir alle Unterrdume X1 C X, Y1 C Y die Abbildung X ® Y —
X/X1® Y/Y: eine vollstindige Quotientenabbildung ist;

selbstdual, wenn die algebraische Einbettung X* @ Y* C (X ®@ Y)* eine vollstindige
isometrische Fortsetzung X* ® Y* C (X ® Y)* hat.

In vielen Anwendungen tritt die Haagerup-Tensorprodukt auf. Es ist nicht symme-
trisch, aber assoziativ, injektiv, projektiv und selbstdual.

Duales Operatorraum-Tensorprodukt

Ist X ® Y ein Operatorraum-Tensorprodukt, so kann man auf natiirliche Weise das
algebraische Tensorprodukt X ® Y in (X*® Y™)* einbetten. Der Abschlufl von X ® Y’
in (X*® Y™*)* heiit das duale Operatorraum-Tensorprodukt und wird mit X® -Y
bezeichnet:

XY C(X*® Y*)".

| - || « bezeichnet die duale Operatorraum-Tensornorm. Das duale Operatorraum-
Tensorprodukt ® = ist ein Operatorraum-Tensorprodukt.
Eine Operatorraum-Tensornorm ||-|| heifit selbstdual, wenn ||-|| gleich der dualen

Operatorraum-Tensornorm || - || « ist.
Kreuznormen
Eine Operatorraum-Norm || - || auf X ® Y heiit Kreuznorm, wenn |z ® y|| pq =

[zllp lyllq fir alle p,q € N, 2 € Mp(X), y € Mq(Y) gilt.

Fiir Kreuznormen ist € ® X ®x vollstandig isometrisch.

Zuweilen betrachtet man nur ein Operatorraum-Norm || - || auf dem algebraischen
Tensorprodukt zweier Operatorrdume X und Y. Dann verlangt man zumindest die fol-
genden Eigenschaften (i)-(iii).?* Operatorraum-Tensornormen haben immer diese Ei-
genschaften.

24 Aquivalent zu (i)-(iii) ist, da die bilinearen Abbildungen

XxY - X®.Y, @yY—zRy
X*xY" - (X ®. V), (0, 9) = Y

allgemein vollstandig kontrahierend sind.
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(i) || - || st eine Kreuznorm.
(ii) Fir Linearformen ¢ € X*, ¢ € Y* hat die Linearform
pRY: XY — C
(rey,ey) = (z,0){y,¥)
firxz e X,y ey eine stetige lineare Fortsetzung auf X ® Y.

Die duale Operatorraum-Norm || - || « wird durch die vollstéandig isometrische Ein-
bettung
X®+«Y—(X"'® Y

definiert.

(iii) Die duale Norm || - || + ist eine Kreuznorm.

Unter den Operatorraum-Normen auf X ® Y, fiir die || - || und ||- || » Kreuznormen
sind, gibt es eine kleinste, die injektive Operatorraum-Tensornorm || ||y, und eine grofite,
die projektive Operatoraum-Tensornorm |[|-||» [BP91, Prop. 5.10]. Auf dem algebraischen
Tensorprodukt X ® Y kann man diese mit der injektiven Tensornorm || - || und der
projektiven Tensornorm || - || normierter Rédume vergleichen:

<l va - <10

5.2 Injektives Operatorraum-Tensorprodukt

Durch Darstellungen der Operatorrdume X in B(H) und Y in B(K) erhélt man ei-
ne Darstellung des algebraischen Tensorprodukts von X und Y in B(H ®2 K). Die so
definierte Operatorraumstruktur ist unabhéngig von der Darstellung und heifit injek-

tives?® Operatorraum-Tensorprodukt X @V§> Y [BP91, p. 285]. Im Falle von C*—
Algebren stimmt also das injektive Operatorraumtensorprodukt mit dem minimalen
C*—Tensorprodukt iiberein.

Eine darstellungsunabhéingige Formel [BP91, Thm. 5.1] fir die injektive
Operatorraum-Tensornorm von u € Mp(X ® Y) erhélt man mit Hilfe der
Dualitéit von Tensorprodukten

[ullv = sup [[{u, o @ ) [M,105

wobei k,l € IN, ¢ € Ball(Mg(X™*)), ¥ € Ball(M;(Y™*)) sind.
Fafit man wie iiblich die Elemente des algebraischen Tensorprodukts als endlichran-

gige Operatoren auf, so erhélt man die vollstéindig isometrischen Einbettungen [BP91,
Cor. 5.2

X @Y < CB(X",Y) bzw. X ®Y < CB(Y*, X).

25 Andere Bezeichnungen sind rdumliches Operatorraum-Tensorprodukt X ®umin Y .
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Die injektive Operatorraum-Tensornorm ist die die kleinste Kreuznorm, deren duale
Norm ebenfalls eine Kreuznorm ist.

Das injektive Operatorraumtensorprodukt ist symmetrisch, assoziativ, injektiv, aber
nicht projektiv [BP91, Cor. 5.2].

Die injektive Norm ist die duale Norm der projektiven Operatorraum-Tensornorm
[BP91, Thm. 5.6]; i.a. ist aber die projektive Operatorraum-Tensornorm nicht dual zur
injektiven Operatorraum-Tensornorm, selbst wenn einer der Rdume endlichdimensional
ist [ER90a, p. 168], [ER9I1, p. 264].

Formeln fiir das injektive Operatorraum-Tensorprodukt

Fiir normierte Rdume E, F gilt vollstindig isometrisch [BP91, Prop. 4.1]

MIN(E) % MIN(F) £ MIN(E® F).

5.2.1 Exakte Operatorriume
Ein Operatorraum X heifit exakt [Pis95, §1], wenn mit der kurzen exakten Sequenz
0— K(H)— B(H) - Q(H) —0
auch die Sequenz der injektiven Tensorprodukte
0 X ® K(H) — X & B(H) — X ® Q(H) — 02

wieder exakt ist. Ein solcher Operatorraum lafit beliebige exakte Sequenzen von C*-
Algebren beim Tensorieren exakt (fiir C*-Algebren siehe [Kir83]). Offensichtlich sind
alle endlichdimensionalen Rdume exakt.

Exaktheit vererbt sich auf Unterrdume. Ebenso ist das injektive Tensorprodukt zwei-
er exakter Operatorrdume wieder exakt. Fiir alle exakten Raume X ist durch die Grofe

ex(X) = || X ® Q(H) — (X @ B(H))/(X @ K(H))|
ein Exaktheitsgrad gegeben, und es gilt 1 < ex(X) < oo [Pis95, §1], da die Abbildung
(X ® B(H))/(X ® K(H)) — X © Q(H)
eine vollstdndige Kontraktion ist. Fiir nicht exakte Operatorrdume X vereinbart man
ex(X) = o0.

Fiir eine exakte C*-Algebra A ist immer ex(A)
Fiir einen Operatorraum X gilt:

- 1. 27

ex(X) =sup{ex(L) : L C X,dim L < oo},

26 74 bezeichnet hier den separablen Hilbertraum.
27 Eine Charakterisierung exakter C*-Algebren ndet sich in [Kir94] und [Kir95].
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weshalb man sich bei der Untersuchung der Exaktheit auf endlichdimensionale Ridume
beschrianken kann. Daraus folgt auch unmittelbar: ex(Xp) < ex(X), wenn Xy C X.
Fiir endlichdimensionale Operatorrdume 148t sich mit der vollsténdigen Variante der
Banach-Mazur-Distanz

deg (X1, X2) = inf{[|¢flenllo™ v}

( das Infimum wird dabei iiber alle Isomorphismen ¢ von X; nach Xy gebildet ) die
GroBe
dsk (X) := inf{dcg (X, L),dim(L) = dim(X),L C Mn,n € IN}

definieren?®.

Nach [Pis95, Thm. 1] gilt : ex(X) = dsk (X) , und es ist ex(X) < \/dim(X).

5.3 Projektives Operatorraum-Tensorprodukt

Das projektive Operatorraumtensorprodukt wird durch die universelle Eigenschaft
[BP91, Def. 5.3]

CB(X ®Y,2) 2 JOB(X x Y; Z)

charakterisiert. Dabei  ist JCB(X x Y;Z) der  Operatorraum  der
allgemein vollsténdig beschrinkten bilinearen Abbildungen.

Der Dual des projektiven Operatorraumtensorproduktes ist also der Raum der
allgemein vollsténdig beschrinkten Bilinearformen:

(X ®Y)* 2 JOB(X xV;0) 2 CB(X,Y") 2 CB(Y, X*).

Ein expliziter Ausdruck fiir die projektive Operatorraum-Tensornorm von u €
Mn(X ®@Y) ist (vgl. [ER91, Formel (2.10)])

[ull = inf {lallllzllollyllg Bl : v = a(z©y)s},

wobei p,q € IN, v € Mp(X), y € My(Y) und o € Mnypg, B € Mpg:n sind.

Die projektive Operatorraum-Tensornorm ist symmetrisch, assoziativ und projektiv
[ERI1, p. 262]. Sie ist aber nicht injektiv.

Die projektive Operatorraum-Tensornorm ist die groffite Operatorraum-Norm, die
eine Kreuznorm ist [BP91, Thm. 5.5].

Ihre duale Norm ist die injektive Operatorraum-Tensornorm [BP91, Thm. 5.6]; i.a. ist
aber die projektive Operatorraum-Tensornorm nicht dual zur injektiven Operatorraum-
Tensornorm, selbst wenn einer der Réume endlichdimensional ist [ER90a, p. 168], [ER91,
p. 264].

28 Die Abkurzung SK steht fur Subspaces of K(H)
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Formeln fiir das projektive Operatorraum-Tensorprodukt

1. Fiir normierte Rdume F, F gilt vollstindig isometrisch [BP91, Prop. 4.1]
MAX(E) ® MAX(F) £ MAX(E® F).

2. Fiir das projektive Operatorraum-Tensorprodukt von Spalten-Hilbertraumen C,
Zeilen-Hilbertriumen R und einem beliebigen Operatorraum X gilt [ER91],
[Ble92b, Prop. 2.3]

(i) C ® X 2 X @ Cxy
(i) RH®X:bRH®hX
(iii) Cx ® Cx 2 CH ®h Cx =2 CH & Cx 2 CH®2K
(iv) Ry © R/C L R @n Ric 2 Ry ® Ric 2 Rneoic
(v) R ® Ce 2 Rz ®h Ck = T(IC,H),
(Vi) R @ X ® Cx Ry ®h X ® Cx 2 X @ T(H, K).
(VD) (Ry ® X @ Cx)* 2 (Ryy@n X & Cx)* L CB(X, B(K, H)),

wobei der Raum der Spurklasse-Operatoren T'(H, K) seine natiirliche Operator-
raumstruktur T (H, K) 2 K(IC,H)* tragt.

3. Es seien M, N von Neumann-Algebren und M®N das von Neumann-Tensorpro-
dukt?”. Fiir die pradualen Rédume gilt

M, ® N, £ (M®N),

vollstdndig isometrisch.

Es seien G, H lokalkompakte topologische Gruppen und VN (G), VN (H) die Grup-
pen-von Neumann-Algebren. Es ist VN(G)® VN(H) = VN(G x H). Da man
die Fourier-Algebra A(G) mit dem Prédual der Gruppen-von Neumann-Algebra
VN (G) identifizieren kann [Eym64], folgt

A(G) ® A(H) 2 A(G x H)

vollsténdig isometrisch [ER90a).

2Wenn M C B(H), N c B(K) von Neumann-Algebren sind, dann ist M&N der Abschlu des
algebraischen Tensorproduktes M ® N C B(H ®2 K) in der schwachen Operatortopologie.
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5.4 Haagerup-Tensorprodukt

Das Haagerup-Tensorprodukt von C*-Algebren wurde von Effros und Kishimoto [EK87]
eingefiihrt. Es verallgemeinert eine Untersuchung von U. Haagerup [Haa80].

Es seien A, B C*-Algebren in B(H). Auf dem algebraischen Tensorprodukt A ® B
ist die Haagerup—Tensornorm definiert durch

1 1
lulln = inf {I="1a a7 IS 0*b |2 : u=X"_a ®b },

wobein € N, a € A, b € B sind.

Die Haagerup-Norm von >"_, a ®b € A®B ist gleich der cb-Norm des elementaren
Operators B(H) >z +— >"_ja xb .

Die folgende Definition liefert eine vollsténdig isometrische Einbettung A ®y B —
CB(B(H)).

Fir Operatorrdume X, Y ist die Haagerup—Operatorraum-Tensornorm von
u € Mn(X ®Y) definiert durch (vgl. [ER91, Formel (2.11)], [BP91, Lemma 3.2])

[ulln = nf [[zfln [yl

wobei [ € NN, z € Mn(X), v € Mn(Y) sind und u gleich dem
tensoriellen Matrixprodukt u = x ©® y ist. Es gibt weitere niitzliche Formeln 1 2 und
3 fiir die Haagerup-Norm.

Dem Haagerup-Tensorprodukt entsprechen die vollstéindig beschrankten bilinearen
Abbildungen. Fiir den Dual gilt

(X ®@nY)* 2 CB(X x Y; Q).
Fiir einen Operatorraum Z gilt vollstdndig isometrisch
CB(X @nY;Z) 2 CB(X x Y; Z).

Das Haagerup—Tensorprodukt ist nicht symmetrisch, wie Beispiele zeigen. Es ist aber
assoziativ, injektiv [PS87, p. 272; Thm. 4.4], [BP91, Thm. 3.6], projektiv [ER91, Thm.
3.1] und selbstdual [ER91, Thm. 3.2]. Also ist die Einbettung

X* ®n Y* — (X ®n Y)*

vollstédndig isometrisch.

Die stetige Fortsetzung der identischen Abbildung des algebraischen Tensorproduk-
tes zweier Operatorrdume X, Y vom Haagerup-Tensorprodukt in das injektive Tensor-
produkt ist injektiv. Man hat also eine kanonische Einbettung

XonYCX®Y.

Die komplexe Interpolation von Operatorrdaumen und die Bildung des Haagerup-
Tensorproduktes vertauschen [Pis96, Thm. 2.3]. Es seien (Xo, X1) und (Yp, Y1) vertragli-
che Paare von Operatorrdumen. Dann ist (Xo ®p Yy, X1 ® Y1) ein vertréigliches Paar von
Operatorrdumen und es gilt vollstéindig isometrisch

(Xo ®n Yo, X1 ® Y1)# < (Xo, X1)# ®n (Yo, Y1)#
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fir 0 <9 < 1.

Auf normierten Rdumen gibt es keine Tensornorm, die zugleich assoziativ, injektiv,
projektiv, selbstdual ist. Das Haagerup-Tensorprodukt kann man als eine Verallgemeine-
rung des von Grothendieck eingefiihrten H-Tensorproduktes’ normierter Riume FE,
F auffassen [BP91, pp. 277-279, Prop. 4.1]. Auf der Grundstufe gilt ndmlich isometrisch:

MIN(E) @y MIN(F) = E®u F,
MAX(E) @y MAX(F) = E®u- F.

Die Nichtassoziativitéit des H-Tensorproduktes spiegelt sich darin wieder, dal im allge-
meinen MIN(E) ®n MIN(F') und MIN (E ®n F') nicht vollstéandig isometrisch sind.

Formeln fiir das Haagerup-Tensorprodukt

1. Es gilt
lulln = it {Z y llz lly | : ="z oy}

wobei k,l € N, 2z € Mp(X), y € Min(Y) sind. Es reicht aber ein Summand
[BP91, Lemma 3.2].

2. Fir Elemente u € Mn(X ®Y') des algebraischen Tensorproduktes gibt es ein I € IN
und Elemente x € Mn(X), y € Min(Y), so dafl

u = 0Oy
lulln = llz/lllyll

gilt.

Das Infimum in der Normformel ist in diesem Fall ein Minimum [ER91, Prop. 3.5].

3. Es gibt auch eine Supremumsformel fiir die Haagerup-Norm von u € Mp(X ®pY):
31

[ulln = sup [[(u, o © P}[Im, 5,
wobei | € IN, ¢ € Mn(X*), ¥ € Min(Y*), ||l = ||| = 1 [ER91, Prop. 3.4].

4. Aus der Definition der Haagerup-Norm folgt leicht, dafl die shuffle-Abbildung

Mp(X) Xn Mq (Y) — Mpq (X Xn Y)

39Diese Tensornorm ist auch als ~, bekannt [Pis86].
31Die De nition der tensoriellen Matrixmultiplikation ¢ ® 1 von Abbildungen ¢, ¢ und der der
Ampli kation der Dualitat von Tensorprodukten ergibt

l

(PoP)(zoy) =(z0y,e0¢) = [Z(w®y7w®¢jk>

Jj=1

= @)Y (y) € M,

furze X,yeY.
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vollsténdig kontrahierend ist. Das Haagerup-Tensorprodukt hat also die Eigen-
schaft 2 eines Operatorraum-Tensorproduktes.

Die shuffle-Abbildung ist aber im allgemeinen keine Isometrie, wie das folgende
Beispiel zeigt:3?
Mn(Ch) @h Mn(R1) £ Mi(Ma((Tn)) # Mi(Mn(Mn)) 2 Ma(Mn(Ci © R1)).
Da die bilineare Abbildung
®h: OB(X1,X2) x CB(Y1,Y2) — CB(X1 ®p X2,Y1 ®h Y2)
(S, T) — SenT
kontrahierend ist, ist sie allgemein vollstéindig kontrahierend.?3

Sie ist aber nach 7 sogar vollstéindig kontrahierend.

5. Im Falle von Spalten und Zeilen ist die shuffle-Abbildung sogar eine vollstdndige
Isometrie. Es gilt das Lemma von Blecher und Paulsen [BP91, Prop. 3.5]:

Cn(X) @h Rn(Y) 2 Mn(X @1 Y).

Héufig reicht es, eine Beziehung fiir das Haagerup-Tensorprodukt auf der Grund-

stufe nachzuweisen und sie dann mit Hilfe der obigen Formel fiir alle Matrizenstu-
fen zu folgern3?.
Spezialfillle des Lemmas von Blecher und Paulsen sind:

Cn ®h Rn C:b Ml’h

ChonX 2 COn(X),
X®h Rn C:b Rn(X)7
Ch ®h X ®n Bn e Mn(X).

32 Algebraisch hat man auf beiden Seiten die gleichen Raume von Matrizen. Auf der linken Seite erhalt
man aber die feinere Operatorraumstruktur 7,, := M}, der Spurklasse

M (C)) @ Ma(R) £ Ci(M,,) @1, Ri(M,) £ My (M, ®5, M.,)
= M(Cr ®h Rn @ Co @1 Rp) = Mi(Cr, @1 T @1 Rn) £ My(M,(T0)).

Dagegen ergibt die rechte Seite die grobere Operatorraumstruktur M,, der Matrizen

M,.(M,.(Ci ® Ri) = M (M, (M) £ M(M,,(M,.)).

33Dies folgt aus der der Aquivalenz der Eigenschaft 2 mit den Eigenschaften 3 und 4 von Operatorraum-
Tensorprodukten.

34Dieses Verfahren kann man bereits bei der Herleitung dieser vollstandigen Isometrie anwenden. Man
sieht leicht, da auf der Grundstufe C,(X) ® R,(Y) = M, (X ®; Y isometrisch gilt. Hieraus folgt nun
die vollstandige Isometrie { fur alle p € IN gilt isometrisch:

Mp(Cr(X) ®n Rn(Y)) Cp(Cn (X)) @n Bp(Rn(Y)) = Cpn(X) @n Bpn(Y)
Mpn (X @1 Y) = Mp(Mn(X @5 Y)).
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6. Im Gegensatz zu 5 erhélt man fiir Ry ®p Chy die feinere Operatorraumstruktur der
Spurklasse

Tn :MziRnéCnan®hCn
Fiir einen Operatorraum X gilt [Ble92b, Prop. 2.3]:

cb A
Rn®hX — Rn®X,
X®hCn C:b C'né)(7
RnonX&nCn 2 Tho X,

7. Nach Konstruktion ist die bilineare Abbildung X xY — X @p Y, (z,y) — z®y
vollstdndig kontrahierend.

Also ist auch ihre Amplifikation, das tensorielle Matrixprodukt

(r,y) — z0Oy,

vollstdndig kontrahierend. Die Linearisierung des tensoriellen Matrixprodukts er-
gibt die vollstindige Kontraktion

M1 (X) @h Mpn(Y) — Mp(X ®nY).

8. Die bilineare Abbildung

®n: CB(X1,X2) x CB(Y1,Y2) — CB(X1®n Y1, X2 ®nY2)
(ST) — S@nT

ist vollstéindig kontrahierend.?*3%und erzeugt eine vollstéindige Kontraktion

CB(X1,X2) ®h CB(Y1,Ys) — CB(X; ®n Y7, X2 @ Y2).

35Es seien S € M,,(CB(X1,X2)), T € M,,(CB(Y1,Y2)). Fur = € M, ,(X1), y € M, (Y1) ist

SonP@Eoy) = (SPY@)o @),
1S @ TP (@ O Yty tsonyey < NISPP@INTP @ < IS lenl|T e |z ly]l-

Nach De nition der Haagerupnorm in X; ®; Y7 ist also

1S @ TP (@O Ylas, xaovs) < ISleblITlenllz © yllas, xi@ny)s
SO Tles < [[SlleblITlcb-

Das hei t, da ®p vollstandig kontrahierend ist.
36Die Ampli kation von ®y, ist die tensorielle Matrixmultiplikation ®; von Operatormatrizen.
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9. Es seien H,K Hilbertrdume. Fiir den Spalten-Hilbertraum C wund den
Zeilen-Hilbertraum R erhélt man als Haagerup-Tensorprodukt vollstdndig isome-

trisch den Raum der kompakten Operatoren K bzw. der Spurklasse-Operatoren®”
Operatoren T' [ER91, Cor. 4.4]:

Ry @nCc £ T(H,K),

Ck ©n Ry £ K(H,K).

Das Beispiel zeigt auch, dafl das Haagerup-Tensorprodukt nicht symmetrisch ist.

5.5 Vollstindig beschrinkte bilineare Abbildungen

Fiir bilineare Abbildungen von Operatorrdumen gibt es zwei verschieden strenge Begriffe
von vollstindiger Beschrdinktheit, einerseits die allgemein vollstindig beschrinkten
[BP91, Def. 5.3 (jointly completely bounded)] und andererseits die vollstéindig
beschrinkten bilinearen Abbildungen [CS87, Def. 1.1].

Die allgemein vollstindig beschrdnkten bilinearen Abbildungen sind die umfassendere
Klasse. Sie sind in Analogie zu den beschrinkten Bilinearformen normierter Rdume gebil-
det. Die vollstindig beschrinkten bilinearen Abbildungen haben dhnliche Darstellungs-
und Fortsetzungssitze3® wie vollstéindig beschrinkte lineare Abbildungen. Den beiden
Klassen von bilinearen Abbildungen entsprechen einerseits das projektive und anderer-
seits das Haagerup-Tensorprodukt. Bei der Bildung der beiden Klassen verwendet man
unterschiedliche Methoden, die Amplifikation einer bilinearen Abbildung ® : X xY — Z
zu erklaren.

Amplifikation

In der Literatur werden zwei unterschiedliche Definitionen der Amplifikation einer bili-
nearen Abbildung gebraucht.

Wir bezeichnen die erste Art 1 der Amplifikation als allgemeine Amplifikation. Die-
se allgemeine Amplifikation verwendet man, um aus einer einer Dualitdt (X, X™*) eine
Matrix-Dualitdt zu bilden, die der Dualitétstheorie der Operatorrdume zugrundeliegt.
Die allgemeine Amplifikation fithrt auf den Begriff der allgemein vollsténdig beschréank-
ten bilinearen Abbildungen und auf das projektive Operatoraum-Tensorprodukt.

Die zweite Art 2 der Amplifikation nennen wir die Amplifikation einer bilinearen
Abbildung. Diese Amplifikation fiihrt auf den Begriff der vollstdndig beschrankten bili-
nearen Abbildungen und auf das Haagerup Tensorprodukt.

Wir verwenden im folgenden die Symbole ® : X xY — Z fiir eine bilineare Abbildung
und ¢ : X ® Y — Z fiir ihre Linearsierung.

37T tragt seine naturliche Operatorraumstruktur 7'(H, K) 2 KK, H)*".
38Aus der Injektivitat des Haagerup-Tensorproduktes folgen Fortsetzungssatze fur vollstandig be-
schrankte bilineare (und allgemeiner multilineare) Abbildungen.
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Die beiden Definitionen der Amplifikationen einer bilinearen Abbildung ® erfolgen
mit Hilfe der Amplifikation ihrer Linearisierung:

M My(X @Y) — Mn(Z).
1. Die allgemeine Amplifikation von ® ergibt die bilineare Abbildung
P9 (2,y) = PV (z ® y) = [@(xij, ya)] € Mp(My(Z)) = Mpq(2).

der Operatormatrizen x = [zjj] € Mp(X), y = [y] € My(Y). Dabei ist das
Tensorprodukt der Operatormatrizen erklirt als

@y = [zij] ® [ya] = [7ij @ Y] € Mpg(X @Y) = Mp(My(X ®@Y)).

2. Im Zusammenhang mit vollstéindig beschrinkten bilinearen Abbildungen verwen-
det man die tensorielle Matrixmultiplikation [Eff87]

z Oy = [zij] © [yjk] = [Z}:ll‘ij ®yjk} € Ma(X®Y)

von Operatormatrizen x = [zij] € Mni(X), y = [yjk] € Min(Y).
Weitere Formeln findet man im Abschnitt tensorielle Matrixmultiplikation.

Die (n,l)-te Amplifikation einer bilinearen Abbildung ® : X x Y — Z wird
definiert als

O Mo (X) X Myn(Y) —  Mn(2)
(2,9) = V(@ oy) = [Tl @i, y)] € Ma(2)

fir [,n € IN, z = [zjj] € Mn)(X), y = [yjk] € Mi;n(Y). Wenn n = [, schreiben wir
kurz>®
oM = &N My(2) @ Ma(Y) — Mn(Z)
(z,y) — M (z,y) =M (zoy).

Allgemein vollstéindige Beschrinktheit

Es seien XY, Z Operatorriume. Eine bilineare Abbildung ® : X X Y — Z heifit all-
gemein vollstindig beschréinkt [BP91, Def. 5.3 (jointly completely bounded)],
wenn die Normen der allgemeinen Amplifikationen von ® gleichméflig beschiankt sind:

|1 ]ljct, := sup [#P*V(z @ y)|| < oo,

39In der Literatur wird die Ampli kation einer bilinearen Abbildung hau g nur fur quadratische
Operatormatrizen erklart und als die Ampli kation (™ bezeichnet.

Im Lexikon benutzen wir auch die Ampli kation auf Rechteckmatrizen, da sich dann einige Aussagen,
in denen man bei festen n € IN alle Amplifkationen (D1 € N, verwendet, genauer beschreiben lassen.
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wobei p,¢ € IN, z € Ball(Mp(X)), y € Ball(My(Y)) sind [BP91, Def. 5.3]. Die Norm
|®||;ch ist gleich der Norm ||®||¢, der Linearisierung

P XOY = Z

auf dem projektiven Operatorraum-Tensorprodukt.
JCB(X xY'; Z) bezeichnet den Operatorraum der allgemein vollsténdig beschrinkten
bilinearen Abbildungen. Die Matrizenstufen werden durch die Identifizierung

Mn(JCB(X x Y;Z)) = JCB(X x Y;Mn(2))

normiert.
Es gilt vollstandig isometrisch

JCB(X xY;Z) 2 CB(X, CB(Y, Z)) 2 CB(Y, CB(X, Z)).

Durch Transposition ®%(y,z) := ®(z,y) erhiilt man eine vollstindige Isometrie von
JCB(X x Y; Z) mit JCB(Y x X;Z).

Vollsténdige Beschrinktheit

Fiir die Definition der vollstindig beschrinkten bilinearen Abbildungen brauchen
wir die Amplifikation ®™, und die Linearisierung ® : X ® ¥ — Z. und die
tensorielle Matrixmultiplikation « ® y von Operatormatrizen z, y.
Eine bilineare Abbildung ® : X x Y — Z, n € IN heifit vollstéindig beschrinkt,
wenn
|1@]let, := sup | (2, y)|| < oo,

wobei n € IN, z € Ball(Mn (X)), y € Ball(Mn(Y')) sind.
Die Norm ||®||cp ist gleich der Norm ||®||., der Linearisierung

(i):X®hY—>Z

auf dem Haagerup-Tensorprodukt.
Ferner bilden wir die Normen ||®||n iiber die tensoriellen Matrixprodukte aller*”
rechteckigen Matrizen mit n Zeilen bzw. n Spalten:

|1]ln = sup @™ (2, y)]

wobei [ € IN, z € Ball(Mp (X)), y € Ball(M;:n(Y)) sind.
Es gilt
[@[leb = sup {[|®][n : n € IN}.

49Man beachte, da die Norm der bilinearen Abbildung
") My (2) @ Mo (Y) — Mo(Z)

im allgemeinen kleiner ist als die Norm || ||».
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Die Norm ||®|| ist gleich der Norm [|®(™|| der Amplifikation der Linearisierung
M My (X @nY) — Mn(2)

auf dem Haagerup-Tensorprodukt.

Eine Bilinearform & ist bereits vollstéindig beschrénkt, wenn ||®||; < oo ist. Dann
ist [|© ]y = |©] 1.1

CB(X xY; Z) bezeichnet den Operatorraum der vollstdndig beschriankten bilinearen
Abbildungen. Die Matrizenstufen werden durch die Identifizierung

Mn(CB(X x Y;Z)) = CB(X x Y;Mn(2))

normiert.

Den vollstdndig beschrénkten bilinearen Abbildungen entsprechen die vollsténdig
beschriankten linearen Abbildungen des Haagerup-Tensorproduktes. Es gilt vollstandig
isometrisch

CB(X xY:2Z)2 CB(X @ Y; Z).

Vollstindig beschrinkte bilineare Abbildungen sind allgemein vollstindig be-
schrénkt. Die Einbettung CB(X xY; Z) C JCB(X xY'; Z) ist vollstdndig kontrahierend.

Die Transponierte ®%(y,x) := ®(z,y) einer vollstindig beschriinkten bilinearen Ab-
bildung ® ist im allgemeinen nicht vollstéindig beschrankt.*?

Fiir vollstéindig beschrinkte bilineare (und allgemeiner multilineare) Abbildungen
® € CB(A x B; B(H)) gibt es Verallgemeinerungen des Darstellungssatzes von Stine-
spring.

Darstellung

Vollstéindig beschrinkte Bilinearformen wurden zuerst auf C*-Algebren A, B untersucht
[EK87]. Fiir eine Bilinearform ® : A x B — (€ sind die folgenden Eigenschaften dquiva-
lent:

(1) @ ist vollstandig beschrankt.
(2) Es gibt eine Konstante ¢, so da8
1 I
ISy ®(ag,by)| < ell S agad Sy bty
fir alle I € IN, aj € A, bj € B gilt.
(3) Es gibt eine Konstante ¢ und Zustéinde w € S(A), p € S(B), so daB

N

1D(a,b)| < cwlaa®)? p(b*b)

fiir alle a € A, b € B gilt.

4 Allgemeiner gilt || |lco = || |1 fur bilineare Abbildungen in eine kommutative C*-Algebra A, da jede
beschrankte lineare Abbildung in A automatisch vollstandig beschrankt ist und || ||cv = || || [Loe75,
Lemma 1]. Fur bilineare Abbildungen : X xY — M,(A) gilt || [lcv = |-

42Dem entspricht, da das Haagerup-Tensorprodukt nicht symmetrisch ist.
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(4) Es gibt *-Darstellungen 71 : A — B(Hi) und 7 : A — B(H ) mit zyklischen
Vektoren &y € Hi, & € H und einen Operator T' € B(Hi,H ), so daB ®(a,b) =
(Tmy(a)sr,m (b)E ) fir alle a € A, b € B gilt.

Man kann ¢ = ||| = ||®||c, und [|€v]] = ||€ || = 1 wihlen.*?

5.6 Modul-Tensorprodukte

Bisher wurde als einziges Beispiel eines Modul-Tensorproduktes von Operatormoduln
das Modul-Haagerup-Tensorprodukt untersucht [Rua89] [BMP)].

5.6.1 Modul-Haagerup-Tensorprodukt

Sei X ein rechter Operatormodul iiber einer C*-Algebra A, Y ein linker A-
Operatormodul, W ein Operatorraum. Eine bilineare Abbildung ¥ : X x Y — W
heifit ausgeglichen, wenn gilt:

U(z-a,y)=Y(x,a-y)

fir allez € X,y € Y,a € A.

Unter dem Modul-Haagerup-Tensorprodukt versteht man den bis auf
vollstandige isometrische Isomorphie eindeutig bestimmten Operatorraum X ®pa Y mit
einer bilinearen, vollstindig kontrahierenden, ausgeglichenen Abbildung

®pha: X XY — X ®pa Y,
so daf} gilt: Fiir jede bilineare, vollstéindig beschréinkte, ausgeglichene Abbildung
UV: X xY—-W
existiert eine eindeutig bestimmte lineare, vollstindig beschriankte Abbildung
U:X®paY =W

mit ¥ o Qpa = ¥ und || ¥ = ||¥]|ep.
Das Modul-Haagerup-Tensorprodukt 148t sich auf verschiedene Weise realisieren:

1. Sei
N =lin{(z-a)@y—2z®(a-y)|lac A,z e X,y Y}.

Der Quotient (X ®n Y)/N wird mit seinen kanonischen Matrixnormen zu einem
Operatorraum, der die Definition von X ®pha Y erfiillt [BMP].

2. Es bezeichne X ®a Y das algebraische Modul-Tensorprodukt, d.h. den Quotienten
(X ®alg Y)/N. Fiir n € IN und u € Mn(X ®a Y) definiert

|

pn(u) = inf{HSHHTH
k=1

“3\Weitere Literaturangaben ndet man in [CS89, Sec. 4].
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eine Halbnorm auf Mp(X ®a Y). Es gilt: Kern(pn) = Mn(Kern(p;)), und die Se-
minormen pn induzieren eine Operatorraumnorm auf (X ®aY')/Kern(p;) [Rua89].
Die Vervollsténdigung dieses Raumes erfiillt die Definition von X ®pa Y [BMP].

Beispiele

Sei X ein beliebiger Operatorraum. Dann 148t sich der Raum der vollsténdig beschrénk-
ten (A1, As)-Modulhomomorphismen von X in B(H) wie folgt mit dem Dual eines
Modul-Haagerup-Tensorproduktes identifizieren ([Pet97, p. 67], vgl. auch [ER91, Cor.
4.6], [Ble92b, Prop. 2.3]):

CB(a;:a,) (X, B(H)) L (R7; ®ha, X ®ha, On)”

vollstédndig isometrisch.

6 Vollstindige lokale Reflexivitét

Ein Operatorraum X heifit vollstéindig lokal reflexiv [EJRIS8, §1], falls es zu jedem
endlichdimensionalen Teilraum L C X** ein Netz vollstindig kontraktiver Abbildungen
@ : L — X gibt, das gegen die Einbettung von L — X™ in der Punkt-schwach®*-
Topologie konvergiert. 44

Diese Eigenschaft iibertrégt sich auf beliebige Unterrdume. Dagegen {ibertragt sie
sich im allgemeinen nicht auf Quotienten; wird aber nach einem M-Ideal (z.B. zweisei-
tiges Ideal einer C*-Algebra) faktorisiert, so ist auch der Quotientenraum vollsténdig
lokal reflexiv [ER94, Thm. 4.6].

Ein beliebiger Banachraum ist stets lokal reflexiv (Prinzip der lokalen Reflexivtit
[Sch70]).

Dagegen sind nicht alle Operatorrdume vollstéindig lokal reflexiv. Etwa sind die volle
C*-Algebra der freien Gruppe mit zwei Erzeugern C*(F3) und B(¢3) nicht vollsténdig
lokal reflexiv [EH85, p. 124-125].

Ein Operatorraum X ist genau dann vollstindig lokal reflexiv, wenn eine (und damit
jede) der folgenden Bedingungen fiir alle endlichdimensionalen Operatorrdume L erfiillt
ist [EJRIS, §1, 4.4, 5.8]:

1. L é X 2 (L é) X)**, worin é das injektive Operatorraumtensorprodukt be-
zeichnet,

2. CB(L*, X**) 2 CB(L*, X)**,

3. L* @A@ x* 2 (L (}viﬁ X)*, worin QAQ das projektive Operatorraumtensorprodukt und
das injektive Operatorraumtensorprodukt bezeichnen,

44 Der Unterschied zur De nition von lokaler Re exivitat ist also, da die ¢, nicht nur kontrahierend,
sondern sogar vollstandig kontrahierend sein sollen.
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4. CN(X,L*) 2 CI(X,L*), worin CN(-,-) die vollsténdig nuklearen und CI(-,-) die
vollstdndig integralen Abbildungen bezeichnen,

5. 1(p) = t(¢*) fiir alle ¢ € I(X, L*).

Es reicht bei den ersten drei Unterpunkten, die gewohnliche Isometrie nachzuweisen; aus
ihr folgt hier die vollstéindige Isometrie.

Beipiele

Folgende Klassen von Operatorrdumen sind vollsténdig lokal reflexiv [EJRI8, 6.1, 6.2],
[EHS85, Prop. 5.4]:

1. reflexive Operatorrdume (z.B. endlichdimensionale Operatorrdume L),
2. nukleare C*- Algebren (z.B. K(H) oder kommutative C*-Algebren),*>

3. Prdduale beliebiger von Neumann-Algebren, also insbesondere Duale beliebiger
C*-Algebren (z.B. T(H) = K(H)* = B(H)).

7 Vollstandig beschriankte multilineare Abbildungen

Ausgehend vom linearen Fall 148t sich eine Theorie der vollstéindig beschrinkten
multilinearen Abbildungen entwickeln. Die Motivation hierfiir liegt in erster Linie
im Studium hoherdimensionaler Hochschild-Kohomologie iiber C*- und von Neumann-
Algebren® [CES87].

Wiederum treten die wichtigsten Eigenschaften vollsténdig beschrankter multilinea-
rer Abbildungen in Darstellungs-, Fortsetzungs- sowie Zerlegungssitzen zutage.

Seien X7i,..., Xk, Y Operatorrdume und ® : X; x ... X Xy — Y eine multilineare
Abbildung. Wir definieren [CES87, p. 281] durch

M My (X)) X ... X Mp(Xk) — Mn(Y)
n ) o o
(x1,...,2k) +— Z @(xll;Jl’$J21,J27“"l{(k_l,m) 7

Jud2iiids—=1

wobei n € IN, eine multilineare Abbildung, die n-te Amplifikation von ®.

® heift vollstiindig beschrinkt, falls || ®|.p := supp||®™|| < oo, und vollstiindig
kontraktiv, falls [|®|., < 1. Man beachte bei dieser Definition auch den Zugang in:
Vollsténdig beschrinkte bilineare Abbildungen.

45Fur die Theorie nuklearer C*-Algebren siehe z.B. [Mur90] und [Pat88].

46lm Zusammenhang hiermit steht das seit geraumer Zeit o ene Derivations- und aquivalent
[Kir96, Cor. 1] hierzu das Ahnlichkeitsproblem fur C*-Algebren. Man beachte, da im Rahmen der
Operatorraum-Theorie positive Ergebnisse erzielt wurden. So zeigte Christensen in [Chr82], da die in-
neren Derivationen von einer C*-Algebra nach B(H) genau die vollstandig beschrankten Derivationen
sind (Satz von Christensen).
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Vollstindig beschrinkte multilineare Abbildungen werden héufig iiber ihre Lineari-
sierungen auf dem Haagerup-Tensorprodukt studiert. Hierbei besteht der folgende enge
Zusammenhang [PS87, Prop. 1.3]; vgl. auch [SS95, Prop. 1.5.1]:

Seien X71,...,Xn Operatorrdume und H ein Hilbertraum. Seien weiterhin

®: Xy x...x Xn— B(H)
eine multilineare Abbildung und
©: X1 ®h...%n Xn — B(H)

die zugehorige Linearisierung. Dann ist ® vollstdndig beschréankt genau dann, wenn ¢
es ist, und in diesem Falle gilt: ||®||c, = ||¢]|cb-
Siehe hierzu auch das Kapitel: Vollsténdig beschriankte bilineare Abbildungen.
Darstellungssatz*” [PS87, Thm. 3.2J:
Seien Aq, ..., Ax C*-Algebren, X1 C Ay,..., Xk C Ak Operatorrdume und H ein Hil-
bertraum. Sei ferner ® : X; x ... x Xy — B(H) eine vollstdndig kontraktive mul-
tilineare Abbildung. Dann existieren Hilbertraume K (i = 1,...,k), *-Darstellungen
mi: Ai — B(K;) (i = 1,...,k), Kontraktionen 7j : Kiy; — K (i =1,...,k — 1) sowie
zwel Isometrien Vi : H — Ki (i = 1, k), so daB

<I>(x1, e ,xk) = ‘/i*ﬂl(J:l)TlFQ(JIQ)TQ e kalﬂ'k(xk)vk.

Nach [Y1i90, p. 296], siche das dort aufgefiihrte , Theorem®, vgl. auch [CES87], ist es
moglich, auf die ,,bridging maps“ 7Tj zu verzichten; man erhélt folgende einfachere Form
des Darstellungssatzes:
Seien Ap,...,Ax C*-Algebren, X7 C A1,..., Xk C Ak Operatorrdume und H ein
Hilbertraum. Sei ferner
®: X x...x Xy — B(H)

eine vollstindig kontraktive multilineare Abbildung. Dann existiert ein Hilbertraum /C,
*-Darstellungen 7 : Aj — B(K) sowie zwei Operatoren V1, Vi € B(H, K), so da8

D(xy,...,2k) = Vi'mi(x1)ma(ze) - - - k(2K ) Vi

Vgl. den linearen Fall !

Aus diesem Resultat gewinnt man den nachstehenden

Fortsetzungssatz vgl. [PS87, Cor. 3.3], und [SS95]:
Seien X; C Y;i (i = 1,...,k) Operatorrdiume und H ein Hilbertraum. Sei ferner @ :
X1 %...Xx — B(H) eine vollsténdig beschrénkte multilineare Abbildung. Dann existiert
eine multilineare Abbildung ®:Yix...xYgx — B(H), welche  fortsetzt unter Erhaltung
der cb-Norm: [|®||cp = [|®||cp-

Vgl. auch den linearen Fall !

4TFur eine entsprechende Formulierung uber die Linearisierung auf dem Haagerup-Tensorprodukt vgl.
[PS87, Thm. 2.9] !
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Seien nun A und B C*-Algebren. Wir definieren [CS87, pp. 154-155] zu einer k-
linearen Abbildung ® : AX — B die k-lineare Abbildung ®* : AX — B durch

*(ay,...,ak) = ®(ay,...,a3,a])",

wobei a1, ...,ax € A. Eine k-lineare Abbildung ® : AKX — B heifit symmetrisch, falls
® = ®*. Automatisch gilt dann auch ®™* = & (n € IN).
Eine k-lineare Abbildung ® : AX — B heifit vollstéindig positiv, falls

M (A,...A) >0

fir alle n € IN, (A1,...,Ax) = (4§, ..., A}) € Mn(A)X, wobei A% > 0 fiir ungerades
k.
Vorsicht: Im multilinearen Fall impliziert vollstdndige Positivitdt nicht notwendig
vollstandige Beschrinktheit!
Im Falle von C*-Algebren erhélt man eine multilineare Verallgemeinerung des Zer-
legungssatzes fiir vollsténdig beschrinkte symmetrische lineare Abbildungen:
Zerlegungssatz [CS87, Cor. 4.3]:
Seien A und B C*-Algebren, B injektiv, und sei weiterhin

d: 4K - B

eine vollstédndig beschrinkte symmetrische k-lineare Abbildung. Dann existieren
vollstindig beschrankte, vollstdndig positive k-lineare Abbildungen

., d_: A = B,

so daf
P = (I)+ —&®_ und H(I)ch = ||¢'+ + (I)_ch.

Vgl. auch den linearen Fall !

Fiir Bilinearformen auf kommutativen C*-Algebren besteht das folgende Resultat
tiber automatische vollstdndige Beschranktheit:

Sei A eine kommutative C*-Algebra. Dann ist jede stetige Bilinearform ¢ : A x A —
C automatisch vollsténdig beschrinkt und

1] < [|[lb < Ke ||,

wobei Kg die Grothendieck-Konstante bezeichnet. Ferner ist Kg die bestmogliche solche
Konstante.

8 Konvexitat

Da in der Funktionalanalysis bei der Betrachtung normierter oder geordneter Vek-
torrdume konvexe Mengen eine wichtige Rolle spielen, suchte man auch nach nicht-
kommutativen Verallgemeinerungen von Konvexitét, die fiir Vektorrdume von Opera-
toren geeignet sind. Fiir C*-Algebren wurden C*-konvexe Mengen eingefiihrt, fiir Ope-
ratorriume matrixkonvexe Mengen. Die These ist, dafl die matrixkonvexen Mengen die
konvexen Mengen der Operatorrdume sind.
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In der Konvexitétstheorie fiihrt man ausgezeichnete Punkte, die sogenannten Ex-
tremalpunkte, ein und untersucht, wie man Punkte kompakter konvexer Mengen als
Konvexkombination von Extremalpunkten darstellen kann. Die Ergebnisse dazu sind im
Satz von Krein-Milman und dessen Verschirfungen, den Darstellungssétzen von Cho-
quet, gegeben.

Gelten fiir nichtkommutative Konvexitit analoge Aussagen? Die beiden Unterkapitel
Matrixextremalpunkte und C*-extremale Punkte fassen bisherige Antworten auf diese
Frage zusammen.

Veroffentlichungen iiber nichtkommutative Konvexitét sind unter anderem [EW97b],
[WW99], [FZ98], [Mor94], [Fujo4].

8.1 Matrixkonvexitiat

Eine Menge K von Matrizen iiber V besteht aus je einer Teilmenge Ky C Mn(V)
zu jedem n € IN. Ist nicht fiir jedes n eine Menge Kn C Mp(V) gegeben, so kann
man dennoch von einer Menge von Matrizen sprechen, indem man fehlende Stufen als
0 setzt.®
Eine Menge K von Matrizen iiber V' heifit matrixkonvex [Wit84b], falls fiir alle
€ Knund y € Ky
r®y € Knim,

und fiir alle x € K und o € My mit a*a = 1y
o*za € K.

Eine Menge K von Matrizen iiber V heifit absolut matrixkonvex [EW97a], falls
fiir alle z € Ky und y € Kmy
T®y € Kngm,

und fiir alle z € Kn, & € Mp:m und 8 € Mm:n mit o], [|5]| <1

axfB € Km.

*¥Mit der Bezeichnung M (V) = [J{M,.(V) | n € IN} ist eine Menge K von Matrizen uber V einfach
eine Teilmenge von M (V). lhre Stufen K, erhalt man als K,, = K N M, (V).

Die folgenden De nitionen lesen sich dann so:

Sei K ¢ M(V). K hei t matrixkonvex, falls

K@ K C Kund a"Ka C K fur alle Matrizen a mit oo = 1.
K hei t absolut matrixkonvex, falls
K® K c K und aKj3 C K fur alle Matrizen a, 8 mit |of, ||8]| < 1.
K hei t Matrixkegel, falls

K& K C Kund o"Ka C K fur alle Matrizen a.
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Eine Menge K von Matrizen iiber V heifit Matrixkegel [Pow74], falls fiir alle z € Kp,
und y € Ky
X @ y e Kn+m,

und fiir alle x € Kp und o € Mp:m
a*ra € K.

Eine Menge K von Matrizen {iber V ist genau dann matrixkonvex, falls alle Ma-
trixkonvexkombinationen von Elementen von K wieder in K liegen. K ist genau dann
absolut matrixkonvex,falls alle Matrixabsolutkonvexkombinationen von Elementen von

K wieder in K liegen. Dabei ist eine Matrixkonvexkombination von z1, ..., zn
(zi € Ky,) eine Summe der Form YL, afzjoi mit Matrizen o € My, j, so daB
S ajaj = 1j. Eine Matrixabsolutkonvexkombination von 1, ..., zn ist ei-

ne Summe der Form Zin:l ajzifi mit Matrizen aj € Mjk, und Gi € My,j, so daB
Yty aiaf < 1j und YL 57 6i < 1.

Ist V' ein topologischer Vektorraum, so sind topologische Begriffe stufenweise zu
verstehen: Fine Menge K von Matrizen iiber V' heifit zum Beispiel abgeschlossen, falls
alle Stufen K, abgeschlossen sind.

Beispiele
Matrixkonvexitit

1. Die Einheitskugel eines Operatorraums X, gegeben durch alle Ball, = {z €
Mn(X) | ||z]| < 1},* ist absolut matrixkonvex und abgeschlossen.

2. Die Menge der Matrixzustédnde einer unitalen C*-Algebra A, gegeben durch alle
CS(A)n ={p: A — Mp | ¢ vollstindig positiv und unital}, ist matrixkonvex und
schwach-*-kompakt.

3. Ist A eine C*-Algebra, so bilden die positiven Elemente Mp(A)™ aller Stufen einen
abgeschlossenen Matrixkegel.

8.1.1 Trennungssitze

Ein wichtiges Hilfsmittel der Theorie sind die folgenden Trennungssétze.

Sei (V,W) eine (nicht ausgeartete) Dualitdt von Vektorrdumen. Dadurch sind V'
und W mit schwachen Topologien versehen und die Matrizenstufen mit der zugehérigen
Produkttopologie. Zu v = [vj;j] € Mn(V) und w = [wk;] € Mm (W) ist (v, w) erklart als
die Amplifikation der Dualitét:

(v, w) = [(vij, wieH)] ik Gin-
Man beachte, dafy die Matrizen nicht total geordnet sind; £ bedeutet also nicht >.

Satz:%" Sei (V, W) eine Dualitit von Vektorrdumen, K eine abgeschlossene Menge
von Matrizen iiber V', und vy € Mp(V) \ Knq.

49 Also Ball = {z € M(X) | ||=| < 1}.
50 Aus diesem Satz kann man leicht die folgende scharfere Fassung der Teile a), b) und d) gewinnen:
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a) [WW99, Thm. 1.6] Ist K matrixkonvex, so gibt es ein w € Mp(W) und o € (Mn)sa,
so daf} fiir alle m € IN und v € Ky

Re(v,w) < Im ® «, aber Re(vp, w) £ 1n @ .
b) [EW97b, Thm. 5.4] Ist K matrixkonvex und 0 € K7, so gibt es ein w € Mn(W),
so daf} fiir alle m € IN und v € Ky
Re(v,w) < Inm, aber Re(vp, w) £ 1.
c) [Bet97, p. 57] Ist K ein Matrixkegel, so gibt es ein w € Mn(W) so daf fiir alle
m €N und v € Ky
Re(v,w) < 0, aber Re(vg, w) £ 0.
d) [EW97a, Thm. 4.1] Ist K absolut matrixkonvex, so gibt es ein w € Mp(W), so daf§
fir alle m € IN und v € Km

[{v, w)[| < 1, aber ||(vo, w)[| > 1.

Ein Beweis des Satzes von Ruan beruht auf dem Trennungssatz fiir absolut matrixkon-
vexe Mengen, angewandt auf die Einheitskugel eines Operatorraums.

8.1.2 Bipolarensitze

Sei (V, W) eine Dualitdt von Vektorrdumen und K eine Menge von Matrizen iiber V.
Die Matrixpolare von K ist eine Menge D von Matrizen iiber W, gegeben durch®!

Dp ={w € Ma(W) | Re(v,w) < Inm fiir alle m € IN, v € Km}

Die absolute Matrixpolare von K ist eine Menge D von Matrizen iiber W, gegeben
durch®?
Dp ={w e Ma(W) | |{v,w)|| <1 fiir alle m € N, v € Km}

Analog sind Polaren von Mengen von Matrizen iiber W erklart.
Es gelten die Bipolarensétze: Sei (V, W) eine Dualitidt von Vektorrdumen und K
eine Menge von Matrizen iiber V.

a) Ist K matrixkonvex, so gibt es ein w € M,(W), a € (M,)sa Und € > 0, so da fur alle m € IN
und v € K,,
Re(v,w) < 1,, ® (o — €1,,), aber Re{vp, w) £ 1, ® av.

b) Ist K matrixkonvex und 0 € Ky, so gibt es ein w € M, (W) und £ > 0, so da fur alle m € IN
und v € K,,
Re(v, w) < (1 — €)1nm, aber Re(vo, w) £ 1,.2.

d) Ist K absolut matrixkonvex, so gibt es ein w € M, (W) und £ > 0, so da fur alle m € IN und
v e Kn
[[(v,w)[| <1 —e, aber [[{vo, w)| > 1.

1D ={we M(W) | Re(v,w) <1furalleve K}
2 pD={weMW)]||{v,w)|| <1furalleve K}
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a) [EW97b] K stimmt genau dann mit seiner Matrixbipolaren iiberein, wenn K ab-
geschlossen und matrixkonvex ist und 0 € K;.

b) [EW97a] K stimmt genau dann mit seiner absoluten Matrixbipolaren iiberein,
wenn K abgeschlossen und absolut matrixkonvex ist.

Die Matrixbipolare einer Menge K von Matrizen iiber V ist daher die kleinste ab-
geschlossene und matrixkonvexe Menge, die K und 0 enthélt.

Die absolute Matrixbipolare einer Menge K von Matrizen iiber V ist daher die
kleinste abgeschlossene und absolut matrixkonvexe Menge, die K enthélt.

Damit erhélt man eine Charakterisierung der  Einheitskugeln  von
MIN (E) und MAX (FE) fiir einen Banachraum FE: Die Einheitskugel von MIN(E)
ist die absolute Matrixpolare der Menge von Matrizen Ball(E*). Die Einheitskugel von
MAX(FE) ist gegeben als die absolute Matrixbipolare der Menge von Matrizen Ball(E).

8.2 Matrixextremalpunkte

Sei V' ein Vektorraum. Eine matrixkonvexe Menge von Matrizen {iber V wird kiirzer
matrixkonvexe Menge in V' oder, noch kiirzer, m-konvexe Menge in V' genannt. Sei
A eine Menge von Matrizen iiber V. Die m-konvexe Hiille von A ist die kleinste m-
konvexe Menge in V, die A umfafit. Thr (komponentenweiser) Abschlufl ist die kleinste
abgeschlossene m-konvexe Menge, die A umfafit, weil der Abschlufl von m-konvexen
Mengen wieder m-konvex ist. Zwei Elemente z,y € Mnp (V) heiflen unitir dquivalent,
wenn es ein unitires u € Mp gibt, so daB © = u*yu gilt. Sei U(S) die Menge aller
Elemente, die zu Elementen von S C Mn (V) unitér dquivalent sind. x € Mp(V) wird

reduzibel genannt, wenn es unitér dquivalent zu einer Blockmatrix [ g 2 ] € Mn(V)

ist. Eine m-Konvexkombination ZE(:l of riaj nennt man eigentlich, wenn alle aj qua-
dratisch und ungleich 0 sind.

Sei K eine m-konvexe Menge in V. Dann heifit 2 € Kp strukturelles Element®?
von Kp, wenn in allen eigentlichen m-Konvexkombinationen z = YK, afzjq; die Ele-
mente zj € Kp unitidr dquivalent zu z sind [Fis96]. Die Menge der strukturellen Ele-
mente von Kp heifle str(Kpn). Die Menge der strukturellen Elemente von K ist die
Menge von Matrizen iiber V, die aus str(Kp) fiir alle n € IN besteht.

Beispiel: Sei L ein Operatorsystem. Der verallgemeinerter Zustandsraum von L ist
die m-konvexe Menge CS(L) im Dual L*, die aus den Matrixzustdnden

CS(L)n ={¢ | ¢ : L — My vollsténdig positiv und unital}.

besteht. Der verallgemeinerte Zustandsraum ist schwach*-kompakt. Mit [CE77, Lemma
2.2] 148t sich zeigen, dafl die strukturellen Elemente von CS(L)n genau die reinen
vollstéindig positiven und unitalen Abbildungen in CS(L)n sind. Ferner gibt es zu
jeder kompakten und m-konvexen Menge ein Operatorsystem, dessen verallgemeinerter

53Der Begri ,.strukturelles Element\geht auf Morenz zuruck [Mor94]. Eine weitere aquivalente De -
nition wird in [WW299] gegeben. Dort hei en die strukturellen Elemente jedoch ,,matrix extreme points\.
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Zustandsraum mit dieser iibereinstimmt [WW99, Prop. 3.5].

Sei V' ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Mp(V') werde mit der Produkt-
topologie ausgestattet. Der matrixkonvexe Satz von Krein-Milman lautet nun:
Sei K eine kompakte m-konvexe Menge in V. Dann ist K gleich der abgeschlossenen
m-konvexen Hiille der Menge der strukturellen Elemente von K. Wenn V' endlichdimen-
sional ist, kann man auf den Abschlufl verzichten.

In der anderen Richtung gilt folgender Satz: Sei K eine kompakte m-konvexe Menge
in V. Sei S eine abgeschlossene Menge von Matrizen iiber V, so dafl S, € K und
v*Sjv C Sy, fiir alle partiellen Isometrien v € My und fiir alle n,m,l € IN, [ > m. Wenn
die abgeschlossene m-konvexe Hiille von S gleich K ist, dann liegen alle strukturellen
Elemente von K in S (vgl. [WW99], [Fis96]).

Fiir speziellere m-konvexe Mengen lassen sich diese Ergebnisse verschéirfen. Eine m-
konvexe Menge K in V heifle einfach®*, wenn n € IN und A C Mu(V) existieren, so
dafl K gleich der m-konvexen Hiille von A ist. Fiir eine einfache m-konvexe Menge K
gibt es n € IN, so daB str(Km) = 0 fiir alle m > n.

Sei K eine m-konvexe Menge in V. Fiir beliebige m € IN heifle x € Ky Matrix-
Extremalpunkt von K, wenn z € str(Km) und

T ¢ Um<l ]likmstr(K|)]l|m

gilt [Fis96]. Die Menge sei die Menge von Matrizen iiber V, die aus allen Matrixextre-
malpunkten von K besteht. Damit gilt:

Sei K eine einfache, kompakte und m-konvexe Menge in V. Dann ist K gleich der ab-
geschlossenen m-konvexen Hiille ihrer Matrixextremalpunkte. Ist V' endlichdimensional,
so gilt scharfer, K ist die m-konvexe Hiille ihrer Matrixextremalpunkte. Zusétzlich 148t
sich dann zeigen: Ist S eine Menge von Matrizen iiber V', die keine reduziblen Elemente
enthélt und deren m-konvexe Hiille gleich K ist, dann gilt m-ext(K)m C U(Sm) fiir alle
m € IN (vgl. [Mor94], [Fis96]).

Im allgemeinen kann m-ext(K) fiir eine m-konvexe Menge K leer sein, auch wenn
K kompakt ist. Als Beispiel sei der verallgemeinerte Zustandsraum CS(A) einer C*-
Algebra A genannt. Seine Matrixextremalpunkte sind genau die endlichdimensionalen
irreduziblen Darstellungen von A. Diese miissen i. a. nicht existieren.

8.3 (*-Konvexitit
Eine C*-konvexe Menge ist eine Teilmenge K einer unitalen C*-Algebra A, so dafl
n
Z aiziai € K
i=1

fiir alle zj € K und aj € A mit | afai = 1.

54In [Fis96] hei en diese m-konvexen Mengen ,.endlich\.
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Dabei heifit eine Summe der Form I ; afzjaj C*-Konvexkombination.
Eine C*-absolutkonvexe Menge ist eine Teilmenge K einer C*-Algebra A, so dafl

n
Z a;jzibi € K
i=1
fir alle zj € K und ai, bj € A mit [ afai, Y i, bfbi < 1 [Mag98a].
Insbesondere sind C*-konvexe Mengen konvex, und C*-absolutkonvexe Mengen sind
absolutkonvex.
Beispiele fiir C*-konvexe Mengen: Sei H ein Hilbertraum und fest. Man definiert den
Matrix-Wertevorrat

W(T)n = {¢(T)|p : B(H) — My vollstédndig positiv und unital}.

W (T)n ist eine kompakte und C*-konvexe Teilmenge von Mp.

Zu jeder kompakten C*-konvexen Teilmenge K von My existiert ein separabler
Hilbertraum H und S € B(H) mit K = W (S)n (vgl. [LP81, Prop. 31)).

Desweiteren sind die Mengen

Ball(B(H)) = {z € B(H)||lz| <1} und P ={ze B(H)|0<z <1}

C*-konvexe und WOT-kompakte Teilmengen von B(H). Ball(B(H)) ist zusétzlich C*-
absolutkonvex.

C*-konvexe Mengen wurden von Loebl und Paulsen in [LP81] eingefiihrt und Anfang
der neunziger Jahre insbesondere von Farenick und Morenz ([Far92],[FM93]) untersucht.
Diese Untersuchungen beschéftigten sich mit der Frage nach einer Analogie zum Satz
von Krein-Milman. Schliefllich gelang es Morenz eine solche zu zeigen [Mor94, Th. 4.5].
Ende der neunziger Jahre variierte Magajna die Definition von C*-konvex leicht und
zeigte einige Trennungssitze [Mag98a, Th. 1.1] und auch eine Analogie zum Satz von
Krein-Milman [Mag98b, Th. 1.1].

8.3.1 Trennungssitze

Seien A, B C B(H) unitale C*-Algebren und Y C B(H) ein (A, B)-Bimodul. Dann heift
K CY (A, B)-absolutkonvex, wenn

n
Z ajzibi € K
i=1
fir alle zj € K und aj € A, bj € B mit Y i afai, > j_; bfbi < 1. Sei Y ein A-Bimodul.
Dann heifit K A-konvex, wenn

n
Z ajzriaj € K
i=1

fir alle zj € K und aj € A mit > ; afaj = 1. Im Fall Y = A stimmt diese Definition
also mit der von C*-konvexen Mengen iiberein.
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Es gelten folgende Trennungssitze [Mag98a, Thm. 1.1]: Seien A, B C B(H) unitale
C*-Algebren und Y C B(H) ein (A, B)-Bimodul. Sei K C Y normabgeschlossen und
Yo €Y\ K.

1. Wenn A = B, 0 € K und K A-konvex, dann existieren ein Hilbertraum H ,
eine zyklische Darstellung 7 : A — B(H ) und ein vollstéindig beschrinkter A-
Bimodul-Homomorphismus ¢ : Y — B(H ), so daf fiir alle y € K

Re¢(y) < 1, aber Reg(yo) £ 1.

2. Wenn K (A, B)-absolutkonvex ist, dann existieren ein Hilbertraum H , Darstel-
lungen 7 : A — B(H ) und 0 : B — B(H ) und ein vollstindig beschrénkter
(A, B)-Bimodul-Homomorphismus ¢ : Y — B(H ), so daB fiir alle y € K

l6(y)|l < 1, aber [|¢(yo)l| > 1.

8.4 (*-extremale Punkte

Sei A eine unitale C*-Algebra. Fiir eine Teilmenge Y C A ist die C*-konvexe Hiille die
kleinste C*-konvexe Menge, die Y umfaflt.

Ein Element z einer C*-konvexen Menge K C A heifit C*-Extremalpunkt, wenn
fiir alle C*-Konvexkombinationen x = Y i, afzjaj mit invertierbaren aj € A folgt, zu
xj € K existieren unitére uj € A mit © = ufzju; fir i = 1,...,n [LP81].

Sei nun A = Mp und sei K C Mp kompakt und C*-konvex. Sei K die matrixkonvexe
Hiille von K. Dann ist K eine einfache kompakte und m-konvexe Menge in €, so daB
Kn = K [Fis96]. In diesem Sinn kann eine C*-konvexe Teilmenge von My auch als
m-konvexe Menge in € aufgefafit werden. Man hat nun den matrixkonvexen Satz von
Krein-Milman zur Verfiigung. Ferner ergibt sich aus Ergebnissen von Farenick und
Morenz [FM93], da8 die strukturellen Elemente von Kp genau die nicht reduziblen
C*-Extremalpunkte von K sind. Man kann daher zeigen: Sei K C My kompakt und
C*-konvex, dann ist K gleich der C*-konvexen Hiille der C*-Extremalpunkte von K.

Um ein allgemeineres Ergebnis zu erhalten, kann man die Definition der Ex-
tremalpunkte &ndern. Sei R ein hyperfiniter Faktor und K C R eine C*-konvexe
Teilmenge. x € K heifit R-Extremalpunkt, wenn fiir alle C*-Konvexkombinationen
T = ZPZl ajrjaj mit xj € K und positiven und invertierbaren aj € A folgt, dafl x = x;j
und ajz = zaj firi =1,...,n gilt.>

Damit 148t sich folgender Satz beweisen [Mag98b, Thm. 1.1]: Sei K C R C*-konvex
und ultraschwach kompakt. Dann ist K gleich dem ultraschwachen Abschlufi der C*-
konvexen Hiille ihrer R-Extremalpunkte.

55Im Fall R = M, sind das die C*-Extremalpunkte. Ansonsten sind R-Extremalpunkte auch C*-
extremal, aber i.a. nicht umgekehrt.
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9 Hilbert-C*-Moduln

Hilbert-C*-Moduln verallgemeinern die Idee der Hilbertraume, indem statt eines ska-
laren inneren Produktes ein inneres Produkt betrachtet wird, dessen Bild in einer C*-
Algebra liegt. Einige der Konstruktionen, die einen Hilbertraum mit einer Operator-
raumstruktur versehen, lassen sich auf Hilbert-C*-Moduln iibertragen. Dadurch erhalten
die Hilbert-C*-Moduln eine Operatorraumstruktur.

Einen Uberblick iiber die algebraische Struktur der Hilbert-C*-Moduln geben die Ar-
tikel [Pas73], [BGR77], [Bro77] und die Monographie [Lan95]. Der Operatorraumaspekt
von Hilbert-C*-Moduln wurde erstmals in [Ble97] untersucht. Teilergebnisse finden sich
in [Ble96] und [BMP].

9.1 Rechte und linke Hilbert-C*-Moduln

Ein rechter Hilbert-C*-Modul X iiber einer C*-Algebra (A, || - ||a), kurz: ein rechter
Hilbert-A-Modul, ist ein Banachraum (X, || - [|x), fiir den zusétzlich gilt:

1. X ist ein rechter A-Modul.
2. Es gibt ein A-wertiges inneres Produkt auf X, d.h. eine Abbildung
(A X xX — A,
so daf} fur alle z,y, z € X und fiir alle a € A gilt:
(a) (x+y,2)a = (x,2)a + (y,2)A
(b) (,9)A = (y; 2)a
Y

)
)
c) (z,y-a)a = (z
)
)

( )Aa
(d) (z,z)a >0

(e) (z,z)a = 0 impliziert x = 0.
3. Fiir alle z € X gilt: )
lzllx = [l {z, z)allA -
Analog definiert man linke Hilbert-C*-Moduln, indem man (d) ersetzt durch

(@) alz,a-y) = alz,y)a”.

Beispiele

1. Jedes abgeschlossene Rechtsideal R in einer C*-Algebra A wird durch (x,y)a =
x*y zu einem rechten Hilbert- A-Modul.

2. Jedes abgeschlossene Linksideal L in einer C*-Algebra A wird durch p(z,y) := xy*
zu einem linken Hilbert- A-Modul.

3. Insbesondere wird jede C*-Algebra A durch (x,y)a := 2*y zu einem rechten und
durch a(z,y) := zy* zu einem linken Hilbert-A-Modul.
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9.2 Die kanonische Operatorraumstruktur

Fiir einen rechten Hilbert—C*-Modul X iiber einer C*-Algebra A definiert man die
kanonische Operatorraumstruktur fir € Mp(X) durch

1=2

[Z (Tkis Tkj >A‘|

k=1

l2lln = |
M, (A)

Mit diesen Matrizennormen wird X zu einem A-Operatormodul. Man beachte, dafl
(Mn(X),| - |ln) ein rechter Hilbert-C*-Modul tiber Mnp(A) ist. Das Skalarprodukt fiir
x,y € Mn(X) wird erklért durch

<:L‘ y lz -Tkla@/kj ]
k=1

die Moduloperation durch

[5U|J alj [Zx k -k ]

Fiir einen linken Hilbert-C*-Modul X definiert man die kanonische Operator-

raumstruktur durch 1=9

[Z A(wikijk>1

[l = ‘
k=1

M (A)

fiir x € Mn(X). Man beachte, da Mp(X) mit || - ||n zu einem linken Hilbert-C*-Modul
iiber Mn(A) wird, dessen Skalarprodukt fiir z,y € Mn(X) gegeben ist durch

<xay>Mn(A) = [Z A<xik7yjk>‘| :

k=1

Die Moduloperation entspricht der Matrizenmultiplikation von links.

Beispiele

Im folgenden sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum mit einem Skalarprodukt, das wie iiblich in
der ersten Komponente linear ist.

1. (H,(-,-)) ist ein linker Hilbert-C -Modul. Obige Konstruktion bietet eine
Moglichkeit, H mit einer Operratorraumstruktur zu versehen. Man erhélt den
Zeilen-Hilbertraum Ryy.

2. Um aus ‘H einen rechten Hilbert-C-Modul zu machen, definiert man auf H ein
neues inneres Produkt durch (z,y)¢ := (z,y). Der Operatorrraum, der durch
obige Konstruktion entsteht, ist gerade der Spalten-Hilbertraum C'.




Was sind Operatordume ? 7. September 1999 http://www.math.uni-sb.de/~wittck/ 51

3. Die Abbildung
<', '>B(H) T HXH— B(H)
(z,y) = (y)w
definiert auf H ein inneres Produkt mit Werten in B(H), das in der ersten Kompo-
nente linear und in der zweiten konjugiert linear ist. Mit diesem inneren Produkt
wird H zu einem linken Hilbert-C*-Modul iiber B(H). Der Operatorraum, der
durch die obige Konstruktion entsteht, ist gerade der Spalten-Hilbertraum Cy.

4. Die Abbildung
(B s HxH — B(H)
(z,y) = (7)Y
definiert auf H ein inneres Produkt, mit Werten in B(H), das in der ersten Kompo-

nente konjugiert linear ist und in der zweiten linear. Mit diesem inneren Produkt

und der Modulabbildung
HxBH)—H,E-T:=T"()

wird H zu einem rechten Hilbert-C*-Modul tiber B(H). Der Operatorraum, der
durch die obige Konstruktion entsteht, ist gerade der Zeilen-Hilbertraum Ryy.

5. Die inneren Produkte aus den Beispielen im Kapitel
Rechte und linke Hilbert-C*-Moduln, die eine C*-Algebra A zu einem linken
bzw. rechten Hilbert-A-Modul machen, induzieren beide eine Operatorraum-
struktur, die mit der kanonischen Operatorraumstruktur von A als C*-Algebra
iibereinstimmt.

9.3 Grundkonstruktionen

Direkte Summe und Spaltenraum

Seien (A, ] - [|a) eine C*-Algebra und Xj, i = 1,...,n, rechte Hilbert-C*-Moduln iiber
A. Die Norm

n
Il : @Xi — R

i=1
r1
IQ n 1=2

= > (=i, zi)a
i=1 A

Tn

macht aus der algebraisch direkten Summe der Xj einen rechten Hilbert-C*-Modul iiber
A. Die Modulabbildung wird durch

I I - a
i) I9 - a

Tn In - a
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erklart. Das innere Produkt definiert man durch:

(

Wenn gilt X1 = X9 = --- = X = X , so schreibt man fiir diesen Hilbert-C*-Modul
Ch(X). Die Einbettung von Cn(X) in IMp(X) als erste Spalte ist eine vollstédndige Iso-
metrie.

Fiir einen linken Hilbert-C*-Modul X bezeichne Cn(X) die Teilmenge von Mn(X),
deren Elemente nur in der ersten Spalten Eintrége haben. Als Unterraum von Mn(X)
ist Cn(X) ein linker Hilbert-C*-Modul iiber Mp(A).

Seien X, fiir n € IN rechte Hilbert-C*-Moduln {iber einer C*-Algebra (A, || - ||a). Die
Menge @y, c v Xn wird definiert durch

I Y1 n
9 > Z l'| 9 yl
i=1

Tn Yn A

T
@ Xn = T2

rn € Xp und Z (n,xn)a konvergiert in A
ne N

I Y1
< x2 9 y2 > = Z <xnayn>A
. . nelN
. . A

wird @Ppen Xi zu einem rechten Hilbert-C*- Modul iiber A. Wenn gilt X; = Xy =
-+ =: X, so schreibt man fiir diesen Hilbert-C*-Modul Co(X).

Der Zeilenraum

Es sei @j; X die algebraisch direkte n-fache Summe eines rechten Hilbert-C*-Moduls
X iiber einer C*-Algebra A. Schreibt man Elemente aus @] ; X als Zeilen, so liest sich
die folgende Modulabbildung wie die Multiplikation einer Zeile mit einer Matrix:

Qn}X X Mpn(A) — Qn;X
i=1 i=1

((z1,...,2n), [aij]) (Zaq a|1,...,Zx|~a|n>
=1

Zusammen mit der bilinearen Abbildung
n n
) P X x P X — Ma(A)
i=1 i=1

<( Z1,mTn )7( Yism - Yn ))MH(A) = [<x|ayj> ]
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wird @i, X zu einem rechten Hilbert-C*-Modul iiber Mn(A). Er wird mit Rn(X)
bezeichnet. Die Einbettung von Rn(X) in Mn(X) als erste Zeile ist eine vollstindige
Isometrie.

Fiir einen linken Hilbert-C*-Modul X bezeichne Rn(X) die Teilmenge von Mnp(X),
deren Elemente nur in der ersten Zeile Eintrége haben. Als Unterraum von Mp(X)
erbt Rn(X) ein inneres Produkt mit Werten in Mnp(A). Betrachtet man sich jedoch
den Ausdruck des inneren Produktes fiir zwei Elemente von Rn(X), so sieht man, da8
die entstehende Matrix nur einen Eintrag hat. Rn(X) hat also ein inneres Produkt mit
Werten in A. Mit der Moduloperation

a.( zlj...,'rn ):( a.x17...’a/.xn )

ist Rn(X) ein linker Hilbert- A-Modul.

Konjugierter Hilbert-C*-Modul

Sei (X, (.,.),{l|l-n}) ein rechter Hilbert-C*-Modul iiber einer C*-Algebra A. Unter dem
zu X konjugierten Hilbert-C*-Modul X verstehen wir den zu X konjugierten
Banachraum mit der durch

a-T:=x-a*

definierten linken A-Modulstrukur und dem inneren Produkt

A<E’ y> = <'1"a y>A
X ist ein linker Hilbert-C*-Modul iiber A. Versieht man ihn mit seiner
kanonischen Operatorraumstruktur, so gilt:

1zl = il (4)
X 148t sich durch T — (x,-) vollstéindig isometrisch in CB(X, A)a einbetten [BMP].

Beispiele fiir konjugierte Hilbert-C*-Moduln

1. Der komplex konjugierte Raum eines Hilbertraumes ist mit (£,7) := (€, 7) wieder
ein Hilbertraum. Betrachtet man den rechten Hilbert-C-Modul (H, (-, )¢), so ist
sein konjugierter Hilbert-C-Modul H gerade der komplex konjugierte Hilbertraum.
'H ist vollstéindig isometrisch zum Zeilen-Hilbertraum R

2. Fiir einen rechten Hilbert-C*-Modul sind der konjugierte Spaltenraum Cpr(X)
und der Zeilenraum Rp(X) vollstindig isometrisch isomorph als linke Hilbert-C*-
Moduln iiber A. Der Spaltenraum Cr(X) und der konjugierte Zeilenraum Rp(X)
sind vollstandig isometrisch isomorph als linke Hilbert-C*-Moduln iiber Mnp(A).

3. Ist X ein Hilbertraum H, so ergeben sich aus 2. mit n = 1 die Spezialfille:
Cn = Rz uwd O = Ry.

Cyy¢ ist der Spalten-Hilbertraum. Die vollstdndigen Isometrien ist in beiden Féllen
durch die Identitdt auf dem gemeinsamen Grundraum gegeben.
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9.4 Tensorprodukte

Mit dem inneren und dem #ufleren Tensorprodukt sind zwei Moglichkeiten gegeben,
aus zwei Hilbert-C*-Moduln X, Y einen neuen Hilbert-C*-Modul zu konstruieren. Die
Operatorraumstruktur des inneren Tensorproduktes ist die Operatorraumstuktur des
Modul-Haagerup-Tensorprodukts X ®nha Y. Die Operatorraumstruktur des dufleren Ten-
sorproduktes ist die Operatorraumstuktur des injektiven Operatorraum-Tensorprodukts

Vv
X®Y.

9.4.1 Das innere Tensorprodukt von Hilbert-C*-Moduln

Es seien A und B zwei C*-Algebren, X ein rechter Hilbert-A-Modul, Y ein rech-
ter Hilbert-B-Modul, © : A — B*(Y) ein *-Homomorphismus. Durch den *-
Homomorphismus © wird der Operatorraum Y zu einem linken Operator-A-Modul.
Auf dem algebraischen Modul-Tensorprodukt X ®a Y 143t sich durch

(1 @ Y1, 22 @ Y2)B = (Y1, O((®1, 22)A) ¥2)B
ein B-wertiges inneres Produkt definieren. Mit der Moduloperation
(z®y)-b=2®(y-b)

und dem inneren Produkt (-, -)g wird die Vervollstindigung von X ®aY zu einem rechten
Hilbert-C*-Modul iiber B. Dieser Hilbert-C*-Modul heifit inneres Tensorprodukt
von X und Y bzgl. © und wird mit X ®g Y bezeichnet.

Ist © nichtentartet, d.h. liegt

lin{O(a)y |a € A,y e Y}

dicht in Y, so gilt: Das Modul-Haagerup-Tensorprodukt X ®na Y ist vollstéindig isome-
trisch zum inneren Tensorprodukt von X und Y bzgl. © [Ble97]:

XY 2 X 0eY.

9.4.2 Das duflere Tensorprodukt von Hilbert-C*-Moduln

Sind A und B C*-Algebren, X ein rechter Hilbert-C*-Modul iiber A, Y ein rechter
Hilbert-C*-Modul iiber B, so definiert

(1 @ y1,72 @ Y2)AeB = (1, T2)A @ (Y1, ¥2)B

v
ein inneres Produkt auf X ® Y mit Werten im rdumlichen C*-Tensorprodukt A ® B.
Mit der Moduloperation

(z®y) (a®b):=(x-a)® (y-b)
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und dem inneren Produkt (-,-)ags wird die Vervollstindigung von X ® Y zu einem

v
rechten Hilbert-C*-Modul iiber A ® B. Dieser Hilbert-C*-Modul heifit dufleres Ten-
sorprodukt von X und Y und wird mit X ®ext Y bezeichnet. Es gilt vollstindig
isometrisch [Ble97]:

V
X Y 2X QY.

9.5 Modulabbildungen zwischen Hilbert-C*-Moduln

Es seien X und Y rechte Hilbert-C*-Moduln iiber einer C*-Algebra A. Es bezeich-
ne B(X,Y)a den Raum der linearen, beschrinkten Rechts-A-Modulhomomorphismen
von X nach Y, CB(X,Y)a den Raum der Abbildungen aus B(X,Y)a, die zusétzlich
vollstandig beschrinkt sind. Es gilt isometrisch isomorph:

B(X,Y)a 2 CB(X,Y)a.

Das heifit: Jeder beschrinkte A-Rechts-Modulhomomorphismus T ist vollstdndig be-
schriankt, und es gilt: | T||cp = || T|| [B1e97]. Zusitzlich gilt [Pas73]:

(T, Tx)a < ||T*(z, 2)A-

Ein Operator T* € B(Y, X)a heifit adjungierter Operator zu einem Operator T €
B(X,Y)a, wenn fir alle x € X und y € Y gilt:

(Tz,y)a = (z,T"y)A-

Existiert zu T' ein solches T™, so heifit 7" adjungierbar. Nicht jeder Operator T €
B(X,Y)a ist adjungierbar.

Die Menge der adjungierbaren Operatoren T' € B(X,Y)a wird im folgenden mit
B*(X,Y) bezeichnet. B*(X) ist eine C*-Algebra.

Ein Operator der Form Ty:x : X — Y, 2z +— y(x, 2)a heiBt elementarer Operator.
Ein wichtiger Unterraum von B2 (X,Y) ist K(X,Y), die abgeschlossene lineare Hiille
aller elementaren Operatoren, abgeschlossen bzgl. der von CB(X,Y) induzierten Norm.
Die Operatorraumstruktur, die K(X) als Teilmenge von CB(X) erbt, entspricht der
Operatorraumstruktur, die K(X) in kanonischer Weise als C*-Algebra trigt. Es gilt

KX,V)2Y @pa X

vollstiandig isometrisch via y(z, ) — y ® T [Ble97].

9.6 Charakterisierungen von Hilbert-C*-Moduln

Jeder Hilbert-C*-Modul iiber einer C*-Algebra A tréigt eine kanonische Operatorraum-
struktur. Die folgenden beiden Kriterien [Ble97] erlauben, einem gegebenen rechten
Operator-A-Modul X anzusehen, ob seine Operatorraumstruktur von einem A-wertigen
inneren Produkt induziert wird, d.h. ob X ein rechter Hilbert-C*-Modul ist. Die zweite
Charakterisierung macht vom Modul-Haagerup-Tensorprodukt Gebrauch:
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a) Ein rechter Operator-A-Modul X ist genau dann ein rechter Hilbert-C*-Modul
iiber A mit seiner kanonischen Operatorraumstruktur, wenn gilt: Es gibt
ein Netz positiver ganzer Zahlen n(a) und vollstindig kontrahierende A-

Modulhomomorphismen
QX — Cny(4)

und
U Ch ) — X,
so daf}
IimV¥ (¢ (z)) ==.

In diesem Fall existiert der Grenzwert lim (® (z),® (y))a und ist gleich dem
eindeutig bestimmten inneren Produkt (x,y), das die Operatorraumstrukur indu-
ziert.

b) Ein rechter A-Operatormodul X ist genau dann ein rechter Hilbert-C*-Modul iiber
A, wenn es eine treue, nichtentartete x-Darstellung © von A auf einem Hilbertraum
H gibt, so daf} gilt:
i) X ®na Cy ist ein Hilbertraum.
ii) Die Abbildung

x: X — B(H,X ®nhaCx)
z = (x(@):{—2®)

ist eine vollstdndige Isometrie.
iii) Fiir alle x € X gilt (x(x))*x(z) € O(A).

Das A-wertige innere Produkt, das die Operatorraumstruktur von X induziert,
erhalt man durch die Beziehung

iv) (z,y) =0 ((x(2))*x())-

Wenn i)-iv) fiir eine treue, nichtentartete, *-Darstellung erfiillt sind, so sind sie es
fiir jede.

10 Abbildungsraume

Seien E, F' Banachrdume. Wir betrachten einen linearen Teilraum A(E, F') des Raumes
B(E, F) der stetigen Operatoren zwischen E und F, der alle endlichrangigen Abbildun-
gen enthilt und beziiglich einer Norm ein Banachraum ist. Ublicherweise verlangt man
noch, dafl A(E, F) fiir alle Paare von Banachrdumen F und F erklirt ist. Einen solchen
Raum bezeichnet man nach Grothendieck als Abbildungsraum (Mapping space).
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Analog bezeichnen wir einen Operatorraum A(X,Y’), der ein linearer Teilraum von
CB(X,Y) ist, als CB-Abbildungsraum. Man beachte, daf i.a. die algebraische Identi-
fizierung von Mn(A(X,Y)) mit A(X, Mn(Y')) nicht isometrisch ist und da§ die Normen
auf A(X, Mn(Y)) keine Operatorraumstruktur fiir A(X,Y") erzeugen.

Zwischen Abbildungsriumen und Tensorprodukten besteht ein enger Zusammen-
hang. So sind der Raum F(X,Y’) der endlichrangigen Abbildungen zwischen X und Y
und das algebraische Tensorprodukt von X* mit Y isomorph:

X ®ang = F(XaY)

Diese Identifikation ermdglicht es, Normen von dem einen Raum auf den anderen zu
iibertragen. Man betrachte hierzu die Fortsetzung der Abbildung X* ® Y — F(X,Y)
auf die Vervollstindigung X*®QY:

®: X*QY — CB(X,Y).
Diese mufl weder injektiv noch surjektiv sein. Als Abbildungsraum erhéilt man daher
Bild(®) Cc CB(X,Y)
mit der Norm von
(X*RY)/Kern(®).

Wir betrachten im folgenden Vorschriften, die jedem Paar von Operatorrdumen einen
Abbildungsraum A(-, -) mit Operatorraumnorm «(-) zuordnen. In der Banachraumtheo-
rie wurde von Pietsch der Begriff des Abbildungsraumes zum Begriff des Operatorideals
verschérft [Pie78]. Analog betrachten wir in der Operatorraumtheorie Zuordnungen, die
eine CB-Idealeigenschaft [ER94] haben, d.h. die Komposition

CB(X1,X2) x A(X2,Y2) x CB(Y2, Y1) — A(X1,11)
(U, @,¥3) — WyodoW,
ist fiir alle Operatorrdume X1, Xo, Y1, Y, erklart und
allgemein vollstdndig kontrahierend.
Ein CB-Abbildungsraum mit der CB-Idealeigenschaft heifit lokal [EJR98], wenn fiir

seine Norm gilt:
a(p) =sup{a(p|L) : L C X, dim L < oo}.

10.1 Vollstindig nukleare Abbildungen

Seien X und Y Operatorrdume. Die vollstéindig nuklearen Abbildungen von X nach

Y [ER94, §2], [EJR9S8, §3], werden iiber die projektive Operatorraumtensornorm erklért.

Man betrachtet die Fortsetzung der kanonischen Identitéit X* ® Y = F(X,Y):
:X*®Y > X*®Y C OB(X,Y).

Es ist @Vi) das injektive Tensorprodukt und é das projektive Tensorprodukt.
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Eine Abbildung heifit vollstindig nuklear, wenn sie im Bild von & liegt. Man
bezeichnet mit .
CN(X,Y):= (X" ®Y)/Kern(®)

den Raum der vollstindig nuklearen Abbildungen und versieht ihn mit der
Quotientenoperatorraumstruktur. Die Operatorraumnorm wird mit v(-) bezeichnet.
Mn(CN(X,Y)) und CN (X, Mn(Y)) sind i.a. nicht isometrisch.

Nukleare *® Abbildungen sind vollstindig nuklear. [ER94, 3.10]

Die projektive Tensornorm erhilt i.a. keine vollstdindigen Isometrien. Deshalb ist
(anders als bei den vollsténdig beschrénkten Abbildungen) auch fiir Unterrdume Y, C Y
die kanonische Einbettung CN(X,Yy) — CN(X,Y) i.a. nur vollstdndig kontrahierend
und nicht isometrisch. Da die projektive Tensornorm Quotientenabbildungen erhélt,
gibt es zu jeder nuklearen Abbildung ¢ : Xo — Y mit v(¢) < 1, von einem Unterraum
X C X eine Fortsetzung ¢ auf ganz X mit v(9) < 1.

Die vollstandig nuklearen Abbildungen haben die CB-Idealeigenschaft. Weiter ist
mit ¢ auch ¢* vollstdndig nuklear, und es gilt: v(¢*) < v(p) [EJRI8, Lemma 3.2].

Eine Abbildung ¢ ist genau dann vollstdndig nuklear, wenn es eine Faktorisierung
der Form

B(ts) M3 1(4y)
Tr . ls
X — Y

gibt. Dabei sind a, b Hilbert-Schmidt-Operatoren und definieren die Abbildung M (a, b) :

x — azxb. Fiir die vollstéindig nukleare Norm gilt dann: v(p) = 1 genau dann, wenn fiir

alle € > 0 ein Diagramm mit ||7||ep||a||2]|b]l2]/s]|c < 1 + € existiert 57 [ER94, Thm. 2.1].
Man beachte, dafl die vollstdndig nuklearen Abbildungen nicht lokal sind.

10.2 Vollstandig integrale Abbildungen

Vollstdndig integrale Abbildungen definiert man wunter Zuhilfenahme der
vollstéindig nuklearen Abbildungen. Eine Abbildung ¢ : X — Y heifit vollstindig in-

56Die De nition der vollstandig nuklearen Abbildungen ist an den nuklearen Abbildungen der Banach-
raumtheorie orientiert. Dort betrachtet man entsprechend eine Abbildung 5 : E*®, F — B(E, F) fur
zwei Banachraume E und F.

57In der Banachraumtheorie hat man eine analoge Aussage: Eine Abbildung ¢ ist genau dann nuklear,
wenn es ein Diagramm

goo i’ Kl

rl ls
E 2 F
gibt, wobei d ein Diagonaloperator ist, d.h. es gibt ein (d;) € ¢1,s0da d((a:)) = (d;-a;) fur alle (a;) € l

ist. Fur die nukleare Norm gilt: vg(¢) = inf ||7||||d||¢, ||s||, wobei das In mum uber alle Faktorisierungen
genommen wird.
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tegral, wenn es eine Konstante ¢ > 0 und ein Netz von endlichrangigen ¢ € CN(X,Y)
gibt mit v(¢ ) < ¢, das gegen ¢ in der Punkt-Norm-Topologie °® konvergiert.

Die Menge aller dieser Abbildungen bildet den Raum CI(X,Y") der vollsténdig in-
tegralen Abbildungen.

Es gibt die kleinste all dieser Konstanten ¢, die die obige Bedingung erfiillen, die mit
() bezeichnet wird. ¢(-) definiert eine Norm, mit der CI(X,Y’) zu einem Banachraum
wird. Die Einheitskugel von CI(X,Y) ist also gerade der Punkt-Norm-Abschlufl der
Einheitskugel von CN(X,Y).

Die kanonische Operatorraumstruktur erhélt man, indem man die Einheitskugel von
Mn(CI(X,Y)) als Punkt-Norm-Abschluf der Einheitskugel von Mn(CN (X,Y)) setzt.

Es gilt nach Definition ¢(¢) < v(¢p); bei endlichdimensionalem X ist sogar [EJR9S,
Lemma 4.1]

CI(X,Y)2 ON(X,Y).

Integrale ®® Abbildungen sind vollstéindig integral [ER94, 3.10].
Die kanonische Einbettung

CI(X,Y) — (X & Y*)*

ist eine vollstandige Isometrie [EJRI8, Cor. 4.3]. Man hat ferner [EJRIS8, Cor. 4.6] ¢ ist
genau dann vollstédndig integral, wenn es eine Faktorisierung der Form:

By " By

Tr ls

X —-Y — Y™

mit schwach*-stetigem s gibt. Die Abbildung M (w) : B(H) — B(K)* ist fiir zwei Ele-
mente a € B(H), b € B(K) tiber (M (w)(a))(b) = w(a ® b) definiert. Fiir die Norm gilt:
t(¢) = 1, wenn es eine Faktorisierung mit ||r||cp||w]|||s]lcc = 1 gibt (man beachte i.a.
IM(@)lle # -

Die vollstindig integralen Abbildungen erfiillen ebenfalls die CB-Idealeigenschaft.
Im Gegensatz zu den vollstindig nuklearen Abbildungen sind sie aber lokal. Man hat
aber im allgemeinen nur ¢(¢) < ¢(¢*) [EJR9S].

8 o — @ in der Punkt-Norm-Topologie, wenn ||oq(x) — o(z)|| — 0 fur alle z € X.

59 Die integralen Abbildungen der Banachraumtheorie sind gerade der Punkt-Norm-Abschlu der
nuklearen Abbildungen. Man beachte, da die Formeln t5(¢) = t(p*) und Ig(E, F*) = (E ®, F)* in
dieser Form nur fur integrale Abbildungen gelten.



Was sind Operatordume ? 7. September 1999 http://www.math.uni-sb.de/~wittck/ 60

11 Anhang

11.1 Tensorprodukte
11.1.1 Tensorprodukt von Operatormatrizen

Wie iiblich erkldren wir das algebraische Tensorprodukt von Operatormatrizen x =
[zij] € Mp(X), y = [yxi] € Mq(Y') durch

@y = [2ij @ [yalkili € Mp(X @ Mg(Y))
Hierbei wurde die Definition Mp(X) = Mp ® X und das Assoziativgesetz
Mp(X) ® My(Y) = Mp ® (X © Mq(Y)) = Mp(X ® Mq(Y')) ()

benutzt. Fiir die weitere Identifikation beachte man, dafl die shuffle-Abbildung ein alge-
braischer Isomorphismus ist:

X@(Mg®Y)— My®(XQY), (6)
@ (BRy)— B (T®Y),
fir 8 € My, x € X, y € Y. Mit Hilfe des shuffle-Isomorphismus identifizieren wir weiter:
@y = [zij @ [yalkaliz = [[zij @ yalklig € Mp(Mg(X @ Y)).
Zuletzt identifizieren®® wir noch wie iiblich Mp(My) = Mpq
([ @ yalialii = i @ yial ik

und erhalten
Mp(X) ® My(Y) = Mpg(X ®Y). (7)

Wir nennen diesen algebraischen Isomorphismus den shuffle-Isomorphismus
Man beachte, daf fiir Operatorraum-Tensorprodukte die algebraischen Identifikatio-
nen (5) und (6) nur vollstdndige Kontraktionen sind:

Mp(X)® ¥ — My(X@ ), ®)
X© My(Y) — My(X® Y). (9)

Im allgemeinen sind dies nicht einmal auf der Grundstufe Isometrien.
Fiir ein Operatorraum-Tensorprodukt ist also die shuffle-Abbildung

Mp(X)® Mg(Y) = Myg(X ® Y) (10)

im allgemeinen nur vollstéindig kontrahierend.

59In der entstehenenden Matrix sind (i, k) die Zeilenindizes und (j,1) die Spaltenindizes, wobei i, j =
1,...,pund k,l=1,..., q. Die Indizes (i, k) bzw. (4,1) sind lexikographisch angeordnet.
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Im Falle des injektiven Operatorraum-Tensorproduktes ist dies natiirlich eine
vollstédndige Isometrie.
Man betrachtet die shuffle-Abbildung allgemeiner fiir Rechteckmatrizen®!:

Mm:n(X) @ Mpg(Y) = Mmping(X @ Y).

FEin Beispiel ist auch die Gleichung von Blecher und Paulsen.

11.1.2 Allgemeine Amplifikation einer Dualitét

Die Matrix-Dualitét,die der Dualitdtstheorie der Operatorrdume zugrundeliegt, ist
ein Spezialfall der allgemeinen Amplifikation einer bilinearen Abbildung.

Die allgemeine Amplifikation einer Dualitdt (X, X*) von Vektorrdumen ist dem-
gemaf definiert als

(@, @) = ([wij], [p NP = [(wij, o )] € Mp(My) = Mpg
fiir z = [zij] € Mp(X), p = [p | € Mg(X).
Liest man ¢ als Abbildung ¢ : X — My so gilt
pP)(z) = (z, )P

Zur Dualitéit von Tensorprodukten® (X @ Y, X* ® Y*) gehort die allgemeine
Amplifikation
(Mp(X @Y), Mg(X" @ Y™)).

Es gilt insbesondere
(z@y,e@¢) =z @ [ual,lp 1®@[¢Y ])
= [<l’ij7<f7 )(yklﬂ/J >](ik Yl ) € Mp1(Mpz(Mq1(qu))) = Mplpquqz
fir v = [zij] € Mp,(X), y = [y] € Mp,(Y), o = [p ] € My (X7), ¥ =[¢ | €
Mg, (Y™).
11.1.3 Tensorielle Matrixmultiplikation

Bei der Definition von vollstdndig beschrankten bilinearen Abbildungen und der Bildung
des Haagerup-Tensorproduktes verwendet man die tensorielle Matrixmultiplikation
[Ef87]

Oy = [zij] © [yjk] := [Z}:l Tij ®yjk} € Mn(X®Y)

51Man kann untersuchen, wie sich die shuffle-Abbildung
UeX)o(VY)-UV)®(X®Y),

w@z)@@ey)— (L®v)® (@@ ®y).
fur Operatorraume U,V,X,Y und verschiedene Kombinationen von Operatorraum-Tensorprodukten
verhalt [EKR93, Chap. 4].
%?Die Dualitat (X ® Y, X* ® Y*) wird durch (z ® y, o ® ) := (z,¢){y,¥) furz € X,y €Y, p € X*,
1 € Y™ erklart.
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von Operatormatrizen x = [zijj] € Mn(X), v = [yjx] € Min(Y).
Die Amplifikation der bilinearen Abbildung ® : X XY — X ® Y ist
@M = &« M (X) X Mypn(Y) = Mp(X @Y).
Fir skalare Matrizen «, v € Mp, 8 € M) gilt
(azf) © (y7) = alz © (By))7-

Wir schreiben kurz ax ©® 4.
Fiir lineare Abbildungen

¢ = [®jj]: 2 — Mn(V),
U= [®j]:xz — MnW)

bezeichnet & ©® ¥ die Abbildung

|
POU=|Y P Vjk| : XY — Mp(VRW),
j=1
|
POV 2@y — Z z) ® Yik(y)

Es gilt
(@0 0)P(zoy) = (@F () o (T (y)

fir © € Mpyq(X), y € Mgp(Y).

Es sei ® ein Operatorraum-Tensorprodukt. Wir definieren die tensorielle Matrix-
multiplikation ® von Operatormatrizen S = [Sij] € Mn,(CB(X1,X2)), T = [Tk] €
Mi:n(CB(Y1,Y>)) vollstdndig beschrénkter Abbildungen als

|
Y Sij @ Tik| € Ma(CB(X1® Y1,X2® Y2))

ji=1

SO T=

11.2 Interpolation
Schnitt und Summe

Seien X und Y Operatorrdume, so dafl M;(X) und M;(Y) eingebettet sind in einen
Hausdorffschen topologischen Vektorraum. Dann normieren wir Mp(X NY) gemif
Mn(X ﬂ Y) = Mn(X) ﬂ Mn(Y), alSO

il oy ) = mx {1, ¢ il v -
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X NY heiit Operatorraumschnitt.

Fiir Operatorrdume® X, Y betten wir X @ Y in (X* ©o Y*)* ein und erhalten so
eine Operatorraumstruktur X @7 Y. Sei  := {(z,—x)} C X @1 Y. Die Quotienten-
Operatorraumstruktur (X @1 Y) /¢ heiit Operatorraumsumme und wird mit X +Y
bezeichnet. Wir haben also

i = inf i Tij .
ol o) = g5 0070

Interpolation

Seien Ey, F7 Banachridume. Das Paar (Ey, E7) heifit vertriglich im Sinne der Interpo-
lationstheorie [BL76], wenn es einen Hausdorffschen topologischen Vektorraum V' und
lineare stetige Inklusionen Ey — V und E; — V gibt. Diese erlauben es, den Interpo-
lationsraum E := (Ey, Ey) fiir 0 < # < 1 zu definieren.

Pisier fithrte die analoge Konstruktion fiir Operatorrdume ein [Pis96, §2]: Seien Xj
(1 = 0,1) Operatorrdaume. Dann haben wir spezifische Normen auf Mnp(Xi) und stetige
lineare Inklusionen Mp(Xj) — Mn(V).5* Der interpolierte Operatorraum X wird
jetzt iber Mn(X ) := (Mn(Xo), Mn(X1)) definiert.
Seien X ein Operatorraum, H ein Hilbertraum, und es gebe eine beschrinkte, lineare und
injektive Abbildung V : H — X mit dichtem Bild, so da8 die Abbildung® VV* : X* —
X ebenfalls beschrinkt, linear und injektiv mit dichtem Bild ist. Dann gilt vollstdndig
isometrisch: (X7, X), L OHy [Pis96, Cor. 2.4].
Beispiele

o

C

1. (Ry,Cr)1 L OHy 2 (MIN 3, MAX ()

1 1
2 2

2. (CH ®nh R, Ry ®n CH) b OHy ®n OHy b OH non

1
2
Auf diese Art erhélt man auch Operatorraumstrukturen auf den Schattenidealen S, =
(So0,S1)1 fiir 1 < p < 0.

p

63 Seien E, F Banachraume. Dann haben wir ihre 1-direkte Summe E @&, F mit der Norm
[@e,zp)| = lzell + ||lzp]
und ihre Summe E + F mit der Quotienten-Norm

= inf + .
lellper = _inf  (lzsly+llorl )

64 ML, (V) wird mit V™ identi ziert.
S5Wir identi zieren wie ublich H mit seinem Dual.
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12 Symbolverzeichnis

Mengen
IN die Menge der natiirlichen Zahlen
Z  die Menge der ganzen Zahlen
Q die Menge der rationalen Zahlen
IR die Menge der reellen Zahlen
C die Menge der komplexen Zahlen
Banachriume
E, F' Banachridume
‘H, K Hilbertraume
D, Hilbertraum-direkte Summe
H" L H

der n-dimensionale Hilbertraum

Algebren
B(H) Algebra der linearen beschrinkten Operatoren auf H
A, B (C*-Algebren
A°P opposite algebra einer Algebra A
1a die Identitédt in A
M, N von Neumann-Algebren
Ideale
Sp die Schatten-p-Klassen
K(-,-) das Ideal der kompakten Operatoren
K(-,-) die abgeschlossene, lineare Hiille der elementaren Operatoren; Ideal in
Bad(,7 )
N(-,-)  das Ideal der nuklearen Operatoren
HS(-,-) das Ideal der Hilbert-Schmidt-Operatoren (S2)
II5(-,-) das Ideal der absolut-2-summierenden Operatoren

()

die absolut-2-summierende Norm

Abbildungsriaume
I's(-,-)  durch den Spalten-Hilbertraum faktorisierende Operatoren
va(+) die Norm auf I'y
CN(-,-) vollstéindig nukleare Operatoren
v(-) die Norm auf CN
CI(-,-) vollstdndig integrale Operatoren

()

die Norm auf CI

64
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Operatorridume

Mn(X)

M (X)
CB(X,Y)
CB(va)A
CB(X xY; Z)
JOB(X xY; Z)
|+ Mljen

Xo, Yo

X*

Operatorrdume

Algebra der linearen beschriankten Operatoren auf H

Mp ® X algebraisch, die Matrizen mit Eintrdgen aus X

Grundstufe des Operatorraumes X

Operatorraum der vollsténdig beschrankten Abbildungen
Operatorraum der vollstdndig beschrinkten rechten A-Modulabbil-
dungen

Operatorraum der vollsténdig beschrankten bilinearen Abbildungen
Operatorraum der allgemein vollstdndig beschriankten bilinearen Abbil-
dungen

Norm einer allgemein vollsténdig beschrinkten bilinearen Abbildung
Operatorunterrdume der korrespondierenden Operatorrdume

Dual des Operatorraums X

spezielle Operatorriaume

MIN(E)  der minimale Operatorraum auf E
MAX(E) der maximale Operatorraum auf £

MIN der minimale Operatorraum auf H

MAX der maximale Operatorraum auf H

Rn der Zeilen-Hilbertraum

Rn Rep

Cx der Spalten-Hilbertraum

Cn Cen

OH der Operatorhilbertraum
Normen

|- llev  vollstindig beschrénkte Norm
| - llrow  Zeilennorm

|- [lcot  Spaltennorm

|+ [In Norm auf Mn(X)

| - lm:n Norm auf Mm:n(X)
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Matrizen

Mnm(X) n x m-Matrizen iiber X

Mn(X) Mnin(X)

Mn;m Mn;m(C)

M Mn:n

Mp:m(X) der Operatorraum der n x m-Matrizen tiber X

Mn (X) Mn;n(X)

Mn;m Mn;m(C)

Mn Mhn:n

Ch(X) Mpn:1(X), die Spalten eines Operatorraums

Rn(X) M. (X), die Zeilen eines Operatorraums
Tensorprodukte

O] tensorielles Matrixprodukt

® algebraisches Tensorprodukt

A algebraisches Modul-Tensorprodukt

® vervollstédndigtes Tensorprodukt

® Operatorraum-Tensorprodukt

& = duales Operatorraum-Tensorprodukt

®h das Haagerup-Tensorprodukt

RhA das Modul-Haagerup-Tensorprodukt

é das injektive Tensorprodukt

<§A§> das projektive Tensorprodukt

® injektives Banachraum-Tensorprodukt

® projektives Banachraum-Tensorprodukt

Rext das duflere Tensorprodukt

®e das innere Tensorprodukt

S® T «-Tensorprodukt der vollstéindig beschréinkten Operatoren S, T

Tensornormen

[

| n
| -
v
A
I
[

[

a-Operatorraum-Tensornorm
a-Operatorraum-Tensornorm auf der nten Stufe
duale Operatorraum-Tensornorm zu || - ||
injektive Operatorraum-Tensornorm

projektive Operatorraum-Tensornorm
Haagerup-Operatorraum-Tensornorm

injektive Banachraum-Tensornorm

projektive Banachraum-Tensornorm

66
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Operatormoduln
Aq, Ay C*-Algebren
M, N von Neumann-Algebren
Aut(M) die Menge der *-Automorphismen iiber M

CB(a,:a0)(X,Y)  der Operatorraum der vollstindig beschriankten A;-Links-As-Rechts-

Modulhomomorphismen zwischen X und Y

CB (A Ag)(X ,Y) der Operatorraum der normalen vollstéindig beschriankten A;-Links-Ag-

Rechts-Modulhomomorphismen zwischen X und Y

CB?Al; As) (X,Y) der Operatorraum der singuléiren vollstéindig beschrankten A;-Links-As-

Hilbert-
X
B(-)a
(

Rechts-Modulhomomorphismen zwischen X und Y

C*-Moduln

konjugierter Hilbert-C*-Modul

Raum der beschriankten A-Rechts-Modulhomomorphismen
inneres Produkt eines rechten Hilbert- A-Moduls

inneres Produkt eines linken Hilbert-A-Moduls

inneres Produkt eines Hilbertraumes

B*(X,Y) Operatorraum der adjungierbaren A-Modulabbildungen zwischen

Hilbert-C*-Moduln X und Y

Abbildungen

lg(y)  die Identitédt in B(H)

1, Identitat in My,

T Darstellungen

(M) n-te Amplifikation einer linearen Abbildung ®

®(MD  (n,1)-te Amplifikation einer bilinearen Abbildung ®

(") ®(MN) n-te Amplifikation einer bilinearen Abbildung ®

(M) n-te Amplifikation einer multilinearen Abbildung ®

d(Px0)  allgemeine Amplifikation einer bilinearen Abbildung ®

P Linearisierung einer bilinearen Abbildung ®

o der normale (=w*-w*-stetige) Anteil einer Abbildung ® zwischen dualen

Réumen

oS der singuliare Anteil einer Abbildung ® zwischen dualen Rdumen

G} treue, nichtentartete *-Darstellung einer C*-Algebra
Isomorphismen

vollstédndig isometrisch isomorph

¢b
cb T
~ vollstindig isomorph
~ isomorph
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Sonstiges
Ball Einheitskugel
@i, Xi  n-fache direkte Summe

@Pnew Xn  abzéhlbare direkte Summe

T* adjungierter Operator
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