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Mathematik fiir Informatiker II1
14. Ubung

Aufgabe 55 (44 Punkte)

Betrachten Sie fiir festes n € N das GauBB-Modell aus Beispiel 3.1.4 mit unbekanntem Erwartungs-

wert m und unbekannter Varianz o2, d. h. das statistische Modell
(R™, B(R™), {P(™7%) .= N®" , : (m,0?) € R x (0,00)}).

m,o2

Fiir jedes (m,0?) € R x (0,00) sind somit die Komponenten des Stichprobenvektors X = (Xj,
.., Xy) unabhéngig (bzgl. ]P’(m’C’Q)) und die Verteilung jeder Komponente X; von X ist unter dem
W-Maf P(m:o?) gegeben durch N, ;> (Normalverteilung). Zeigen Sie, dass der durch

Tn(zl, e X)) = ﬁ S (2 — T)?

gegebene Punktschitzer T, : R" — [0,00) erwartungstreu ist fiir den durch T'(m,o?) := o2 defi-
nierten Aspekt 7' : R x (0,00) — [0, 00).

Aufgabe 56 (43 Punkte)
Beweis von Lemma 3.2.7. Fiir festes n € N seien (X}, By, {P? . 9 € ©}) ein statistisches Modell,

~

T : © — R eine Aspektfunktion und 7j, : &,, — R ein Punktschétzer fiir 7(6) mit E°[T,,(X)?] < oo
fiir jedes 6 € ©. Hierbei bezeichnet X = (X1,..., X,,) den Stichprobenvektor. Zeigen Sie, dass

MSE(T},,0) = Var’[T,,(X)] + Bias(T},,0)> fiir alle § € ©.

Aufgabe 57  (+5 Punkte)

Betrachten Sie fiir festes n € N das Bernoulli-Modell aus Beispiel 3.1.3, d. h. das statistische Modell
({0, 13", B({0, 1}"), {P? := B}, : p € [0, 1]}).

Fiir jedes p € [0, 1] sind somit die Komponenten des Stichprobenvektors X = (Xi,...,X,) un-

abhéngig (bzgl. PP) und die Verteilung jeder Komponente X; von X ist unter dem W-Mafl PP
gegeben durch B, (Bernoulli-Verteilung). Weiter seien durch

fn(ml, ceyXp) =T und §n(x1, cey D) 1= n%ﬂ(l + nfn)
zwei Punktschitzer T}, : {0,1}" — [0,1] und S, : {0,1}™ — [0, 1] fiir T(p) = p gegeben.
(i) Bestimmen Sie Bias(fn,p), Bias(gn,p), MSE(fn,p) und MSE(§n,p) fiir jedes p € [0, 1].

~ ~

(ii) Bestimmen Sie diejenigen p € [0, 1], fiir die MSE(T,,, p) > MSE(S,,, p) gilt.

Aufgabe 58 (44 Punkte)
Betrachten Sie fiir festes n € N das statistische Modell
(N, BN"), {P = G : p € (0,1]})
Fiir jedes p € (0, 1] ist somit die Zahldichte des W-Mafles PP gegeben durch
(@1, 2n) = [ (i), (x1,...,xy) € N,

wobei g, die Zéhldichte von G, (geometrische Verteilung) ist. Konstruieren Sie einen Maximum-
Likelihood-Schétzer T, : N — (0, 1] fiir den durch T'(p) := p definierten Aspekt 7": (0,1] — (0, 1].



