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0

Einfiihrung

— 1. Vorlesung:

0.1 Die grundlegende Fragestellung 14. April 10 —

Wir beginnen mit einem Beispiel, an dem wir die wesentliche Frage, auf die
wir in dieser Vorlesung eingehen werden, erldutern konnen:

Frage 0.1.1. Gibt es zwischen zwei gegebenen topologischen Riumen X und Y
(beispielsweise Teilmengen des R") eine bijektive stetige Abbildung, deren Umkehrung
ebenfalls stetig ist (einen sogenannten Homoomorphismus, Notation: X = Y)?

Beispiel 0.1.2. 1. Augenscheinlich gibt es zwischen den beiden Teilmengen
X und Y des R?, die in Abbildung zu sehen sind, keinen Homdomor-
phismus. Aber wie beweist man dies?

Abbildung 0.1. Zwei nicht-homdomorphe Teilmengen X und Y des R2.

2. Komplemente von Knoten (s. auch die Webseite: [Sch98]). Zwischen den
Komplementen Y und Z der in Abbildung [0.2] gezeigten Knoten gibt es
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SOk

X Y Z

Abbildung 0.2. Drei Komplemente von Knoten im R*: X = Komplement der Kleeblatt-
schlinge, Y = Komplement des trivialen Knotens, Z = Komplement eines weitereren
Knotens. Es gilt: X £ Y ~ Z.

einen Homoomorphismus, zwischen X und Y aber nicht. Wie konnen wir
dies nachweisen?

O

Grundlegende Idee der algebraischen Topologie ist es, topologischen Rédumen
X ein algebraisches oder diskretes Objekt H(X) zuzuordnen, so dass fiir zwei
topologische Rdaume X, Y gilt:

X ~Y = H(X) = H(Y).

Dann liefert ndmlich die Nicht-Isomorphie der zugeordneten algebraischen
Objekte die Nicht-Homodomorphie der topologischen Raume:

HX) 2 H(Y) > X#Y.

0.2 Erinnerung an die wesentlichen Begriffe

Obwohl wir, wie im Vorwort erwédhnt, grundlegende topologische Begriffe
als bekannt voraus setzen, erinnern wir kurz an die wesentlichsten Defi-
nitionen. Eine ausfiihrlichere Diskussion dieser und anderer Begriffe, wird
beispielsweise im einfithrenden Kapitel von [May89] gegeben.

Definition 0.2.1. Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Menge 7 von Teil-
mengen von X, die folgende Eigenschaften besitzt:

1. Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 7~ gehort zu T
2. Der Durchschnitt je zweier Mengen aus T~ gehort zu 7.
3. Die Menge X und die leere Menge O gehoren zu T .

— Version vom: 7. Juli 2010 —



0.2 Erinnerung an die wesentlichen Begriffe 3

Ein Element von T heift offene Menge der Topologie 7. Eine Teilmenge A von X
heifit abgeschlossen beziiglich T, falls ihr Komplement A® := X\A beziiglich T
offen ist. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T"), bestehend aus einer Menge
X und einer Topologie T auf X.

Beispiel/Definition 0.2.2. 1. Ist X eine beliebige Menge, so ist die Potenz-
menge P(X) von X, also die Menge aller Teilmengen von X, eine Topologie,
die sogenannte diskrete Toplogie.

2. Sei X eine beliebige Menge. Die Topologie {0, X} ist diejenige mit der
geringsten Anzahl von Elementen. Manchmal wird diese Topologie tref-
fenderweise indiskrete Topologie genannt.

3. Die bekannteste Topologie ist jene auf X = R", die durch den euklidischen
Abstand induziert wird: eine Menge A C R” heifst offen, wenn fiir jedes
x € R" ein ¢ > 0 existiert, so dass ein ganzer e-Ball B.(x) um x in A
enthalten ist.

O

Oft ist aus dem Kontext klar, welche Topologie auf einer betrachteten Menge
verwendet werden soll; daher schreiben wir fiir einen topologischen Raum
(X, 77) meist kurz nur X.

Um topologische Rdume miteinander vergleichen zu kénnen, benttigen wir
Abbildungen zwischen ihnen:

Definition 0.2.3. X und Y seien topologische Riume, f: X — Y eine Abbildung
und x € X. f heifst stetig in x, wenn es zu jeder offenen Umgebung V von f(x) eine
offene Umgebung U von x gibt, so dass f(U) C V. f heifit stetig, wenn f in jedem
Punkt von X stetig ist.

X und Y sind homoomorph, wenn es eine bijektive stetige Abbildung f: X — Y
gibt, so dass f~1: Y — X ebenfalls stetig ist. f heifit dann Homdomorphismus.
Wir schreiben dann kurz X = Y.

Beispiel 0.2.4. 1. Sei
fTR" >R, x> Ax+D,

wobei A € R eine reguldre reelle n X n-Matrix und b € R" ist. Dann
sind X € R" und f(X) offenbar homoéomorph. Affine Abbildungen (ver-
schieben, drehen, spiegeln, strecken, scheren, stauchen) liefern also immer
homoomorphe Teilrdume.

2. Wir schreiben
D'={yeR" ||yl <1}

fiir den abgeschlossenen n-dimensionalen Einheitsball und

o

D"={yeR" ||yl <1}

— Version vom: 7. Juli 2010 —
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fur die offene Variante. Mit dieser Notation ist die Abbildung

Dl d
f:D —>IR,x|—>1_|x|

ist ein Homoomorphismus (D' =[0,1)).
3. Wir notieren die n-dimensionale Einheitssphire (im R"*!) als
§"i={(xo, ..., ) € R™ [l = 1}.

Stereographische Projektion vom Nordpol (0, 1) € R? des Einheitskrei-
ses S! c R? zeigt, dass: S'\{(0, 1)} ~ R.

©.1)

Abbildung 0.3. Stereographische Projektion vom Nordpol des Einheitskreises auf RR.

0.3 Zusammenhang und Wegzusammenhang

Im Beispiel [0.1.2]T)ist die einfachste Idee, mit der wir die beiden topologischen
Raume unterscheiden kénnen, vielleicht der Wegzusammenhang. Dieses
Konzept diskutieren wir im Folgenden, insbesondere erldutern wir den
Unterschied zum verwandten Begriff des Zusammenhangs.

Definition 0.3.1. Sei X ein topologischer Raum und seien xo,x1 € X. Ein Weg von
xo nach xy ist eine stetige Abbildung

a: [0,1] - X mit a(0) = xg, a(1) = x7.

Existiert ein Weg zwischen xy und x1, so heiflen diese beiden Punkte durch einen
Weg verbindbar.

— Version vom: 7. Juli 2010 —



0.3 Zusammenhang und Wegzusammenhang 5

Mit &y, bezeichnen wir den konstanten Weg mit €, (t) = xo Vt. Ein Weg a heifst
geschlossen , falls a(0) = a(1) = xg. Die Menge der geschlossenen Wege bezeichnen
wir mit Q(X, xg).

Offensichtlich kann man zwei Wege zu einem zusammenfassen, wenn sie
aneinander passen:

Satz/Definition 0.3.2. Sind a, $: [0, 1] — X zwei Wege mit a(1) = p(0), dann ist

@+ BB = {gg?_ b1

der verkniipfte Weg ein Weg von xo = a(0) nach x; = (1) (Abb.[0.4).

p(1) = (a=p)(1)

a(0) = (a = B)(0)
(1) = 0) = (a*p)(3)

Abbildung 0.4. Verkniipfung von Wegen.

Satz/Definition 0.3.3. Ist «a: [0,1] — X ein Weg von xo nach xi, dann ist
a1 [0,1] » X mit a”'(t) = a(l — t) ein Weg von x; nach xq, der inverse
Weg.

Mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen konnen wir direkt einsehen, dass
der folgende Satz gilt:

Satz/Definition 0.3.4. , Durch einen Weg verbindbar” ist eine Aquivalenzrelation
auf den Punkten eines topologischen Raumes X. Eine Aquivalenzklasse von weg-
verbindbaren Punkten von X heifst Wegzusammenhangskomponente von X. Die
Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit: 1to(X).

Beweis. Reflexivitat: x € X. Der konstante Weg ¢, verbindet x mit sich selbst.

Symmetrie: xo,x; € X seien durch einen Weg a verbindbar. Der inverse Weg
a1 ist ein Weg von x1 nach xo.

Transitivitat: Dies folgt direkt aus der Definition des verkniipften Weges.

O

— Version vom: 7. Juli 2010 —
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19(X) ist vielleicht die einfachste topologische Invariante. Die Tatsache, dass
119(X) tatsdchlich eine topologische Invariante ist, muss natiirlich nachgewie-
sen werden. Dies ist aber recht leicht; siehe beispielsweise 6.14 und 6.22 in
[May89].

Beispiel 0.3.5. 1. Im obigen Beispiel gilt wegen des Zwischenwert-
satzes, der aus der Analysis zwar bekannt sein sollte, den wir spéter
aber in Satz nochmals (allerdings in unserer topologischen Sprache)
beweisen werden:

[mo(X)l =1, Imo(Y)] = 2.

Also folgt: X # Y. Schwieriger ist es zu zeigen, dass die einzelnen Kompo-

— ab hier: nenten von Y in diesem Beispiel nicht zu X homdomorph sind.

nicht in Vorlesung 2.Ist f: X = Y ein Hom6omorphismus mit f(xy) = 1o, so wird nach
Definition auch f(X\{xo}) homdomorph auf Y\{y,} abgebildet und somit
gilt:

to(X\{xo0}) = mo(Y'\{yo})-

Dies konnen wir benutzen, um die Nicht-Homdomorphie gewisser Rdiume
zu zeigen. Beispielsweise folgt daraus:

St #10,1],

— bis hier: da [ro(ST\{x})] = 1 Vx € S, aber |ro([0, 11\ {3})| = 2.

nicht in Vorlesung 3. Auf dhnliche Weise kann man die Frage nach der Homdomorphie der

— ab hier: Buchstaben des Alphabets
nicht in Vorlesung

A/B,C,D EFGHILJLKLMNOPQR,STUVWXY,Z

l6sen. Beispielsweise gilt H £ Y, weil es bei H zwei Punkte gibt, die den

Buchstaben in drei Wegzusammenhangskomponenten aufteilen, bei Y

aber nur einen. Hierbei kommt es auf die gewéhlte Schriftart an: U # U.

Die Klassen sind offenbar: {A, R}, {B}, {C, I, J,L, M, N, S, U, V| W, Z}, {D,
— bis hier: O}, {E,F G, T Y}, {H}, {K, X}, {P}, {Q}.

nicht in Vorlesung 0

Eine Eigenschaft, die — wie wir sehen werden — ein wenig schwicher ist als
der Wegzusammenhang, ist der Zusammenhang.

Definition 0.3.6. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhingend, wenn er
nicht Vereinigung von zwei nicht—leeren, disjunkten, offenen Teilmengen ist. Eine
Teilmenge A von X heifit zusammenhdngend, wenn der Teilraum A zusammenhin-
gend ist. Hierbei hat A die Teilraumtopologie T4 := {UNA | U € T} (den Beweis,
dass dies tatsichlich eine Topologie ist, kann der Leser in [May89, S. 20] nachlesen
oder besser noch als Ubungsaufgabe fiihren).

— Version vom: 7. Juli 2010 —



0.3 Zusammenhang und Wegzusammenhang 7

Beispiel 0.3.7. 1. Ein diskreter Raum, der wenigstens zwei Elemente be-
sitzt, ist nicht zusammenhéngend. In einem solchen Raum sind nur die
einpunktigen Mengen und () zusammenhéangend.

2. Der indiskrete Raum ist zusammenhé&ngend, da er nur zwei offene Mengen
besitzt, von denen eine leer ist.

3. Intervalle I € R sind zusammenhéngend, genauso wie R selbst. Dies
sind die einzigen nicht-leeren zusammenhangenden Teilmengen von RR.
(Dies ist nicht offensichtlich; ein Beweis steht beispielsweise in [May89,
Satz 1.6.3, S. 57], er verwendet natiirlich eine wesentliche Eigenschaft der
reellen Zahlen, und zwar die Existenz eines Supremums einer nach oben
beschrankten Teilmenge von IR.)

O

Satz 0.3.8. Fiir jeden topologischen Raum X sind dquivalent:

1. X ist zusammenhingend.

2. Die einzigen Teilmengen von X, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind,
sind X und (.

3. Es gibt keine stetige surjektive Abbildung von X auf einen diskreten Raum, der
wenigstens zwei Punkte enthiilt.

Beweis. [Il = [2: Wir nehmen an, dass 2] nicht gilt. Nach der Definition einer
Topologie sind @ und X sowohl offen als auch abgeschlossen. Ist U ¢ X
eine Teilmenge, die ebenfalls offen und abgeschlossen ist und fiir die U # 0
und U # X gilt, soist UN U =0, U U U° = X. X ist also nach Definition
nicht zusammenhéingend. Dann gilt aber (1} nicht.

=[8: Wir nehmen an, dass [3 nicht gilt. Y sei ein diskreter Raum mit
mindestens zwei Elementen und f: X — Y sei eine stetige surjektive
Abbildung. Fiir jedes y € Yist f~!(y) # 0 und f~(y) # X, aber f~!(y) ist
offen und abgeschlossen. Dann ist aber die Bedingung 2} nicht erfdllt.

Bl =0 Wirnehmen an, dass|I] nicht gilt. Dann gibt es nicht-leere Teilmengen
UVcXmitUnV =0, UUYV =X. Sei{0,1} mit der diskreten Topologie
versehen und f: X — {0, 1} definiert durch

0, xel,
1, xeV.

f) = {

f ist offensichtlich surjektiv und stetig, im Widerspruch zu

Die folgende Aussage ist eine triviale Konsequenz aus diesem Satz.

— Version vom: 7. Juli 2010 —

— ab hier:
nicht in Vorlesung



— bis hier:
nicht in Vorlesung

— ab hier:
nicht in Vorlesung

— bis hier:
nicht in Vorlesung

— ab hier:
nicht in Vorlesung

8 0 Einfithrung

Korollar 0.3.9. Jede stetige Abbildung eines zusammenhingenden Raumes in einen
diskreten Raum ist konstant.

Wir erwdhnten schon, dass Wegzusammenhang eine stdrkere Eigenschaft
als Zusammenhang ist. Die eine Hilfte dieser Behauptung kénnen wir nun
beweisen:

Satz 0.3.10. Jeder wegzusammenhingende Raum ist zusammenhingend.

Beweis. Es seien X ein wegzusammenhéngender und X’ ein diskreter Raum,
xo € Xund f: X — X’ eine stetige Abbildung. Fiir jedes x € X existiert ein
Weg ¢ in X mit c(0) = xp und ¢(1) = x. Die Abbildung f oc: [0,1] — X, ist
stetig und daher konstant nach dem obigen Korollar[0.3.9) da das Intervall
[0, 1] zusammenhingend ist. Es folgt: f(x) = f(xo) fiir jedes x € X. Dann gibt
es aber keine stetige, surjektive Abbildung von X auf einen diskreten Raum,
der wenigstens zwei Punkte enthalt. Mit Satz[0.3.8|folgt die Behauptung. O

Tatsachlich muss, wie oben schon erwéhnt, ein zusammenhéangender Raum
nicht wegzusammenhingend sein. Dies zeigt das weiter unten stehende
Beispiel. Fiir dessen Verstandnis benétigen wir zundchst aber noch ein paar
Eigenschaften zusammenhéngender Raume:

Satz 0.3.11. Seien X ein topologischer Raum und A,B € X mit A C B C A. Ist A
zusammenhingend, so auch B.

Beweis. Angenommen, B ist nicht zusammenhangend. Dann gibtes U, V C X
offenmitUNB#0,VNB#0,(UNB)U(VNB)=Bund(UNB)N(VNB)=.
DaAcBist(UNA)U(VNA)=Aund (UNA)N(VNA)=0. Weil BC A ist
aber ANU # @ und ANV # (. Dann ist A aber nicht zusammenhéngend. 0O

Satz 0.3.12. Gegeben sei eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen zwei topologi-
schen Riumen. Ist X zusammenhingend, so auch f(X).

Beweis. Wire f(X) nicht zusammenhingend, so gibe es nach Satz[0.3.8|eine
stetige Surjektion g: f(X) — Z auf einen diskreten Raum Z, der wenigstens
zwei Elemente enthélt. Da g o f: X — Z ebenfalls stetig und surjektiv wére,
ware X nicht zusammenhédngend. O

Mit dem bisher Gezeigten kénnen wir nun den aus der Analysis in dhnlicher
Form bekannten Zwischenwertsatz beweisen:

Satz 0.3.13 (Zwischenwertsatz). X sei ein topologischer Raum und f: X — IR sei

eine stetige Abbildung. Ferner seien a,b € f(X) mit a < b. Ist X zusammenhiingend,
dann ist [a,b] C f(X), d.h. f nimmt jeden Wert zwischen a und b an.

— Version vom: 7. Juli 2010 —



0.3 Zusammenhang und Wegzusammenhang 9

Beweis. Mit X ist auch f(X) nach Satz(0.3.12|zusammenhédngend. Zusammen-
héngende Teilmengen von R sind aber Intervalle (s. Beispiel[0.3.7). O

Damit konnen wir nun zeigen, dass Wegzusammenhang eine stiarkere Eigen-
schaft als Zusammenhang ist: — bis hier:
nicht in Vorlesung
Beispiel 0.3.14 (Zusammenhang ist echt schwicher als Wegzusammen-
hang). Wir betrachten die Menge (s. Abb.[0.5):

1
X = {(x,y)e]Rz|x>0,y=sin;}C]R2.

Abbildung 0.5. Ein nicht wegzusammenhéangender Raum: Ist X die abgebildete Menge
(der Graph von R — R, x ~ sin 1), so ist X=XU{0y) e R*|-1<y<1)zwar
zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhangend.

Es gilt: X = £(]0, oo[) mit f: 10, c0[, x > (x,sin 1). X ist also stetiges Bild einer
zusammenhingenden Menge und daher nach Satz selbst zusammen-
hingend. Die abgeschlossene Hiille X von X in IR? ist die Vereinigung von X
mit dem Intervall {(0,y) | -1 <y <1}

X=XU{0,y)eR*|-1<y<1}.

X ist nach Satz[0.3.11|auch zusammenhéngend, weil X es ist. — ab hier:

o v . N . . nicht in Vorlesun
Wir zeigen nun, dass X aber nicht wegzusammenhéngend ist. Wir nehmen &

dazu an, dass es einen Weg c: [0,1] — X gibt mit ¢(0) = (0,0) und c(1) = (%, 0).
Diese Abbildung c ist also stetig; das ist aber genau dann der Fall, wenn
p1 o cund p, o ¢ beide stetig sind, wobei p; die Projektion R? — R auf die i-te
Koordinate bezeichnet. p; o ¢ nimmt wegen des Zwischenwertsatzes|0.3.13

alle Werte zwischen 0 und % an, also insbesondere auch die Werte (PTTSi
2n+1)m

fir n = 2,3,.... Daher nimmt p; o ¢ die Werte sin =~ und somit in jeder
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— bis hier:
nicht in Vorlesung

10 0 Einfithrung

Umgebung von 0 die Werte +1 und —1 an. Es gibt also kein 6 > 0, so dass [0, 0[
durchp,ocganzin] - %, %[ abgebildet wird. Alle offenen Umgebungen von 0
in [0, 1] haben aber die Form [0, 0[. Damit ist ¢ nach Definition in 0 nicht stetig
und X nicht wegweise zusammenhzngend. O

Haufig sind in der algebraischen Topologie solche feinen Unterschiede sehr
relevant, beispielsweise bei der Frage der Existenz einer universellen Uberla-

gerung (Satz[1.3.34]auf Seite [44).
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Die Fundamentalgruppe

Die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes ist die erste Invariante,
mit der wir einige der Homoomorphie-Fragen aus der Einfithrung beant-
worten konnen: insbesondere werden wir damit beweisen konnen, dass das
Gebiet mit genau einem Loch nicht homdomorph zu jenem mit keinem oder
jenem mit zwei Lochern ist.

Wir werden hier auch das wichtigste Hilfsmittel zur Berechnung der Funda-
mentalgruppen beweisen, den Satz von Seifert — van Kampen. Dieser fiihrt
die Berechnung der Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes auf
jene von Teilrdumen zurtiick (deren Fundamentalgruppe dann hoffentlich
leichter zu berechnen ist). Das wesentliche Hilfsmittel beim Beweis werden
Uberlagerungen sein; deren Theorie macht eine groflen Teil dieses Kapitels
aus.

Mit Hilfe des Satzes von Seifert — van Kampen werden wir beispielsweise die
Fundamentalgruppen der n-Sphéiren und der co-Figur ermitteln konnen.

1.1 Definition der Fundamentalgruppe und Beispiele

1.1.1 Die Definition

Definition 1.1.1. Seien «, 8: [0, 1] — X Wege mit gleichem Anfangspunkt a(0) =
B(0) = xo und gleichem Endpunkt a(1) = B(1) = x1. « und B heiflen homotop, in
Zeichen: o ~ B, wenn es eine stetige Abbildung

H:[0,1]x[0,1] = X
gibt mit:

H(O,t) = a(t), H(1,t) = p(t)
H(s, 0) = xo, H(s, 1) = x1.
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a=HO.) a1 =pl)=x

a(0) = B(0) = xo B =H(1,.)

Abbildung 1.1. Homotopie von Wegen.

H heifit Homotopie. hs: [0,1] — X, hy(t) = H(s,t) ist eine Familie von Wegen
(Abb.[L1).

Beispiel 1.1.2. X sei ein topologischer Raum.

1. Seien a, §, 7 Wege von xg nach x1, x; nach x, bzw. x, nach x3, x; € X. Dann
sind (a * ) * y und a * (8 * ) homotope Wege von x( nach x3, in Zeichen:

(@=P)=y ~ax(Bry)
Dies zeigt die Homotopie (s. Abb.[T.2):

a((4 = 2s)t), <

F< s,
H(s, ) = { Bt — (s + 1)), Sy
@+2s)t-(1+29)), =2 <t<1
a(4t) K@Lt ) \ YPTEEY) s=0
s
Xo X1 X X3
a(2t) B4t —2)\ y(4t-3) co1
t = % t = %

Abbildung 1.2. Assoziativitit der Verkniipfung von Wegen.

2. Sei &y, der konstante Weg mit Wert xp € X und sei a: [0,1] — X ein
beliebiger Weg mit a(0) = x¢. Dann gilt:

Exy ~ (X a7l
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1.1 Definition der Fundamentalgruppe und Beispiele
Dies zeigt die Homotopie (s. Abb.[T.3):

a(21), 0<t<i(l-s)
H(s, t) ={ a(l —s), f1-s)<t<i@+y9)
a@-2t), 1(l+s)<t<l

€xo

_1
t=3

Abbildung 1.3. a @™ ~ &, dem konstanten Weg.

Satz 1.1.3. Homotopie von Wegen ist eine Aquivalenzrelation.

_ Hl (2S/ t)/
He = {Hz(zs 1,9,

Ni= O
IA A
IA A
—ie

eine Homotopie zwischen o und y.

ap * B ~ an * fo.

Dann ist

H,(s,2t),
Hﬁ(S, 2t — 1),

—_ NI
N

H(s, t) ={

Ni= O
IA
- T

IA
IANIA

die gesuchte Homotopie (s. Abb. [1.4).
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Beweis. Nur die Transitivitét ist nicht trivial. Seien dazu a,$,y: [0,1] —» X
Wege mit Anfangspunkt xo und Endpunkt x;. Es gelte a ~ 8, f ~ y, vermoge
H; bzw. H,. Dann ist

O

Satz 1.1.4. Seien o, a2 [0,1] = X, 1, B2: [0,1] = X Wege mit a1(0) = a»(0) =
xo, a1(1) = az(1) = x1 und p1(0) = p2(0) = x1, p1(1) = f2(1) = x2. Gilt ay ~ ap und
B1 ~ P2, so auch:

Beweis. H, und Hpg seien die Homotopien zwischen a; und a, bzw. 1 und f.
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ap * B

X0 H, X1 Hﬁ X2

ap * By

Abbildung 1.4. Verkniipfung homotoper Wege.

Satz/Definition 1.1.5. Seien X ein topologischer Raum, xo € X ein fester Punkt
und o € Q(X, xo) ein geschlossener Weg. Mit [a] bezeichnen wir die Homotopieklasse
von a. Sei

(X,x) = { [a] | a € Q(X,x0) |

die Menge der Homotopieklassen von geschlossenen Wegen mit Anfangs- und
Endpunkt x. Vermoge

[a] = [B] = [ar = B]

wird auf 11(X, xo) eine wohldefinierte Verkniipfung erklirt. Dies gibt 11(X, xo) die
Struktur einer Gruppe mit neutralem Element [ey,].

111(X, x0) heifit Fundamentalgruppe von X mit Basispunkt x.

Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus dem obigen Satz Die Assoziativi-
tdt haben wir im Beispiel gesehen. [a]™! = [@~!] haben wir im Beispiel
nachgerechnet.

Das neutrale Element der Gruppeist [e4,], da ey, *a ~ a fiirjeden geschlossenen
Weg a gilt, wie die folgende Homotopie zeigt (Abb. [1.5):

a(@-s)t), 0<

1
1 t 2-s’
Xo. 2-s <

- |IA

H(s, t) ={
O

Bemerkung 1.1.6. 111(X, xo) ist im Allgemeinen keine kommutative Gruppe. Dies
konnen wir hier noch nicht beweisen. Es sollte aber anschaulich einleuchten, wenn
wir beispielsweise in X := R?\{p1, p2} mit (0,0) # p1,p2 € R%, p1 # pa, zwei Wege
a; mit dem Ursprung xo := (0,0) als Anfangs- und Endpunkt betrachten, die sich
jeweils einmal um p; winden. Anschaulich ist dann einsichtig (s. Abb.[1.6), dass gilt:
ayrayl rag syt ~ g0 + a1 xap xapt x ayt. Mit dem Satz von Seifert — van
Kampen (Abschnitt wird es leicht sein, dies auch zu beweisen.
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Ex t=1 «

s=0

s=1

Abbildung 1.5. [¢,,], das neutrale Element von 11 (X, x).

Xo

Abbildung 1.6. Dieses Beispiel verdeutlicht anschaulich die Nicht-Kommutativitat
von 711 (X, xo): Es gilt: ay = a;' » g # a;' ~ g00) # an xax + o * a5l

Innerhalb einer Wegzusammenhangskomponente konnen wir den Basispunkt
frei wihlen, wie das folgende Resultat zeigt:

Satz/Definition 1.1.7. 1. Sind xo,x1 € X Punkte in der gleichen Wegzusammen-
hangskomponente und ist y: [0,1] — X ein Weg von xo nach x1, dann liefert

7-(1(7/): T(l(X/xO) - T(l(X/ Xl), [(X] = [7/_1 *a* 7/]

einen Gruppenisomorphimus. Dieser hingt nur von [y] ab.

2. Ist 6: [0,1] — X ein weiterer Weg von xo nach x1, dann ist 111(8) ein weiterer
Isomorphismus, der sich von 11(y) nur durch die Konjugation mit p = [y~ * ]
unterscheidet:

m©)a] = [y~ =1 (m()lally™ «6l.

Beweis. 1. mi(y) ist ein Gruppenhomomorphismus, da y * y~! ~ ¢, und
wegen der Assoziativitat: i (p)([a] *[B]) = [y L xa=B*yl = [y trax

yry Byl = Iy raxyl <[y« pxyl = my)lal = m(y)IB]. Es ist ein
Isomorphismus, weil 711(y)™! =y (y ™).
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2. Klar wegen Assoziativitat.

1.1.2 Erste Beispiele

Beispiel 1.1.8. Um die Fundamentalgruppe des Kreises S' C C zu bestimmen,
konnen wir also den Basispunkt frei wahlen, z.B. xg = 1. Fiir diejenigen, die
Funktionentheorie bereits kennen, ist dann einsichtig, dass

1 dz
1 , 5 -
7'[1(5 /1) Z/ [0[] 2t L Z

ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist. Wir werden spéter sehen,
dass dies auch ein Isomorphismus ist. O

Bevor wir unsere erste Fundamentalgruppe berechnen kénnen, benotigen wir
noch ein paar vorbereitende Satze und Begriffe.

Satz/Definition 1.1.9. Ist f: X — Y eine stetige Abbildung mit f(xo) = yo, dann
induziert

[a] = [f o a]

einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus f, mit
for (X, x0) = (Y, yo)-
Beweis. Ist H eine Homotopie in X, dann ist f o H eine HomotopieinY. O

Zwei triviale Beispiele, die wir spéter verwenden werden:

Beispiel 1.1.10. 1. Seixp € X. idx: X — X, x — x induziert idx: 71(X, xp) —
m1(X, xo), [a] = [a].
2.Seiy €Y, g: XY, g(x) =y Vx. Dann gilt: g.[a] = [g o a] = [¢y,] Ya. g.
ist also der triviale Gruppenhomomorphismus.

O

Nun mochten wir nicht nur Homotopien von Wegen in einem topologischen
Raum X, sondern allgemeiner Homotopien von stetigen Abbildungen zwi-
schen zwei Réumen X und Y einfithren, um damit deren Fundamentalgruppen
in Zusammenhang setzen zu kénnen:
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Definition 1.1.11. Zwei stetige Abbildungen fo, fi: X — Y heiflen homotop, in
Zeichen fo = f1, falls es eine stetige Abbildung, genannt Homotopie, H: Xx[0,1] —
Y gibt, so dass

H(x,0) = fo(x), H(x, 1) = fi(x) Yxe X.

Sei xo € X ein Basispunkt. Wir setzen yo = fo(xo), y1 = fi1(xo). Mit
T: [0/1] =Y te H(x()/t)

bezeichnen wir den Weg von yo nach y;.

Satz/Definition 1.1.12. Mit der Notation aus der vorigen Definition gilt, dass das
folgende Diagramm kommutiert:

111(Y, o)

e

111(X, x0) (1)

X

(Y, y1)
d.h.: fi([a]) = (i (D) (fo-[a])) ¥ [a] € 1 (X, x0).
Beweis. Sei a € (A(X, xp) ein geschlossener Weg. Wir miissen eine Homotopie
zwischen den Wegen 77! # (fy o @) * 7 und f; o a konstruieren. Dazu betrachten

wir h(t,s) := H(a(t),s). Mit dieser Notation gilt: h(t,0) = (fo o a)(t) und
h(t, 1) = (f1 o a)(t). Die Abbildungliefert nun die gesuchte Homotopie. O

hoa s=1

s=0
! fhoa T

Abbildung 1.7. Eine Homotopie zwischen 77! * (fy o &) * T und f; o av.

Mit der Notation aus der vorigen Definition gilt:
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— ab hier:
nicht in Vorlesung
— bis hier:
nicht in Vorlesung

— ab hier:
nicht in Vorlesung

— bis hier:
nicht in Vorlesung
Problem:

hier einbauen, dass
ein

zusammenziehbarer

Raum einfach
zusammenhingend
ist? dazu auch: Def.
einfach
zusammenhingend

— ab hier:
nicht in Vorlesung
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Korollar 1.1.13. Sind fy, fi: X — Y homotope Abbildungen mit H(xo,t) = yo Vt,
dann ist (fo). = (f1).: m1(X, x0) = 71(Y, yo).

Beweis. Nach Voraussetzung ist fo(xo) = H(xo,0) = yo = H(xo,1) = fi(x0). 7
ist also der konstante Weg ¢,,. Damit ist 7t1(7): 71(Y, y0) — 71(Y, vo), [a] =
[t 'at] = [a] die Identitit. O

Freilich ist fiir beliebige gegebene X und Y zunichst nicht klar, ob solche
homotopen Abbildungen fy, fi existieren. Wir betrachten daher nur einen
ersten Fall:

Beispiel 1.1.14. Wir betrachten R" und darauf die Abbildungen f; = idr+ und
fo =0. fi und f, sind homotop vermoge H(x,t) = x -t und H(0,t) = 0 Vt. Es
folgt mit Korollar [1.1.13} idy, (r+,0) = (f1)« = (fo). = trivialer Gruppenhomomor-
phismus. Damit gilt aber: 71 (IR",0) = 1. O

Einige spezielle Homotopien bekommen eigene Namen:

Definition 1.1.15. 1. X heif$t zusammenziehbar, wenn die Identitit zu einer
konstanten Abbildung auf einem Punkt xo € X homotop ist.

2. Ist A eine Teilmenge von X und gilt fiir die stetigen Abbildungen f,g: X — Y,
dass fla = gla, so heifit f zu g homotop relativ A, in Zeichen f = grel A,
wenn es eine Homotopie G von f nach g gibt, so dass fiir alle a € A und alle
t €[0,1] gilt:

Ga, ) = f(a) = 8(a).

Die Homotopie von stetigen Abbildungen Y — X ist der Spezialfall A = (. Die
Homotopie von Wegen ist der Spezialfall Y = X und A = {0, 1}.

Beispiel 1.1.16. 1. R" ist also auf jeden seiner Punkte zusammenziehbar
(siehe Bsp.[1.1.14).

2. Allgemeiner: Seien X eine konvexe Teilmengen des R” und Y € R".
Dann sind zwei beliebige stetige Abbildungen f,g: Y — X homotop:
H(y,t) = 1 -t)f(y) + tg(y). Alle konvexen Teilmengen des IR” sind also
zusammenziehbar.

O

1.1.3 Die Fundamentalgruppe des Kreises

Wir haben eben unsere erste Fundamentalgruppe ausgerechnet. Im Allge-
meinen ist dies nicht so einfach. In den folgenden Abschnitten stellen wir
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Hilfsmittel bereit, um Fundamentalgruppen auszurechnen. Einige der we-
sentlichen Ideen, die wir dabei verwenden werden, tauchen bereits bei der
Berechnung der Fundamentalgruppe des Einheitskreises auf. Aufserdem hat
deren Berechnung einige interessante Anwendungen. Daher nehmen wir uns
die Zeit, dieses Beispiel zu betrachten, obwohl wir das Resultat spéter als
einfache Folgerung allgemeiner Sitze erhalten werden. In diesem Abschnitt
folgen wir der Darstellung in [May89) I1.§3].

Berechnung der Fundamentalgruppe
Satz 1.1.17. rt;(S',1) = Z.

Diese Aussage ist keineswegs trivial. Wir machen zunéchst einige Vorbemer-
kungen und behandeln dann zwei Hilfssitze, die wir fiir den Beweis des
Satzes benotigen.

Wir betrachten die Abbildung:
@: R — S, o) = ™,

Als aus der Analysis bekannt setzen wir voraus, dass dies ein stetiger surjekti-
ver Gruppenhomomorphismus von (R, +) auf (S!,) mit Ker @ = Z ist und
dass fiir jedes a € R die Einschrankung @|, ,+1; ein Homdomorphismus von
la,a + 1[ auf S"\{D(a)} ist. Mit

11

CGIV(_1) - =
w:S\(-1) - 1= 5,

[

bezeichnen wir die Umkehrabbildung von (DI]_%% -

Ferner setzen wir als aus der Analysis bekannt voraus (s. auch [May89]), dass
eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen mit Metriken
d bzw. e gleichmifig stetig ist, falls ihr Definitionsbereich X kompakt ist. f
heifit dabei gleichmafSig stetig, falls es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass
fir alle x, y € X mit d(x, y) < 6 gilt: e(f(x), f(y)) < ¢, und ein topologischer
Raum X ist kompakt, falls X hausdorffsch ist und jede offene Uberdeckung
von X eine endliche Teiltiberdeckung besitzt.

Damit konnen wir zeigen:

Lemma 1.1.18. ¢: [0, 1] — S! sei ein Weg mit ¢(0) = 1. Dann gibt es genau einen
Weg ¢: [0,1] = R mit &(0) = 0 und @ o ¢ = c (s. Abb.[L.§).

Beweis. Wir zerlegen den Weg c in kleine Abschnitte, die man eindeutig mittels
W nach R hochheben kann; dort kleben wir sie wieder aneinander. c ist stetig
und daher auch gleichmiflig stetig als stetige Abbildung mit kompaktem
Definitionsbereich [0, 1]. Es gibt also ein € > 0, so dass fiir alle t,#' € [0,1]
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=
=7k
3 C\/;-O:C(O)
¢q>
|—+C—>—1©1 st

Abbildung 1.8. Liftung eines Weges in der S! mit ¢(0) = 1.

mit [t — #'| < € gilt: |e(t) — c(t’)] < 1. Damit ist insbesondere c(') # —c(t) und
W(c(t')/c(t)) ist definiert. Sei nun N € IN mit 1%] < &. Wir definieren ¢ durch:

o N-1 N-1 N-2 1

&) = w(c(t)/c( - t)) " w(c( - t)/c( - t)) - W(C(Nt)/c(O)).
¢ ist stetig, (P o &)(t) = c(t) und (0) = V(1) -N=0-N = 0.

Ist ¢’ ein zweiter Weg in R mit den geforderten Eigenschaften, so ist ¢ —
c’:[0,1] = R stetig und @ o (¢ = ¢’) = ¢/c = 1. Daher ist ¢ — ¢’ eine stetige
Abbildung von [0, 1] nach Z und wegen konstant. Da &(0) — ¢’(0) = 0 ist,
istalso ¢ — ¢’ = 0 und damit ¢ = c. |

Jeder Weg in S' mit Anfangspunkt 1 ldsst sich also auf genau eine Weise
zu einem Weg in R mit Anfangswert 0 anheben. Wenn ¢(1) = 1 ist, dann ist
&(1) eine ganze Zahl und diese ganze Zahl ist nach dem Lemma eindeutig
bestimmt.

Das folgende Lemma sagt nun, dass sich jede Homotopie von Wegen in
Slrel{0,1} auf genau eine Weise zu einer Homotopie rel {0, 1} der angehobenen
Wege hochheben lésst. Insbesondere hingt der Endpunkt des hochgehobenen
Weges nur von der Homotopieklasse rel {0, 1} des urspriinglichen Weges ab.
Der Beweis dieses Lemmas ist analog zum eben durchgefiihrten; er findet
sich beispielsweise in [May89, Hilfssatz 11.3.3, S. 84].

Lemma 1.1.19. ¢, d: [0, 1] — S! seien Wege mit ¢(0) = d(0) = 1 und ¢ = drel {0, 1}
vermige einer Homotopie H: [0,1] X [0,1] — S'. Dann gibt es genau eine Abbildung
H: [0,1]x[0,1] —» Rmit ® o H = H und H ist eine Homotopie rel {0, 1} von ¢ nach
d.

Endlich kénnen wir die Fundamentalgruppe des Kreises bestimmen:
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Beweis (von Satz . Wir geben einen Isomorphismus x: 1t1(S, 1) — Z an:
X([c]) = &1). Diese Abbildung ist nach den beiden Lemmata wohldefiniert.
Wir zeigen, dass sie ein Homomorphismus ist, der surjektiv und injektiv ist.

X ist ein Homomorphismus: Es seien c,d geschlossene Wege in S! mit An-
fangspunkt 1. Dann ist:

cxd =% @) +d), 1.1)

denn @oc+d =c+dund oc+ (6(1) + d) = c+d. Die letzte Gleichheit sieht
man dabei folgendermafien: Fiir alle ¢ € [0, 1] gilt:

o won [ ©@EQ21) = c(28), telo, 3],
Potx @D+t = { O@E(1) +d@E— 1), te[b 1],

Fiir t € [4, 1] ist aber O(&(1) + d(2t — 1)) = 1- O(d(2t — 1)) = d(2t — 1). Daher
gilt (1.I), da die Anhebung eindeutig ist nach den Lemmata. Somit folgt:
c*d(1) = &1) + d(1) und schlieRlich:

x([e]ld]) = x([c]) + x([d]).

X ist surjektiv: Fiir m € Z definieren wir ¢,,: [0,1] = S! durch ¢, (t) = O (mt).
Dann ist offenbar x([c;1]) = ¢(1) = m und somit x surjektiv.

X ist injektiv: Wir zeigen, dass der Kern von y trivial ist: Es sei dazu c ein
geschlossener Weg in S' mit Anfangspunkt 1 und x([c]) = &(1) = 0. Dann
ist ¢ ein geschlossener Weg in R, &(0) = &(1) = 0. In R ist ¢ homotop zum
konstanten Weg 0Orel {0, 1} vermoge der Homotopie H(t,s) = (1 — s)&(t).
Dann ist @ o H eine Homotopie rel {0, 1} von ¢ zum kontanten Weg ¢; und

[c] = [e1].

X ist also ein Isomorphismus. O

Die Umlaufzahl

Eine niitzliche Anwendung des obigen Satzes und seines Beweises, ist die
Definition der Umlaufzahl. Diese Invariante ordnet jeder geschlossenen
Kurve c in C und jedem Punkt a € C der nicht auf c liegt, eine ganze Zahl, die
Umlaufzahl Uml(c, a) zu, die anschaulich z&hlt, wie oft die Kurve den Punkt
a in positiver Richtung umlauft (s. Abb.[L.9).

Die exakte Definition sieht ein wenig umstiandlich aus:

Satz/Definition 1.1.20. Seien a € C und c ein geschlossener Weg in C\{a}. Die
Umlaufzahl von c um a ist definiert durch
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(9 c b w

c(0) = c(1) (0) =c(1) c(0) = C(1)
Uml(c,a) =2 Uml(c,a) = -2 Uml(c,a) =1

Abbildung 1.9. Eine anschauliche Erlduterung der Umlaufzahl.

Uml(c,a) := x o ay, o 1 (r)([c]),

wobei x: m1(S',1) — Z der Isomorphismus aus dem Beweis zu ist,
ra: C\la} — S' definiert ist durch ro(z) = £=5 und ay: (S, 7, 0 ¢(0)) — m1(S', 1)
der eindeutig bestimmte Isomorphismus, der durch einen beliebigen Weg h in S* von
1 nach (r, o c)(0) gegeben wird.

Die Eindeutigkeit des Isomorphismus ist hierbei nicht schwer zu zeigen. Das
Konzept der Umlaufzahl kommt in vielen Bereichen der Mathematik vor,
beispielsweise in der komplexen Analysis. Im folgenden Abschnitt geben wir
eine Anwendung auf einen der wichtigsten Sitze der Algebra.

Eine Anwendung

Als interessante Anwendung der Berechnung der Fundamentalgruppe des
Kreises auflerhalb der Topologie erhilt man mit Hilfe der Umlaufzahl einen
schonen Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra. Dafiir benttigen
wir allerdings zunéchst noch einige Fakten zur Umlaufzahl, die wir alle
beweisen konnten, wenn wir ein klein wenig mehr Zeit hétten. Da dies leider
nicht der Fall ist, verbleiben diese als Ubungsaufgaben, genauso wie deren
Veranschaulichung. Letztere ist sicherlich fiir das Verstindnis der Aussagen
sehr hilfreich.

Satz 1.1.21. Seien a € C und c,d: [0,1] — C\{a} geschlossene Wege. Ferner sei

H:[0,1] x [0,1] — C\({a} eine Homotopie von c nach d, so dass fiir alle s € [0,1]
Qilt: H(0,s) = H(1, s) (d.h. Hy ist ein geschlossener Weg). Dann gilt:

Uml(c,a) = Uml(d, a).
Beweis. Siehe [May89) Satz 11.3.8]. O

Satz 1.1.22 (von Rouché). Sei a € C und seien c,d: [0,1] — C\{a} geschlossene
Wege. Wenn fiir alle t € [0, 1] gilt, dass
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1.1 Definition der Fundamentalgruppe und Beispiele 23
le(t) = d(B)] < lc(t) —al,

so ist
Uml(c,a) = Uml(d, a).

Beweis. Eine Veranschaulichung der Aussage dieses Satzes ist in Abb. zZu
sehen. Zum Beweis (aus [May89, S. 85]) benutzen wir den vorigen Satz(1.1.21
indem wir eine Homotopie H von c nach d angeben:

H(s, t) = (1 — t)c(s) + td(s).

Damit gilt:
|H(s, t) — al = |(1 = H)c(s)td(s) — al
= |c(s) —a = t(c(s) — d(s))l
> le(s) — al — tle(s) — d(s)| > 0,
also: H(I x I) c C\{a}. O

Abbildung 1.10. Zum Satz von Rouché.

Satz 1.1.23. Sei f: D* — C eine stetige Abbildung und c: [0,1] — C der Weg mit
c(t) = f(e*™*). Ferner sei a € C\c([0, 1]) ein Punkt, der nicht auf dem Weg liegt. Es
gQilt:

Uml(c,a) # 0=a € f(D?).

Beweis. (Siehe [May89, S. 86].) Ist a ¢ f(Dz), soist H: [0,1] X [0,1] — C\{a},
H(t,s) = f(s - e¥™") eine Homotopie von ¢ zur konstanten Abbildung. Fiir alle
s € [0,1] ist H(0,s) = H(1,s). Mit Satz[1.1.21|folgt: Uml(c,a) = 0. O

Mit den obigen Hilfssdtzen konnen wir schlieSlich den angekiindigten Satz
beweisen:

Satz 1.1.24 (Fundamentalsatz der Algebra). In C besitzt jedes Polynom

k-1

p@) =2 + @12+ mz +ag

mit ag, . ..,ar-1 € Cund 1 < k € N eine Nullstelle.
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Beweis. Siehe [vBL06, Tiir 22] fiir eine Animation, die diesen Beweis veran-
schaulicht. Fiir z # 0 gilt:

1 -2 ap

4+ .- 4

k -
2" —p@) = lag-12"" + -+ +aol = |z + s

k. |’£

z
Fir ein r > |ag_1| + - - - + |ao| + 1 definieren wir den Weg c: [0,1] — C durch
c(t) = r- e*™. Dann gilt:

le(t) — p(c(t))| < le(t)¥| fiir alle t € [0,1].

Nach dem Satz von Rouché gilt demnach: Uml(p o c,0) = Uml(ck, 0), aber
Uml(c",0) = k # 0. Daher konnen wenden wir Satz auf die Abbildung
f: D* > C, f(z) = p(rz) anwenden und erhalten, da demnach 0 € f(D?),
schlielich ein a € D? mit f(a) = 0. Dann gibt es aber ein b € C mit |b| < r und
p(b) = 0. O

1.2 Uberlagerungen und Liftungen

Ohne es explizit zu erwdhnen, haben wir bereits bei der Berechnung der
Fundamentalgruppe des Kreises Uberlagerungen benutzt. Wir geben in diesem
Abschnitt nun eine allgemeine Darstellung dieses Konzeptes, das uns viele
Berechnungen von Fundamentalgruppen stark vereinfachen wird.

Definition 1.2.1. Seien X, Y topologische Riume. Eine stetige Abbildungp: Y — X
heifit Uberlagerung von X, wenn jeder Punkt x € X eine offene Umgebung N C X
besitzt, so dass p~'(N) disjunkte Vereinigung von offenen Mengen ist, die vermage
p homdomorph auf N abgebildet werden. N C X heifit Uberlagerungsumgebung.
Fiir x € X heif$t das Urbild p~'(x) Faser von x. Da eine Uberlagerung insbesondere
surjektiv ist, ist keine Faser leer.

Beispiel/Definition 1.2.2. 1. Eine Uberlagerung des Kreises S' durch R (sie-
he Abb. [I.17] links):

R—oS t— (cost,sint).

2. Eine Uberlagerung mit Y = X x T, T diskret, heifit triviale Uberlagerung
(siehe Abb. rechts).

3.exp: C— C.
4. C > CY, z > Z".

5. Eine Uberlagerung der Figur 8 ist in Abbildung skizziert. Uber jedem
Punkt unten liegen genau zwei Punkte oben.

0
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Q S'x(1,2,3)

¢
st @ g

Abbildung 1.11. Uberlagerung des Kreises S' durch R (links) und eine triviale Uberla-

gerung (rechts).

Abbildung 1.12. Eine Uberlagerung der Figur 8.

Rl

Definition 1.2.3. Zu zwei Uberlagerungen Y — X, Y’ — X' ist ein Morphismus
von Uberlagerungen ein kommutatives Diagramm

f ist automatisch stetig. Ist f surjektiv, so ist f auch eine Uberlagerung.

Beispiel 1.2.4. Auch hier ist die Figur 8 ein gutes Beispiel. Ein Morphismus

zwischen zwei Uberlagerungen dieser Figur ist in Abbildung skizziert.
O

Insbesondere erhalten wir den Begriff eines Isomorphismus von Uberlagerun-
gen:
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o

Abbildung 1.13. Ein Morphismus von Uberlagerungen. Dieser ist selbst auch eine
Uberlagerung, weil er surjektiv ist; Hinzufiigen einer weiteren 8 auf der rechten Seite
wiirde diese Eigenschaft freilich zersttren.

Definition 1.2.5. Ein Isomorphismus zwischen zwei Uberlagerungen (auch:

Uberlagerungsisomorphismus) Y 5 X, Y 5 Xist ein kommutatives Diagramm

f

Y ——Y
N
X

wobei f ein Homdomorphismus ist.

Ist p~Y(x) endlich, dann heift die Anzahl |p~'(x)| die Blitterzahl iiber x. Fiir
zusammenhingendes X ist die Blitterzahl von X offenbar auch global wohldefiniert

(ADb. .

S'x{1,2,3}

Sl

0000

Abbildung 1.14. Eine Uberlagerung mit Blitterzahl 3.

Beweis. Die Funktion x - [p~!(x)|, x = IN U {oo} ist konstant auf Zusammen-
hangskomponenten (siehe Korollar[0.3.9). m]
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1.2 Uberlagerungen und Liftungen 27

Beispiel 1.2.6. Jede Uberlagerung ist lokal isomorph zu einer trivialen Uber-
lagerung:

piN) —> N xp ()

e

N
O

Definition 1.2.7. Sei p: Y — X eine Uberlagerung und f: Z — X eine stetige
Abbildung. Eine Liftung (auch: Hochhebung) von f ist eine stetige Abbildung

f:Z —Y, sodass das Diagramm

kommutiert.

Unter gewissen Voraussetzungen konnen wir die Eindeutigkeit solcher Lif-
tungen beweisen und manchmal auch deren Existenz. Damit beschéftigt sich
der Rest dieses Abschnittes.

Satz 1.2.8 (Eindeutigkeit der Liftung). Seien p: Y — X eine Uberlagerung und
f1Z — X eine stetige Abbildung mit einem zusammenhingenden Raum Z. Seien

ferner f1, fo: Z — Y Liftungen. Dann gilt:
ﬁ(zo) = E(zo)fiir einen Punkt zy € Z = ﬁ(z) = E(z) Vz € Z.
Beweis. Wir zeigen, dass die Mengen

M_:={zeZ| i) = o) und M.:={zeZ|fi(2) # /(2) ]

beide offen sind. Dann folgt die Behauptung, da Z zusammenhéangend und
die erste Menge nicht leer ist.

Sei nun z € Z und sei W eine Uberlagerungsumgebung von x = f(z) € X.
Mit Wi bezeichnen wir das Blatt iiber W, das ﬁ(z) enthidlt, i = 1,2. Dann ist
u:= fl‘l(Wl) N f;‘1(V~V2) C Z eine offene Umgebung von z in Z.

Istnunz € M-, dann gilt Wl = Wz nach Definition einer Uberlagerung und
daher f1(z) = fo(z) Yz € U. Ist andererseits z € M., so gilt nach Definition einer
Uberlagerung nun Wi N W, = 0 und daher fiz) # H(z) ¥z e U.

In beiden Fallen haben wir also eine offene Umgebung von z € Z gefunden,

die entweder ganz in M- oder ganz in M; enthalten ist. Somit sind beide
Mengen offen. O
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Beispiel 1.2.9. Es ist nicht schwer, ein Beispiel fiir eine nicht eindeutige Liftung
anzugeben. Wir betrachten das Diagramm in Abb. Die Abbildungen g

10,1[V]2, 3]
X
10,1[V]2, 3]

pi: (x,a) > x

10,1[V]2, 3[ & 10,1[U]2, 3[

Abbildung 1.15. Eine nicht eindeutige Liftung.

und h mit

_[@0), fallsxelol, o [(n0), fallsx €01
) =3 (x,0), fallsxe]2,3[, =@ 1), fallsxel2,3[,

sind verschiedene Liftungen von i, obwohl sie in einem Punkt tibereinstimmen:
8(3) = h(3). O

Haufig ist das folgende Lemma hilfreich (das in vielen Féllen bereits in der
Analysis bewiesen wird). Wir werden es verwenden, um die Existenz gewisser
Liftungen zeigen zu kénnen.

Lemma 1.2.10 (von Lebesgue). Gegeben sei eine offene Uberdeckung eines kom-
pakten metrischen Raumes K. Dann gibt es ein € > 0, so dass jede Teilmenge von K,
die vom Durchmesser kleiner als ¢ ist, enthalten ist in einer der Mengen der offenen
Uberdeckung.

Beweis. Falls nicht, gibt es fiir jede ganze Zahl n € Z eine Teilmenge A, von
K mit Durchmesser kleiner als % und nicht enthalten in einer offenen Menge
der Uberdeckung. Da K kompakt ist, gibt es einen Punkt P, so dass jede
Umgebung von P die Menge A, trifft fiir unendlich viele n. Sei U eine offene

Menge der Uberdeckung, die P beinhaltet, und sei r > 0, so dass l%r(P) Cc U.Es
gibt unendlich viele n mit % < 5,s0dass A, N B,j2(P) # 0. Aber A, C U, ein
Widerspruch. O

Satz 1.2.11 (Pfadliftung). Seip: Y — X eine Uberlagerung, und y: [a,b] — X
ein Weg. Sei y € Y ein Punkt mit p(y) = y(a). Dann existiert genau eine Liftung
y:[a,b] = Y mit y(a) = y:

>y =7(@)

N

[a,b] ——— >y(@)
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt direkt aus Satz[T.2.8) Um die Existenz einzu-
sehen, betrachten wir die Uberdeckung {U; | U; Uberlagerungsumgebung
von X} und die induzierte Uberdeckung {y—l(ui)},d des kompakten Inter-
valls [4, b]. Nach dem Lemma von Lebesgue existiert eine Unterteilung
a=ty<t <...<t,=b,sodass[ttj1] Cy~(U)) fiir ein (von i abh.) j.

Vermoge der lokalen Umkehrung von plgﬂ : ﬁo — Uy, wobei Uo 3y, lasst sich

Vi = X zu 7 [to, 1] = Up liften mit y(to) = v; J(t1) = 11. Analog lésst sich
Vit t] liften. Sukzessive erhalten wir Liftungen y: [t;, ti:1] — Y und schlieBSlich
y:la,b] > Y. O

Satz 1.2.12 (Homotopieliftung). Seip: Y — X eine Uberlagerung. Sei H: [0,1]x
[a,b] — X eine Homotopie von Wegen. Sei yo(t) = H(0, t) der Ausgangsweg und yq
eine Liftung von yo. Dann gibt es genau eine Liftung

H:[0,1]x[a,b] = Y
mit p o H = H und H(0,t) = 7o(b).

Beweis. Analog zum Beweis der Pfadliftung. Nach dem Lemma von Lebesgue
existiert eine Unterteilung in Rechtecke, so dass jedes H(Rechteck) in einer

Uberlagerungsumgebung liegt. Wir liften sukzessive. Die Stetigkeit von H
ergibt sich aus der Eindeutigkeit. O

Korollar 1.2.13. Sei p: Y — X eine Uberlagerung und yo € Y ein Basispunkt. Wir
setzen xo = p(yo). Dann ist der Gruppenhomomorphismus p.: 11(Y, yo) — m1(X, xo)
injektiv.

Beweis. Seia € Q(Y, yo) ein geschlossener Weg in Y. Angenommen p o @@ ~ &y,.
Dann miissen wir zeigen, dass schon a ~ ¢, gilt. Sei dazu H: [0, 1] X[0,1] —» X

eine Homotopie zwischen p o @ und &y,. Sei H eine Liftung mit H 0,t) = a(t).
Dann ist H eine Homotopie zwischen & und Eyps daH(1,t) = yound poH(1,t) =
Xo. O

Satz 1.2.14 (Eindeutigkeit des Endpunktes). Sei p: Y — X eine Uberlagerung.
Seien ferner a, B: [0, 1] — X Wege mit gleichem Anfangspunkt xo und Endpunkt x;.
Sei yo € p~H(xo). Notwendig und hinreichend dafiir, dass die Endpunkte a(1), B(1)
zweier Liftungen, die den gleichen Anfangspunkt yo haben, iibereinstimmen, ist:

[+ '] € pra(Y, o) € mi(X, xp).

Beweis. Die Notwendigkeit ist einfach. Ist ndmlich a(1) = E(l), dann ist
[a+B7'] € m1(Y, yo) und daher:
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plaxp = [a* B € pora(Y, yo).

Umgekehrt gilt: @ + B2 ~ p, o y fiir einen geschlossenen Weg y vermoge
einer Homotopie H. Dann liefert Homotopieliftung ein H: [0,1]x[0,1] > Y
mit H(0,.) = y. Die Eindeutigkeit dieser Liftung ergibt: HQ,) = a~x E‘l,
insbesondere:

ﬁ(l, %) = &(1) = B).
O
Wir haben jetzt alle grundlegenden Eigenschaften von Uberlagerungen und
Liftungen — insbesondere deren Eindeutigkeit und die Existenz von Pfad—

und Homotopie-Liftungen — bewiesen, so dass wir diese Konzepte im
folgenden Abschnitt anwenden konnen.

1.3 Decktransformationen und Universelle Uberlagerung

Viele Uberlagerungen entstehen aus Quotientenbildung nach einer Gruppen-
operation. Da diese im weiteren Verlauf eine wichtige Rolle spielen, fithren
wir zundchst kurz in dieses Konzept ein, bevor wir es danach auf Decktrans-
formationen anwenden, um einige weitere Fundamentalgruppen berechnen
zu konnen.

1.3.1 Gruppenoperationen auf topologischen Raumen

Definition 1.3.1. Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e und sei Y ein topolo-
gischer Raum. Eine Operation von G auf Y ist eine Abbildung

GXY—=>Y, (g~ gy

mit den folgenden Eigenschaften:

1. g(hy)=(@gh)yVYgheGuyey,
2.ey=yVyey,
3.Y =Y,y gyiststetigVg € G.

Nur die letzte Forderung kommt also zur {iblichen Definition von Gruppen-
operationen hinzu.

Bemerkung 1.3.2. Dann ist also Y — Y, y — g.y ein Homdomorphismus, denn
y > ¢ Ly ist die stetige Umkehrabbildung, da ¢"'(g.y) = (¢719).y =ey = v.
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Definition 1.3.3. Die Menge

Gy:=={3ylgeG)

heifit Orbit oder Bahn von y unter G. Die Menge der Orbiten (oder Bahnen)
bezeichnen wir mit X := Y/G.

Die natiirliche Quotientenabbildung p: Y — Y/G ist stetig, wenn wir Y/G die
Quotiententopologie geben, d.h.:

V CY/Goffen : = p (V) C Y offen .

Definition 1.3.4. Eine Operation einer Gruppe G auf einem topologischen Raum X
heifit treu, wenn aus g.x = x Vx € X folgt: g = e. Sie heifst frei oder fixpunktfrei,
wenn schon aus g.x = x fiir ein x € X folgt: ¢ = e (d.h. fiire # ¢ € G hat der
Homdomorphismus X — X, x — g.x keinen Fixpunkt).

Satz 1.3.5. Sei G X Y — Y eine treue Operation auf einem topologischen Raum Y.
p: Y = Y/G ist eine Uberlagerung genau dann, wenn jeder Punkt y € Y eine offene
Umgebung V besitzt, so dass gV NV =0 Vg € G\{e}.

Beweis. Sei zundchst g.V NV =0 Vg # eund sei N := p(V). Dann gilt:

PN = Ug-V

8€G

ist offen als Vereinigung offener Mengen (die Vereinigung ist disjunkt, da aus
der Voraussetzung folgt, dass g.V N g’.V =0, falls g # g’). Also: N ist offen in
X = Y/G und N ist eine Uberlagerungsumgebung von x := G.y (= p(y)).

Umgekehrt sei Y — Y/G eine Uberlagerung. Zu y € Y betrachten wir eine
Uberlagerungsumgebung N von p(y) = x. Sei V c p~}(N) eine Komponente
mit y € V. Dann gilt:

=gV
geG
und g.V NV =0 fir g # ¢, da V — N bijektiv ist (und also G.y N G.y’ = 0 fiir
y#y € VunddamitG.ys gy #y =ey € Gy). O

Dies motiviert die folgende Begriffsbildung;:

Definition 1.3.6. Eine treue Gruppenoperation G X Y — Y heifst lokal einfach
(auch: eigentlich diskontinuierlich), wenn jeder Punkt y € Y eine offene Umgebung
V besitzt mit VN gV =0VYg € G\{e}.

Bemerkung 1.3.7. 1. Eine lokal einfache Operation ist insbesondere frei, denn: fiir
jedesy € Yunde # g € G folgt: y # g.y .
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2. Der Beweis von Satz zeigt, dass die Blitterzahl der Uberlagerung, die aus
der lokal einfachen Operation einer Gruppe G entsteht, gerade die Miichtigkeit
|G| dieser Gruppe ist.

Beispiel/Definition 1.3.8. 1. Z C R operiert durch Translation: (1, x) — x+n
(s. Abb. . ZuxeRistV=x—¢gx+¢[, e < %, eine Umgebung, die

Abbildung 1.16. Die Operation von Z auf R durch Translation. Die Bahn eines Punktes
ist eingezeichnet.

zeigt, dass die Operation lokal einfach ist. Es gilt:

R/Z ~ S vermoge x > (cos 27mx, sin 27mx).

2. uy = Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in C*. u, operiert auf C* lokal
einfach durch Multiplikation. Es gilt:

C'/u, =C.

Die Quotientenabbildung ist: C* — C*, z — 2.

3. G = ({1}, ) operiert lokal einfach auf S”. Der projektive Raum ist:
P := S"/{+1} = { Menge der Ursprungsgeraden im R"*'}.

Speziell: $* — P%. Wir kénnen das Mébiusband als Teilmenge des P%

erkennen mit: ]Pﬁz = Mobiusband U Kreisscheibe. Das Mobiusband ist

hierbei der topologische Raum, der entsteht, indem wir zwei gegen-
iiberliegende Seiten des kompakten Einheitsquadrates entsprechend der

Abbildung identifizieren.
e Film zum Mobiusband: http://www.youtube.com/watch?v=4bcm-kPIuHE

o Film The Mobius Band and the Projective Plane :
http://www.youtube.com/watch?v=x2SZS{fYYSc8&teature=related

e Film zu Boys Flache: http://www.youtube.com/watch?v=Ucn]- INfXXQ

4.R?/Z?* ~ S' x S!, der sogenannte Torus. Die Abbildung ?? zeigt hierbei
nur eines der Gitterquadrate der Ebene, deren Projektion zum Torus
identifiziert werden kann (jeweils gegeniiberliegende Seiten verkleben).

5. Die Operation auf IR?, erzeugt von

a:(x,y)~ x+1Ly)und B: (x,y) = (=x,y+1)
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\ —

Das Einheitsquadrat. Das Mobiusband. Die Sphire S°.

Abbildung 1.17. Das Mébiusband als Bild des Einheitsquadrats und als Teil des IP?(R)
unter der Uberlagerung S?> — P%(R).

yav4
NN\

/N

/N

Abbildung 1.18. Der Torus als Bild des Einheitsquadrats.

L
NN\

A4
A4

Abbildung 1.19. Die Kleinsche Flasche als Bild des Einheitsquadrats. Die drei-
dimensionale Veranschaulichung ist ein Standbild aus dem Film [vBL06| Ttir 11].
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ist lokal einfach. R?/{a, ) ist kompakt, und zwar das Bild des Einheits-
quadrates, bei dem gegentiberliegende Seiten wie in Abb. ?? angegeben
verklebt werden. Der Quotient ist die Kleinsche Flasche, eine Vereinigung
zweier Mobiusbander (siehe [vBLO6]).

O

1.3.2 Decktransformationen

Definition 1.3.9. Sei p: Y — X eine Uberlagerung. Eine Decktransformation
(auch: Deckbewegung) ist ein Homdomorphismus ¢: Y — Y, so dass das Diagramm

Y—(p>Y
X

kommutiert. Deck(Y/X) := { ¢: Y — Y | ¢ Decktransformation } bezeichnet die
Gruppe der Decktransformationen (bzgl. Hintereinanderausfithrung).

Beispiel 1.3.10. Wir betrachten wieder die Uberlagerung
R—S! t— (cost,sint).

Die Decktransformationen sind dann offenbar genau die Verschiebungen
@r: R = R um Vielfache k € Z von 2m: ¢r(x) = k- 21 + x. O

Satz 1.3.11. Sei p: Y — X = Y/G eine Uberlagerung, die aus einer lokal einfachen
Gruppenoperation entsteht, und sei Y (also auch X) zusammenhingend. Dann ist die
natiirliche Abbildung

G — Deck(Y/X), g (p:Y =Y, ¢(y) =g8.y)
ein Isomorphismus von Gruppen, also:

G = Deck(Y / (Y/G)).

Beweis. Um die Surjektivitit zu zeigen seien 1o € Y ein Punkt und

a Y
N

X
eine beliebige Decktransformation. Wir setzen: p(yo) =: y1 € Y, p(yo) = p(y1) =:
xo € X. Dann kénnen wir ¢ als Liftung von p auffassen mit ¢(yo) = 1 € p~*(x0)-

Q: Y
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Da p~(xo) = G.yo, g € G mit y; = ¢.yo, so dass die natiirliche Abbildung
G — Deck(Y/X) eine zweite Decktransformation liefert, ndmlich ¢’: Y —
Y, ¢'(y) = gy, mit ¢"(yo) = 8-yo = y1- Wegen ¢(y0) = y1 = ¢’(yo) zeigt die
Eindeutigkeit der Liftung (Satz[1.2.8), dass ¢ mit ¢’ tibereinstimmt. Also ist ¢
das Bild von g und G — Deck(Y/X) ist surjektiv. Die Injektivitdt ist klar, da
die Operation frei ist. O

Definition 1.3.12. Eine Gruppe G operiert transitiv auf einer Menge M, wenn fiir
alle my, my ein g € G existiert, das my auf my abbildet: g.my = my. Mit anderen
Worten: fiir jedes m € M gilt G.m = M.

Nach Definition vertauscht eine Decktransformation ¢: Y — Y hochstens
Elemente innerhalb einer Faser p~!(x). Operiert die Gruppe G der Decktrans-
formationen aber transitiv auf einer Faser p~!(x) einer Uberlagerung p: Y — X,
so gilt fiir jedes y € p~!(x) in dieser Faser: G.y = p~!(x).

Satz 1.3.13. Seip: Y — X eine Uberlagerung und Y zusammenhiingend. Deck(Y/X)
operiert lokal einfach auf Y. Falls Deck(Y/X) transitiv auf einer Faser p~(x) operiert,
dann gilt:

X =~ Y/ Deck(Y/X).

Beweis. Um zu zeigen, dass die Operation lokal einfach ist, seien y € Y und
N c X eine Uberlagerungsumgebung von x = p(y). Sei V c p™(N) C Y die
Komponente mit y € V. Sind ¢, ¢” € Deck(Y/X) Decktransformationen mit
p(V)N@'(V) £ 0,sohat plog': V > V einen Fixpunkt. Es gilt ndmlich:
@' (v") = @(v) fur gewisse v,v" € V. Da aber, weil ¢ und ¢’ Decktransforma-
tionen sind, die Gleichungen p(¢(v)) = p(v) und p(¢’(v")) = p(v’) erfiillt sind,
folgt: p(¢(v)) = p(¢’(v")) und somit p(v) = p(v’). Nun ist p|y aber injektiv, also:
v = v'. SchlieBlich folgt somit: ¢~ (¢’ (v)) = v.

Die Existenz des Fixpunktes zeigt ¢! o ¢’ = idy wegen der Eindeutigkeit der
Liftungen (Satz([1.2.8), d.h. ¢’ = ¢:

Y
|
P
P
Y —X
Die Operation ist also nach Definition lokal einfach.

Sei nun G := Deck(Y/X). Da G nur Elemente innerhalb der Fasern vertauscht,
faktorisiert die Uberlagerung p iiber:

Y —=Y/G

N

X
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p ist ebenfalls eine Uberlagerung. Operiert G nun auf einer Faser p~!(x)
transitiv, so besteht das Urbild p~*(x) nur aus einem Punkt (da ja alle Urbilder
in einer einzigen G-Bahn liegen). Da X zusammenhéingend ist — als Bild des
zusammenhdngenden Raumes Y unter einer stetigen Abbildung (Satz
— ist p also eine einblattrige Uberlagerung, d.h. ein Homdomorphismus. 0O

Beispiel 1.3.14. 1. R — S!, Deck(R/S!) = 2nZ, +).
2. % — P%(R), Deck(S?/IP%(R)) = {1} = Z/2Z.
3. Deck(Zweier-Spirale und Kreis tiber Kreis) = Z/27.

1.3.3 Lokaler Wegzusammenhang

Definition 1.3.15. Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhiingend,
wenn in jeder offenen Umgebung U eines Punktes x eine wegzusammenhingende
offene Umgebung V liegt, x € V C U.

Bemerkung 1.3.16. Ein lokal wegzusammenhingender topologischer Raum ist weg-
zusammenhingend genau dann, wenn er zusammenhingend ist.

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Sei also Z ein lokal wegzusammenhédngender
und zusammenhédngender Raum. Dann ist die Menge der Punkte w € Z, die
sich mit einem festen z € Z durch einen Weg verbinden lassen, zugleich offen

und abgeschlossen. O

Ein wegzusammenhdngender Raum ist nicht notwendig lokal wegzusam-
menhéngend:

Beispiel 1.3.17. Sei (siehe Abb.[1.20)
X={0,1)+tx,-1) e R>|0<t<1,x=0oderx = %,n =1,2,...) cR%

Dieser Unterraum von IR? ist wegzusammenhéngend (iiber den Punkt (0, 1)
oben im Bild), aber nicht lokal wegzusammenhingend: Mit der Notation

Bl(p) ={xeR"||lx—pll<r} cR"

enthilt beispielsweise namlich die Umgebung B3 ((0,0) N X keine zusammen-
2

hiangende offene Umgebung des Ursprungs (0, 0) in X. O

Lokaler Wegzusammenhang ist eine lokale Eigenschaft. Solche werden aber
von Uberlagerungen respektiert; daher gilt:
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A0,1) + £(3,-1)
(0,1) + (L, -1)
~(0,1) + £(1,-1)

00 1

Abbildung 1.20. Ein wegzusammenhangender nicht lokal wegzusammenhéangender

Raum (siehe Beispiel [1.3.17).

Bemerkung 1.3.18. Sei p: Y — X eine Uberlagerung. Dann gilt: X lokal wegzu-
sammenhingend <= Y lokal wegzusammenhingend.

Beweis. Wir zeigen hier nur die Riickrichtung, die andere ist dhnlich zu
beweisen. Sei also x € X und V C X eine offene Umgebung von x. Ferner
sei N C V eine Uberlagerungsumgebung von x. Sei y € p~(x) und Z die
Komponente von p~(N), die y enthélt. Die Voraussetzung liefert nun: 3W c
Z wegzusammenhidngend mit y € W. Es gilt: W = p(W) 3 x, da p eine
Uberlagerung ist. p(W) ist also eine wegzusammenhingende offene Umgebung
von x mit p(W) Cc V. |

Wir werden diese Bemerkung in der Formulierung folgender Sitze standig
implizit verwenden. Oft fordern wir ndmlich den lokalen Wegzusammenhang
eines Raumes X, der durch Y tiberlagert wird, da wir auf die Existenz einer
sogenannten universellen Uberlagerung fiir ein gegebenes X hinarbeiten.
Wegen der Bemerkung ist dann natiirlich auch Y lokal wegzusammenhéangend,
auch wenn wir es nicht explizit fordern.

Satz 1.3.19. Sei p: Y — X eine Uberlagerung und sei f: Z — X stetig mit Z
zusammenhingend und lokal wegzusammenhingend. Seix € X, y € Y, z € Z mit

f(z) = x = p(y). Es existiert eine Liftung f: Z — Y mit f(z) = y genau dann, wenn

f(mi(Z,2)) € p.(ra(Y, ).

Also:
Y (Y, y)
7 7
.7 l” = e P
/ e
Z f X 7Zl(Z/ Z) ? 7zl(></ x)

Wenn die Liftung existiert, ist sie eindeutig.
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Beweis. Die Notwendigkeit ist klar, da f. = p. o f.. Die Eindeutigkeit folgt aus
der Eindeutigkeit der Liftung (1.2.8).

Fiir die Umkehrung notieren wir zunédchst, dass mit der obigen Bemerkung Z
wegzusammenhéngend ist. Seien nun w, z € Z. Um f(w) zu definieren, wahlen
wir einen Weg y von z nach w und betrachten den Weg f o y in X. Dann sei
f(w) der Endpunkt des eindeutigen Weges, den wir durch Pfadliftung von
f oy mit Anfangspunkt y erhalten. Wir miissen zeigen, dass f(w) unabhangig
von der Wahl von y ist. Sei dazu )’ ein weiterer Weg von z nach w. Dann
isty” » 7! ein geschlossener Weg und [f o ()’ * 71)] ist nach Voraussetzung
im Bild p.(m1(Y, y)). Nach Satz[1.2.14] iiber die Eindeutigkeit des Endpunktes
ist der Endpunkt unabhéngig von der Wahl des Weges. Also haben wir eine

wohldefinierte Abbildung
Y
/|

=

Es bleibt noch zu zeigen, dass f stetig ist. Dazu betrachten wir eine Uber-
lagerungsumgebung N C X von f(w) und eine wegzusammenhingende
Umgebung U von w in f}(N) c Z (diese gibt es, da Z lokal wegzusam-
menhdngend ist!). Wir konnen jeden Punkt u € U vermoge ¢ in U mit w
und vermoge y schlieSlich mit z verbinden: y * 0. Dies geliftet bleibt in der
Komponente V c p™'(N) C Y mit f(w) € V, alsow € U c f~(V). f ist also
stetig in w, da die Uberlagerungsumgebung N und damit auch die Umgebung
V von f(w) beliebig gewiahlt war. O

Korollar 1.3.20. Seien p: Y — X, p’: Y’ — X Uberlagerungen mit Y, Y’ zusam-
menhingend und X lokal wegzusammenhingend. Seien y € Y,y’ € Y’ Punkte
mit p(y) = p’'(y'). Genau dann gibt es einen Uberlagerungsisomorphismus ¢ mit
P(y) =y, wenn:

p(mi(Y, y) = pura(Y', y')).

Beweis. Wir wenden Satz[1.3.19|zweimal an, p und p’ vertauschen dabei die
Rollen. o

Insbesondere sind dann Y und Y’ homdomorph! Wir haben also eben
ein algebraisches Kriterium bewiesen, mit dem wir nicht nur die Nicht-
Homoomorphie, sondern sogar die Homoomorphie zweier topologischer
Raume nachweisen konnen.

Definition 1.3.21. Eine Untergruppe U einer Gruppe G heifst Normalteiler oder
normale Untergruppe, falls gilt:

Vuel VgeG: ¢gluge UL
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Aquivalent dazu sind: Vg € G: ¢7'Ug c Uund auch Vg € G: ¢7'Ug = U.
Die Menge G/U ist dann eine Gruppe.

Satz 1.3.22. Seien p: Y — X eine Uberlagerung, Y zusammenhiingend und X
lokal wegzusammenhingend, y € Y und x = p(y). Ist p.(mu(Y, y)) € mi(X, x) ein
Normalteiler, dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

1 (X, x)/p.(m1(Y, y)) = Deck(Y/X).
Ferner gilt: X = Y/G mit G = Deck(Y/X).
Beweis. Wir wollen eine Operation
X, x) xY =Y, ([a],2) = [a]lz €,

erkldren. Sei dazuz € Y. Wir wihlen einen Weg y von y nach z. Ist [a] € 111(X, x),
also a ein geschlossener Weg, so betrachten wir den Weg a * (p o y) in X.
Pfadliftung liefert einen Weg p

b l
[0,1] ax(poy) x

mit Anfangspunkt p(0) = ¥ und Endpunkt p(1) = w € Y. Wir haben also einen
Punkt w = w(a, y) € Y definiert. Homotopieliftung zeigt, dass w nur von der
Homotopieklasse [@] abhdngt, dass also w = w([a], ). Um die gewtinschte
Operation zu bekommen, bleibt zu zeigen, dass w nicht von der Wahl des
Weges y von y nach z abhéngt.

Ist y’ ein weiterer Weg, dann sind a * (p o y) und a * (p 0 y’) zwei Wege in X und
nach Satz[1.2.14sind die Endpunkte der Liftung gleich genau dann, wenn:

[ax(poy)+(ax(poy)'lepm(Yy).

Dies zeigen wir folgendermafen. Es gilt: [a * (p o y') * (a * (p o y))'] =
[ax(poy)+(poy)™+a”l] = [al+p.ly’+y~']+[a7']. Daaber [y +y~'] € m(Y y),
ist genau dann das konjugierte Element [a] * p.[)’ * y 1] * [a7'] € p.(rt1 (Y, y))
VY[a] und Yy,y’, wenn p.(m1(Y, y)) ein Normalteiler ist.

Insgesamt haben wir somit bewiesen: w(«, ) hdngt nur von [@] und z ab. Dies
gibt uns eine Operation

(X, x) XY =Y, ([a],z) = [a].z := w(a, y).

Ein Element [a] € 711(X, x) operiert nach Definition von p. und von w genau
dann trivial, wenn [a] € p.(r1(Y, v)). Also erhalten wir einen injektiven Grup-
penhomomorphismus der Quotientengruppe G := 11(X, x)/p.(m1(Y, y)) nach
Deck(Y/X):
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G — Deck(Y/X).

Die Abbildung ist surjektiv, da Y wegzusammenhangend ist: Sei namlich
¢ € Deck(Y/X). Das Bild eines Weges von y nach v’ := ¢(y) € p~}(x) ist dann
geschlossen in X und das entsprechende Element erfiillt [a].y = v = ¢(y).
Wie im Beweis zu Satz * folgt nun wegen der Eindeutigkeit der Liftung,
dass dies ¢ schon festlegt!'|

Dies zeigt auch, dass Deck(Y/X) transitiv auf den Fasern p~!(x) operiert. Es
gilt also:
X =~ Y/ Deck(Y/X)

nach Satz[1.3.13 O
Der obige Beweis hat gezeigt:

Korollar 1.3.23. Seien p: Y — X eine Uberlagerung, Y zusammenhiingend und X
lokal wegzusammenhingend, y € Y und x = p(y). Deck(Y/X) operiert transitiv auf
den Fasern p~1(x), x € X genau dann, wenn p.(mt1(Y, y)) C 11(X, x) ein Normalteiler
ist.

Definition 1.3.24. Ein topologischer Raum X heifst einfach zusammenhiingend,
falls er wegzusammenhingend ist und m1(X) = 1 gilt.

Korollar 1.3.25. Seip: Y — X eine Uberlagerung mit Y einfach zusammenhingend
und X lokal wegzusammenhingend. Dann gilt:

11(X, x) = Deck(Y/X).
Beweis. Klar mit Satz[1.3.22} da 71(Y, y) = {e} ein Normalteiler ist. |

Mit Hilfe dieses Resultats konnen wir nun endlich einige Fundamentalgruppen
ohne grofien Aufwand berechnen:

Beispiel 1.3.26. 1. Wie wir schon in Abschnitt auf langliche Weise
gezeigt haben, gilt mit Beispiel

m1(S, 1) = Deck(R/S?) = Z.

Dabei wird eine Klasse [a] auf die Umlaufzahl Uml(a,0) € Z von «
abgebildet.

2. Die Fundamentalgruppe der reellen projektiven Ebene IP% = 5?/{+1} ist:

1 Alternativ hitten wir auch sehen konnen, dass G lokal einfach operiert, da G

vermoge des injektiven Gruppenhomomorphismus isomorph zu einer Untergruppe
von Deck(Y/X) ist. Dann Satz[1.3.11|anwenden.
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n1(IP%, 1) = Deck(S?/P%) = {1} = Z/2Z,

da S? einfach zusammenhéngend ist (dies ist zwar intuitiv einleuchtend,
der Beweis steht allerdings noch aus) und da mit Satz gilt: {+1} =
Deck(S? / (S?/{£1})).

Intuitiv konnen wir uns die Tatsache, dass es bis auf Homotopie genau
einen nicht-konstanten Weg in IP%, gibt, folgendermafen veranschaulichen:
Der Weg « in Abb. der ein geschlossener Weg mit Anfangs— und
Endpunkt P € P2 ist, lasst sich nicht zusammenziehen. Im Gegensatz
zum Einheitskreis ist der Weg a * @, der zwei Mal herumgeht, hier aber
offenbar zusammenziehbar, da a = a~! und somit: a * a ~ &p.

P

Abbildung 1.21. 11(IP%,1) = Z/2Z anschaulich: « ist ein geschlossener Weg mit
Anfangs— und Endpunkt P € P, der sich nicht zusammenziehen lésst.

1.3.4 Universelle Uberlagerung

Definition 1.3.27. Eine Uberlagerung p: XX mit X einfach zusammenhingend
und lokal wegzusammenhingend heif$t universelle Uberlagerung.

Eine Veranschaulichung zu einer universellen Uberlagerung ist auf [vBL06,
Tiir 17] zu sehen.

Aus den schon bewiesenen Existenz- und Eindeutigkeitssiatzen folgt:

Satz 1.3.28 (Universelle Eigenschaft der universellen Uberlagerung). Sei

p: X — X eine universelle Uberlagerung und p’: Z — X eine weitere Uberla-
gerung mit Z zusammenhingend. Dann gibt es nach Wahl eines Basispunktes genau

eine Uberlagerungsabbildung p: X > Z:
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Es gilt: mi(Z,z) = Deck(}~(/Z) und:
Deck(Z/X) = Deck(X/X) / Deck(X/Z).

Beweis. Eine Veranschaulichung dieses Satzes ist auf [vBL06| Tiir 17] zu sehen.
Die Existenz folgt direkt aus da 7'[1(}~(, %) =1, also p*(nl(}?, ¥)) = 1. Die
Eindeutigkeit folgt aus den Eindeutigkeitssatzen. Aus Korollar[I.3.25 folgt
m1(Z,z) = Deck()? /Z). Der Rest folgt aus Korollar O

Definition 1.3.29. Eine Uberlagerung Z — X heifst normal, wenn Z zusammen-
hingend und Deck(Z/X) transitiv auf den Fasern operiert.

Die universelle Eigenschaft der universellen Uberlagerung zeigt:

Korollar 1.3.30 (Universelle Uberlagerung). X habe eine universelle Uberlage-
rungp: X — X.

1. Es gilt, dass diese universelle Uberlagerung nach Wahl eines Basispunktes

% € p~Y(x) eindeutig ist vermige eines eindeutigen Isomorphismus.

2. Es gibt Bijektionen:

Untergruppen von i Uberlagerungen Z — X
Deck(X/X) mit Z zusammenhingend

H N 7 = X/H.

Normale Untergruppen von 1 Normale Uberlagerungen Z — X
Deck(X/X) mit Z zusammenhingend

3. Ahnlich wie in der Galois-Theorie haben wir eine Entsprechung, bei der kleinere
Untergruppen der Fundamentalgruppe grifieren Uberlagerungen des Raumes
entsprechen:

X, X - g/H = YH/yH - SZ/K= YK/yK - X, x
{e} C H C K c G

Eine Untergruppe H von G vom Index [G : H] = d entspricht hierbei einer
Uberlagerung mit Bliitterzahl d.

Sei X zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend. Wann besitzt X
eine universelle Uberlagerung?

Istp: XX die bis auf Isomorphie eindeutige universelle Uberlagerung und
ist N ¢ X eine Uberlagerungsumgebung von x € N C X, dann liftet jeder

geschlossene Weg o in N, also a € QQ(N, x), zu einem geschlossenen Weg & in X.
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Da X einfach zusammenhéngend ist, ist @ aber homotop zu ¢ fiirein ¥ € p~(x).
Also: [a].x = % V% € p~}(N), d.h. [a] liefert die triviale Decktransformation
€ Deck(X/X). Das zeigt: a ~ p(ez) = &, also: [a] = 0 Notwendig fiir die
Existenz einer universellen Uberlagerung ist also die folgende Eigenschaft.

Definition 1.3.31. X sei zusammenhingend und lokal wegzusammenhingend. X
heif$t semilokal einfach zusammenhiingend, wenn zu jedem Punkt x € X und zu
jeder Umgebung U = U(x) des Punktes eine Umgebung N = N(x) C Umitx € N
existiert, so dass jeder geschlossene Weg o in N homotop zu einem konstanten Weg
in X ist.

Wir werden sehen, dass diese Eigenschaft schon hinreichend fiir die Existenz
einer universellen Uberlagerung ist. Zundchst aber zur Abgrenzung dieses
Begriffes von seinem nahen Verwandten, dem lokal einfachen Zusammenhang.

Definition 1.3.32. Ein zusammenhingender und lokal wegzusammenhingender
topologischer Raum X heifit lokal einfach zusammenhdiingend, wenn jeder Punkt
x € X eine offene Umgebung U(x) besitzt, die einfach zusammenhingend ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass es semilokal einfach zusammenhéingende
Raume gibt, die nicht lokal einfach zusammenhé&ngend sind. Dabei wird
auch klar werden, dass in der Definition[1.3.31|die Homotopie von « in der
Umgebung N zum konstanten Weg nicht unbedingt in N verlaufen muss,
sondern nur in X.

Beispiel 1.3.33. Wir betrachten (Abb. links):
1 Iy o_ 1 2
A—U{(x—z) +y—ﬁ}C]R.

A ist offenbar wegzusammenhidngend und lokal wegzusammenhéngend. Der
Punkt (0, 0) € A hat aber keine offene Umgebung N, in der jeder geschlossene
Weg in N homotop zu einem konstanten Weg ist, da jede offene Umgebung
von (0, 0) einen — bzw. sogar unendlich viele — Kreise enthilt. A ist also nicht
semilokal einfach zusammenhéangend.

Der Kegel K c R? iiber A (Abb. rechts) mit Spitze S ist dagegen offenbar
semilokal einfach zusammenhéngend (iiber S kann man die geschlossenen
Wege in Q(K, P) zusammenziehen), aber nicht lokal einfach zusammenhén-
gend. O

2Umgekehrt folgt aus [a] = 0 sofort, dass [a] die triviale Decktransformation
€ Deck(X/X) ergibt.
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A

S K
P

Abbildung 1.22. Ein nicht semilokal einfach zusammenhéingender Raum (A) und
ein semilokal einfacher zusammenhédngender Raum (K), der aber nicht lokal einfach
zusammenhédngend ist.

Satz 1.3.34 (Existenz einer universellen Uberlagerung). Sei X zusammenhiin-
gend und lokal wegzusammenhingend. X besitzt eine universelle Uberlagerung
genau dann, wenn X semilokal einfach zusammenhingend ist.

Beweis. Die Notwendigkeit haben wir bereits eingesehen. Zur Existenz sei
X semilokal einfach zusammenhdngend. X ist wegzusammenhédngend. Sei
x € X fest. Wir definieren:

X = {[y] [y:10,1] - X Weg ,y(0) = x}.

p: X — X ist durch [y] = y(1) definiert. Wir miissen jetzt X eine Topologie
geben, sodassp: X — X eine Uberlagerung und X einfach zusammenhéngend
wird.

Eine Umgebung N C X mit z € N heifle gut, wenn N wegzusammenhéngend
ist und wenn jeder geschlossene Weg in (2(N, z) homotop in X zum konstanten
Weg ¢; ist. Fiir jeden Weg y von x nach z definieren wir eine Umgebung

Npy = {[)/ +a] | @ Weg in N mit a(0) = z} cX.
Dann ist Nj,; — N bijektiv und auflerdem:

1. Ist B ein geschlossener Weg in N mit $(0) = (1) = z, so gilt: N,,; = N[y
2. Jedes N’ ¢ N mit z € N’ C X, offen und wegzusammenhingend, ist
ebenfalls gut und N; . € N|,.
] 7
3. v, seien zwei Weg von x nach z. Dann gilt:
Np1=Npn & v~V

und Np,) NNy = 0, falls [y] # [)’]. Denn: y ~ y" = Nj,; = N, ist klar
nach Def. von Nj,. Sei umgekehrt Nj,; N Nj,,) # 0. Dann gibt es a, f mit:
[yxal=[y' *Bl=y" ~ y+a+p 1. Nun: a+ B ist ein geschlossener Weg in
N und X D N ist semilokal einfach zusammenhéngend, also & * 7! ~ ¢,.
=Y ~yre~y=201=D1
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Die Topologie auf X erkldren wir nun wie folgt: U C X ist offen, falls fiir
jedes [y] € U eine gute Umgebung U in X existiert mit Nj,; C U. Die Menge

{U c X | Uoffen } ist dann in der Tat eine Topologie nach 1. und 2.. Wir

miissen nun zunéchst einsehen, dass damit p: X — X zu einer Uberlagerung
wird. Die Projektion ply;,, : N},; = N wird zu einem Homdomorphismus nach
1. und 2., wobei die Umkehrabbildung w € N auf [y * a] abbildet, wobei a ein
Pfad in N von y(1) nach w ist. Das ist unabhangig von der Wahl von «, da falls
a’ ein weiterer solcher Weg ist und a und o’ in X homotop sind, soist y =«
homotop zu y » a’. Diese Projektion ist stetig, da fiir eine kleinere Umgebung
N’ dieses N’ in N[’V] abgebildet wird. p~}(N) ist eine disjunkte Vereinigung
jener offenen Mengen Ny, fiir die [y] eine Homotopie-Klasse von Pfaden von
x zu einem gegebenen Punkt z € N ist.

X ist wegzusammenhangend: Ist ndmlich [y] € X, also y ein Weg in X mit
7(0) = x, dann liefert y; mit y(t) := y(st) wegen der Eindeutigkeit der Liftung
eine Familie y: [0, 1] — X, y(s) > [ys] mit Anfangspunkt ¥ = [yo] = [e,] und
Endpunkt [y1] = [y]. y ist also ein Pfad in X von % nach [y].

X ist einfach zusammenhéngend: Jeder geschlossene Weg in X, der in ¥ beginnt,
hat die Form y fiir einen eindeutigen Weg y in X. Damit y ein geschlossener
Weg ist, muss der die Klasse des Endpunktes reprasentierende Weg y1 = y
homotop zum konstanten Pfad ¢, sein. Wegen der Liftung der Homotopien
zeigt dies, dass y schon homotop zum konstanten Pfad ¢ ist. X ist also einfach
zusammenhéngend. o

1.4 Der Satz von Seifert — van Kampen

Der Satz von Seifert — van Kampen ist ein sehr niitzliches Hilfsmittel zur
Berechnung von Fundamentalgruppen. Mit seiner Hilfe kann man die Funda-
mentalgruppe eines Raumes berechnen, wenn man die Fundamentalgruppe
gewisser Teilraume kennt. Da der Beweis etwas lang und technisch ist, geben
wir zundchst die préazise Formulierung und Anwendungen des Satzes, bevor
wir ihn anschliefend — allerdings nur unter der Zusatzvoraussetzung, dass
eine universelle Uberlagerung existiert — beweisen.

Satz 1.4.1 (Seifert — van Kampen). Sei X = U U V die Vereinigung von zwei
offenen Teilmengen. U, V und U NV seien wegzusammenhingend, x € UN V. Dann
hat die Fundamentalgruppe 11(X, x) folgende Eigenschaft:
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ﬂl(u x)

\\
S e

711(V X)

(U NV, x)

Fiir jedes Paar hy: my(U, x) = G, hy: 11(V,x) — G von Gruppenhomomorphismen,
50 dass hy o iy = hy o iy existiert genau ein h: 1(X,x) — G, so dass h; = ho jj,
i=1,2.

Wie schon oben bemerkt, werden wir diesen Satz nur unter der zusatzlichen
Voraussetzung der Existenz einer universellen Uberlagerung beweisen. Doch
zunéchst einige Anwendungen dieses Satzes.

1.4.1 Anwendungen

Mit Hilfe des Satzes von Seitert — van Kampen kénnen wir nun endlich
einige der Resultate beweisen, die von Beginn an anschaulich einleuchtend
erschienen. Wir beginnen mit der Fundamentalgruppe der n-Spharen.

Satz 1.4.2. Es gilt:
ni(S", %) = 0 fiirn > 2.

Beweis. Um den Satz von Seifert — van Kampen anwenden zu kénnen,
miissen wir geeignete offene Mengen U und V finden mit 5" = UU V. Wir

setzen (S. Abb.[1.23
uUu=Ss ﬂ{x >——} V=_§ {x <—}
" 2)’ " 2)°

Dann sind U und V homoéomorph zu einem offenen Ball und U NV =
S"1 x [0,1]. Die Menge U N V ist also wegzusammenhéngend, da 1 > 2. Sei
x e UNV.Damn(Ux) =m(V,x) =0, erhalten wir mit Seifert — van Kampen:
111(S",x) = 0. Wenn es namlich ein g € 71(5",x) geben wiirde mit g # e,
dann gabe es zwei verschiedene h: 71(S", x) — m1(S", x), einmal die Identitat
mit h(g) = ¢ und den trivialen Gruppenhomomorphismus mit i(g) = e. In
beiden Fillen ware die Voraussetzung fiir h trivialerweise erfiillt, da U und
V ja einfach zusammehingend sind und daher nur h;([y1]) = h(ji(e)) = e =
ha([y2]) = h(jz2(e)) zu tiberpriifen ist. O

Der gleiche Beweis funktioniert auch allgemeiner:
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O i

Abbildung 1.23. Die Aufteilung der Sphére in zwei Teilmengen X; und X, mit
S$? = X; U X,. Das ganz rechte Bild zeigt deren Schnitt X; N X,.

Korollar 1.4.3. Ist X = UU V mit U, V, U NV wegzusammenhiingend, so gilt: Aus
(U, #) =0, 1 (V, *) = 0 folgt: m1(X, *) = 0.

Die Voraussetzung U, V, U N V zusammenhédngend ist wichtig. Beispielsweise
trifft sie nicht auf den Ring (ein ausgefiillter Torus) zu, wenn er als Verei-
nigung zweier Mengen geschrieben wird, die jeweils zu einer Kreisscheibe
homoéomorph sind.

Definition 1.4.4. Sei A eine Menge, genannt Alphabet. Eine formale Potenz der
Forma,ae A keZ heifst Silbe, eine endliche Folge von Silben a’f ‘e a’,‘[‘ Wort. Die
Folge mit Linge 0 heifst leeres Wort, geschrieben als e oder 1. Mit W(A) bezeichnen
wir die Menge aller Worter iiber A. Mit der Hintereinanderschreibung als Produkt
wird (W(A), -) zu einer Halbgruppe mit neutralem Element 1.

Zu einer Gruppe wird dies, indem wir den Quotienten F(A) := W(A)/ ~ betrach-
ten, wobei hierbei zwei Worter als dquivalent angesehen werden, wenn sie durch
offensichtliche Verkiirzungen ineinander iibergehen, genauer: fiir U,V € W(A),
a €A p,qeZ: UV ~ UV und UabalV ~ UaP*1V. Man kann zeigen, dass F(A)
tatsichlich eine Gruppe ist, die sogenannte freie Gruppe iiber A.

Beispiel 1.4.5. Die freie Gruppe F({a}) tiber einem Buchstaben a ist isomorph
zu den ganzen Zahlen: F({a}) = Z. O

Satz 1.4.6. Die Fundamentalgruppe der oco-Figur ist eine freie Gruppe, erzeugt von
zwei Elementen.

Beweis. Wir schreiben co = U U V mit my(U, *) = m1(V,*) = Z, erzeugt von
a = [y1] bzw. b = [y»], die jeweils einmal um den jeweiligen Kreis laufen.

Einen Gruppenhomomorphismus m1(X,x) — G anzugeben, ist gleichwer-
tig damit, zwei Elemente g;,¢> € G anzugeben: nach dem Satz @ von
Seifert — van Kampen gibt es ndmlich einen eindeutigen Homomorphimus
von 11(X,x) — G, der [y1] auf g1 und [y,] auf g, abbildet, da die beiden
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Abbildung 1.24. Die Fundamentalgruppe der co-Figur.

Homomorphismen 71 (U, *) = G und m1(V,*) — G durch die Bilder von [y1]
bzw. [y,] festgelegt sind. Dadurch ist dann auch das Bild von a™b™ ---b™
festgelegt. Es ist also

mt1(00, ) = {a™b™ ---b™ | Ar . m; € Z,m; # 0, auBSer vielleicht mg, m,}

die freie Gruppe auf zwei Elementen. O

Korollar 1.4.7. Die Fundamentalgruppe der Vereinigung von n Schieifen ist die freie
Gruppe erzeugt von n Elementen g1, ..., gn.

Beispiel 1.4.8. Sei G ein zusammenhéngender Graph.

1. G ist homotop zum Graph G’, wenn dieser durch Zusammenziehen einer
Kante zwischen zwei Ecken entsteht.

2. Wir schreiben: e = Anzahl der Ecken, k = Anzahl der Kanten. Dann gilt:
11(G, *) = freie Gruppe mit k — e + 1 Erzeugern,

da G’, wie oben gesehen, homotop zu einer Vereinigung von k —e + 1
Schleifen ist, wie in Korollar

O

Als amiisante Folgerung aus der Uberlagerungstheorie erhalten wir das nicht-
triviale Resultat, dass eine Untergruppe einer freien Gruppe von endlichem
Index wiederum frei ist:

Satz 1.4.9. Sei G eine freie Gruppe mit n Erzeugern, H C G eine Untergruppe von
endlichem Index [G : H] = d. Dann ist H isomorph zu einer freien Gruppe mit
d-n—d+1 Erzeugern.

Beweis. Sei X ein Graph mit einem Punkt und # Schleifen. Nach dem Satz
iiber die universelle Uberlagerung entspricht der Untergruppe H C G =
711(X, x) eine Uberlagerung Y = X/H — X/G = X mit Blatterzahl [G : H] = d.
Y ist ein zusammenhdngender Graph: die d Punkte tiber jeder Ecke von X
konnen als Ecken von Y genommen werden und, da eine Uberlagerung trivial
ist tiber einem kleinen Intervall, die d Komponenten des Urbilds jeder Ecke
Ecken sind von Y. Also: Y hat d Ecken und #n - d Kanten, d.h. (Y, y) = freie
Gruppe mitn - d —d + 1 Erzeugern. O
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1.4.2 Der Beweis des Satzes

Zum Beweis des Satzes von Seifert — van Kampen werden wir sogenannte
G-Uberlagerungen verwenden. Wir stellen daher zunéchst ein paar grundle-
gende Informationen dazu bereit, bevor wir den eigentlichen Beweis fiihren.

Definition 1.4.10. Y sei ein topologischer Raum, auf dem eine Gruppe G lokal einfach
operiert. Dann nennen wir p: Y — X = Y/G eine G-Uberlagerung. Y braucht nicht
zusammenhingend zu sein.

Beispiel/Definition 1.4.11. Die triviale G-Uberlagerur}_g istp: Y =GXX = X,
wobei G die diskrete Topologie hat. Jede Faser einer G-Uberlagerung lasst sich
also nach Wahl eines Basispunktes y € p~!(x) mit G identifizieren. O

Satz 1.4.12. Ist X einfach zusammenhingend, dann hat X nur die triviale G-
Uberlagerung.

Beweis. Seip: Y — X eine G-Uberlagerung und seien x € X, y € p~!(x). Dann
ist G.y = p~1(x) = G. Da X einfach zusammenhéngend ist, lasst sich

GyeY

b

Xox—X
eindeutig liften. Dies definiert einen Homoomorphismus G x X = Y. O
Allgemeiner gilt:

Satz 1.4.13. Sei X wegzusammenhiingend mit universeller Uberlagerung X. Dann
gibt es eine Bijektion

G-Uberlagerungenp: Y — X

11
Hom(m (X, x), G) < { mit Basispunkt y € p~!(x)

} / Isomorphie .

Beweis (nur Beweisidee; fiir eine ausfiihrlichere Form siehe [[Ful95], S. 193-196). Wie
wir bereits wissen, gilt: Deck(X/X) = m1(X, x). Wir wihlen einen Basispunkt
¥ € X iiber x, so dass obiger Isomorphismus eindeutig definiert ist (vermoge

Wegliftung). Wir betrachten zu einem p € Hom(m;(X, x), G) auf XxG folgende
Operation von 711(X, x):

(X, 0)X(XXG) = XXG, [0].(zxg) = ([6]2)xg-p(lo]™) = ([6].2)xg-p([o])~".
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Hierbei ist [0].z die weiter oben beschriebene Wirkung von 7t1(X, x) auf X (die
([o],z) den Endpunkt des nach Wahl des Basispunktes eindeutig gelifteten
Weges zuordnet) und g - p([0]™!) das Produkt in der Gruppe G. Dies definiert
tatsdchlich eine Linksoperation:

[o]ll(zx 8) = [0~ 7] - (zx Q).
Wir setzen _
= (X x G)/m (X, x).

G operiert auf der zweiten Komponente von links:
h(zxg)zx(h-g).

Insgesamt haben wir also eine Operation von (X, x) X G auf X x G. Deren
Quotient ist: _ _

(XX G)/(m(X,x) X G) = X/m (X, x) = X
Alsoist Y = X ~ Y/G eine G-Uberlagerung.
Sei umgekehrt p: Y — X = Y/G,y + x eine G-Uberlagerung. Pfadliftung
liefert p € Hom(mt1(X, x), G), der fiir jedes [0] € m1(X, x) definiert ist durch:
[o]l.y = p([o]).y € G.y. Wir miissen nun noch zeigen, dass die gegebene G-

Uberlagerung isomorph ist zu der Uberlagerung, die wir von p aus bekomment:
siehe dazu beispielsweise die oben angegebene Literatur. O

Wir werden den Satz von Seifert — van Kampen nur unter der zuséitzlichen
Annahme beweisen, dass U, V, U N V eine universelle Uberlagerung besitzen,
also zusammenhéngend und semilokal einfach zusammenhéngend sind. Dazu
werden wir die obige bijektive Beziehung zwischen G-Uberlagerungen von X
und Homomorphismen von 71;(X, x) nach G benutzen.

Beweis (von Satz 1| (Seifert — van Kampen)). Wir interpretieren 711(X,x) = G
als eine geeignete Uberlagerung

Seien hy, hy gegeben. Wir miissen h konstruieren:

7Z1(U x)

\\
S e

771(V x)

m(UNV,x)

Nach Satz[1.4.13|entsprechen /; und h; jeweils einer G-Uberlagerung Y; — U
bzw. Y, — V mit Basispunkten y; bzw. y,. Eingeschrankt auf U N V erhalten
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wir zwei G-Uberlagerungen von U NV, die wegen der Kommutativitit des
Diagramms isomorph sind. Wir kénnen die G-Uberlagerungen vermoge
des Isomorphismus kanonisch verkleben: Y kann man dabei als Quotienten-
raum der disjunkten Vereinigung von Y; und Y, konstruieren, vermoge der
Aquivalenzrelation, die {iber den Isomorphismus entsprechende Punkte in
hH(U N V) und k' (U N V) identifiziert (siehe auch [Ful95, S. 196-197]). Dies
gibt eine G-Uberlagerung Y — X, die auf die beiden obigen G-Uberlagerungen
einschrankt.

Wieder vermoge des Satzes [1.4.13| entspricht dieser G-Uberlagerung ein
I:Iomomorphismus hvonmi(X, x) — G. Die Tatsache, dass die eingeschrankten
Uberlagerungen auf dem Schnitt tibereinstimmen, sagt gerade: h o j; = Iy,
ho j2 = hy. O
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Homologie

Bevor wir die Homologie einfiihren kénnen, benotigen wir einige algebraische
Grundlagen. Diese werden in den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels
bereitgestellt.

Anschliefiend fithren wir zunéchst eine recht anschauliche Variante der Ho-
mologie, die simpliziale Homologie, ein, bevor wir schlieflich die wesentlich
ausgereiftere Theorie der singulddren Homologie vorstellen. Es wird sich
schliefilich herausstellen, dass beide Zugange im Wesentlichen die gleichen
Ergebnisse liefern.

Mit Hilfe der entwickelten Theorie werden wir dann endlich in der Lage sein,
so naheliegende Sitze wie beispielsweise den {iber die Nichthomdomorphie
offener Teilmengen in R", R™, n # m beweisen zu konnen.

2.1 Kategorien und Funktoren

In den vergangenen Kapiteln haben wir jedem wegzusammenhéangenden
topologischen Raum X eine Gruppe m1(X, x) zugeordnet und jeder stetigen
Abbildung einen Gruppenhomomorphismus. Dies ist ein Beispiel fiir einen
Funktor. Die obige Zuordnung war nattirlich in dem Sinn, dass der Identitat
bei den topologischen Rdumen der identische Homomorphismus der Gruppen
zugeordnet wurde; der Komposition stetiger Abbbildungen entsprach die
Komposition der zugehorigen Homomorphismen.

Diese und dhnliche Zusammenhinge kommen in der Mathematik allgemein
und auch hier in der algebraischen Topologie sehr hdufig vor, so dass dafiir das
sehr allgemeine Konzept von Kategorien und Funktoren eingefiihrt wurde.
In diesem Abschnitt geben wir einen kurzen Uberblick iber die wichtigsten
Begriffe, insbesondere jene, die wir in den folgenden Kapiteln benéttigen
werden. Eine wesentlich ausfiihrlichere Darstellung des Themas geben Biicher
tiber homologische Algebra, beispielsweise [PH97].
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54 2 Homologie
Definition 2.1.1. Eine Kategorie C besteht aus

1. einer Klasse Ob(C) von Objekten,

2. zu je zwei Objekten X, Y € Ob(C) einer Menge von Morphismen Hom(X, Y)
(Schreibweise: f: X — Y fiir f € Hom(X, Y)),

3. zu drei Objekten X, Y, Z € Ob(C) einer Abbildung (der Komposition):

Hom(X, Y) x Hom(Y, Z) - Hom(X, Z), (f,g) = go f

mit folgenden Eigenschaften:

Assoziativitit: Es seien die Objekte X,Y,Z, W € Ob(C) und die Morphismen f €
Hom(X,Y), ¢ € Hom(Y, Z), h € Hom(Z, W) gegeben. Dann gilt:

ho(gof)=(hog)o f.
Identitit: Fiir jedes X € Ob(C) existiert ein Morphismus idx € Hom(X, X), so dass:

VfeHom(X Y): foidy=f, VgeHom(ZX): idxog=g.

Definition 2.1.2. Ein Morphismus f: X — Y heifit Isomorphismus bzw. Aqui-
valenz, falls es ein g: Y — X gibt mit go f = idx und f o g = idy. Existiert ein
solcher Isomorphismus, so heiflen X und Y isomorph.

Beispiele fiir Kategorien sind in der Mathematik allgegenwaértig:

Beispiel/Definition 2.1.3. 1. Die Kategorie S (oder Sets) der Mengen und
Abbildungen. Die Objekte sind die Mengen und fiir je zwei Mengen X
und Y ist Hom(X, Y) die Menge der Abbildungen von X nach Y.

2. Die Kategorie 7O (oder Top) der topologischen Raume und stetigen
Abbildungen.

3. Die Kategorie 7-O%. der topologischen Rdume mit Basispunkt und stetigen
Abbildungen, die Basispunkte auf Basispunkte abbilden.

4. Die Kategorie G (oder Groups) der Gruppen und Gruppenhomomorphis-

men.
5. Die Kategorie Sets, der punktierten Mengen.
6. Ist R ein Ring. Dann ist Mod-R die Kategorie der R-Moduln.

7. Die Kategorie Hot. Ihre Objekte sind Ob(Hot) = top. Rdume, die Morphis-
men
Homp(X,Y) = HomTop(Xr )/ ~,

wobei f ~ g, falls f homotop zu g ist. Dies ist ein Beispiel, bei dem die
Morphismen keine Abbildungen sind.
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8. Die Kategorie AB (oder Ab) der abelschen Gruppen und Gruppenhomo-
morphismen.

O

Definition 2.1.4. Eine Unterkategorie C' C C (freilich ist dies hier kein Teilmen-
genzeichen, weil Kategorien ja keine Mengen sind; wir benutzen aber das bekannte
Zeichen fiir das Analogon bei Kategorien) ist eine Kategorie C’, so dass jedes Objekt
von C’ ein Objekt von C ist und fiir X,Y € C' Home (X, Y) € Home(X, Y) und
die Kompositionen in C’ die Komposition in C ist.

Beispiel 2.1.5. 1. Groups C Sets,, e = *.
2. Top C Sets.
3. Hot ¢ Sets, weil Homotopie von Abbildungen keine Abbildung ist.
O

Definition 2.1.6. Ein kovarianter Funktor (bzw. kontravarianter Funktor)
F: C — O zwischen zwei Kategorien ist eine Vorschrift, die jedem Objekt
X € Ob(C) ein Objekt F(X) € Ob(D) und jedem f € Hom(X,Y) einen Mor-
phismus F(f) € Hom(F(X), F(Y)) (bzw. F(f) € Hom(F(Y), F(X)) ) zuordnet, mit:

1. F(idx) = idgx),

2. F(go f) = F(Q) - F(f) (bzw. F(g o f) = F(f) - F(Q)) fiir alle f € Hom(X,Y) und
g € Hom(Y, Z).

Beispiel 2.1.7. 1. Der kovariante Funktor v von der Kategorie Top in die Ka-
tegorie Sets. v ordnet jedem topologischen Raum X die zugrundeliegende
Menge X zu und jeder stetigen Abbildunge zwischen topologischen Réu-
men die zugehorige Abbildung der zugrundeliegenden Mengen. Dieser
Funktor heifst Vergissfunktor. Ein entsprechender Funktor kann fiir viele
Kategorien definiert werden.

2. Wie eingangs schon erwihnt, ist 711 ein kovarianter Funktor von Top. in
Groups. m; ordnet jedem punktierten Raum (X, x¢) die Fundamentalgruppe
11(X, x0) und jeder stetigen Abbildung f: (X, xo) — (Y, o) die Abbildung
for (X, x0) = m(Y, o), [a] = [f o a] zu:

(X, x0) —— m1(X, x0)

I

(Y, yo) —— m1(Y, yo)

3. Der kontravariante Funktor * von der Kategorie der reellen Vektorraume
und linearen Abbildungen in die gleiche Kategorie ordnet jedem reellen
Vektorraum V den dualen Vektorraum V* und jeder linearen Abbildung
f:V — W die duale Abbildung f*: W* — V" zu.
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56 2 Homologie
4. Sei C eine beliebige Kategorie und X € Ob(C). Dann ist
hx: C — Sets, Y —» Hom(Y, X)
ein kontravarianter Funktor. Fiir f € Hom(Y, Z) ist hx(f) die Abbildung
h(f): hx(Z) = Hom(Z, X) — Hom(Y, X) = hx(Y), g+ go f

die Hintereinanderausfithrung der zwei Morphismen.

2.2 Erinnerung: Abelsche Gruppen

Zwar wollen wir, wie eingangs erwdhnt, grundlegende Kenntnisse iiber
Gruppen voraussetzen. Trotzdem geben wir hier einen kleinen Uberblick iiber
die wichtigsten Begriffe und Fakten, die wir im Folgenden verwenden werden.
Aus Zeitgriinden werden wir hier allerdings nicht alles beweisen kénnen und
verweisen in diesen Féllen auf Literatur: [May89| I11.§1], [Rot].

2.2.1 Freie abelsche Gruppen

Definition 2.2.1. Sei M eine Menge und (Gy)mem eine Familie von abelschen
Gruppen mit G, = Z fiir alle m € M. Die direkte Summe ®,emG,y, heifit die von M
erzeugte freie abelsche Gruppe und wird mit Z. < M > bezeichnet.

Bemerkung 2.2.2. 1. Freie abelsche Gruppen sind im Allgemeinen keine freien
Gruppen, obwohl die freie Gruppe Z. mit einem Erzeuger frei abelsch ist.

2. Z < 0 > ist die Gruppe, die aus genau einem Element besteht: Z. < 0 >= {0} = 0.

3. Die Z < M > zugrunde liegende Menge ist die Menge aller Abbildungen
@: Z — M mit @(m) # 0 fiir hochstens endliche viele m € M. Fiir m € M und
k € Z bezeichnet k - m oder km diejenige Abbildung ¢: M — Z mit p(m) = k
und @(n) = 0 ¥Yn € M\{m}. Jedes Element ¢ € Z < M > lisst sich auf genau
eine Weise schreiben als
Q= Z ky -m

mit ky, # O fiir hochstens endlich viele m € M. Dies ist nicht schwer nachzurech-
nen ([May89, Bem. 111.1.5, S. 105]).

Satz 2.2.3 (Universelle Eigenschaft der freien abelschen Gruppen). Es seien
M eine Menge und g: M — A eine Abbildung von M in eine abelsche Gruppe
A. Dann gibt es genau einen Homomorphismus g.: Z. < M >— A, so dass das
Diagramm
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M————A

kommutativ ist.
Beweis. [May89, Satz II1.1.6, S. 105] O

Definition 2.2.4. Sei A eine abelsche Gruppe und B C A eine Teilmenge. B heifst
linear unabhingig, wenn fiir alle Familien (ny,)yep ganzer Zahlen mit ny # 0 fiir
hochstens endlich viele b € B gilt:

Ezmbzo:nb=0VbeB
beB

B heifit eine Basis von A, wenn es zu jedem a € A genau eine Familie (ny)pep ganzer
Zahlen mit ny, # 0 fiir hochstens endlich viele b € B gibt mit a = },,cg npb.

Eine abelsche Gruppe A heifit freie abelsche Gruppe, wenn sie eine Basis besitzt.

Bemerkung 2.2.5. 1. Ist M eine Menge, so ist Z. < M > eine freie abelsche Gruppe,
und die Menge M ist eine Basis von Z. < M >.

2. Ist A eine freie abelsche Gruppe mit Basis B, so ist A isomorph zu Z. < B >, d.h.:
A=Z<B>.

3. Eine freie abelsche Gruppe lisst sich definieren als eine Gruppe, die isomorph zu
Z. < M > ist fiir eine Menge M.

Satz/Definition 2.2.6. A sei eine freie abelsche Gruppe. Wenn A eine endliche Basis
besitzt, so ist jede Basis von A endlich, und alle Basen besitzen die gleiche Anzahl

von Elementen. Diese Anzahl heifst der Rang von A. Wenn A keine endliche Basis
besitzt, so wird der Rang von A als unendlich definiert.

Beweis. [May89| Satz 1.10, S. 107] O

2.2.2 Exakte Sequenzen abelscher Gruppen
Fiir eine Gruppe G verwenden wir die Begriffe Kern, Bild und Kokern wie
ublich: Kern(a) := {g € G | a(g) = 0}, Bild(a) = {h € H | g € G,a(g) = h},
Kokern(a) = H/ Bild(«).
Definition 2.2.7. 1. Ein Paar von Homomorphismen abelscher Gruppen
¢sche
heifst exakt, wenn Bild(a) = Kern(p) ist.
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2. Eine Folge von Homomorphismen, etwa
-G1258G6.58636:36,536
heifit exakt an der Stelle G,, wenn das Paar
ay—1

ay
Gv—l - Gv - G1/+1

exakt ist. Die Folge heifst eine exakte Sequenz, wenn jedes Paar aufeinanderfol-
gender Homomorphismen exakt ist.

3. Eine exakte Sequenz der Form
0563656 -0
heifit kurze exakte Sequenz.

Die Homologie, die wir spéter definieren, wird die Abweichung von der
Exaktheit solcher Sequenzen messen. Offenbar ist die Abbildungen « in der
Definition der kurzen exakten Sequenz wegen der Exaktheitseigenschaft bei
G’ injektiv und g surjektiv, wegen der Exaktheit bei G”.

Satz/Definition 2.2.8. Fiir eine kurze exakte Sequenz
0-6 5656 -0
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Es gibt einen Homomorphismus ¢: G” — G, so dass  ein Rechtsinverses besitzt,
d.h.: ‘8 op = idcﬂ.

2. Es gibt eine Homomorphismus ¢: G — G, so dass a ein Linksinverses besitzt,
dh:ypoa=idg.

In diesem Fall sagt man, dass die kurze exakte Sequenz spaltet. Dann ist G isomorph
zu G ®G”.

Beweis. Siehe [May89, S. 109]. O

Satz 2.2.9. Wenn in der kurzen exakten Sequenz 0 — G' = G 56 > 0 die
Gruppe G” eine freie abelsche Gruppe ist, dann spaltet die Sequenz.

Beweis. Wir wenden den Satz[2.2.3]iiber die universelle Eigenschaft der freien
abelschen Gruppen an: Sei B eine Basis von G”. Fiir jedes b € B wird ein
Element g, € G gewdhlt mit f(g;) = b. Nach der universellen Eigenschaft gibt
es genau einen Homomorphismus y: G — G mit y(b) = g. Fiir diesen ist
ebenfalls nach dem Satz f o y = idg~. O
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Satz 2.2.10 (Fiinferlemma). Das Diagramm von Homomorphismen abelscher Grup-
pen
a B )4 o

A B C D E
W
g Lo Xy Y op

sei kommutativ und habe exakte Zeilen mit g,k Isomorphismen, f surjektiv und |
injektiv. Dann ist auch h ein Isomorphismus.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

2.2.3 Endlich erzeugte Abelsche Gruppen

Definition 2.2.11. A sei eine abelsche Gruppe und E C A eine Teilmenge. E heifst
Erzeugendensystem von A und A heifit von E erzeugt, wenn jedes Element aus A
eine endliche Summe von Elementen aus E und von Inversen zu Elementen aus E ist.
Wenn A ein endliches Erzeugendensystem besitzt, so heifit A endlich erzeugt.

Beispiel 2.2.12. 1. Jede endliche abelsche Gruppe ist endlich erzeugt.
2. Z ist endlich erzeugt. {1} und {—1} sind Erzeugendensysteme.

3. Jede endliche direkte Summe von endlich erzeugten abelschen Gruppen
ist endlich erzeugt.

O

Wir werden im weiteren Verlauf der Vorlesung sehen, dass viele Homolo-
giegruppen interessanter topologischer Rdume endlich erzeugte abelsche
Gruppen sind. Wir geben daher noch einige weitere Begriffe und Satze, um
deren Struktur ein wenig besser kennenzulernen.

Definition 2.2.13. Sei A eine abelsche Gruppe. a € A heif$t Torsionselement von
A, wenn es eine positive ganze Zahl m € Zq gibt mit ma = 0. Die Menge A; der
Torsionselemente von A ist eine Untergruppe von A und heifit Torsionsuntergruppe
von A. Eine abelsche Gruppe A heifit torsionsfrei, wenn das neutrale Element das
einzige Torsionselement von A ist.

Der Beweis der folgenden Aussage ist trivial:

Proposition 2.2.14. A; ist eine Untergruppe von A und fiir jede abelsche Gruppe A
ist die Faktorgruppe A/A; torsionsfrei.

Nicht trivial sind allerdings die folgenden Sitze (fiir Beweise s. beispielsweise
[May89] S. 111ff]).
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Satz 2.2.15. Ist A eine freie abelsche Gruppe von endlichem Rang und C eine
Untergruppe von A, so ist C eine freie Gruppe von endlichem Rang und rang C <
rang A.

Satz 2.2.16. Ist A eine torsionsfreie, endlich erzeugte abelsche Gruppe, so ist A frei
und A besitzt endlichen Rang.

Definition 2.2.17. Ist A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, so definieren wir
den Rang von A durch rang A := rang(A/Ay):

A=7""8A g A,.

Der Rang abelscher Gruppen verhilt sich dhnlich wie die Dimension von
Vektorrdumen:

Satz 2.2.18. Ist A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und B C A eine Untergruppe,
so sind B und A/B endlich erzeugt und es gilt

rang A = rang B + rang A/B.
Beweis. [May89, Satz 111.1.26, S. 112] O

Zusammen mit dem Klassifikationssatz der endlichen abelschen Gruppen
lasst sich die Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen sehr
griffig formulieren:

Satz 2.2.19 (Klassifikationssatz der endlich erzeugten abelschen Gruppen).
Ist A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, so gilt:

A = 7rngd g Z|Zy ©Z|Zy, & ©Z|Zy,
1 2 n

fiir gewisse Primzahlen p; und natiirliche Zahlen k;. Hierbei ist

A =Z)Z 4 Z)Z. 1y ® - DZ)Z, o
p] pz Pu

die Torsionsgruppe von A. Genauer kann man sogar eindeutig bestimmte natiirliche
Zahlen l; > 1,i=1,2,...,u mit der Eigenschaft I; | li;1,1=1,2,...,u — 1, finden,
so dass

A=2Z]7,872]72,% - ® 2|7,

2.3 Simpliziale Homologie

Wir stellen in diesem Abschnitt das Konzept der Homologie an den sehr an-
schaulichen simplizialen Komplexen vor. Erst im nédchsten Abschnitt wenden
wir uns dann der singuldren Homologie zu, die ein zwar abstrakteres und
schwieriger verstandlicherer Zugang ist, fiir die aber auch wesentlich kom-
fortablere Hilfmittel zur Berechnung existieren. Da beide Homologietheorien
aber im Wesentlichen auf das selbe herauslaufen, nehmen wir uns die Zeit,
zundchst den anschaulicheren Zugang zu besprechen.
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2.3.1 Simpliziale Komplexe
Definition 2.3.1. Die (abgeschlossene!) Menge

A= {00, x) € R |3 > O,le- = 1)

heifit Standard n-Simplex (s. Abb.[2.1).

2
AlclR AzCIR3

Abbildung 2.1. Der 1- und der 2-dimensionale Standardsimplex. Da A3 ein Tetraeder
im R* ist, versuchen wir hierfiir keine Illustration.

Fiir jede Teilmenge I C {0, ..., n},|I| = m + 1, haben wir ein m-Simplex
A=Ay 0 {(xo, ..., xn) €R" | x, =0, fallsv ¢ I}.
Esgilt: Ay, = Ap, I = {ig < - -+ < i)y} vermoge des Homdomorphismus (Yo, - .., Ym) =
{(xo, .., xn) [ i, := ok
Der Rand des Standard n-Simplexes besteht aus (n + 1) abgeschlossenen (n — 1)-

Simplizes:
A, =AOU...UA,7,

.....

alle Ecken aufler der i-ten von A, aufgespannt wird (Abb.[2.2).

Definition 2.3.2. Ein endlicher abstrakter simplizialer Komplex mit N + 1 Ecken
ist eine Teilmenge K der Potenzmenge P({0,...,N}) = 200NV o {0, ..., N}, so
dass mit I € K fiir jede Teilmenge | C I auch | € K gilt.

Der zugrundeliegende topologische Raum von K ist

|K| = UA] C Ang1-
IeK

Die A; mit I € K nennt man die Simplizes von K. |K| ist eine abgeschlossene (und
daher kompakte) Teilmenge von An.1.

Die 0- bzw. 1-Simplizes von K heiffen Ecken bzw. Kanten von K.
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Abbildung 2.2. Der Rand des Standard-Simplexes besteht aus (1 + 1) abgeschlossenen
(n — 1)-Simplizes, die ihrerseits von allen aufier einer Ecke aufgespannt werden. Das
Bild zeigt Ay, den von den Ecken 1,2, ..., n aufgespannten Teilkomplex von 4,, n = 3.

Beispiel 2.3.3. Eine Menge, die keinen simplizialen Komplex bildet, ist in
Abbildung[2.3| zu sehen. Die dort gezeigte Menge von Simplizes besteht aus
zwei (!) der Ecken, allen drei sichtbaren Kanten und der Dreiecksflache. Um
ein simplizialer Komplex zu sein, miisste auch die dritte Ecke im Komplex
enthalten sein. O

Abbildung 2.3. Ein Beispiel, das keinen simplizialen Komplex bildet.

Definition 2.3.4. Eine Triangulierung eines kompakten topologischen Raumes X
ist ein abstrakter endlicher simplizialer Komplex K zusammen mit einem Homdoomor-
phismus

@: K> X

Beispiel 2.3.5. 1. K=%P({0,...,n)\{{0,...,n}} — das Standard-Simplex ohne
Inneres — ist homdomorph zu $"~! vermége der Projektion vom Zentrum
zZ=-L@11,...,1.

2. Triangulierungen eines Mobiusbandes (Abb. siehe dazu auch Beispiel
[1.3.8]3). Man kann zeigen, dass es keine Triangulierung des Mobiusbandes
mit weniger als 5 Ecken gibt. Die rechte Abbildung zeigt eine solche. Mit

der dortigen Nummerierung sind die dabei verwendeten Dreiecke die
folgenden: 123, 124, 135, 245, 345.

3. Eine ausfiihrliche Erlduterung, wie man auf eine Triangulierung des P%
mit Hilfe der 5-punktigen Triangulierung des Mobiusbandes erhilt, steht
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~

Abbildung 2.4. Der Standard-2-Simplex ist homdomorph zur S? vermoge der Projekti-
on vom Zentrum Z.

y 2\

Abbildung 2.5. Zwei Triangulierungen des Mobiusbandes; eine mit 8 Ecken, die andere
mit nur 5 Ecken.

in [SZ88, 3.1.22]. Diese Konstruktion benutzt die Tatsache, dass man das
Mobiusband in der reellen projektiven Ebene wiederfinden kann (siehe
Beispiel 3).

4. Eine Triangulierung des IP?(R) mit Hilfe einer des Mobiusbandes mit 6

Punkten ist ebenfalls moglich. Problem:
Diese Triangulierung

= vorfiihren! Siehe

S .. . handschriftlich
Definition 2.3.6. Sei K ein simplizialer Komplex. Wir setzen Co(K) := Co(K, Z) := 0 Aan 5 }fl tene
uszeichnungen.

und Cy(K) := C,(K, Z), wobei
Cy(K, Z) := freie abelsche Gruppe erzeugt von Ar, 1€ Kmit|I| =p + 1.
Die Abbildung (siehe Abb.
dp: C(K, Z) — C,1(K, Z)
ist die Z-lineare Abbildung, die auf den Erzeugern durch

p

A=Y (1) Angy

v=0

definiert ist, dy = 0.
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iy
Aniy)

Abbildung 2.6. Zur Definition der Randabbildung d, auf den Erzeugern A;.

2.3.2 Simpliziale Homologie

Die folgende Eigenschaft von d, ist ganz wesentlich fiir alle anschlieSfenden
Konstruktionen, obwohl ihr Beweis nur eine banale Rechnung ist.

Lemma 2.3.7. Es gilt:
&p_l o &p =0.

Beweis. Es gilt:

v=0
n v—-1 n—1
=Y 0D A g + YDAy o )
v=0 u=0 u=v
= O,
da A,..n)\(ij) zWeimal vorkommt, aber mit verschiedenen Vorzeichen. O

Definition 2.3.8. Wir setzen:

Z,(K) := Kernd,, B,(K) := Bild d.1.
Ein Element von Z,(K) heifit p-Zykel, eines von B,(K) p-Rand. Da d,_1 0 d, =0
ist, gilt By(K) C Z,(K), so dass wir den Quotienten

Zy(K)
H,(K) = H)(K, Z) := DY

bilden kinnen, weil alle involvierten Gruppen abelsch sind. H,(K) heifst die p-te
(reduzierte) Homologiegruppe von K mit Koeffizienten in Z.

Die Homologiegruppen H,(K) messen also, an welchen Stellen die Sequenz
an*l

O 2 J 12
0—>Cn—’>Cn_1—>---—2>C1—1>C0—°>0

nicht exakt ist.
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Satz/Definition 2.3.9. Ist X cin triangulierbarer topologischer Raum, d.h. es
gibt einen simplizialen Komplex K mit |[K| = X, dann gilt:

Hp (K/ Z) = HP(L/ Z)
fiir jeden weiteren simplizialen Komplex L mit |K| =~ X = |L|.

Beweis. Erst spater (Satz[2.6.1), ohne weitere Methoden zu schwierig. O

Damit konnen wir von Hy(|K|, Z) sprechen, da diese Gruppe ja nicht von
der gewdhlten Triangulierung abhangt. Wir erhalten also eine Definition von
Homologiegruppen fiir triangulierbare Raume:

Bemerkung/Definition 2.3.10. H,(|K|, Z) ist eine endlich erzeugte abelsche Grup-

pe.
b, :=rang H,([K|,Z) (= dimgH,(K,Z)® Q)

heif$t p-te Bettizahl von |K]|.
N
e=) (-1)b,
p=0

heift die Eulerzahl von |K|.

Korollar 2.3.11. Die Eulerzahl von |K|,

7

N N N
e(K) = Y (=17, 2 Y (-17 rang C(K, Z) = Y (<1y - [l <K |}l = p +1)
p=0

p=0 p=0
ist unabhingig von der Triangulierung:

e(IL) = e(K1), falls |K| = |L|.

Beweis. Die Unabhingigkeit von der Triangulierung folgt aus dem obigen
Satz Fiir die Gleichung (+) bemerken wir zunichst, dass es eine kurze
exakte Sequenz

i 9,
0 — Kernd, €5 C,(K,Z) 5 Bild 9, — 0
gibt, da dann offenbar die Stelle C, exakt ist. Dies zeigt:
rang By,_1(K) + rang Z,,(K) = rang C,(K, Z).
Auflerdem gilt nach Definition der Homologiegruppen:

rang H,(K) + rang B,(K) = rang Z,(K).
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Mit diesen beiden Gleichungen folgt nun:

n

Z(—l)p rang C,(K, Z) = Z(—l)” (rang Bp-1(K) + rang Z,,(K))
p=0 p=0

= Z(—l)” (rang By-1(K) + rang H,(K) + rang B,,(K))
p=0

= Z(—l)” rang H,(K) = e(|K]).
p=0

O

Dieses Korollar liefert eine recht einfache Moglichkeit, die Eulerzahl fiir einen
gegebene triangulierten Raum auszurechnen. Wir betrachten dies am Beispiel
der Zwei-Sphire:

Beispiel 2.3.12. Wir betrachten zwei Triangulierungen der 52 c R3: diejenige,
die durch einen regelméfsigen Tetraeder gegeben wird und jene, die durch den
Wiirfel gegeben wird, bei der jede Seitenfldche in zwei Dreiecke geteilt wird.
Wir berechnen die Eulerzahl iiber die Rénge der freien abelschen Gruppe C,,
d.h. tiber die Anzahl c; der Erzeuger in den einzelnen Dimensionen:

Fiir den Wiirfel gilt: c9 =8,¢c1 =34+ 6=18,c, =6-2 =12, also
e(Wiirfel) = ¢y —c1 +c; =8-18+ 12 =2.
Fiir den Tetraeder ergibt sich:

e(Tetraeder) =cp—c1 +c =4—-6-4=2.

Wie erwartet erhalten wir also fiir beide Triangulierungen das gleiche Ergebnis.
Die Eulerzahl der Sphire ist e(S?) = 2. ]

Die Berechnungen des Beispiels zeigen mit Korollar(2.3.11

Satz 2.3.13 (Eulerschen Polyedersatz). Fiir jede Triangulierung der 2-Sphiire gilt:
e—k+d=2(=eS?),

wobei e die Anzahl der Ecken, k die Anzahl der Kanten und d die Anzahl der Dreiecke
der Triangulierung ist.
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2.3.3 Komplexe

Die vorige Konstruktion folgt einem allgemeinen Konzept, mit Hilfe dessen
sich Homologiegruppen allgemein definieren lassen.

Definition 2.3.14. Ein Komplex abelscher Gruppen (bzw. R-Vektorriumen, R—
Moduln)
Cot v+ > Cp— Cpog > -+

ist eine Folge von abelschen Gruppen (bzw. IR-Vektorriaumen, R-Moduln) zusammen
mit Differentialen

8,,: Cp — Cpfl, mit 8,,,1 o 8,, =0.

Ein Morphismus f.: C. — D. zwischen zwei Komplexen ist eine Familie von
Morphismen f,: C, — D,, so dass das Diagramm

Cps1 o Cpot —> -+
lfl’*l \pr lfpl
Dyt D, Dpy —> -+

kommutiert fiir jedes p.
Dies erklirt die Kategorie Comp der Komplexe.

Ist C. nun ein Komplex, so setzen wir:
Z,(C.) :=Kernd,, B,(C.):=Bild dp1.

Da 9,1 o d, = 0 ist, gilt wie schon im obigen Beispiel der simplizialen Homologie
B,(C.) € Z,(C.), so dass wir den Quotienten

Z,(C.)
B,(C.)

Hy(C.) :=

bilden konnen, weil alle involvierten Gruppen abelsch sind. Hy(C.) heifit p-te Homo-
logiegruppe von C..

Definition 2.3.15. Eine Sequenz von Homomorphismen von Komplexen heifit exakt,
wenn fiir jedes p die zugehorige Sequenz von Homomorphismen zwischen abelschen
Gruppen exakt ist.

Eine exakte Sequenz von Homomorphismen von Komplexen der Form
0K SKL K -0

heifSt entsprechend kurze exakte Sequenz von Komplexen. O ist hierbei der Kom-
plexe, der nur aus trivialen Gruppen besteht.
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Satz/Definition 2.3.16 (lange Homologiesequenz von Komplexen). Jede kur-
ze exakte Sequenz von Komplexen induziert eine lange exakte Homologieequenz:

f &
e 5 HP(C/) _— Hp(c) I HP(CN) 1

<—9> Hy 1 (C') ——> -

Beweis. Diagrammjagd; siehe auch [May89, Satz II1.3.8].

0 G Cpt Gl 0
0 G Cp 4 0
0 G Cp G 0
0 G Cp2 Ca 0

2.4 Singulire Homologie

Wir werden nun die schon angesprochene Theorie der singuldren Homologie
einfithren, mit Hilfe derer wir viele Homologiegruppen ausrechnen kénnen
werden. In diesem Kapitel gehen wir zunichst dhnlich vor wie das Buch
[Hat02].

Definition 2.4.1. Sei X ein topologischer Raum. Ein singuldres n-Simplex ist eine

stetige Abbildun
0.4, - X,

wobei A, wie iiblich das Standard n-Simplex bezeichnet. Wir setzen:
Cy(X) := freie abelsche Gruppe erzeugt von allen n-Simplizes o: A, — X.

Den Rand eines Simplexes ¢ definieren wir als

!Der Bezeichnung singulir erinnert daran, dass keine besonderen Anforderungen
an diese Abbildung gestellt werden.
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do = Zn‘(—l)i (a o sf’),
i=0

wobei el die Abbildung

n.,
gi . Al’l—l c_>An/ eO/"'/eVl—l — eO/"-/ei—llei+1/'-'/en

ist. Wir setzen d zu einer Z-linearen Abbildung
d: Cu(X) = Cha(X)

fort. Dann gilt:
d00d: C,(X) > Cro(X), dod=0,

was genauso wie bei der simplizialen Homologie gezeigt werden kann. Die Elemente
von C,(X) nennen wir n-Ketten, die von

Z4(X) = Ker(9: Cp(X) = Cy1(X))

n-Zykel und
Bu(X) :=Im(9: Cyi1 = Cu(X))

n-Rénder. Schlieflich heifst
Hy(X) := Zu(X)/Bu(X)

die n-te singulire Homologiegruppe von X. Der Komplex (C.(X),d) heifit der
singulire Kettenkomplex.

Bemerkung/Definition 2.4.2. Ist f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen
topologischen Riumen, dann induziert ¢ — f o ¢ durch Z-lineare Fortsetzung eine

Abbildung
fi: C(X) = C.(Y)

zwischen Komplexen. Es gilt ferner:

f.(do) = ( 005)]
:Z 1) foaog)

i=0
= d(f o 0) = d(f.0).
Dies zeigt, dass f einen Gruppenhomomorphismus
Hu(f): Hu(X) = Hu(Y)

induziert, da Rinder wieder auf Rinder abgebildet werden.
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Bemerkung 2.4.3. 1. Wir haben Funktoren:

Top 5 Comp % Ab.

Im Gegensatz zu der Konstruktion mit Triangulieren ist hier alles funktoriell.
Der Nachteil ist hier aber, dass alleine mit der Definition nicht klar ist, wie man
die Homologiegruppen niher bestimmen kann.

2. Einen n-Zykel stellt man sich oft als (Summe von) triangulierten n-dimensionalen
kompakten Untermannigfaltigkeiten von X ohne Rand vor. Einen n-Rand kann
man sich als Rand einer (n + 1)-dimensionalen kompakten Untermannigfaltigkeit
von X mit Rand vorstellen

3. Methoden zur Bestimmung der H,(X) werden wir erst nach und nach kennen-
lernen. Man kann zeigen, dass die nachfolgenden Siitze die Homologiegruppen
(in einer grofien Klasse von topologischen Riaumen) eindeutig bestimmen. Sie
bekommen daher auch das Attribut Axiom.

Satz 2.4.4 (Dimensionsaxiom). Sei X = {+} ein einpunktiger topologischer Raum.
Dann gilt:
Ho({+}) = Z, Hi({+}) = 0, fiiri > 0.

Beweis. Da X = {+} nur aus einem Punkt besteht, gibt es nur eine Abbildung
o: A, > {*.

Also:
Ca({+}) = Z.

Das Differential d,,: C,({*}) = C,_1({#}) ist:

P on-1, n=0 mod 2,
"o, n=1 mod 2,

da wirin 6,(7) = YlLo(=1)/(to ¢!) eine gerade bzw. ungerade Anzahl von (iden-

tischen) Summanden o,-;: 4,-1 = X haben. Vermoge des Isomorphismus
Cu({#}) = Z haben wir also d,, = 1 fiir n gerade und d,, = 0 fiir n ungerade.

Somit ist C.({*}) der Komplex

i =725 =z2%c=z5c=2%Sc=z2z%0
Es folgt: Hy({#}) = Z und H;({+}) =0, Vi > 0. 0O
In der Einleitung (Satz[0.3.4) haben wir 119(X) als die Anzahl der Wegzusam-

menhangskomponenten definiert. Es ldsst sich nicht schwer zeigen, dass dies
gerade der Rang der 0-ten Homologiegruppe ist:
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Satz 2.4.5 (Die 0-te Homologie).

1. Entsprechend der Zerlequng eines topologischen Raumes X in Wegzusammen-
hangskomponenten X, gibt es einen Isomorphismus

Hy(X) = ©.Hy(Xa)-

2. Falls X nicht leer und wegzusammenhingend ist, so gilt: Hy(X) = Z. Also:
Ho(X) ist eine direkte Summe von Zs, eine fiir jede Komponente Hy(X) = ZX,
Also: by(X) = 1o(X) ist die Anzahl der Zusammenhangskomponenten.

Beweis. 1. Ein singulédres n-Simplex hat immer ein wegzusammenhéingendes
Bild. Daher spaltet sich C,(X) als direkte Summe von Untergruppen
Cy(X,). Die Abbildung d, erhalt diese Aufspaltung und bildet C,(X,) in
Cyn-1(X,) ab. Die Behauptung folgt.

2. Es gilt Hy(X) = Co(X)/Bild dy, da dy = 0. Wir definieren ¢: Co(X) — Z
durch €(}; nio;) = }; n;. Offenbar ist € surjektiv. Man kann zeigen, dass, da

X wegzusammenhangend ist, Kern ¢ = Bild d; gilt. Siehe beispielsweise
[Hat02| Prop. 2.7].

O

Das erste wichtige Resultat, das wir tiber singuldre Homologie beweisen, sagt,
dass homotopiedquivalente Riume isomorphe Homologiegruppen besitzen.
Wie in definiert heiflen f,g: X — Y homotop, wenn es eine stetige
Abbildung H: X x [0,1] — Y gibt mit H(x, 0) = f(x), H(x,1) = g(x) Vx € X:

Satz 2.4.6 (Homotopieaxiom). Sei f,g: X — Y eine stetige Abbildung zwischen
topologischen Riumen. Sind f und g homotop (f = g), dann stimmen die induzierten
Abbildungen auf der Homologie iiberein:

Hn(f) = Hn(g): H,(X) — Hy(Y) Vn.

Beweis. Die Idee ist die Prismenkonstruktion (s. auch [Hat02} S. 111 ff]): Fiir
ein 0: 4, — X erhalten wir vermoge der Komposition mit f bzw. g eine
Abbildung:

Fo(oxid): A, x[0,1] - Y.

Wir zerlegen das Prisma 4, x [0, 1] in (1 + 1) verschiedene (1 + 1)-Simplizes
mit den Ecken (s. Abb.[2.7):

[QO/bO/"'/bl’l]/"‘/[aO/"'/ai/bil"'/bn]/'"/[a()/'”/an/bn]‘

Mit [po,...,px]: Ak = Z,Z C RY, eine konvexe Teilmenge, bezeichnen wir die
affine Abbildung mit e; - p;.
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Abbildung 2.7. Die Prismenkonstruktion zum Beweis des Homotopieaxioms.

Wir definieren:

Bo) = Z(—l)" (Fo (o xid)) o [ao,...,a,bi, ..., bal.

i=0

Ap1—Y € Cyya(Y)

Dies ist eine sinnvolle Definition wegen der Aufteilung des Prismas. Der Rand
dB(o) ist hierbei das Bild des Randes des Prismas.

Durch Z-lineare Fortsetzung erhalten wir
ﬁ: Cn(X) - Cn+1(Y)
und damit:

T Cu(X) T Gy (X)

s et

v G (Y) ——= Cu(Y) —— Cpa(Y) —— -

Man kann nachrechnen (wiederum dhnlich dem Beweis fiir d o d = 0 weiter
oben), dass gilt:

dof+pod=g - f: Cu(X) = Cu(Y),
wobei f., g.: C.(X) — C.(Y) wie oben definiertdie von f, g: X — Yinduzierten
Abbildungen auf den Komplexen sind.

Wir miissen noch einsehen, dass damit auch schon die Abbildungen auf der
Homologie gleich sind: Ist z € Z,(X) = Kern(d: C,(X) — C,-1(X)) ein Zykel,
dann gilt wegen der Bemerkung £.(9z) = I(f.z) und g.(9z) = J(g.z) und

daher mit der Identitidt von oben:
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8:(2) — fu(2) = I(B(2)) + B( I(2) ) = I(B(2)).
—_——

=0

Die letzte Gleichung gilt, da z ein Zykel ist. Also ist g.(z) — f.(z) ein Rand, so
dass g.(z) und f.(z) die gleiche Homologieklasse definieren und daher sind f.
und g. auf der Homologie die gleichen Abbildungen. O

Wir fassen das, was wir am Ende des obigen Beweises gesehen haben, noch
einmal mit einem eigenen Begriff zusammen:

Definition 2.4.7. Seien f., g.: (C.,d) — (D-,d) zwei Morphismen zwischen Kom-
plexen. Eine Homotopie zwischen f. und g. ist eine Familie B+ von f,: C, — Dpyq
mit:

Ip+1 0 Bp + Pp-1°0p = g — fp-
fo und g. heif$en dann homotop.

Korollar 2.4.8. Homotope Morphismen zwischen Komplexen induzieren die gleiche
Abbildung auf den Homologiegruppen.

Sehr leicht lassen sich nun beispielsweise die Homologiegruppen sternférmi- — 9. Vorlesung:
ger oder zusammenziehbarer Rdume berechnen: 9. Juni 10 —

Korollar/Definition 2.4.9. Ist X C R" sternformig (d.h. es existiert ein Punkt
p € X, so dass die Strecke von q € X nach p in X enthalten ist), dann gilt:

Z, n=20
moo={5 n20

Beweis. Sei xg € X der Punkt bzgl. dessen X sternformig ist. Dann sind idx
und die Konstante Abbildung X W xp € X homotop vermoge

F: Xx[0,1] » X, F(x,t):=x+ t(xg — x).

Die Behauptung folgt. O

2.5 Das Ausschneidungsaxiom

Definition 2.5.1. Sei X ein topologischer Raum, A C X eine Teilmenge. (X, A) heifit

dann ein Raumpaar. Dann ist C.(A) < C.(X) ein Unterkomplex. Wir definieren
C.(X,A) := C.(X)/C-(A)

mit induziertem Differential. Die Homologie eines Raumpaares (X, A) (auch
relative Homologie von X modulo A genannt) ist:

H, (X, A) := H,(C-(X, A)).
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Satz/Definition 2.5.2 (Lange Homologiesequenz, Exaktheitsaxiom). Zu ei-
nem Raumpaar A C X existiert eine lange exakte Homologiesequenz

-+ = Hy(A) » Hy(X) > Ho(X, A) > Hyp-1(A) — -+ .
Fiir eine stetige Abbildung f: (X,A) — (Y,B) zwischen Raumpaaren, d.h.
f: X — Y stetig, f(A) C B, ist die Randabbildung mit H.(f) vertriglich, d.h.

das Diagramm

—H,(X) —H,(X,A) ——H,,-1(A) ——

o

— H,(Y) —H,(Y\,B) —— H,_1(B) ——
ist kommutativ.
Beweis. Klar nach Konstruktion der Abbildungen, Diagrammjagd. O
Bemerkung/Definition 2.5.3. 1. Ein typisches Element von H,(X, A) wird re-
prisentiert durch eine triangulierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M
mit Rand, deren Rand oM in A liegt. Die Randabbildung bildet [M] — [OM]
ab (s. Abb.[2.8).

[M] € H(X, A)
@2

Abbildung 2.8. Die Randabbildung.

OM € Hi(A)

2. Hy(X) = Hu(X,0), da sich fiir A = 0 in der langen exakten Sequenz ergibt
H,(A) = H,_1(A) = 0 und daher 0 — H,(X) - H,(X,A) — 0 exakt ist.

Satz 2.5.4 (Ausschneidungsaxiom). Sei (X, A) ein Raumpaar, U C X eine Teil-

menge, deren Abschluss im Inneren von A liegt: U C A. Dann gilt:
Hy(X, A) = Hy(X\U, A\U)

vermdge der Inklusion.

Bevor wir diesen Satz beweisen, geben wir zunichst eine Umformulierung
und dann einige Anwendungen.
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Abbildung 2.9. Die Situation beim Ausschneidungsaxiom.

Satz 2.5.5 (Ausschneidungsaxiom, zweite Formulierung). Seien X;, X, C X

und X = X1 U Xp. Dann induziert j: (X1, X1 N Xz) <—=(X, Xy) einen Isomorphismus

Ha (X1, X1 N X2) = Hy(X, X2).

XiNX;

X 1 XZ

Abbildung 2.10. Die Situation bei der zweiten Formulierung des Ausschneidungs-
axioms.

o

Beweis. Wir setzen: A = X;, U = X\Xj. Dann gilt: u = X\X; € X, = A.
Ferner ist: A\U = X; N X,, X\U = X;. Damit ist die Aquivalenz der beiden
Formulierungen des Ausschneidungsaxioms offensichtlich. O

2.5.1 Anwendungen des Ausschneidungsaxioms

Die zweite Version des Ausschneidungsaxioms ist dquivalent zur ersten. Eine
wichtige Anwendung dieser Sétze ist die Existenz der sogenannten Mayer-
Vietoris-Sequenz, mit Hilfe derer wir viele Homologiegruppen ausrechnen
konnen, analog zum Satz von Seifert — van Kampen fiir die Fundamentalgrup-
pen. Dafiir benotigen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.5.6. Gegeben sei ein Diagramm

An - Bn Cn An—l e
ifn \Lgﬂ E\Lhn \Lfnl
A;,l In B:/l L, C;l A:Z_l Jn—1
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mit exakten Zeilen, bei dem h, ein Isomorphismus ist. Dann gibt es eine exakte
Sequenz

DA, (lu)[”)Bn@A; ;B; B>An—1 — e,
wobei D definiert ist durch my o h,;* o I, und die Abbildung —: B, ® A}, — B, durch
(b,a) = &u(b) = ju(@).

Beweis. Diagrammjagd. O

Damit kénnen wir ein Analogon zum Satz von Seifert — van Kampen fiir die
Homologiegruppen zeigen:

Satz 2.5.7 (Mayer-Vietoris-Sequenz). Seien Xq, X, € X mit X = X3 U Xy. Dann
gibt es eine lange exakte Sequenz:

(f10/024) Jre=joe

D
o Hy(XiNXp) = Hy(Xh) @ Hy(X2) = Hy(X) > Hyii (X1 N Xp) — -

Beweis. Wir mochten das Lemma auf die beiden langen exakten Homologie-
sequenzen

-+ — Hy(A) » Hy(X) » Hy(X,A) - H,—1(A) - ---
zu den Paaren
(X1 N X5, 0)—— (X1,0) — (X1, X1 N X3)

I

(Xr XZ)

(X2, 0)—— (X, 0)
anwenden:

< Hy(Xh N Xp) — Hy(Xy) — Hu(X, X1 N Xp) — Hi(Xi N Xp) -

lHn(i) lHn(]) lhn iHn—l (1)

o Hy(Xp) ——Hy(X) ———— H, (X, Xp) ————— = H,a(X) - -+

Die zweite Version des Ausschneidungsaxioms (Satz [2.5.5) zeigt, dass die
h, Isomorphismen sind. Das Lemma liefert dann die Existenz der exakten
Sequenz. O

Einen ausfiihrlichen Schritt-fiir-Schritt-Beweis fiir die Existenz der Mayer-
Vietoris-Sequenz liefert Fulton [Ful95) S. 140£f]. Mit dem Satz konnen wir nun
die Homologiegruppen der n-Sphéren berechnen:
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Satz 2.5.8 (Homologie der n-Sphire). Sei S", n > 1, die n-Sphire. Dann gilt:

|z, p = 0odern,
Hy(S") = {0, sonst.

Beweis. Die Aussage iiber Hy(S") kennen wir bereits (Satz[2.4.5).

Wir betrachten nun, wie bei der Berechnung der Fundamentalgruppe der
Sphéren in Satz die Mengen X; = §" N {x, > =3}, Xo = " N {x, < 3} (s.
Abb.[2.11). Dann: X; N X, = $"~! homotop und X; = X, = D".

@ 0O

Abbildung 2.11. Die Aufteilung der Sphére in zwei offene Teilmengen X; und X, mit

§* = )El U )Ez zur Berechnung der Homologiegruppen der Sphére. Das ganz rechte Bild
zeigt deren Schnitt X; N X,.

Die Mayer-Vietoris-Sequenz liefert fiir p > 2:
Hy(X1) ® Hy(X2) = 0 = Hy(S") > Hp1(8"™") = 0 = Hy1(X1) © Hy-1(Xa),

also:
Hy(S") = Hy1(S™).

Per Induktion folgt also die Behauptung; wir miissen nur noch den Fall p = 1
klaren. H(S") = 0 fiir n > 2 folgt mit der exakten Sequenz:

e > Hl(Xl) @Hl(Xz) - Hl(X) - Ho(Xl N Xz) - H()(Xl) @H()(Xz) — 0.
~— ————
=0 =7 7e7Z

O

Einiges aus diesem Beweis kann man auch ein wenig allgemeiner formulieren.
Dazu fithren wir zunichst einen Begriff ein:

Definition 2.5.9. Gilt H,(X) = 0 Vp # 0, so heifit X azyklisch.
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Bemerkung 2.5.10. 1. Ist X; N X, azyklisch, so folgt mit der Mayer-Vietoris-
Sequenz (Satz[2.5.7) unmittelbar: Hy(X) = H,(X1) ® Hy(Xa) fiir p # 0.

2. Ebenso gilt: Sind Xy und X azyklisch, so ist Hy(X) — Hp1(X1 N X3) ein
Isomorphismus fiir p > 2.

Eine interessante Anwendung der vorigen Sitze ist der folgende Fixpunktsatz,
fiir dessen Formulierung algebraische Topologie gar nicht verwendet wird:

Korollar/Definition 2.5.11 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei f: D" — D" ei-
ne stetige Abbildung des Einheitsballes D" auf sich. Dann hat f einen Fixpunkt, d.h.
dx € D" mit f(x) = x.

Beweis. Angenommen f habe keinen Fixpunkt. Dann ist fiir jedes x € D" die
Halbgerade von f(x) nach x definiert. Diese schneidet $"~! in genau einem
Punkt. Dies liefert eine stetige Abbildung r: D" — 5"1 dje alle Punkte auf
5" festlasst.

Dann ist aber (x) = r(tx) eine Homotopie h;: $"~! — S"~! mit hy = const und
hy = idgw-1. Die (n — 1)-Sphére ist aber nicht zusammenziehbar wegen des
Satzes[2.5.§|iiber die Homologie der Sphéren. ]

Endlich kénnen wir einen Satz beweisen, dessen Infragestellung uns vielleicht
gar nicht in den Sinn gekommen wiére:

Korollar 2.5.12 (Invarianz der Dimension). Aus m # n folgt R" # R".

Beweis. Andernfalls wire R"™\{0} ~ R"\{0} und also $"! = §"71, was nicht
der Fall ist wegen O

Allgemeiner gilt:

Satz 2.5.13 (Nichthom6omorphie offener Teilmengen in R", R", n # m).
Zwei nichtleere offene Teilmengen U C R" und V C R”" sind fiir n # m nicht
homdomorph.

Beweis. Wir zeigen den Satz nur fiir n > 2, da n < 1 recht einfach separat zu
betrachten ist. Angenommen, es existiere ein Homdomorphismus ¢: U — V.
Fiir ein x € U bezeichnen wir y = ¢(x).

Dann betrachten wir die Paare U\{x} c U ¢ R" und V\{y} c V c R™.

Wir mochten die zweite Formulierung des Ausschneidungsaxioms fiar
X =R", U = X3, R"\{x} = X, anwenden. Dazu bemerken wir, dass wir diesen
Satz tatsdchlich anwenden diirfen, da:

X=R'=UUR\x) =X, UXy.
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Da U\{x} = X; N X5, erhalten wir somit:
Hy(U, U\{x}) = Hy(X1, X1 N X2) = Hy(X, X2) = Hy(R", R"\{x}). (2.1)

Die lange exakte Sequenz der Homologie liefert mit A = X, = R"\{x} = sl
und X = R" furp > 2:

oo Hy(X) = Hy(X,A) — Hy1(A) = Hy1(X) > - .
—— [ N——
=0 =H,(R"R"\{x}) =0

Also:

n n Z/ = n/
Hy(R", R"\{x}) = {0 Zonst.

Wegen der Identitat und deren Analogon fiir das Paar V\{y} c V folgt
die Behauptung. O

Bemerkung 2.5.14. Der Beweis des vorigen Satzes zeigt:

n gn-1y ~ n RN ~ Zr =n,
Hy(D, 57) = Hy(R", R"\{x}) = {O, Eonst.
Es gibt noch viele weitere Anwendungen der bisher entwickelten Theorie.
Eine bekannte Tatsache ist beispielswiese den Satz vom Igel, der eng mit dem
Brouwerschen Fixpunktsatz zusammenhéngt und der besagt: Die Haare eines
kugelrunden Igels konnen nicht alle in eine Richtung gekdmmt werden; es
gibt mindestens einen Punkt, an dem dies nicht funktioniert. Fiir diesen und
weitere Anwendungen siehe die angegebene Literatur, wie [SZ88].

Im Kapitel 11.7 wird dort beispielsweise der sogenannte Brouwersche Sepa-
rationssatz bewiesen, der sagt, dass IR"\S bzw. S"\S aus genau zwei Wegzu-
sammenhangskomponenten bestehen, falls S C R" bzw. S C S" eine (n — 1)-
dimensionale Sphére ist, falls n > 2; fiir n = 2 heif8st dieser Satz Jordanscher
Kurvensatz. Im Gegensatz dazu werden R” und S” durch eine darin enthaltene
Sphire der Dimemsion < #n — 1 nicht zerlegt.

Mit Hilfe solcher Zerlegungssétze kann man auch den sogenannten Satz von
der Invarianz des Gebietes zeigen, der besagt, dass, falls X ¢ R" offen und
Y C IR” hom6omorph zu X ist, dann Y auch offen ist.

2.5.2 Beweis des Aussschneidungsaxioms
Baryzentrische Unterteilung
Die Grundidee des Beweises ist es, den Simplex (links in Abb.[2.12) durch die

Kette (rechts in Abb.[2.12) zu ersetzen und zu zeigen, dass wir dadurch die
gleichen Homologiegruppen erhalten.
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Abbildung 2.12. Baryzentrische Unterteilung.

Definition 2.5.15. 1. [ay, ..., a,] seiein affines n-Simplex in einer konvexen Menge

Def. affiner Simplex V c RN, Dann heift
ag+ -+ ay

n+1
sein Baryzentrum (oder sein Baryzenter).

a=

2. Sei [ag, . ..,a,] ein affines n-Simplex in einer konvexen Menge V C RN und
b € V ein weiterer Punkt. Wir bezeichnen mit

Kb[llo, e IaVl] = [b/ aO/ e /an]

Bild Kegel besser! den Kegel iiber [ay, . ..,a,] mit Spitze in b (s. Abb. . Die Z-lineare Fortset-
zung definiert dies fiir Ketten von affinenen n-Simplizes in V:

a K, a
chvy = ().

Abbildung 2.13. Definition der Abbildung Ky[ay, ..., a.].

3. Wir definieren nun Unterteilungsoperatoren
Uy: G(V) = C(V),
wobei C2(V) die affinen Simplizes in V bezeichnet. Dazu setzen wir Uy = id,

Un([ao, e, a,,]) =K; (Un_1(8[a0, e, a,,])) .
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Die Definition von U, ist genau das, was wir anschaulich machen wollten,
ndmlich zunéchst auf dem Rand durch Unterteilung einige zusétzliche Punk-
te hinzufiigen und dann den Kegel dariiber nehmen, der seine Spitze im
Baryzentrum des Simplex hat (der Kegel ist also entartet).

Lemma 2.5.16. Es gilt:
anun = un—lgn-

Beweis. Mit Induktion:

In(KaUy-19lag, . ..,a,]) = Up-19lag, ..., a,] — Ka(dn-1U,-19y)
—_————
=Uy-204-19,=0

= U,_1d|ay,...,a,].
Also: 9, U, = U,_19,. O
Wir verallgemeinern U, nun auf beliebige topologische Rdume:
Definition 2.5.17. Wir setzen:
U,: Cu(X) = Cu(X), Uyu(o) := 0.0 Uy(ida,).

Dies ist sinnvoll, weil id s, ein affines Simplex ist und wenn o: A, — X ist. Der Rest
wird durch Z-lineare Fortsetzung definiert.

Weiterhin gilt d, U, = U,—19, und auBerdem:

Lemma 2.5.18. U, induziert die Identitit auf der Homologie H,(X).

Beweis. Wir konstruieren eine Homotopie
R =(Ry: Cu(X) = Cya(X))

zwischen U, und idc. x).

Wie U definieren wir R zunichst fiir C2f(V) mit V € RN konvex. Also soll
gelten:
aq+1 o Rq + Rq_l(?q = idcq - Uq.

Die Idee fiir die Definition von R, ist nun folgende: Ist A etwa ein Simplex und

UA = A die baryzentrische Unterteilung, so wollen wir A — A im Wesentlichen Bild:baryz
als einen Rand eines 3-Simplexes auffassen konnen. Anschaulich ist dies klar:

Der Rand eines 3-Simplexes sieht aus wie einer mit der Spitze in der Ebene

des Bodens, also entartet.

Formal gehen wir wie folgt vor: Wir setzen Ry = 0. Dann gilt tatsdchlich:
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0=0d;0Ry=id - Uy =id —id = 0.
Induktiv definieren wir R, fiir affine g-Simplizes [a] = [ay, ..., a,] durch (dabei
a= qﬁ Y a;p):
Ry([ao, ..., a5)) = Ka([ao, ..., ag] = Uglao, ..., a5] = Ry-19lao, . .., a,]).
Dann gilt, wie gew{inscht:
dg1Ry([al) = [a] = Uyla] = Rj-10,la] — Kzdyla] + KadyUyla] + KadyR,-19,[a]

M2 4 — U)[a] — Ry-10,la) — Kad,a] + Kally13,[a]

+Kﬁ(&q[a] - uq—laq[a]) - KﬁRq—Z aq—i&q[a]
——
=0
= (id - U)[a] - Rq—laq[a]/

denn die Induktionsvoraussetzung ist d;R;-1 + R;2d;-1 = idc, , — Uy-1. Fir
o: A, — X ein beliebiges Simplex, definieren wir dann

Ry(0) = 0.R,(id ag)

und die Gleichung
dg1Ry + Ry19, =id - U,

bleibt giiltig. Wir haben also die gewiinschte Homotopie konstruiert und die
Behauptung folgt. O

Die Gruppen H,(X, 2)

Definition 2.5.19. Sei X ein topologischer Raum und W = {U; | i € I} eine Uberde-

ckung von X mit | J;q; U; = X (jeweils das Innere genommen liefert also eine offene
Uberdeckung). Wir definieren:

Cu(W) := Cu(X, U) := (0 € C,(X) | Bild o C U, fiir ein 1)
als die Simplizes mit Feinheit .
Satz 2.5.20. Es gilt fiir jedes n:
(Hx (W) =) Hy(X, W) = Hy(X).
Beweis. Wir betrachten die Inklusion von Komplexen

(C.(U) =) Co(X, U) = Co(X).

Wir haben also zumindest eine Abbildung H, (X, ) — H,(X) und wir miissen
sehen, dass diese ein Isomorphismus ist. Es gentigt zu zeigen:
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1. Jeder Zykel z € Z,,(X) ist homolog zu einem Zykel Z € Z,(1).
2. Sind z1, 2z, € Z,(M) C Z,(X) homolog bzgl. B,,(X), so gilt schonz—Z € B,(2I).

Die erste Bedingung besagt, dass die Abbildung surjektiv ist, die zweite, dass
sie injektiv ist. Wir zeigen:

1.
AN e N: UNz € Z,(W).
Nach Lemma [2.5.18|sind ndmlich z und Uz homolog, also z und UVz.
2. Wir wissen: z; — zp = db mit b € B,(X). Es ist:

(b — Ub) = IR + RA)b = Rab,

aber db = z; — z,, also € C,, (M), weil db € Z,(U) nach Voraussetzung. Also:

Rob € C,11(N), so dass wir b durch U,b + Rdb ersetzen konnen. Daher

reicht es, >> schoner!
UNDb € Cypr () fiir N >> 0

zu zeigen.
Dazu bemerken wir, dass z € Z,(X) und b € C,41(X) eine Summe von

endlich vielen Simplizes ist. Der Riickzug der Ubgrdeckung U = {U;} von
X auf die endlich vielen A, und 4,,,; gibt offene Uberdeckungen von 4,
und A,,41.

Nun gilt fiir den Durchmesser (diam) affiner Simplizes:
diam([ay, ..., a4] = max{la; — a;ll}.

Der maximale Durchmesser von Simplizes to do!
Ungiinstigster Fall: ag,a1 =a; = --- = a,. BILD: Intervall ein

Nach dem Lemma|1.2.10[von Lebesgue AN, so dass alle Simplizes von UMz biss;hen kleiner ge-
und UMb Bilder von Teilsimplizes von A, bzw. 4,41 sind mit Durchmesser worden

< ¢, also in einem Urbild ¢~ (U; enthalten sind.

Wir definieren nun:

Definition 2.5.21. Seien X, A und W = {U;} wie bisher. Dann ist UN A = {U; N A}
Wir setzen: C.(X10)
C-(X,A, II) = m

Fiir die entsprechenden Homologiegruppen gilt:
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Korollar 2.5.22. Sei U eine Uberdeckung von X mit W offene Uberdeckung von X.
Dann gilt:
H,(X,A0) = H,(X, A)

vermdge der Inklusion C.(X, A, W) — C.(X, A).
Beweis. Wir betrachten die langen exakten Sequenzen der Paare

H,(A, ) — H,(X, 1) —— H,(X, A, ) —— H,_1(A, 0) —— H,_1 (X, X)

S T

H,(A) H,(X) Hy(X, A) Hy-1(A) Hy1(X).

Alle senkrechten Pfeile bis auf den mittleren sind Isomorphismen nach Satz
Nach dem Fiinferlemma ist somit auch der mittlere Pfeil ein
Isomorphismus. O

Der Beweis des Ausschneidungsaxioms

Endlich kénnen wir das Ausschneidungsaxiom

H,(X, A) = H,(X\U, A\U)

fiir X D A D U mit U c A beweisen, auf dem so viele Sitze des Abschnitts
25 Ibasieren:

Beweis (des Ausschneidungsaxioms . Wir betrachten die Uberdeckung
1 = {A, X\UJ mit U = [A, X\0J).

Wegen der nur aus zwei Mengen bestehenden Uberdeckung 2l ist folgendes
einfach einzusehen:

Cy(A\U) = Cy(X\U) N Cy(A),

Cy(X, ) = Cy(X\U) + Cy(A) € Cy(X),

Cy(A, ) = Cy(X, U) N Cy(A) = Cy(A).
Diese folgen namlich direkt aus den Definitionen von U und C,(X, ) (Defini-
tion[2.5.19).
Wir betrachten nun die Abbildungen:
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C,(X\U) / Cy(A\U) —s C,(X, 2) / Cy(A, )

Cy(X) / Cy(A).

Zwei der in diesem Diagramm auftretenden Gruppen — C,(X\U) und C,(A)
konnen wir nach dem Homomorphiesatz (manchmal auch Noetherscher
Isomorphiesatz genannt) folgendermaflen in Beziehung setzen:

G\ G\ +Cy4)

C,(X\U) N C,(A) C,(A)

Also ergibt i; einen Isomorphismus von Kettenkomplexen. Die Abbildung k,
induziert aber auch einen Isomorphismus in der Homologie, ndmlich nach
Korollar Wir erhalten somit:

Hy(X\U, A\U) = H,(X, A),

wie behauptet. O

2.6 Vergleich von simplizialer und singuldrer Homologie

Wir zeigen nun, dass die beiden Homologie-Theorien, die wir in den voran-
gehenden Abschnitten eingefiihrt haben, im Wesentlichen das Gleiche liefern.
Dies fassen wir am Ende dieses Abschnittes in den Eilenberg—Steenrood—
Axiomen zusammen.

Sei dazu K ein simplizialer Komplex und |K| ¢ Ay ¢ RN*! der zugrunde
liegende Raum. Elemente von C,(K) sind spezielle affine Simplizes in |K]|. Wir
haben also eine Inklusion von Komplexen:

C,(K) Cpa(K) —
Cp(IK]) Cp-1(IK[) ——

Es gilt aber sogar:
Satz 2.6.1. Die Inklusion C.(K) — C.(|K|) induziert einen Isomorphismus von

Homologiegruppen:
Hy(K) = Hy(IK]).-
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Beide Homologietheorien liefern also das gleiche Ergebnis und es folgt sofort
der Satz dessen Beweis wir verschoben hatten. Bevor wir Satz [2.6.1]
beweisen kénnen, benétigen wir noch einige Vorbereitungen. Zunéchst aber
eine weitere unmittelbare Folgerung;:

Korollar 2.6.2. Fiir einen triangulierbaren Raum X sind alle Homologiegruppen
H,(X) endlich erzeugte abelsche Gruppen.

Beweis. Nach Voraussetzung ist X = |K] fiir ein gewisses K. Fiir H,(K) ist die
endliche Erzeugung klar, da schon der ganze Komplex C.(K) endlich erzeugt
ist (und Z noethersch ist). m|

Den Beweis von Satz werden wir induktiv fithren. Dazu benétigen wir
den Begriff eines Paares auch fiir simpliziale Komplexe:

Definition 2.6.3. Sei L C K ein Unterkomplex. Dann ist C.(L) C C.(K) ein Unter-
kettenkomplex.

C.(K,L) := C«(K)/C.(L) und H,(K, L) := H,(C.(K,L))
heiflen relativer simplizialer Kettenkomplex und relative simpliziale Homo-

logie.

Mit dieser Notation konnen wir ein erstes Resultat beweisen, das uns dem
Induktionsschritt (nach der Anzahl der Simplizes im Komplex) fiir den Beweis
von Satz niher bringt:

Lemma 2.6.4. Sei K ein simplizialer Komplex, A € K ein maximaler Simplex (also
ein maximal-dimensionaler) und L der Unterkomplex L = K\{A}. Dann gilt:

Z, dim|A| =n,
Hu(K, L) = {0 sonstl. |

Beweis. Die Aussage direkt folgt aus:

A-Z, dimA =mn,
Cu(K,L) = {0 sonst.

Fur dim A # nist diese Isomorphie aber klar, da sich K und L nur in Dimension
n unterscheiden. Im verbleibenden Fall ist der Quotient der beiden freien
abelschen Gruppen gerade die freie abelsche Gruppe, die von A erzeugt
wird. O
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Lemma/Definition 2.6.5. Seien
A={Agy- s A0, 0) | A; > O,Z/\i =1
C AN =10y A inst, o ) L At 2 0,) A+ Y i =1)

eine Facette und

AC = {(0/"-/0/#"4-1/"-/#]\]) | Hi ZO/ZHZ = 1}

die duale Facette (Abb.[2.14). Dann sind |An|\|A¢| und |A| homotopiedquivalent.

AC

.

Abbildung 2.14. Eine Facette und ihre duale Facette.

Eine stetige Abbildung f: X — Y heifst hierbei eine Homotopiedquivalenz, falls
es eine stetige Abbildung g: Y — X gibt mit g o f = idy und f o g = idy; dies ist
also eine etwas schwiichere Eigenschaft als die eines Homdomorphismus.

Beweis. Wir betrachten die Homotopie

H: ([ANNA®) % [0,1] — |4]
1 1-t
H(AO/ e //\n/ ‘Un+1/ cecy [JN, t) L (E(AOI cry Al’l)l q(‘u’n+1/ RN ‘IJ'N))/
wobei p = Y, ;. Wegen (A, 1) ¢ A° gilt u < 1; H ist also wohldefiniert. H
ist eine Homotopie zwischen idja s und H(0,1) = f: [AN\AS] — |A] mit
flay := idja, H(,t) = ida. Sei i: |A| — |AN\IA¢| die Inklusion. Dann gilt:
foi=idy,io f~idjypaq vermoge H. O

Mit anderen Worten zeigt der Beweis, dass in der Kategorie Hot, in der die
Objekte topologische Riume und die Homomorphismen Homotopieklassen
von stetigen Abbildungen sind, [ f] und [i] Isomorphismen sind.

Damit konnen wir jetzt ein Resultat beweisen, das die Basis fiir den Induk-
tionsschritt im Beweis von Satz bilden wird. Die Homologiegruppen
H,(D", S"1) kennen wir dabei bereits aus Bemerkung|2.5.14
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Korollar 2.6.6. Seien K ein Komplex, A € K ein maximaler Simplex, L = K\{A} und
L = KN A°. Dann gilt:

Ausschneidung

Hy, (IKJ, L) = Hy(IKI\ILI, [LI\IL])

Homotopieiquivalenz
~

H,(IKI N 1A, ILI N |AT)
Hp(Dn, Sn—l)
{Z, p=n,

0, sonst.

R

Insbesondere gilt nach Lemma
Hy(K, L) = Hy(IK|, [L]) ¥ p.

Beweis. Wir miissen nur die Isomorphie Hy,(|K| N |A], |L| N |A[) = H,(D", Sy
zeigen. Vermoge der Homotopie H wie in Lemma erhalten wir einen
Isomorphismus

Hy(K, L) - Hy(IK], ILI)
Ausschneidung

= Hy(IK\(KI N 1A%, ILN(LE N [A))

wie im Lemma
= Hy(IKI N 1Al ILI N JAT)
—_—— — ——
=141 =l|

HP(Dnr Sn_l)/

1R

da A homoomorph zu D" ist: A ist ja ein maximaler, d.h. n-dimensionaler,
Simplexist, also die konvexe Hiille von 11+ 1 Punkten. Das Bild von A € Z,(K, L)
wird dabei auf den Erzeuger von H,(D", SN = H,(A,,d4,) abgebildet. Dies
gibt den gewiinschten Isomorphismus. O

SchliefSlich kénnen wir den Satz vom Anfang des Abschnittes beweisen,
der zeigt, dass die beiden Homologietheorien die gleichen Homologieruppen
liefern:

Beweis (von Satz[2.6.1). Wir gehen per Induktion nach der Anzahl der Simplizes
vor. Fur |K| = {p} ein Punkt ist die Behauptung wahr nach dem Dimensions-
axiom (Satz[2.4.4):

Ho({p}) = Ho(K) = Z

und alle anderen Gruppen sind null.

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir K und L = K\{A4}, wobei A ein
maximaler Simplex ist. Die lange exakte Sequenz der Paare gibt zusammen
mit dem Korollar und der Induktionsvoraussetzung, die sich ja auf L
anwenden lasst:
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Hyi1(K, L) ——= Hy(L) H,(K) Hy(K,L) —— H, (L)

L

Hyp 1 (K], IL]) — Hp(|IL|) — H,(IK]) — H,(IK], |L[) — Hp-1(|L]).

Das Fiinfer-Lemma (2.2.10) liefert nun: H,(K) = H,(|K]). m|

Damit haben wir endlich den Satz iiber die Unabhéngigkeit der Homolo-
gie von der Wahl der Triangulierung bewiesen, mit Hilfe dessen wir in[2.3.10
erst die Eulerzahl definieren und berechnen konnten.

Das eben Gezeigte konnen wir auch noch etwas allgemeiner hinschreiben:

Korollar 2.6.7. Sei K ein simplizialer Komplex, L ein Unterkomplex. Dann gilt:
Hy(K, L) = Hy(K], L)

Beweis. Dies folgt ebenfalls aus dem Fiinfer-Lemma. Das folgende Diagramm

Hy(L) —— Hy(K) ——= H,(K, L) — H, 1(L) — H, 1(K)

-

Hy(IL) —— H,(IK[) — H,(IK|, |IL[) — Hp_1(IL]) —— H,-1(IK]).
kommutiert namlich. O

Bemerkung/Definition 2.6.8. Fiir ein triangulierbares Paar (X, A) haben wir gese-
hen, dass
H, (X, A) = Hu (K], IL|) = H,(K, L),

falls X = |K|, A = |L|. Fiir den Nachweis haben wir lediglich die Siitze

ES 1: Homotopieaxiom: Satz[2.4.6]

ES 2: Exaktheitsaxiom: Satz[2.5.2]

ES 3: Ausschneidungsaxiom: Satz[2.5.4]
ES 4: Dimensionsaxiom: Satz[2.4.4]

sowie die Eigenschaft (s. Bemerkung[2.5.14)

Z, p=n,

n gn-1y ~
H,(D", $77) = {0, sonst

verwendet.

Die Mayer-Vietoris-Sequenz und damit auch die letzte Eigenschaft waren aber
eine Konsequenz aus den obigen vier Axiomen. Diese vier Axiome ES 1—4 heifien
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Eilenberg-Steenrood—-Axiome, da sie, wie gerade gezeigt, die Homologietheorie,
d.h. die Gruppen H, (X, A) fiir triangulierbare Paare (X, A) bestimmen.

Es gibt noch weitere Moglichkeiten, die Homologiegruppen von (X, A) zu definieren.
Statt singuliirer Simplizes kann man beispielsweise differenzierbare Simplizes oder
auch C®-Simplizes betrachten fiir Paare von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
mit Rand oder andere Riume. Alle diese Absiitze ergeben aber letztlich die gleiche
Homologietheorie, wenn sie den vier Eilenberg—Steenrood—Axiomen geniigen.

2.7 Zur Klassifikation der kompakten orientierbaren Flichen

Leider haben wir nicht die Zeit, die Klassifikation der kompakten (trian-
gulierbaren) orientierbaren Fldchen hier noch vorzufiihren. Wenigstens das
Hauptresultat mochten wir aber als Abschluss dieser Vorlesung erwéahnen, da
es ein sehr schones Ergebnis ist und auch eine Anwendung in der algebraischen
Geometrie besitzt.

Definition 2.7.1. 1. Unter einer Fliche verstehen wir hier eine 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit, d.h. einen topologischen Raum X, so dass zu jedem Punkt x € X
eine offene Umgebung U existiert, die homdomorph zu einer offenen Teilmenge
V C R? der reellen Ebene ist: U ~ V.

2. Eine Triangulierung einer Fliche heifSt orientierbar, falls man fiir jedes der
Dreiecke eine Reihenfolge der Ecken angeben kann, so dass zwei Dreiecke mit
einer gemeinsamen Kante diese Kante in umgekehrter Richtung durchlaufen

(Abb. 2-T5).

Abbildung 2.15. Orientierbarkeit einer Fldche.

Satz/Definition 2.7.2 (Klassifikation der kompakten (triangulierbaren) ori-
entierbaren Flichen). Ist X eine (triangulierbare) zusammenhingende kompakte
orientierbare Fliche, dann ist X homdomorph zu einer Sphire mit g Griffen fiir eine
gewisse Zahl g € INy. g heif$t Geschlecht der Fliiche.
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Abbildung 2.16. Flichen vom Geschlecht 1, 1, 2.

Beweis (nur Beweisidee, siche Kapitel 17 von fiir einen sehr anschaulichen
Beweis). Man kann zeigen, dass sich eine solche Fldche (aufSer einer Sphére) als
ebenes Polygon mit 4g Seiten, bei dem jeweils 4 nebeneinander liegende Seiten
nach dem Schema apa~'f~! identifiziert werden, darstellen ldsst. Genauer
kann man das Polygon sogar auf die Normalform bringen, die in Abbildung
2.171zu sehen ist. o

gyt n

Abbildung 2.17. Die Normalform eines Polygons, aus dem eine kompakte orientierbare
Flache durch Identifizierung der Seiten o; und f; entsteht.

Beispiel/Definition 2.7.3 (Geschlecht einer ebenen algebraischen Kurve).
Die komplexe Nullstellenmenge einer (glatten) algebraischen Kurve (ggf.
nach Hinzufiigen von Punkten im Unendlichen) ist eine solche kompakte
Flache; die Zahl g heifit dann Geschlecht der Kurve.

1. Die komplexe Nullstellenmenge von x? + > — 1 (reell ein Kreis) ist eine
Sphire; deren Geschlecht ist also ¢ = 0. Kurven mit ¢ = 0 heifsen rationale
Kurven.

2. Die komplexe Nullstellenmenge einer nicht-singuldren ebenen Kurve vom
Grad 3, beispielsweise 1> — x> + x> + 1/16 (reell zwei Zusammenhangskom-
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ponenten) ist ein Torus, also eine Sphére mit einem Griff; deren Geschlecht
ist also g = 1. Solche Kurven heifiten elliptische Kurven.

3. Man kann zeigen, dass jede glatte ebene algebraische Kurve vom Grad d
Geschlecht g = %(d —1)(d — 2) hat.

O

Von der Normalform, die im vorigen Beweis erwdhnt wurde, ausgehend kann
man auch relativ leicht die Fundamentalgruppen und die Homologiegruppen
der Flachen ausrechnen:

Satz 2.7.4. Die erste Homologie Hy(X) einer (triangulierbaren) kompakten orientier-
baren Fliiche ist Z28.

Beweis. Auch dies geschieht im zitierten Kapitel von Fultons Buch. O

Genau wie bei Satz [2.3.13| ergibt sich daraus schliefilich die allgemeinere
Version des Polyedersatzes:

Satz 2.7.5 (Allgemeinerer Eulerscher Polyedersatz). Fiir jede Triangulierung
einer (triangulierbaren) kompakten orientierbaren Fliche gilt:

e—k+d=2-g,

wobei e die Anzahl der Ecken, k die Anzahl der Kanten und d die Anzahl der Dreiecke
der Triangulierung und g das Geschlecht der Fliche ist.
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Kohomologie

Die Kohomologietheorie ist im Prinzip dual zur Homologietheorie, hat aber
den Vorteil, dass man ein nattirliches Produkt hat, was héufig hilfreich ist.

3.1 Differentialformen

...... fiir weitere Informationen und Details siehe [Bot].

3.1.1 Die de Rham-Kohomologie

Ein Element w € QF(U) hat die eindeutige Darstellung

w= Y fid,

Icf{1,..n}\ll=p

wobei f; eine glatte Funktionen auf U sind, d.h. f; € C*(U). Die f; werden
auch Koeffizientenfunktionen genannt.

Definition 3.1.1. Die duflere Ableitung
d: QF(U) - QP*L(U)
ist wie folgt erklirt:
1. Fiir f € Q%(U) = CO(U) ist

n af
df = ; il

d.h. der Gradient konzeptuell geschrieben.
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94 3 Kohomologie

2. Fiirw =Y, fi dx; € QP(U) ist

dw :=Z dfi A dx; € QPY(U).
7 ~—— SN——

1-Form p-Form

Beispiel 3.1.2. 1. Firw = Y1 fidXr = Lisy foy, 5o, AX1A. . dxiA. . Adx,
ist mit der Kurzschreibweise fjyc = f,, & . :

n

non 0 i _
dw:zz;—;dxj/\dX1/\---/\dxi/\---/\dxn

i=1 j=1

1 & il .
= ;af—jcj (=Dt dxy AL Adx,.

Mit der Notation v = ((—1)"! f;c) ist

do = (div o) dx; A ... Adx,.

2.UcR%:
Qv = Ce(U)e®
id \Lrot
QX (U) = Co(U)ee,

O

Das folgende zentrale Resultat folgt im Wesentlichen aus der Vertauschbarkeit
der partiellen Ableitungen:

Satz 3.1.3. Es gilt:
dod=0: QV(U) — Q" (U).

to do! Beweis. Nachrechnen. O
Damit konnen wir nun Kohomologiegruppen definieren:
Korollar/Definition 3.1.4.
0- QW) S oS- % onu)— o

ist ein Komplex von R-Vektorridumen. Elemente von
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BF(U) = Bild(QP~1(U) — QP(U))
heifien exakte p-Formen, Elemente von
ZP(U) = Kern(QP(U) — QPYL(U))
geschlossene p-Formen auf L.

ZF(U)
Br(U)

P — -
H (U) := H(U) :=
heifit p-te (de Rham)-Kohomologiegruppe von U.

Beispiel 3.1.5. H(U) = R, falls U zusammenhingend (also wegzusammen-
hédngend) ist, sonst:

HO(U) — ]R#Zusammenhangskomponenten

B°(U) ist namlich offenbar {0} und Z°(U) besteht aus den lokal konstanten
Funktionen. O

Die Algebrastruktur auf (2" induziert eine Algebrastruktur auf Q*(U): Fiir

w:Zﬁde, n:Zg]dx]

l=p =g

ist das Produkt:
a)/\n::Zﬁg]de/\dx].
L]

Dieses Produkt ist allerdings nicht kommutativ:

Proposition 3.1.6. Es gilt fiir w € QP (U) und n € Q1(U):
lL.oAnn=F1nAw.
2. d(w A1) =dw) An+ (-1Vw Adn.

Beweis. Seiw =}, fidx;und 1 = }; gy dx;.

1. Esist dx; A dxy = (=1)"1 dxj A dx;, weil p - q Vertauschungen notig sind.
Daraus folgt die Behauptung.

2. Esgilt:
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dw A7) = Zd(ﬁ g)) Adx; A dx;
L]
= Y (@fi g + fidgy) Adx; A dy
L]
=Y dfi gy Adxi Adxy+ ) fidgy Adx Adx
L] L]

= Y dfi gy Advy Adxg + (<17 ) fidxi Adgy Ady
L] L]
=dw AN+ (-1)w Adn,

was zu {liberpriifen war.

Korollar 3.1.7. Das A-Produkt induziert eine Algebrastruktur auf

H'(U) = &2 HF (UD).

Beweis. Falls w, 1 geschlossen sind, so ist
dwAn) =dwAntwAdn=0,

d.h. w A 17 ist geschlossen.

Ist w geschlossen und n exakt, d.h. n = dp fiir ein p, so ist
dwAp)=toAdp=tw AT,

also ist w A 1 exakt.

Das reprasentantenweise definierte Produkt von Kohomologieklassen ist
daher wohldefiniert. O

3.1.2 Zuriickziehen von Differentialformen

Sei U c R" offen, V C R" und ¢: U — V eine C*-Abbildung. Fiir w € QP(V),
etwa w =}, f dyj, ist mit

9@ =) (fiop)dpi A... Adp; € Q'(U)
l=p

die zuriickgezogene p-Form erklart.

Proposition 3.1.8. Es gilt:
¢ (dw) = d(¢"w)
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Beweis. Fiir w = fdyi, A ... Ady;, ist

m

of
da’:Zg_wdyf/\dyil/\"‘Ady"n

=1

und somit

¢*(dw) :Z dp; Adpi A...ANdp;,

j=1 SN~——

n do;
Y o ~dx;

n

= Z Z 7, O(p (P] dx, Adpi, A ... Adp;,

i=1
n

= (Z 3 fx (p)dxl) ANdpi, A ... ANd;,

(fO(p)/\d(pi1 /\.../\ngin
(fo@)dpi A...Ndpj),

da ddg;, = 0. Also folgt tatsdchlich: ¢*(dw) = d(¢*w). O

QU
KA

Dies und weiteres wird sehr detailliert in [Hag04] nachgerechnet. Daraus folgt
sofort:

Korollar 3.1.9. ¢: U — V induziert die Abbildung
@*: HP(V) - HP(U)

in der Kohomologie.

3.1.3 Mannigfaltigkeiten

Definition 3.1.10. Sei M ein topologischer Hausdorffraum — d.h. fiir je zwei
Punkte x # y € M existieren offene Umgebungen U, > x, U, > y mit U, N U, =0
— mit abzihlbarer Basis — d.h. es existiert eine abzihlbare Teilmenge A C M mit
A = M —, so dass jeder Punkt p € M eine Umgebung U hat, die homéomorph zu
V C R" offen ist. Diese Homoomorphismen @: U — V heiflen (stetige) Karten.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M besteht aus M zusammen mit einem
Atlas
A = {(Ui, pi)lier

von Karten, die differenzierbar vertriglich sind, d.h. Vi, j € I gilt:
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fig:Karten

Abbildung 3.1. SKIZZE fig:Karten FEHLT!

_ (pi’] ®;
piogr: @i N Uy = U nU; = oi(U; N U;)
ist C%°, d.h. die Kartenwechsel, auch Koordinatenwechsel genannt, sind glatt.

Beispiel 3.1.11. 1. U c R" offen.

2. Sei f: R" — Reine Funktion, die auf Niveaumengen Ny(f) := f~1(0) keine
kritischen Punkte hat, d.h. grad f(p) # 0 Vp € No(f). Dann ist M = Ny(f)
eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Nach dem Satz tiber
implizite Funktionen liefern die Projektionen auf die Koordinatenebenen,
eingeschrankt auf kleine geeignete offene Mengen von M, einen Atlas.

O

Definition 3.1.12. Eine Abbildung f: M — N zwischen differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten mit Karten ¢; bzw. {; und Uberdeckungen U; bzw. V; heifst differen-
zierbar, falls

piofop lpwy
differenzierbar ist.

fig: AbbDiffbar

Abbildung 3.2. SKIZZE fig:AbbDiffbar FEHLT!

Insbesondere ist somit erklirt, was differenzierbare Funktionen f: M — R sind.
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Definition 3.1.13. Sei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Eine p-Form
w € OP(M) ist gegeben durch eine vertrigliche Kollektion von p-Formen auf den
Karten eines Atlas von M: Fiir jede Karte o: U — V CR", ¢ = (x1,...,xy), ist

CU|LI = Zﬁ dxil AN... A dx,-;, = (P*((UV)
I

Fiir Karten

u =3y ¢ RO und 0237 7 e R

konnen wir vermoge der Ubergangsabbildung ¢ o @' auf dem Durchschnitt
(11, - - -, Yn) als Funktion von (x1, ..., x,) auffassen.

wlg = Zg] dyi, A ... A dy;,
[Jl=n
macht dann Sinn als Differentialform auf V. Die Vertriglichkeit besagt:
(@007 (@lp) = wlv N (D),

also auf den Durchschnitten geben die Koordinatendarstellungen richtig interpoliert
die gleiche Form.

Bemerkung 3.1.14. Man kann Differentialformen auf M auch konzeptueller mit
Hilfe des Tangentialbiindels einfiihren. Darauf verzichten wir hier.

Augere Ableitung und die Algebrastruktur iibertrégt sich. Dann ist wie oben

die de Rham-Kohomologie

ZrM)
Br(M)

HY(M) := H (M) :=
erklart und '
H' (M) = & MH? (M)
ist eine R-Algebra.
F: M — N induziert einen Algebra-Homomorphismus
F: H'(N) - H'(M).

Also: de Rham-Kohomologie gibt einen kontravarianten Funktor von der
Kategorie der C*-Mannigfaltigkeiten in die graduierten Algebren:

o
C®-Mannigfaltigkeiten - (graduierte) Algebren.

Unser Ziel der nachsten Stunden ist zu zeigen, dass dies nur von den un-

terliegenden topologischen Rdumen abhédngt und eng mit der Homologie

zusammenhangt.
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