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Aufgabe 1. Bestimmen Sie die Anzahl der x € Z mit 0 < x < 209, welche die folgende
Gleichung erfiillen.
723 + 522 +3x =0 mod 210

(Hinweis: Verwenden Sie den chinesischen Restsatz.)

Aufgabe 2. Sei m = p - ¢ das Produkt aus zwei unterschiedlichen Primzahlen. Zeigen Sie,
dass keine Primitivwurzel modulo m existiert.

Aufgabe 3. Finden Sie alle Lésungen = € Z der folgenden Gleichungen
(a) 52° =7 mod 13
(b) 52° =2 mod 13
(¢) 2 =7 mod 13
(d) 7 =2 mod 13

(Hinweis: Uberlegen Sie sich, welche Zahlen Primitivwurzeln modulo 13 sind.)

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass falls n eine Pseudoprimzahl zur Basis b = 2 ist, so ist auch 2" —1
eine Pseudoprimzahl zur Basis 2. Folgern Sie, dass es unendlich viele Pseudoprimzahlen zur
Basis b = 2 gibt.

Bitte wenden.



Bonusaufgabe 1. Sei K ein Korper und seien 0 # f(x), g(x) € K[z]. Sei ferner
d(x) = ggT(f(x), g(x))-

(Fiir die Definition des groiten gemeinsamen Teilers zweier Polynome siehe Blatt 12.)
(a) Zeigen Sie, dass Polynome s(x),t(z) € K|[z] existieren mit

d(x) = s(x)f(x) + t(z)g(x).
(b) Seien s(z),t(x) € K[z|. Zeigen Sie, dass das Polynom s(x) f(z)+t(x)g(z) durch d(x)
teilbar ist
(c) Berechnen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler der beiden Polynome f(z) = 2 +
iz +1 € Q[z] und g(z) = 2z — 1 € Q[z]. Berechnen Sie auch die Darstellung des
grofiten gemeinsamen Teilers aus Aufgabenteil (a).

Bonusaufgabe 2. Sei K ein Korper. Ein Polynom f(z) € Kz| heifit reduzibel, falls ein
Polynom g(z) € K [z] existiert mit 1 < Grad(g(z)) < Grad(f(z)) und g(z)|f(z). Andernfalls
heifit f(z) irreduzibel. Irreduziblitat hingt von der Wahl des Grundkorpers ab so ist z.B.
1? — 2 € R[z| reduzibel aber 2 — 2 € Q] irreduzibel.

(a) Zeigen Sie, dass jedes Polynom f(z) € K[z] mit Grad(f(x)) = 1 irreduzibel ist.

(b) Zeigen Sie, dass ein Polynom f(z) € K[z| vom Grad 2 oder 3 genau dann irreduzibel

ist, wenn f(z) keine Nullstelle in K hat.
(c) Sei K =Z/5Z. Ist das Polynom f(z) = 2* + 1 € K|x] irreduzibel?

Bonusaufgabe 3. Seien f(z), g(z),h(z) € K[z] Polynome mit f(x) # 0. Man sagt, dass
g(x) kongruent zu h(z) modulo f(z) ist, falls f(z)|(g(x) — h(z)). Wir schreiben hierfiir

g(z) = h(x) mod f(x).
Analog zu den ganzen Zahlen definiert die Kongruenz modulo einem festen Polynom f(z) €

K{z] eine Aquivalenzrelation auf dem Ring K [z]. Die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich
dieser Aquivalenzrelation bezeichnen wir mit K[z]/(f(x)).

Seien nun f(x), g(x) € K[z] Polynome mit f(z) # 0.
(a) Zeigen Sie, dass ein eindeutiges Polynom h(z) € K|x] existiert mit
Grad(h(z)) < Grad(f(z)) und g¢(z) = h(z) mod f(z).
(b) Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und sei f(x) € K|x] ein Polynom vom

Grad n > 1. Zeigen Sie, dass K[z]/(f(z)) genau ¢" viele Elemente hat.

(¢) Bestimmen Sie ein Reprisentantensystem der Elemente in K[z]/(z* + = — 1) fiir
K =Z/3Z.

Bonusaufgabe 4. Sei K ein Korper und f(z) € Klz] ein Polynom vom Grad n > 1.
Analog zu der Konstruktion des Ringes Z/mZ kénnen wir auch auf der Menge K [z] /(f(z))
repriasentantenweise eine wohldefinierte Addition und Multiplikation definieren. Die Menge
Klz]/(f(z)) wird so zu einem kommutativen Ring mit Einselement.

Fiir ein Polynom g(r) € K[z] bezeichnen wir mit [g(z)] die Aquivalenzklasse von g(z) in
Klz]/(f(x)). Falls ein Polynom h(z) € K|z] existiert mit g(z) - h(z) = 1 mod f(z), so
definiert die Klasse [h(z)] ein multiplikatives Inverses zu [g(z)] € K[z]/(f(z)).

Zeigen Sie, dass [g(z)] € K[z]/(f(z)) genau dann ein multiplikatives Inverses in dem Ring

Klz]/(f(x)) hat, wenn ggT(g(z), f(z)) = 1 ist. Insbesondere ist K[z]/(f(z)) genau dann
ein Korper, wenn f(z) € K|[z] irreduzibel ist.



