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Anwendungen der Determinante

Die Themen heute sind

Berechnung der Determinante

Determinanten—Multiplikationssatz

>
>
» Blockmatrizen
» Formel fiir die inverse Matrix
>

Cramersche Regel

In der letzten Vorlesung hatten wir die Determinante rigorQOs
eingefiihrt. Heute werden wir weitere Eigenschaften und einige
Anwendungen kennenlernen.






GauBalgorithmus zur Berechnung der Determinante
Algorithmus.
Input. Eine n x n Matrix A = (a;;) € K™*".
Output. det A € K.

1. Wir iiberfiihren die Matrix A in eine Matrix A in
Zeilenstufenform (engl. row echolon form) durch
Zeilenumformungen vom Typ Il (Addition eines Vielfachen
einer Zeile zu einer anderen) und vom Typ IV (Vertauschung
zweier Zeilen).

2. Ist k die Anzahl der Operationen vom Typ IV, die wir im
ersten Schritt angewendet haben, dann geben wir

n
det A= (-1
(=1
zuriick, wobei A\; = @11, ..., A, = ap, die Diagonaleintrage

von A sind.
Beweis. Die Korrektheit folgt aus D6, D7 und D9. Ol



Elementarmatrizen
Definition. Die Elementarmatrizen in K"*" sind die Matrizen der

Gestalt
1 0 1 0
_ A j _ 1 A
MI(A) - 1 9 Ei ()\) - 1 9
0 1 0 1
wobei A # 0 ist und
1 0
; 01
Pi=1 10
0 1

Satz. Sei A € K™*". Die Multiplikation mit einer m x m
Elementarmatrix von links

A Mi()), A E/Aund Ars PIA
bewirkt eine Zeilenoperation vom Typ I, Il bzw. V.

O



Zerlegung in Elementarmatrizen

Lemma. Sei A € GL(n, K) eine invertierbare Matrix. Dann
existiert eine Folge (1, ..., Cs von n x n Elementarmatrizen so dass

GG ---CG=A
gilt
Beweis. Nach dem GauBalgorithmus existiert eine Folge von
elementaren Zeilenumformungen, die die erweiterte Matrix (A|E)

in (E|A™1). iiberfiihrt. Entsprechen diese Umformungen den
Multiplikationen mit den Elementarmatrizen By, ... Bs so gilt

Bs---By=AL.
Da Elementarmatrizen invertierbar sind,

(Mi(N) ™ = Mi(A™), (E/(N) ™ = E/(=X) und (P})* = P/,

folgt A= Cy...GC; fiir Gy = B ™. O
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Determinantenmultiplikationssatz
Satz. Fiir quadratische Matrizen A, B € K™" gilt:

det(A- B) = det(A) - det(B).

Beweis. Zunachst nehmen wir an, dass der Rang von A
rang(A) := dim Bild(A) := dim Bild(K" — K", x — Ax) <n
nicht maximal ist, d.h., A ist nicht invertierbar. Wegen
Bild(A - B) C Bild(A) ist auch rang(A- B) < n. Mit D10 (eine
Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn det A # 0 gilt) folgt
det A-B=0=detA-detB.

Sei nun rang A = n, also A € GL(n, k). Nach dem Lemma existiert

eine Zerlegung
A=CG- G- G

in Elementarmatrizen.



Mit Induktion nach s reicht es daher, die Behauptung in dem
Spezialfall, dass A eine Elementarmatrix ist, zu zeigen. Es gilt

det(M;(\)B )D—lb)\detB—det( M;()\)) det B,

det(E{()\)B) 27 det B = det EIJ()\)det B,

und
de t(PfB) — det B = det P! det B.

Damit ist der Satz fiir den Spezialfall, dass A eine Elementarmatrix
ist, bewiesen.
Wir formulieren die vollstandige Induktion nun ausfiihrlich:
Wir zeigen mit Induktion nach s fiir eine Matrix A = GGG, ... G
zwei Behauptungen:

S
det A=[]detCe und det(AB) = (H det Ck> det B,

k=1 k=1
welche zusammen den Determinantenproduktsatz implizieren.



Induktionsanfang: Fiir s = 1 haben wir dies gerade gezeigt.
Induktionsschritt s — s+ 1: Sei nun A= (... CCsyq €in
Produkt von s + 1 Elementarmatrizen. Dann gilt A= G A’, wobei
A" = (G ... Csp1 ein Produkt von s Elementarmatrizen ist.

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt

s+1 s+1
det A' = ] det Gy und det(A'- B) = (H det Ck> det B.
k=2 k=2
Mit demSpezialfall folgt
s+1
det A = det(CA') = det Gy det A' "= det C; [ ] det G
k=2
und
s+1
det(AB) = det(CLA'B) = det Cy det(A'B) ‘= det C; [ | det Cy det B.
k=2



Korollar. Fiir quadratische Matrizen A, B € K"™*" gilt:
det(AB) = det(BA).

Beweis. det(AB) = det Adet B = det Bdet A = det(BA), da die
Multiplikation in K kommutativ ist. O

1=( 8o (%)

Beispiel.

Bemerkung. Im Allgemeinen ist

det(A + B) # det(A) + det(B).
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Satz. Fiir jede Matrix A € K™ gilt:
det A* = det A.

Beweis. Ist A= (a;), so ist A* = (a};) mit aj; = a;. Mit der
Formel fur die Determinante

det A' = " signo & )30

o€S,
= Z SIgN 0 a5(1),1 " * Ao (n),n-
ogES,
Fiir jedes o € S, gilt:
dg(1),1 """ 9o(n),n = 1,0-1(1) """ n,oc—1(n)>

denn beide Produkte haben die gleichen Faktoren (mdglicherweise
in anderer Reihenfolge), denn ist j = (i), so gilt

(o(i), 1) =G, i) = (o ()))-

AuBerdem ist

sign o = sign o1,



Damit folgt:

detA* = Z signo 1 a15-1(1) """ Ano—1(n)

= detA,
da mit o auch o~ ganz S, durchlauft.
(Die Abbildung S, — S,, o+ o~ ist bijektiv.) O]

Bemerkung. Die Regeln D1, D2, D5, D6, D7, D10 gelten
sinngemal auch fiir Spalten, D9 auch fiir untere Dreiecksmatrizen.



Determinanten von Blockmatrizen
Satz. Sein=ny+ ny und A€ K™" in der Form

(A C
A‘(o A2>

mit Ay € K">m A, e Km*™  Ce KMm*™ ynd n= ny = ny.
Dann gilt:
det(A) = det(A;) - det(A2).

Beweis. Wir bringen A; und A in Zeilenstufenform A; und Ao,.
Dies Zeilenoperationen auf A angewendet, tiberfiihrt A in eine

obere Dreiecksmatrix
(AT
A= < 0 A )

und die Behauptung folgt mit D9.



Beispiel.

)

© © o
all
o~
\2 —~~ ~——
<+ Y o o -
©
n D oo s
21
o
~ S oo
™ 3
— O~ ~
(\ 4
(]
) e]
[}
el _
X
S
o Q
S Bl
[q\] 18]
9
Q
<+ © o o N o o
moo oo~
o
oo
N o oS —
i
— O~ O - ° <
4=
[0}
©

—det

16

(30 — 22)(40 — 42)



Komplementarmatrix
Sei A= (aj) € K™". Mit Aj; bezeichnen wir die Matrix, die aus A
entsteht, indem man a;; durch 1 ersetzt, und alle anderen Eintrage
in Zeile i und Spalte j durch 0 ersetzt:

a1 e a1,j—-1 0 arj+1 .- di.n
aj-11 0 dj—1,n
Aj=| o ... 0 1 0 0
ait1,1 0 3i+1,n
an1 ... anj—1 0 apjy1 ... ann

Die Matrix A = (dj) € K™ ™mit &j; = det Aj; heiBt
komplementare Matrix zu A. Man beachte die umgekehrte
Reihenfolge der Indices.
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Mit

a1 ... a1 .- al,n

A/ — 2.1 o 2.
i = a1 ... dij ... aj.n
anl1 ... dnj ... dpn

bezeichnen wir die Matrix, die durch Streichen der j—ten Zeile und
der j—ten Spalte von A entsteht (nicht vorhandene Eintrage werden
hier mit einem ~ gekennzeichnet).

Bemerkung. Es gilt:

det Aj = (—1)""/ det Aj.
Beweis. Durch (i — 1) Vertauschungen benachbarter Zeilen und

(j — 1) Vertauschungen benachbarter Spalten lasst sich Aj;
uberfiihren in:



Der Satz liber die Blockmatrizen gibt die Behauptung:

det Aj = (—1)U" DU det A, = (—1)7H det Aj;. O
Satz. Sei A e K™ und A die komplementire Matrix. Dann gilt:
det A 0
A-A=A-A=det(A)-E, = -
0 det A
Korollar. Ist A invertierbar, dann ist
1 -
Al = A
det A
die inverse Matrix. O

Bemerkung. Aus der Formel folgt insbesondere, dass sich jeder
Eintrag von A1 als rationaler Ausdruck in den Eintrigen von A
darstellen lasst. Mit Hilfe der mehrdimensionalen Analysis kann
man folgern, dass die Abbildung

GL(n,R) — GL(n,R), A A1

differenzierbar (insbesondere stetig) ist.



Beweis des Satzes. Seien a', ..., a" die Spaltenvektoren von A

und e’ der i-te Einheitsvektor. Sei (a'...a/"te/a/*1. . a") die
Matrix, die aus A durch Ersetzen der j-ten Spalte durch e’
entsteht. Dann gilt:

(¥) det(al...adteld ... a") = det A,

denn man kann A;; durch Typ IllI-Spaltenumformungen erhalten.
Sei A- A= (ci), dann ist:

n n
Cik = Z"YU Cajk = Zajk . detAj,-
Jj=1 Jj=1

© D ajc-det(al...a At a")
j=1

= Jj -detA (d;x das Kroneckersymbol).
Die Gleichung A - A=detA- E, beweist man analog.

. . n ,
= det(al...a 1 a*att. .a")  (da ) apel = aF gilt)
j=1

O



Entwicklungssatz von Laplace
Korollar. Ist n> 2 und A € K"™", so gilt fiir jedes i € {1,...,n}

detA = Z(—l)i+ja;j det A (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1
und fiir jedes j € {1,...,n}

det A= Z(—l)iJrja;j det A}, (Entwicklung nach der j~ten Spalte).
i=1

Beweis. Nach Satz iiber die Komplementarmatrix ist det A gleich
dem i—ten Diagonaleintrag von A - A:

n n
detA:Za,-j-a},- = Za,-j-detA,-j
j=1 j=1

n
= Za;j (1) - det A} O
j=1



Beispiel.

det

—_ W o

NN

o= N
Il

2 1 1 2
O-det<2 O)+(1)-3~det(2 0>
1 2
—i—l-det(2 1)

= 0-3-(-4)+1-(-3)=09

Die durch (—1)"*/ bewirkte Vorzeichenverteilung kann man sich als
Schachbrettmuster vorstellen:

+ |- |+ | -
-+ - |+
+ | - |+ | -
S e




Cramersche Regel
Satz. Seien A € GL(n, K) mit Spalten a*,...,a" und b € K". Sei
ferner x = (x1,...,xp)" € K" die eindeutige Lésung von Ax = b.
Dann gilt fiir jedes i € {1,...,n}:
_det(at...at b atl. . a")
M= det A

Beweis. Die Losung ist x = A~'h. Nach der Formel fiir die
Inverse hat A~! in der i—ten Zeile und j—ten Spalte den Eintrag

det A,’j 1 1 i1
= det(al...a’ 1t & a1, a").
detA ~ detAdetla @ ean )
Dabher folgt fiir die i-te Komponente von x:
"1 . .
xi = m-det(al...a’_lefa’+1...a")~bj
1 n
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Beispiel.

xX1+x2+x3 = 1 111 1
xx+x3 = 1 ~ 011 ]x=1|1
3x1+2x%+x3 = 0 321 0

Die Cramersche Regel liefert nun, da det A = —1 ist:
1 11

xy=det|[1 1 1 /—1:%:0,
0 21 -
111

xp=det (0 1 1|/-1=-"=-1,
301
111 5

x3=det{0 1 1] /= :—1:2.
320 -



