KAPITEL 10

Nichtlineare Gleichungen

1. Der Fixpunktsatz von Banach

Ist T': X — X eine Abbildung von einer nicht leeren Menge X in sich, so nennen wir
xo € X einen Fizpunkt von T, falls
T([L’o) = 2o
gilt.

10.1. BEISPIEL. In den Ubungen zur Analysis 1 zeigt man mit Hilfe des Zwischenwert-
satzes, daf} jede stetige Abbildung f : [0, 1] — [0, 1] wenigstens einen Fixpunkt besitzt.

10.2. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung 7" : X — X heifit
stark kontrahierend, falls es eine Konstante K € [0,1) gibt mit

Vae,y e X : d(T(z), T(y)) < Kd(z,y) .

Wir nennen K dann auch eine Kontraktionskonstante der starken Kontraktion 7.

Eine Abbildung 7" : X — X ist also genau dann stark kontrahierend, wenn sie
Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten K € [0, 1) ist.

10.3. BEISPIEL. Die Abbildung

f0.1] =01, e

5 ’
ist stark kontrahierend mit Kontraktionskonstante 1/2 und besitzt keinen Fixpunkt in
(0,1].

Ein wichtiges konstruktives Kriterium fiir die Existenz eines Fixpunktes ist der fol-
gende Fixpunktsatz von Banach.

10.4. BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum
und set T : X — X eine stark kontrahierende Abbildung mit Kontraktionskonstante
K € [0,1). Dann besitzt T genau einen Fizpunkt a € X. Fir diesen gilt: Ist v € X
beliebig, so ist
(10.1) a= lim z, mitx, :=T(x,) fir alen € Ny.

Man hat die a priori Fehlerabschditzung

Kn
(10.2) Vn e N: d(zp,a) < T Kd(xl,xo)
und die a posteriori Fehlerabschdtzungen

K
(10.3) Vn e N: d(zpy1,a) < . Kd(:an, )
und

K
(10.4) Vre X : d(T(x),a) < qd(T(:ﬁ),x).
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BEWEIS. (a) Zur Findeutigkeit: Sind a,b € X mit T'(a) = a und T'(b) = b, so folgt
nach Voraussetzung
d(a,b) = d(T(a), T(b)) < Kd(a,b).
Wegen 0 < K < 1 ist dies nur moglich, wenn d(a,b) = 0 und damit a = b gilt. Zu zeigen
bleibt also noch die Existenz eines Fixpunktes.
(b) Sei zy € X beliebig und im folgenden fest und sei (z,,)52, die geméf (10.1) induktiv
konstruierte Folge aus X. Durch vollstdndige Induktion zeigen wir:

(10.5) Vn € Ny : d(Tpy1, ) < K"d(1, x0) -

Fir n = 0 ist dies trivial. Ist n € Ny mit d(x,41,2,) < K"d(x1,20), so folgt nach
Voraussetzung

d(xn+2a xn-l—l) = d(T(In—i-l)a T(xn)) S Kd(xn-l—la xn) S Kn+1d(l’1, 113'0) .

(¢) Unter Verwendung von (10.5) und der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir alle
n,p € Ny:

p—1 p—1 n
(10.6) A(Tptp, Tn) < 2 ATttt Tntr) < ;K"Jrkd(fb’l,xo) - Kd(I1,$0)-

Die Folge (x,,)22, ist also eine Cauchy—Folge in (X, d). Da (X, d) ein vollstandiger metri-
scher Raum ist, existiert der Grenzwert
a:= lim xz, in (X,d).

n—oo

Wegen der Stetigkeit der Abbildung d(-,z,) : X — R folgt aus (10.6) fir p — oo die a
priori Abschétzung (10.2).
(d) Wegen T'(z,,) = x,+1 gilt nach Voraussetzung

0<d(T(a),a) <d(T(a),xn1)+ d(xpi1,a) < d(a,z,) + d(xm11,a) — 0 fir n — oo

und damit d(T'(a),a) = 0, d.h. T'(a) = a. Der Punkt a ist also der nach (a) einzige
Fixpunkt von T

(e) Nimmt man z,, als neuen Startwert fiir die Iteration, so erhélt man aus der a priori
Abschétzung (10.2)

P

K
‘v’p € N() : d(l’n+p, Cl) S q

Der Spezialfall p = 1 liefert die a posteriori Abschatzung (10.3).
Sei nun x € X beliebig. Nimmt man als neuen Startwert der Iteration xg := z, so folgt
die Abschéatzung (10.4) aus (10.2) mit speziell n = 1. O

A(Tps1,Ty) -

10.5. BEISPIELE. (a) Die Tangensfunktion besitzt in dem Intervall (m, 2) offensicht-
lich einen Fixpunkt xy. Fiir alle x,y € R gilt jedoch nach dem Mittelwertsatz 5.20 der
Differentialrechnung mit einem ¢ zwischen x und y:

[z —y|

> |l —vy|.
cos(§)? — o=l
Die Tangensfunktion ist daher auf keiner Teilmenge von R mit mehr als einem Punkt
stark kontrahierend. Es gilt jedoch fiir x € [, %7?]:

| tan(z) — tan(y)| = | tan’(§)] - [z —y| =

tan(zr) =z <= x =tan(r —m) <= arctan(zx) =z — 7 <= g(r)==x
mit g(t) := arctan(t) + 7. Wegen arctan([0, c0)) C [0, 17] gilt
3 3

g([ﬂ', 571-]) C [7?7 iﬂ] :
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ABBILDUNG 1. Die Tangensfunktion im Bereich [0, 37/2].

Da [, %71’] eine abgeschlossene Teilmenge des vollstandigen metrischen Raums (R, d|.|) ist,
ist ([, 37],d) ein vollstéindiger metrischer Raum, wenn wir mit d die von der euklidischen
Metrik d|| auf [r, 37] x [, 27| eingeschréinkte Metrik bezeichnen. Fiir alle z,y € [, 3n]

gibt es nach dem Mittelwertsatz ein & zwischen x und y mit

1
lz—y| < ——lz -yl

9(2) = ) = 9] - |o — vl = gl vl <

g ist also eine stark kontrahierende Abbildung von [r, 27| in sich mit einer Kontraktions-

konstante K, < ﬁ < K :=0.092 < 1 und hat nach dem Banachschen Fixpunktsatz
genau einen Fixpunkt a in [, %71’], der dann auch der einzige Fixpunkt der Tangensfunk-

tion in [, %w] sein mufl. Mit dem im Banachschen Fixpunktsatz angegebenen iterativen

Verfahren konnen wir a ndherungsweise berechnen, wobei wir fiir die Ndherungen Fehler-
schranken angeben kénnen. Wir verwenden als Startwert den Wert xy := 4 und erhalten

in den ersten Iterationsschritten folgende Néherungen und Fehlerabschétzungen:
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Fixpunktiteration zur Berechnung des Fixpunktes a von ¢
K™ K
R I
114.467410318 | 0.04735875469 0.04735875469

n| Ty |$n - xn—1|

2 [ 4.492175746 | 0.004357005431 | 0.002509272440

3 | 4.493351224 | 0.0004008444997 | 0.0001191012952

4 14.493406710 | 0.00003687769397 | 0.000005621929515

(b) Sei I :=1[0,1]. Dann ist (C(I,R),d;) mit
dilf,9) = If = gllr =sup[f(t) = g(t)]  fiir alle f,g € C(I,R)

nach Satz 9.8 ein vollstédndiger metrischer Raum. Fiir alle f € C(,R) definieren wir

(T(f)(t) := /0 cos(f(s)st)ds fir0<t<1.

Nach Satz 7.9 ist T'(f) wieder eine stetige Funktion auf I. Seien nun f,g € C(I,R)
beliebig. Fiir alle s,t € I gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein &
zwischen f(s) und g(s) mit

| cos(f(s)st) — cos(g(s)st)| = |stsin(Est)] - [f(s) —g(s)] < sdi(f,9).
Es folgt also

(T, T(9)) = sup (TN = ()@ < [ sdi(F.9)ds = 5di(5.).

tel

T ist also eine stark kontrahierende Abbildung von (C(1,R),d;) in sich und besitzt daher
nach dem Banachschen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt, den man n&herungsweise
mit Hilfe des im Banachschen Fixpunktsatz angegebenen Iterationsverfahrens berechnen
kann.

Wir geben noch einige Varianten des Banachschen Fixpunktsatzes an:

10.6. FOLGERUNG. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und sei T : X — X
eine Abbildung, so daf$ fiir ein m € N die m—malige Hintereinanderausfihrung

T" :=ToTo---0T
—
m-mal
eine stark kontrahierende Abbildung von X in sich ist. Dann besitzt T genau einen Fiz-
punkt.

BEWEIS. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat 7™ genau einen Fixpunkt a in
X. Da jeder Fixpunkt von T auch einer von 7™ ist, kann 7' hochstens einen Fixpunkt
besitzen. Wegen T™(T'(a)) = T™"(a) = T(T™(a)) = T(a) ist auch T(a) ein Fixpunkt
von T™. Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Banachschen Fixpunktsatz mu a = T'(a)
gelten. 0
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10.7. SaTz. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, sei ) # A C X und sei
T:A— X eine Abbildung, fir die eine Konstante K € [0, 1) existiert mit

Ve,ye A d(T(x),T(y)) < Kd(z,y).
Gibt es ein xg € A und ein r > 0 mit B,(z9) = {z € X; d(z,z0) <r} C A und
(10.7) d(T(xo),z0) < (1= K)r,

so gilt: Die durch x,,1 = T(x,) fir alle n € Ny induktiv definierte Folge konvergiert
gegen einen Fizpunkt a = T'(a) € B.(x). a ist der einzige Fizpunkt von T in B,(x¢) und
es gelten die Fehlerabschitzungen (10.2) und (10.3) aus dem Banachschen Fizpunktsatz.

BewEIs. (a) Die Eindeutigkeitsaussage folgt wie im Beweis zum Banachschen Fix-
punktsatz.
(b) Durch vollstandige Induktion nach n zeigen wir zunéchst, daf fiir alle n € Ny gilt:

(108) Ty € BT(SL’(]) und d($n+1,$n) < Knd(flfl,xo) .
Im Fall n = 0 ist dies offensichtlich erfiillt. Sei nun & € Ny, so daB (10.8) fiir alle
k =0,...,n erfiillt ist. Mit dieser Induktionsvoraussetzung und der Dreiecksungleichung

erhalten wir unter Verwendung von (10.7):

d(l’l, ZL’Q) o d(T(ZL’Q), ZL’Q)
1

=0 =0
Also ist z, 41 € B.(r9) € A und es folgt
d(xn+27 xn-l—l) - d(T(xn—l—l)v T(xn)) S Kd(xn—l—la xn) S Kn+1d(x17 ZL’(]) .

(c) Wie in Teil (c¢) des Beweises zum Banachschen Fixpunktsatz erhilt man die Kon-
vergenz der Folge gegen einen Grenzwert a € B,.(zp) (man beachte, dal B,(zg) eine
vollstandige Teilmenge von (X, d) ist und in A liegt) und die a priori Abschétzung (10.2).
Auch die Tatsache, dafl a ein Fixpunkt von T ist, zeigt man analog wie im Beweis zum
Banachschen Fixpunktsatz.

(d) Durch vollstandige Induktion nach j zeigt man

Vn,j S N(] . d(l‘n+2+]‘, Zl,’n+1+j) S Kde(an,xn) .

Fir alle n, p € Ny erhalten wir also nach (b) und der Dreiecksungleichung

p p
d(In+2+pa Tpgr1) < Z d(In+2+j> ZEn-l-l-I—j) < Z K]+1d(a7n+1a Ty) <
=0 =0

1= Kd(an, Tp) .

Fiir £ — oo folgt hieraus die a posteriori Abschéitzung (10.3). O

10.8. SATz (Lokaler Konvergenzsatz). Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum
und sei T : X — X eine Abbildung, die einen Fizpunkt a € X besitze. Es gebe ein ¢ > 0
und eine Konstante K € [0,1) mit

Vo, y € Us(a) : d(T(z),T(y)) < Kd(z,y) .

Dann gilt fiir 0 < r < e: Es ist T(B,(a)) C By(a) und fiir jedes xog € B,(a) konvergiert
die durch x,.1 = T(x,) fir alle n € Ny induktiv definierte Folge gegen a und es gelten
die Fehlerabschitzungen (10.2) und (10.3) aus dem Banachschen Fixpunktsatz.
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BeEwEIs. Fir 0 < r < ¢ gilt B.(a) C U.(a) und fiir alle = € B,(a) ist auch T'(z) €
B,.(a) wegen
d(T(z),a) =d(T(x),T(a)) < Kd(x,a) < Kr <r.

Als abgeschlossene Teilmenge des vollstandigen metrischen Raums (X, d) ist B, (a) vollsténdig.
Der Banachsche Fixpunktsatz ist also auf T'|g, (o) : Br(a) — B,(a) und den vollstdndigen
metrischen Raum (B, (a), d|p, (a)xB.(a)) anwendbar und es folgen die Behauptungen [

10.9. DEFINITION. Sei (2,)%, eine gegen einen Punkt a € X konvergente Folge in
einem metrischen Raum (X, d) und sei p > 1. Die Folge (z,,)52, heit konvergent von der
Ordnung p, falls eine Konstante C' > 0 existiert mit

Vn € Ny : d(xpy1,a) < Cd(x,,a)?.

Im Fall p = 1 fordern wir zusétzlich C' < 1 und sprechen von linearer Konvergenz.

Die Konvergenz der Iteration des Banachschen Fixpunktsatzes ist also zumindest li-
near.

2. Das Newton—Verfahren

Wir betrachten die folgende Problemstellung: Gegeben sei eine auf einer offenen Menge
0 # Q C RY definierte Abbildung f : 2 — €. Es gebe einen Punkt a € Q mit f(a) = 0.
Wir suchen nach einem geeigneten Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung von a unter
geeigneten, noch zu prézisierenden Voraussetzungen an f.

Zur Motivation des Ansatzes im folgenden Satz betrachten wir zunéchst den Fall N = 1
und Q = I, I # () ein offenes Intervall in R. Ist f auf I stetig differenzierbar, so wird sich
fiir 7o in der “Ndhe” von a die Tangente ¢ an den Graphen von f im Punkt (xq, f(z0))
nicht “wesentlich” von f unterscheiden. Die Nullstelle x; von t sollte also eine verbesserte
Néherung fiir a sein. Die Tangente

t:R—R, z— t(x) = f(xo) + f'(x0)(z — x0)

schneidet die xz—Achse natiirlich nur, wenn f’(zo) # 0 ist. Dies trifft wegen der Stetigkeit
von f’ in einer Umgebung von a zu, falls f'(a) # 0 erfiillt ist. Man erhélt fir x;:

P A C))
f'(z0)
Man fahrt auf diese Weise fort, definiert also induktiv:

Tpyl 1= Ty — o) fir alle n € Ny .

a ist Fixpunkt von g mit

()

Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl f' Lipschitz—stetig ist, kann man mit Hilfe des
lokalen Konvergenzsatzes 10.8 lineare Konvergenz dieses Verfahrens gegen a zeigen. Setzen
wir f € C?(I,R) voraus, so kénnen wir sogar quadratische Konvergenz (also Konvergenz
der Ordnung p = 2) beweisen.

fir alle x € T mit f'(x) # 0.
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10.10. SATZ (Newton'-Verfahren). Sei Q C RY offen und f € C*(Q,RY). Es gebe ein
a € Q mit f(a) = 0. Ferner sei die Jacobi-Matriz Js(a) von f in a invertierbar. Dann
gibt es Konstanten C > 0 und r € (0,1/C), so daf fir alle xy € Q mit |xg — a|] < r gilt:
Die durch
(10.9) Tpy1 1= T — Jp(zn) " f(2)
induktiv definierte Folge (x,)22, konvergiert gegen a und erfillt
Vn € Ny : |Tni1 — al < Cla, — al?.

BEWEIS. Wie in den Ubungen gezeigt wurde ist die Menge G der invertierbaren Ma-
trizen aus My« n(R) offen in My n(R) und die Matrixinversion ist als Abbildung von G
in sich stetig. Es gibt daher Konstanten p, my, my > 0 mit

By(a)={r e RY; |z —a|<p} CQ und J;(B,(a)) CG

sowie

sup [|Jp(z) <my und - sup [[Jp(2) 7 < my.
2€B,(a) z€Bp(a)

Man beachte hierzu, dai B,(a) eine kompakte Teilmenge des RY ist und stetige Funk-
tionen auf kompakten Teilmengen des RY beschrinkt sind. Da f zweimal stetig partiell
differenzierbar ist, ist J; € C'(, Myyxn(R)) und daher nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung Lipschitz-stetig auf B,(a). Es gibt also ein L > 0 mit

Ve,y € By(x) - [ Jp(x) = Jy )l < [[Tp(x) = Jp ()2 < Llz =yl
Nach dem Satz von Taylor 7.38 gilt fiir alle z € B,(zo):
f(@) = fla) + Jy(a)(x — a) + Ri(z,a) = Jy(a)(z — a) + Ru(z,a)

mit
_ o 1
|Ry(,a)] :‘2 > %/ (1= $)(D*f)(a+ s(z — a))ds‘
|a\:2 : 0
|$ _ a|2 1 .
SQZ | (1—8)‘(D f)(a+3(x_a))‘d$
(10.10) & ol ;

a 2 21 1
<pug gz [(O*N@lle —alf 30 5 [ (01— s)ds
<Clz —af?,

wobei
s DA f)(u)]
C := — max max “f(u)] < o0,
la|=2 ueBy(a) ‘(

da die zweiten partiellen Ableitungen von f stetig und somit auf B,(a) beschrénkt sind.
Offensichtlich ist a Fixpunkt der in einer Umgebung U von a definierten Abbildung

g:U—RY, z i g(x) =2 — Jp(z)  f(z).

Wir setzen K := myC' + mym3L und fixieren r < min{p, 1/K}. Fiir alle z € B,(a) C
B,(a) kénnen wir nun abschétzen:

l9(2) — al =|g(z) — g(a)| = |z — J;(z) " f(z) — a + Jp(a) " f(a)]
<|Js(a)" (Je(a)(x — a) + f(a) = f(2))|+]|(Jp(a)™" — if(x)_l)f(x)L

::X(x) =:B(x)

ISIR Isaac NEWTON (4.1.1643-31.3.1727).
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Fiir den ersten Summanden A(z) erhalten wir nach (10.10):
A(z) < [|T5(@)7 - [Jr(a)(@ = a) + f(a) = f(z)] < maClz — al?

und fiir den zweiten Summanden folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes 7.30 der Differenti-
alrechnung in mehreren Veréinderlichen wegen f(a) = 0 und der Lipschitz—Stetigkeit von
£ — Jr(§) auf By(a):

B(z) <[|Jg(a)™ = Jp(2) 7] - | f(2)] =
=[|Jp ()" Ty (@) Ty (@)™ = Jp(@) " T p(a) Tp(a) ] - | f(2) = fla)] <
SPCH R PACH RS f(a)ll-||Jf(a)‘1||-\Sc—a\osgg1 [ (a+t(x —a))l| <

<maLmi|z — al*.

Also gilt:

l9(2) —al < K|z —al* < Kr|z —a] < qr
mit ¢ := rK < 1 Insbesondere ist g(x) € B,(a) fiir alle x € B,.(a). Durch vollstindige
Induktion sieht man nun: Die durch (10.9) induktiv definierte Folge nimmt fiir 2y € B, (a)
ihre Werte in B, (a) an und erfiillt

(10.11) |Tni1 —al = |g(zn) —a| < K|z, —af* < qlz, — al.
Durch vollstéandige Induktion folgt
|z, —a| < q"|zo—a] — 0 fiir n — oo.

Wegen (10.11) ist die Konvergenz quadratisch. O

10.11. BEMERKUNG. Damit man nicht in jedem Schritt eine aufwendige Matrixinver-
sion durchfithren muf, geht man in der Praxis wie folgt vor: Multiplizieren wir (10.9) von
links mit Jy¢(z), so erhalten wir

Jf(fn)fn—i-l = Jf(xn)xn — f(z,)
also

(10.12) Jp(xn)2n = — f(zn)

mit 2z, = x,11 — x,. Man berechnet nun z, als Losung des linearen Gleichungssystems
(10.12) und erhilt z, 1 als x,41 = 2, + zp.

3. Implizite Funktionen und Umkehrfunktionen

10.12. BEISPIELE. (a) Losen wir die Gleichung

(10.13) 227 + 3y =0
nach y auf, so erhalten wir y = —§x2 fiir alle z € R. Man sagt, die hierdurch gegebene
Funktion

2
g:R—=R, xl—>—§x2

ist implizit durch (10.13) definiert. Wollen wir hingegen (10.13) nach x auflésen, so er-
halten wir nur dann reelle Losungen, wenn y < 0 ist. In diesem Fall erhalten wir zwei

Losungen
3 3
ni(y) =4[5y und z2(y) = —\/5y.

(b) Die Gleichung 2% + y* + 1 = 0 hat fiir keine Werte von z eine reelle Losung y(z)
und fiir keine Werte von y eine reelle Losung z(y).
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Wir wollen in diesem Abschnitt das folgende Problem behandeln: Gegeben sei eine
Funktion f in zwei Verdnderlichen x und y. Unter welchen Bedingungen l&t sich die
Gleichung

(10.14) flz,y) =0
nach y auflosen, d.h. a8t sich eine Funktion x +— g(x) finden mit

fla,g(x)) =07
Im Falle der Auflosbarkeit nennt man ¢ die durch (10.14) bestimmte implizite Funktion.
Wias 1a8t sich hierbei {iber die Differenzierbarkeitseigenschaften von g sagen, wenn f stetig
partiell differenzierbar ist?

Allgemeiner werden wir R™V-wertige Funktionen in Verdnderlichen x € RM, y € RY
betrachten.

10.13. SaTz (iiber implizite Funktionen). Sei Q C RM*N = RM x RN offen und sei
f e CYQRN). Fiir einen Punkt (zq,v0) € Q gelte

f(fl?m yo) = 0.
Ferner sei die Matrix

wnvertierbar. Dann gilt:
(a) Es gibt ein §; > 0 und ein 62 > 0, so daff zu jedem x € U, := Uy, (xg) genau ein
g(x) € Uy := Us, (yo) existiert mit
f(w,9(x)) = 0.
(b) Die durch (a) definierte Funktion g : Uy — Uy C RY st stetig partiell differen-
zierbar und fir alle x € Uy gilt

(10.15) 3@) =~ (5te.) Lot

(c) Ist f € C*(Q,RY) fiir ein k € NU {00}, so gilt auch g € C*(U;,RY).

BEWEIS. Da f nach Voraussetzung stetig partiell differenzierbar ist, gibt es d7,d2 > 0
mit By (20) X Bs,(yo) C £ und

0 0
(10.16) sup { Hg_ch(:EO’yO) — 8_ch(I’ Y) m :

Da A= g—g(io, Yo) invertierbar ist und die Menge der invertierbaren Matrizen in My v (R)

o =0l <8,y ol <0} <

offen ist, kénnen wir wegen der Stetigkeit von g—g durch eventuelles Verkleinern von §f und
09 erreichen, daf gilt:

(10.17) Vu € By, (7o), v € Bs, (o) : g—;(u,v) ist in My n(R) invertierbar.

Wegen der Stetigkeit von f in (zg,yo) und wegen f(zg,y0) = 0 gibt es ein §; € (0,4})
mit
02
10.18 4 B : < .
( ) S 51(113'0) |f($7y0)| 3||A_1||

Angeregt durch das Newtonverfahren betrachten wir fiir alle © € B, (o) die Abbil-
dung

T, : Bs,(yo) = RY,  y—=T.(y)=y— A" f(z,y).
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Fir die Jacobi-Matrix Jz, (y) von T, in y € Bs,(yo) erhdlt man unter Verwendung von
(10.16) die Abschétzung (wobei Ey die Einheitsmatrix in My, n(R) bezeichne):

2.l =By — 47 L )| = 47 (B wow) - H )|

S Hg—;m,w - g—ywH <3

Unter Verwendung dieser Ungleichung folgt fiir alle x € Bg, (zo) und alle y1,y2 € Bs,(v0)
folgt nach dem Mittelwertsatz 7.30 der Differentialrechnung:

1
(10.19) Te(y1) — Ta(yo)| < Sl[épl] |7, (g1 + (w2 — 1))|| - lor — 2] < §|yl — 12l
te

Fiir alle y € Bs,(yo) und alle x € By, () erhalten wir mit (10.18) und (10.19)

ITo(y) = yol =|Te(y) — Tulyo) — A7 f (2, 90))|

(10.20) <|T (y) = Tolyo) | + A7 - [ f (2, o))

09 5
|y y0|+ < 52

Wir halten fest: Fiir alle x € By, (x0) ist T}, eine stark kontrahierende Abbildung der abge-
schlossenen und daher vollstéindigen Teilmenge Bs,(yo) des RY in sich mit Kontraktions-
konstante K < 1/2. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz 10.4 gibt es daher genau ein

g(z) € Bs,(yo) mit T,.(g(x)) = g(x), d.h. mit A~ f(z,g(x)) =0, d.h. mit f(z,g(x)) = 0.
Insbesondere ist g(xg) = yo. Insbesondere folgt wegen T,(g(x)) = g(x) aus (10.20) auch
g(x) € Bs;, (yo) C Us,(yo) fiir alle z € Bs, (o). Damit ist (a) bewiesen.

Definieren wir induktiv die Funktionen g, : Bs, (z0) — RY, n € Ny, durch

do = Yo und gn+1(x> = Tm(gn(x>> = gn(l’)—i-A_lf(SL’,gn(l’)) fiir alle z € B51 (SL’Q),’/L S No,

so folgt durch vollstdndige Induktion die Stetigkeit von g, fiir alle n € Ny. Aus der a priori
Abschétzung (10.2) im Banachschen Fixpunktsatz folgt

()

1 —

N[

Vr € Bs, (%) : lgn(x) — g(x)] < 191(x) — go(z)]

N[

und somit

190 = 91135, o) < 27" [l91 = goll By, (we) — 0 fiir n — 0.
Die Folge (g,)2, ist also eine auf By, () gleichméBig gegen g konvergente Folge von auf
Bs, () stetigen Funktionen. Nach Satz 9.4 ist also auch die Funktion g auf By, (x() stetig.

Indem wir ¢; notfalls verkleinern, kénnen wir wegen der Stetigkeit von g in z( erreichen,

daf3 gilt

(10.21) Vo € Us, (xg) : g(x) € Us,(g(x0)) = Us,(v0) -
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Fiir alle (z,y) € Q und alle £ € RM 5 € RY gilt
&1

df1 of1 of1 of1

Wry) .. Hi(ry) Ly .. Ly |
Ji(z,y) (f}) - : : : : Su

' m
6] 0 0 0
aJ;Jr (f y) e a;f]]:; (Iv y) aj;jj (f y) ce agx (f y) .

N

gf (z,9)¢ + a—ch(x y)n.

Da f auf Q stetig partiell und somit auch total differenzierbar ist, folgt fiir alle = € Us, (z0),
y € Us,(yo) und alle £ € RM, 5 € RN mit o + & € Us, (x0) y +n € Us, (yo):

(10.22) fle+&y+n) = flz,y)+ g—i(ﬂf,y)ﬁ + g—‘g(x,y)n +¢(&m)
mit
|0(€,m)l ~
(10.23) ] — 0 fiir |[(§,9)] — 0.
Speziell mit y = g(z),n = g(x + &) — g(x) erhalten wir fiir alle x € Bg, (z9) wegen
f(z,9(x) =0=f(z+¢& g(z+¢))
0= S .90+ Gt @) 600 +6) — 9(0) + 06,900 + ) - 9(0).

Da 8f , (@, g(x)) invertierbar ist, folgt hieraus

(10.24) ola+€) = 9(0) ~ (5 .9()) " L@ g€ + 01
mit
of -1
(10.25) 9€) = ~(5, 9() el& 9w +8) ~ glx)).
Fiir alle 0 # £ € RM mit z + £ € Uy, (7p) hat man dann
(€ 9@+ —g@)| (€ 9(x+€) = g(a)
woze Ml < |(Grean)” | FERTS S g

Wegen der Stetigkeit von g gilt g(z+&) — g(x) fiir |£| — 0 und somit auch (nach (10.23))

p(& g(z + &) — g(x))]
(€, 9(x +&) — g(x))]

Da der erste Faktor in (10.26) von £ unabhéngig ist, folgt

)
€l

— 0 fir [¢] — 0.

(10.27) — 0 fiir |£] — 0,
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wenn wir zeigen kénnen, daf es Konstanten ¢ > 0 und C' > 0 gibt, so dafl U.(x) C Us, ()
gilt und

[(§,9(x+ &) — g(x))] <@+ lg(z+&) —gx)| _
13 ~ €] €]
lg(x +¢&) — g()]

€l

1
w003 = ) o
U., (9(z)) C Us,(yo) und

(1029 VECUL0LnEUL0): lo(n] < SlEm] < T (el + lnl).

Wegen der Stetigkeit von g in z gibt es ein € > 0 mit € < &1, so daf fiir alle £ € U.(0) gilt
lg(z+ &) — g(x)| < ep. Mit (10.24), (10.25) und (10.29) folgt fiir 0 < |£| < e:
of Lof
_ <|(ZL
9+ = ()| <| (G, (. 9@)) 5o o(e+

| (Swa@)) e+ 9 - g(o)

<[ (S aten) o st 1+

(G gten) |5 - e+ o+ & - gt
<[ (Fwoten) " G gt e+ £ + Sl + 0 - ot0)

Hieraus erhalten wir fiir 0 < |{| < e:

ol +6) —9)| _ ) (9 108
e < 0= (G o)) g o) 1.
Also gilt (10.28) und somit auch (10.27). Zusammen mit (10.24) folgt die totale Differen-
zierbarkeit von g in allen o € Uy, (x9) und (10.15). Mit Hilfe der Cramerschen Regel folgt
hieraus wegen der Stetigkeit von g die Stetigkeit von J, auf Us, (x¢). Also ist g auf Uy, (zo)
stetig partiell differenzierbar. Durch vollstdndige Induktion nach £ schliefft man mit Hilfe
der Cramerschen Regel und (10.15): Ist f € C*(Q,RY), so ist g auf Uy, (zo) ebenfalls k
mal stetig partiell differenzierbar. 0

V¢ € Ue(x) \ {0} :

(10.28)

=1+ <1+C.

10.14. SATZ (von der Umkehrfunktion). Sei G C RY offen, k € NU {co} und sei
f € CHG,RY). Ist a € G und ist J(a) invertierbar, so gibt es offene Mengen UV CRN
mita € U C G und f(a) € V, so daff fly : U — V bijektiv ist und (fly)™' : V — U auf
V' k—mal stetig partiell dzﬁerenzzerbar ist. Bs qilt dann

(10.30) Jipy1(f(a) = (Jp(a)) ™
BEWEIS. Die Menge Q := RY x G ist offen in R?M = RY x R" und die Abbildung
F:Q—>RN, (x,y) — F(z,y) ==z — f(y),

ist auf Q0 k—mal stetig partiell differenzierbar. Es ist F'(f(a),a) = 0 und %—Z(f(a),a) =
—J¢(a) nach Voraussetzung invertierbar. Nach dem Satz {iber implizite Funktionen gibt
es also 07 > 0 und dy > 0, so dafl es zu jedem x € Us, (f(a)) genau ein g(z) € Us,(a)
gibt mit F'(z,g(z)) = 0, d.h. mit x = f(g(x)) und die hierdurch definierte Funktion
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g : Us, (f(a)) — RY ist k—mal stetig partiell differenzierbar. Wegen der Stetigkeit von f
ist die Menge U := Us,(a) N f~'(Us,(f(a))) eine offene Umgebung von a und f|y : U —
Us,(f(a)) ist bijektiv mit (f|y)~' = g.

(10.30) folgt mit Hilfe von (10.15) oder auch durch Anwendung der Kettenregel auf
x = f(g(x)) fiir alle x € Uy, (a) O

10.15. BEISPIEL. Die Abbildung
f:10,00) x R—R% (r,0) = f(r,¢) := (rcos(p), sin(p))

ist surjektiv und beliebig oft stetig partiell differenzierbar mit

Jp(r, ) = (c?s(w) - sin(go)) und  det(J¢(r, ) = 7.
sin(p) 7 cos(p)

Wegen f(r,¢) = f(r,¢ + 2m) ist f nicht injektiv, hat aber nach dem Satz von der Um-
kehrfunktion fiir alle 7o > 0 und ¢ € R in einer Umgebung V' eines jeden Punktes eine
Umkehrfunktion g : V' — U von V auf eine Umgebung U von (rg, o). Mit (z,y) := f(r, )

folgt r = \/2? 4+ y? und
Ty(x,y) = Jy(r, )™ = <

cos(¢) Sin(gp)) 1 (x\/:c2—|—y2 y\/x2+y2> |

_sinﬁgo) cosr(ap) - 72 +y2 —y P

Im folgenden Abschnitt geben wir eine wichtige Anwendung des Satzes iiber implizite
Funktionen auf die Untersuchung von lokalen Extremstellen bei Vorliegen von Nebenbe-
dingungen.

4. Extrema mit Nebenbedingungen

10.16. SATz (Multiplikatorenregel von Lagrange). Sei Q C RN offen und seien f €
CYULR) und g = (g1,...,91) € CHQRY) mit L < N. Sei zg € Q mit g(xg) = 0 und
rangFy(zo) = L (also mit maximal méglichem Rang). Ist xg lokale Extremstelle von f auf
{z € Q; g(x) =0}, so gibt es A\y,..., A € R mit

(10.31) ﬁ(xwix%(x):o firj=1,...N
: oz, 0 - k8j 0 J RS
d.h. mit
A1
(V) (o) + Jg(wo) [+ [ =0.
AL
BEWEIS. Wegen rang.Jy(x¢) = L gibt es L der Variablen zy, ...,y etwa (nach even-
tueller Umnumerierung) 1, ..., xy, mit
Jg;
10.32 = .
(10.32) det (0xk (:Eo)) - # 0

N, in der Form z = (V) mit u = (z;)k; e RFund v = (2;)) ., €

R¥=L und entsprechend zy = (Zg), so gibt es nach dem Satz iiber implizite Funktionen

Schreiben wir z = (x;)
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Umgebungen U von ug und V' von vy sowie eine Funktion ¢ € C*(V,RE) mit ¢(vg) = g
und g(p(v),v) = 0 auf V sowie mit

dg -10g
(10.33) Jo(v) = —<%(Io)> 50 %0)

Die durch F(v) := f(p(v),v) fur alle v € V definierte Funktion F' : V' — R hat
nach Voraussetzung in v, eine lokale Extremstelle. Es folgt daher mit der Kettenregel und
(10.33):

0 =(VF)(e0)' = T (u0) = (o, 00)(20) + S g, 0)

= ) (Z00)) " Do) + L

Da wegen (10.32) die Zeilen von %(1’0) linear unabhéngig sind, gibt es A\1,..., A, € R
mit

(10.34)

af L Og dg
(10.35) — %(a:o) - ; )\k—ﬁu (z0) = (M1, ..., AL)%(:CO) ,
also mit .
of Igr. B

Dies liefert die ersten L Gleichungen in (10.31). Setzen wir nun noch (10.35) in (10.34)
ein, so folgt

B Jdg Jdg ~1dg of
0= (s M) (o) (52(0)) 52 (20) + (o)
und damit of 9
7 (@) + (A, .,AL)8—g(x0) ~0,
d.h. es gilt auch fiir j=L+1,...,N
of . g,
k=1
Damit ist gezeigt, dafl (10.31) erfiillt ist. O

Es gilt also: Ist g : Q — R” stetig differenzierbar mit rangJ,(z) = L fiir alle z €  mit
g(x) = 0, so kénnen héchstens solche zy € Q als lokale Extremstellen von f € C'(Q,R)
unter der Nebenbedingung ¢g(z¢) = 0 d.h. mit

(1036) gj(.ilf(]) =0 fiir j = 1, ceey L,

auftreten, fiir die A;,..., A\, € R existieren mit (10.31). Mit den Gleichungssystemen
(10.31) und (10.36) stehen uns N+ L Gleichungen zur Berechnung der N+ L Unbekannten
Al .., Ay und zg 4, ..., 29N zur Verfiigung.

10.17. BEISPIEL. Gesucht sind alle Extremstellen der offensichtlich stetig differenzier-
baren Funktion

fiRP =R, (2,y,2) = f(z,y,2) = 2yz
unter den Nebenbedingungen
(10.37) a(r,y,2)=r+y+2—-5=0

und

(10.38) g2z, y,2) =2y +yz+z22 —8=0.
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Mit g := (g1, g2) gilt g € C*(R?,R?) und

1 1 1
Jy(x) = .
yt+z x+z r+y

Es folgt
dg1 991
5. \L, Y, 2 -5 \T, Y,z
(Erns By moremwra e
W($7 72) a_y($7yvz)
und

%($7y72) W($7yvz)

Jy(x,y, z) hat also hochstens in solchen Punkten (x,y, 2) einen Rang < 1, fiirdiex =y = 2
gilt. Fiir solche Punkte gilt aber

gi(z,y,2) =3x—5#0 oder gs(z,y,z2)=32>—-8#0.

Fiir alle (z,y, 2), die die Nebenbedingungen (10.37) und (10.38) erfiillen ist also rangJ,(z, y, 2) =
2. Damit ist die Rangbedingung in Satz 10.16 erfiillt. Zu losen sind nun nach Satz 10.16
die Gleichungen (10.37) und (10.38) und

(10.39) 0= Z(2,y,2) + M % (2,9, 2) + L2 (z,y,2) = yz + M + Aa(y + 2)
(10.40) 0= g—;(aj,y,z)jt)\l%—gyl(:v,y,z)—l—)\g%—g;(a:,y,z):xz—l—)\l—l—)\g(x—l—z)
)
(

dg1 991
A(gy, 2 T,Y, %
det <ax ( Y ) 92 ( Y )

(1041) 0= %(I,y,z>+>\1%($,y,2)+)\2%(iﬁ,y72):ny+>\1+>\2(l’+y

Addition der drei Gleichungen (10.39)—(10.41) liefert unter Verwendung von (10.37) und
(10.38):

(10.42) 8+ 3\ + 10As = 0
Subtrahieren wir (10.40) von (10.39) und (10.41), so erhalten wir
(10.43) (y—z)(z+X)=0 und (y—2z)(z+ X)) =0.

Hieraus folgt
Fall (a): = y oder
Fall (b): z = —Xa.
In Fall (a) erhalten wir mit (10.37)
z2=05—2x

und hieraus mit (10.38)

2? +2x(5 —2x) —8=0
Es ergeben sich die Losungen (unter Verwendung der rechten Gleichung in (10.43) und
von (10.42))

T VS S VIS

und ) ; \ §
2 2

S S AV S P

Insbesondere sieht man hieraus, daf die Félle (a) und (b) nicht beide gemeinsam eintreffen
koénnen.

In Fall (b) muf} also x # y gelten. Einsetzen von Ay = —z in der rechten Gleichung
von (10.43) liefert

(y—2)(x—2)=0.
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Im Fall y = 2z erhélt man wie in Fall (a):
ys=23=2 und x3=1
und
Ya = 24 = 3’
Im verbleibenden Fall x = z erhélt man analog

und x4:§.

1'5:25:2 und y5:1

und
4 7
.CL’G:ZG:g, und Y = = -

3
Insbesondere folgt

(z5,v;,2;) € N, == {(r,y,2) € R*; g(z,y,2) = 0}.
Subtrahieren wir zweimal die Gleichung (10.38) von der ins Quadrat erhobenen Gleichung
(10.37), so folgt fiir alle (z,y,2) € Ny: 22 + y? + 22 = 3. Die Menge N, ist als nicht
leerer Schnitt einer Ebene mit einer Sphire eine Kreislinie in R® und damit kompakt. Die
Funktion f nimmt also auf N, sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an. Wegen
f(xj,y,2;) =4 fir j=1,3,5 und
112 4

f (5,95, 25) :2—7:4+2—7 fir j =2,4,6

folgt: ; ist Maximumstelle fiir j = 2,4, 6 und Minimumstelle fiir j = 1, 3, 5.



