KAPITEL 11

Weiterer Ausbau der Integralrechnung

1. Weglinge und Wegintegral

Im folgenden sei [a, b] stets ein abgeschlossenes und beschrénktes Intervall in R mit
—00 < a<b<oo.

11.1. DEFINITION. Ein Weg im RY ist eine stetige Abbildung v : [a,b] — R™. Die
Menge v([a,b]) = {7(t); a <t < b} heifit die Spur des Weges ~y. Nach Satz 4.18 ist dies
eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von RY.

11.2. BEISPIELE. (a) Ist f : [a,b] — R eine stetige, reellwertige Funktion, so ist durch
v4(t) := (¢, f(t)) fiir a <t < bein Weg in R? definiert, der den Graphen von f durchléuft.

(b) Fiir n € N sei die Abbildung v, : [0,1] — R? (bzw. 7, : [0,1] — C) definiert
durch v, (t) := (cos(2nnt),sin(2nnt)) (bzw. v,(t) := exp(i2nnt)) fir 0 < ¢ < 1. Der Weg
~n durchlduft die Einheitskreislinie genau n mal im mathematischen Drehsinn (gegen den
Uhrzeigersinn).

(c) Sind xg, 1, . .., z, Punkte in RY, so ist durch 7 : [0,n] — RY mit

m(t)=t—Jj+Dz; +(—t)z; firj—1<t<j undj=1,...,n

ein Weg gegeben, der der Reihe nach die Strecken von z;_; nach z; fir j = 1,...,n
durchlauft. Wir nennen 7 den Polygonzug, der die Punkte g, x1, ..., x, durchlauft.
y(t-)
y(t,)

y(tg)

y(b)

y(ts)

ABBILDUNG 1. Einbeschriebener Polygonzug zu einem Weg

11.3. DEFINITION. Ist 7 : [a,b] — RY ein Weg und sei
j={a=to<t; <---<t,=0b} €3a,b])
214
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eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Dann ist

= Z [v(t5) = (ti-1)]
j=1
die elementargeometrische Léange des einbeschriebenen Polygonzuges, der die Punkte

V(to) = v(a),v(t1), ..., ¥(ta1),v(ta) = (D)
in dieser Reihenfolge durchlauft. Der Weg + heif3t rektifizierbar, falls

L(vy) :== sup Lg(v) < 00.
3edla.b))

L() heifit dann die Linge des Weges ~.
Nicht jeder Weg ist rektifizierbar wie das folgende Beispiel zeigt.

11.4. BEISPIEL. Die Abbildung ~ : [0,1] — R mit

tecos(Z) fir0<t<1
ity = feos (3 0 <
0 firt =20

ist stetig, aber der hierdurch gegebene Weg in R ist nicht rektifizierbar.
Zum Beweis betrachten wir fiir alle n € N betrachten wir die Zerlegung

1 1 1 1
=<10,— =1
I {’271’271—1’271—27 12 }

2n—1

des Intervalls [0, 1]. Man erhilt wegen cos(jm) = (—1)7 und der Divergenz der harmoni-
0=l (5 ) =20 + 3
3 (N ={v(57) =7

schen Reihe (Satz 3.9) fiir n — oo:
! (1) - ( : )‘
n o J Jj+1

1 2n—1 1
:%+Z(J J+1> Z B

11.5. LEMMA. Sei 7 : [a,b] — RY ein Weg in RN und sei 3, € 3([a,b]) eine beliebige
Zerlegung von [a,b]. Dann gilt fir jede Verfeinerung 3 von 3,:

Ls (7) < L3(7).-
0
BEWEIS. Ist 3, = {a =ty < t; < --- < t, = b} und zunéchst 3 = 3, U {s} fir ein

s € [a,b] mit s & {to,t1,...,tn}, so ist ty_1 < s < tg fur ein k € {1,...,n} und wir
erhalten mit der Dreiecksungleichung

(11.1)
Z v (t; (tj-0)] + [v(t) — v(tr-1)| + Z [v(t5) — v (t-1)]
=1 j=kt1
< Z 1v(t5) = v(Ei—)| + [v(Ee) — ()] + [v(s) = y(te—1)] + Z [v(t5) = (tj-1)]
SL;( 7)

Durch vollstdndige Induktion nach p := |3\ 3,| zeigt man nun leicht die Behauptung fiir
beliebige Verfeinerungen 3 von 3,. O
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11.6. SATZ. Ein Weg v : [a,b] — RY ist genau dann rektifizierbar, wenn gilt:
(11.2) AL>0 VYe>0 3F6>0 V3e((a,b]): 03 <o= |L3(7) — Ll <e.

Hierber bezeichnet

0(3) = max (t; — ;1)

die Feinheit der Zerlegung 3 = {a = to,t1,...,t, = b} € ¥([a,b]). Es gilt dann L = L().

BEWEIS. ,,<=*: Sei also (11.2) erfiillt und sei L wie in (11.2). Sei £ > 0 beliebig und
sei 6 = d(e) > 0 wie in (11.2). Ist 3 eine beliebige Zerlegung von [a, b], so gibt es eine
Verfeinerung 3, von 3 mit 6(3,) < J. Wegen Lemma 11.5 und (11.2) folgt:

La(y) < L3 (7) < L+e.

Also gilt fiir alle e > 0:
sup La(y) < L+e.
3€d((at))

~y ist also rektifizierbar und es ist L(vy) < L.

,=="“: Sei nun v : [a,b] — RY rektifizierbar. Wir zeigen, dafi (11.2) erfiillt ist mit
L= L(v).

Sei(zgso e > 0 beliebig vorgegeben. Wegen L = sup{Lg(v) ; 3 € 3([a,b])} gibt es eine
Zerlegung 3, = {a = s < 51, -+ < Sy, = b} € 3([a, b]) mit

(11.3) L- % <3y <L.

Als stetige Funktion auf dem abgeschlossenen und beschrénkten Intervall [a, b] ist v nach
Satz 4.38 schon gleichméBig stetig. Es gibt also ein § > 0 mit

(11.4) Vst € [a,b]:  |s—t] <8 = |y(s) — ()] < ﬁ
Seinun 3={a=1ty <t <---<t,=>b} € }[a,b]) beliehig mit 6(3) < J. Wie in (11.1) im
Beweis zu Lemma 11.5 erhélt man, wenn k € {1,...,n} so gewahlt ist, daf t;,_1 < s; <ty
gilt:
0 < L,y (0) = L3(7) <hy(s1) = v(Ee—1) [+ [ (t) — v (s1)]
€ € 5
—t — = — 11.4)).
el el v (unter Verwendung von (11.4))
Induktiv zeigt man durch sukzessive Hinzunahme der Punkte sq, so, ..., S;_1:
€ 5

Da 3U3, eine Verfeinerung von 3, ist, folgt nach (11.3) mit Lemma 11.5 und der Definition
von L

L5 <3< iy () <L

und hieraus mit (11.5)

L= Lyl < 1L =Ly g (NI +Lg5 () = Lyl < 5 +5 =<

Also ist (11.2) erfiillt. O

Wir wollen nun zeigen, dafl jeder stetig differenzierbare Weg schon rektifizierbar ist.
Hierzu benétigen wir:
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11.7. LEMMA. Sei 7 : [a,b] — RY stetig differenzierbar. Dann gibt es zu jedem & > 0
ein 0 >0, so daff fir alle s,t € [a,b] mit 0 < |s —t| < gilt:

L (4ls) — ()~ (1) <<

BeEWwEIS. (a) Wir fithren den Beweis zunéchst fiir den Spezialfall N = 1. Da die
Ableitung ' : [a, b] — R stetig ist, ist 4/ nach Satz 4.38 schon gleichméfig stetig auf |a, b].
Es gibt also ein 6 > 0 mit

Vo,7 € la,b)] : lo—7|<d = ¥ (o)=—9 (1) <e.

Sind nun s,t € [a,b] beliebig vorgegeben mit 0 < |s — t| < J, so gibt es nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung 5.20 ein ¢ zwischen s und ¢ mit

s—1
Damit folgt

1

—— (1) = (1) = V()| = 1 (0) =V (B)| < <.

(b) Sei nun N € N beliebig, also v(t) = (71(t),...,vn(t)) mit stetig differenzierbaren
Funktionen 71,...,7n5 : [a,0] — R und sei ¢ > 0 beliebig. Indem wir (a) auf die Wege
Y,y Yn : la,b] — R anwenden, finden wir zu &' := £/v/N positive Zahlen 41, . .., 6y mit

1 , €
wtelatls  0<l—t< = |1 (5() - () <70 < .
fir j =1,..., N. Damit folgt fir alle s,t € [a,b] mit |[s —t| < § := 1£m<nzv5j:
SIS
1 N 1 9 1/2
2 () = 2(6) ~ 7 () = (}js (1) - %@)) <
7j=1
N 1/2
() )
7j=1

11.8. SATZ. Jeder stetig differenzierbare Weg v : [a, b] — RY rektifizierbar und hat die

Weglinge
b
- [ W

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Wegen Satz 11.6 geniigt es zu zeigen, dafl es ein § > 0
gibt, so daB fiir alle 3 € 3([a, b]) mit §(3) < ¢ gilt:

(11.6) ) /|7 |dt‘<5

Nach Lemma 11.7 gibt es ein § > 0 mit

((5) = 1(0) =70 < 55 =05

(11.7) Vs,t€a,bl: 0<|s—t<d =

s—1t
Durch eventuelles Verkleinern von ¢ kénnen wir wegen der gleichméfligen Stetigkeit von
~" auf [a, b] erreichen, dafi zusétzlich gilt:

(11.8) Vs,t€la,b]: 0<|s—t|<d = |Y(s)—7'@)]<
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Sei nun 3= {a =1ty <t; <--- <t, =0b} eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a, b] mit
0(3) < 6. Wir erhalten unter Verwendung von (11.7) und (11.8) die folgende Abschétzung:

100 - [ k] =[S by -0 -3 [ ol

n

b 1 tj )
< / P SAG) —V(tj—l))' dt —/ I/ (1)] dt
j=1 |/t 17 T il t1
= Z/ (%) —v(tj_l))' — |y (t)\‘dt
j=17ti—1 117 J-1
<3 [ |t -2t -] a
j=17t—-1 1% j—1
tj 1
= Z/ ( () = (t-0) v(t]_l))+|7’(tj_1)_qf(t))dt
j=1ti-1 J j—1 I —
< <
20 —a) 3(b— a)
oe " 5
<% PN .
- 6(b _ a) ;(t] t]—l) 66 <é€
Also gilt (11.6) und damit die Behauptung. O

11.9. LEMMA. Sei a < ¢ < b und sei v : [a,b] — RY stetig. Genau dann ist v
rektifizierbar, wenn die Teilwege Y|, und 7|y rektifizierbar sind. Es gilt dann:

L(v) = L) + L(V]1e)-
BEWEIS. “==": Sei v rektifizierbar. Dann gilt fiir alle 3, € 3([a, c]), 3, € 3([c, ]):

Ls (Wiae) + Lg (View) = L3, 3. (7) < L(7)-

Durch Ubergang zum Supremum beziiglich 3, und 3, sieht man, daB 7| und |y
rektifizierbar sind und dafl L(y) > L(7l|ja.q) + L(V|cy) gilt.
“«=": Seien nun die Wege 7|[q,q und |,y rektifizierbar und sei 3 € 3([a, b]) beliebig.
Dann gilt mit 3, := (3N [a,c]) U{c} und 3, :== (3N [c, b]) U{c}:
LB(’V) < LBU{C}(’V) = L31 (7) + ng (7) < L(’V‘[ad) + L(7|[C,b}>’

Also ist ~ rektifizierbar und es gilt L(y) < L(V|(a,q) + L(V|(c.))- O

11.10. DEFINITION. Eine stetige Funktion f : [a,b] — RY heile stickweise stetig
differenzierbar , falls es eine Zerlegung {a =ty < t; < --- < t, = b} von [a,b] gibt,
so daf fiir alle j = 1,...,1 die Funktion fly,_,.) : [tj—1.t;] — RY auf [t;_,t;] stetig
differenzierbar ist.

Aus Satz 11.8 und Lemma 11.9 erhalten wir unmittelbar:

11.11. FOLGERUNG. Sei v : [a,b] — RN ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg.
Dann ist v rektifizierbar und es gilt:

Liy) = / () dt
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11.12. FOLGERUNG. Sei f : [a,b] — R stiickweise stetig differenzierbar. Dann ist der
durch v;(t) :== (t, f(t)) definierte Weg ~; : [a,b] — R? rektifizierbar und es gilt:

Lop) = [ VIF @R,

11.13. BEISPIELE. (a) 7 : [0,1] — R? sei definiert durch
v(t) := (cos(3nt),sin(3wt), 4nt)  fiir alle ¢ € [0, 1].
Dieser Weg ist stetig differenzierbar mit
7' (t) = (—3msin(3nt), 37 cos(37t), 47).
Nach Satz 11.8 ist « also rektifizierbar und es gilt:

1 1
L(y) = / o/ (1)t — / ST 167 dt — 5
0 0

(b) Fiir n € N sei 7, : [0,1] — C(= R?) definiert durch ~,(t) := exp(2nmit) fiir
0 <t < 1. Auch dieser Weg ist stetig differenzierbar und somit rektifizierbar. Wegen
i (t) = 2nmi exp(2nmit) folgt fiir die Weglédnge nach Satz 11.8:
b

b
L(7v,) :/ |0, ()| dt :/ 2nmdt = 2nr .

11.14. SATZ. Sei v : [a,b] — RY ein rektifizierbarer Weg und sein ¢ : [c,d] — [a,b]
eine bijektive, stetige Abbildung mit p(c) = a und p(d) = b. Dann ist der Weg vy o ¢ :
[c,d] — RY rektifizierbar mit Spur(~y o ¢) = Spur(vy) und es gilt L(y o ¢) = L(v).

BEWEIS. Dafl v und v o ¢ die gleiche Spur haben, ist offensichtlich. Ist 3= {c =t <
ty < - - <t, =d} €3cd]) beliebig, so folgt wegen der strengen Monotonie von ¢ (vergl.
Satz 4.32) fiir j = 1,...,n, daB o(t;_1) < ¢(t;) gilt. ©(3) = {a = ¢(ty) < p(t1) < --- <
©(t,) = b} ist also eine Zerlegung von [a, b] und es folgt

La(yop) = ; () =(e(t-1))l = L3 (7) < L)

yo ist also rektifizierbar und L(yop) < L(v). Wenden wir dies auf o statt v und ¢=*
statt o an, so folgt auch L(v) = L((yop)op™) < L(yoyp) und somit L(yop) = L(y). O

11.15. DEFINITION. Zwei Wege 71 : [c, d] — RY und 7, : [a,b] — RY heiflen dquivalent
(in Kurzform: v, ~ =), falls es eine bijektive, stetige Abbildung ¢ : [¢,d] — [a,b] gibt
mit p(c) = a, p(d) = b und 3 = v, 0 p. Die Abbildung ¢ : [¢,d] — [a, b] heifit dann auch
eine Parametertransformation. Man rechnet unmittelbar nach, daf§ “~” tatséchlich eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege in RV definiert.

Eine Kurve I' in RY ist eine Aquivalenzklasse von Wegen in RY. Die Elemente dieser
Aquivalenzklassen nennen wir auch Parametrisierungen der Kurve T'. Eine Kurve I' in RY
heifit rektifizierbar, falls sie eine rektifizierbare Parametrisierung « : [a,b] — RY besitzt.
Wir definieren dann die Kurvenlinge von I" durch L(I') := L(~). Nach Satz 11.14 ist
diese unabhéngig von der speziellen Parametrisierung. Die Spur einer Kurve I' ist per
Definition die Spur einer beliebigen Parametrisierung von I'. Nach Satz 11.14 ist auch
diese unabhéngig von der speziellen Parametrisierung. Eine Kurve I' heifit stiickweise
stetig differenzierbar, falls sie eine stiickweise stetige Parametrisierung besitzt.
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Durch ein Beispiel zeigen wir nun, dafl nicht alle Parametrisierungen einer (stiickweise)
stetig differenzierbaren Kurve (stiickweise) stetig differenzierbar sein miissen.

11.16. BEISPIEL. Die Wege 71 : [0,7] — R? ¢ +— ~(t) := (cos(t),sin(t)), und vy :
[—1,1] — R2, ¢t — (t) := (—t,v/1 —¢?), sind #quivalent denn ¢ : [0,7] — [0, 1] mit
@(t) == —cos(t) fiir 0 < t < 7 ist stetig mit ¢(0) = —1, o(7) = 1, ist wegen ¢'(t) =
sin(¢) > 0 auf (0, 7) streng monoton wachsend, auf [0, 7] also bijektiv und erfiillt v, = 50
©. 71 ist sogar stetig differenzierbar, aber 5 ist in den Randpunkten nicht differenzierbar.

Die folgende Definition von Wegintegralen ist zwar nicht die allgemeinst mogliche,
reicht aber fiir viele Anwendungen aus.

11.17. DEFINITION. Sei K = R oder K = C und sei v : [a,b] — KV ein stiickweise
stetig differenzierbarer Weg.

(a) Fiir stetige Funktionen f : Spur(y) — K definieren wir das Wegintegral erster Art
iiber f langs des Weges v durch

Lf@ﬂwzlﬂmeﬁMt

(b) Ist F': Spur(y) — R eine stetige RY-wertige Funktion, so ist das Wegintegral
zweiter Art iiber F' lings des Weges ~ definiert durch:

ﬂﬂwwwa/wmmw@m.

Physikalisch kann man dies interpretieren als die Arbeit, die entlang des Weges v bei
Einwirkung der dufleren Kraft F' geleistet wird.

11.18. LEMMA. Die in Definition 11.17 definierten Wegintegrale dndern sich micht
bei stetig differenzierbaren Pammetertmnsformationen. Ist v : [e,d] — [a,b] bijektiv und
stetig differenzierbar mit p(c) = a und p(d) = b, so gilt

/f d:c—/ f(z [y(F(:):),d:)ﬁ:[W(F(:):),d:):y

BEWEIS. Nach Definition der Wegintegrale gilt:

!/f m—/f fw@mw:/fmwmwwwwww

:/wc) o ds_/f

e(d)
~ [ EGe) A s = [(F(). )
e(e) gl
U
11.19. LEMMA (Rechenregeln). (a) Seiy : [a,b] — KN ein stiickweise stetig dif-

ferenzierbarer Weg. Dann gilt fir alle stetigen Funktionen f, g : ~v([a,b]) — K:
(i) Vo, e K: /(af%—ﬁQ) :l?—oz/f dz+ﬁ/()

o
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@>/j@mxSwamwwu

(b) Sei v : [a,b] — RYN ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt fiir alle
stetigen Funktionen F,G : v([a,b]) — RV

(i) Yo, BE R : /((aFJrﬁG)(x),dx) :a/<F(:c),d:c>+6/(G(m),dm).
(i) | [ (Fa).de)

Y

< LI E 5 (b)) -

BeEWEIS. (i) folgt in beiden Féillen aus den entsprechenden Rechenregeln fiir das Rie-
mann—Integral.

Zu (ii) Nach Definition der Wegintegrale und unter Verwendung von Lemma 6.8 und
Folgerung 11.11 erhalten wir:

/ny(x)dx

b b
/f(v(t))v’(t)dt' S/ [f (@) - [V (B)]de

b
ﬂWW@/WmW:MWWWW

sowie

[iF@), )

Y

b b b
/wmmw@wk/memﬂmws/uwwwwmw
gmmw/wwmzuwmmm-

O

Analog wie in Satz 7.9 erhalten wir auch fiir Wegintegrale, deren Integrand stetig von
einem Parameter abhéngt, eine Stetigkeitsaussage:

11.20. SATZ. Sei K C RM beschrinkt und abgeschlossen.

(a) Seiv:[a,b] — KN ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt fiir alle
stetigen Funktionen f : ~([a,b]) x K — K: Die durch

h(u) :== /f(:ﬂ, u)dx fir alle w € K
ol

definierte Funktion h : K — K~ ist gleichmdfig stetig.

(b) Seiy:[a,b] — RY ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt fiir alle
stetigen Funktionen F : v([a,b]) x K — RY: Die durch

h(u) = /(F(:L’,u), dx) fir alle u e K

Y

definierte Funktion h : K — R ist gleichmdf$ig stetig.

BEWEIS. Da auch H := v([a,b]) x K beschrankt und abgeschlossen ist, mufl f bzw.
F schon gleichméiBig stetig auf H sein (vergl. Satz 4.38). Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0
gibt es also ein 0 > 0, so daf fir alle z,y € y([a, b]), u,v € K mit |(z,u) — (y,v)| < J gilt

\f(x,U)—f(y,U)‘<W bzw. |F(x,u)—F(y,v)|<W.
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Fiir alle u,v € K mit |u — v| < ¢ folgt mit Lemma 11.19 (und dem zugehorigen Beweis):

h(w) — 1) = | [ Flaw) = fGo0ds| < [ 17600 = Fa(0.0)]- 1 (0
€
< WL(V) <
bzw.
|h(u) — h(v)| = ( (z,u) — F(z,v),dz) / [ (y F(y(t),0)| - [ (t)|dt
€
< I )+1L(7)<6
In beiden Féllen ist also h auf K gleichméfig stetig. O

2. Integration in mehreren Verdnderlichen
Seien [; := [a;,bj], j =1,..., N, kompakte Intervalle, 2 < N € N und sei
Q1211><"'><IN

der von diesen Intervallen aufgespannte achsenparallele Quader in RY. Ist f : Q — RM
eine stetige Funktion und 7 eine Permutation von 1,2,..., N, so existiert das Riemann-
Integral

Er(1
hi(§) := / . F&, - &an=1, Ta(1)s En(iy 415 - - - EN)dTR(1) §=(&,....&n) €Q.
(1)

Die hierdurch definierte Funktion h; : Q — R ist nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung beziiglich der Variablen & (1)stetig partiell differenzierbar und es gilt
ohy

O&x(1)

(&) = ho(&) == f(&),  fiiralle§ € Q.

Wir zeigen:
hy ist stetig auf Q.

BEWEIS. Seien ¢ € @ und € > 0 beliebig vorgegeben. Nach dem Satz 7.9 {iber die
stetige Parameterabhéngigkeit bei Riemann-Integralen gibt es ein §; > 0, so daf fiir alle
Punkte (7]1, o Na) =1 Mr(1)+15 - - - ,T]N) c R¥-! mit n; € ]jv und |£j — T]J‘ < 6 fiir alle
j=1,...,m(1)=1,7(1)+1,..., N gilt:

€
|h1(§)_h1(771,---,777r 1,6 777r(1+1>"'a77N)|<§-
Mit
€

§i=min{s, —°
min {0 5o 1)

folgt also fiir alle n € @ mit | —n| < d:
h1 (&) = ha(m)] <[ha (&) = ha(m, -~ meaa 1,£7r (D)4 1s -+ 5 V) |-

|h1(771,---,777r 1,§7r +1>--->77N)—h1(77)|
€
<5 +0llflle <=

womit die Stetigkeit von h; gezeigt ist. 0
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Die Funktion h; kann nun beziiglich der 7(2)-ten Variablen integriert werden und
durch

Er(2)
h2(£) ::/ h’l(glu"'7£7T(2)—17x7r(2)7£7r(2)+17'”7£N)dx7r(2)7 52 (517"'751\7) GQ
an(2)

ist eine stetige Funktion hy : @ — R gegeben, die beziiglich & (2 stetig partiell differen-
zierbar ist mit

ohy . )
Dr () =h(§), firallefeq.

Nach dem Satz iiber die Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration (Folge-
rung 7.8) ist hy auch weiterhin beziiglich (1) stetig partiell differenzierbar und es gilt

8h2 /g"@) 8h1
O&r(1) arry O6att)

& (2)
:/ F&, 6 @-1 Tr2), @)1 - - - EN)dTr(2)
Q7 (2)

&1 5@ -1 Tr2), Er@) 15 - - -5 EN)dTr(2)

fir alle £ € Q. Insbesondere folgt mit £ = (&1,...,&n) € Q, &) = bﬂ(l &(2 = br(2)
sowie in den inneren Integralen z = (x1,...,zy) mit z; == ¢; fiir alle j € {1,..., N} \
(2)}, dafBl gilt:

(2) w(l)
/ / (@)d ) ) A2y = ha(€)
Ar(2) A (1)

=M Oh
:/ o 2 (561,...,zn(z)—l,bn(z),xw(l)ﬂ,...,g;N)dg;W(l)
Ar(1) 7(

(1) 7'r(2)
/ / ) d o) ) drr)
Ar(1) A7 (2)

Vertauschen der Integrationsreihenfolge fiihrt also zum gleichen Ergebnis. Da sich jede
Permutation von 1,2,..., N als Hintereinanderausfithrung von endlich vielen Transposi-
tionen schreiben 148t, erhalten wir:

11.21. SAaTz (Elementare Form des Satzes von Fubini). Seien I; := [a;,b;], j =
1,...,N, kompakte Intervalle und sei Q = I x --- x Iy. Ist f : Q — RM stetig, so
existiert fiir alle Permutationen m von 1,2,..., N das iterierte Riemann—Integral

br(n) bw(NA) 7(2) Tr(1)
]W = / (/ / / dxﬂ(l ) dl’ﬂg)) dxn(N—l)) dIW(N)
Ar(N) Ar(N—-1) (1)

m(2)

I, = /bN </le (/b ( § () dxl) de) de_l) dry

aN aN-—1 az ai

und es qilt

Der Wert des Integrals ist also von der Reihenfolge der Integrationen unabhdngig.
Aufgrund dieses Satzes definieren wir fiir stetige Funktionen f : Q — R:

[awar= [ ([ (o [ ([ s@an) ). o) s

(n) n—1 az a

Eine sehr viel allgemeinere und besser anwendbare Fassung des Satzes von Fubini
werden wir in Analysis 3 nach der Einfiihrung des Lebesgues-Integrals kennenlernen.
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Ist f:RY — RM eine Funktion, so ist der Trdger supp(f) (englisch bzw. franzosisch:
support) definiert als die AbschlieBung der Menge aller z € RY mit f(x) # 0, also:

N
supp(f) == {z € RV f(z) #0} .
Ist f: RY — RM eine stetige Funktion mit kompaktem Triger und ist @ C RY ein
achsenparalleler Quader mit supp(f) C @, so definieren wir

. f(z)dx ::/Qf(x) dz .

Diese Definition ist offensichtlich unabhéngig von der speziellen Wahl des achsenparallelen
Quaders @, solange nur () den Triger von f enthélt.

Das folgende Beispiel in zwei Verdnderlichen zeigt, dal der Satz von Fubini im allge-
meinen nicht fiir beliebige iterierte Riemann—Integrale gilt selbst, wenn beide iterierten
Integrale existieren.

11.22. BEISPIEL. (Vergl. [17] Chapter 10, Exercise 2.) Zu jedem beschrinkten, offenen
Intervall (a,b) mit —co < a < b < oo gibt es eine stetige Funktion ¢ : R — R mit

supp ¢ C (a,b) und [ op(t) dt = f;gp(t) dt = 1, z.B. die durch

p(t) = max{(),%(l— bfa’a;—b —tD}

fiir t € R definierte Zackenfunktion. Fiir alle £ € N gibt es also eine stetige Funktion
1—-k

¢ - R — R mit Trager in (277, 2'%) und [y (t) dt = f;,k or(t) dt = 1. Wir definieren

f:R? — R durch

Fla,y) = (en(@) = erpa(@)ery) = er(@)er(y) + Y on(@)(r(y) — er1(y))

fiir alle z, y € R. Offensichtlich gilt supp f C [0,1] x [0, 1] und f ist auf R?*\ {(0,0)} stetig.
Man beachte hierzu, daf§ die Trager der Funktionen ¢y, k € N, paarweise disjunkt sind.
Fir y € R und alle x € R gilt
0 falls y <0
flz,y) =<0 falls y > 0
(op(x) — prg1(@))pr(y) falls 0 <y <1mit 27% <z <2 fiirein k € N

und somit [* f(xz,y)dz = 0.
Fiir x € R und alle y € R gilt

(0 falls z < 0
0 falls x > 0
flx,y) =< pi(x)p1(y) falls 27! <2 <1
or(@)(or(y) — or_1(y)) falls 0 <z < 27! mit 27F < o < 217K
L fiir ein £ € N mit £ > 2.

und damit [7_ f(z,y) dy = ¢1(2).

Es folgt: Fiir alle y € R ist die Funktion x — f(z,y) stetig auf R mit Tréger in [0, 1]
und fiir alle x € R ist die Funktion y — f(x,y) stetig auf R mit Trager in [0, 1]. Fiir die
iterierten Riemann-Integrale gilt jedoch

/_C:,</_:f(x’y)dx)dy:07£1:/_z</_:f(17,y)dy>dx.
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Es liegt nahe die Definition des mehrdimensionalen Riemann-—Integrals fiir stetige
Funktionen mit kompaktem Triager zu erweitern auf Funktionen, die sich in geeigneter
Weise durch Stetige Funktionen mit kompakten Trégern approximieren lassen. Der rich-
tige Rahmen hierfiir ist die Theorie des Lebesgue—Integrals, die wir in der Analysis 3
behandeln werden. Wir betrachten hier nur ein einfaches Beispiel, in dem die Approxima-
tion naheliegend ist.

Mit S bezeichnen wir den Standard-N-Simplex im RY, der definiert ist durch

SN::{:E:(xl,...,:):N)GRN;x1+---+:ENSl,xkEOfﬁrk:L...,N}.

Ferner bezeichne W := [0, 1} den Standardwiirfel der Kantenlinge 1 im RY. Mit diesen
Bezeichnungen gilt:

11.23. SATZ. Sei f € C(SN,RM) und sei F: WN — RM die durch

) f(=) fiir x € SN
Flz):= {0 fiir v € WY\ SN

definierte, im allgemeinen unstetige Fortsetzung von f auf W . Dann existiert das Integral

f(x)dx ::/ F(x)dx
SN wN
als iteriertes Riemann—Integral und ist von der Integrationsreihenfolge unabhdngig.

BEWEIS. Fiir 0 < § < 1 definieren wir
1 firt<1-—¢
ps(t) = firl—d<t<
0 firt > 1

und

Fs(z) == @s(xy + - +ay)F(z) fir alle x = (zq,...,25) € WY,
Die so definierte Funktion Fjs ist nun stetig auf W¥. Jeder Punkt x € W? hat eine
eindeutige Darstellung der Form z = (2, zy) mit 2’ € WY1 zy € [0,1]. Ist 2/ € W1
beliebig, so ist die Menge der zy € [0, 1] mit F(2',xy) # Fs(2',x,) entweder leer oder
ein Intervall der Lange < 4. daher folgt mit

1 1
hN(ZL'/) = / F(l’,, ZL’N) d!L’N s hNﬁ(ZL'/) = / Fg(l’l, ZL’N) dl’N (ZL'/ - WN_l),
0 0

es ist

1
I (2) — hvs(2)] < / F(2f on) — Fy(a! zw)| dan
0

11.9 !
(11.9) :/ (1 =@z +--+an)F( zy)|dey
0
<SO|| Fllw~ = o[l flls~
wobei || - ||y~ bzw. || - ||gv die Supremumsnorm auf W bzw. S sei. Insbesondere ist

hy stetig auf WY=1 da die Folge hy 1/, gleichméBig auf W~ gegen hy konvergiert fiir
n — oo. Die weiteren Integrationen bereiten also keine Schwierigkeiten. Aus (11.9) folgt
fiir alle 0 < 9 < 1:

)/WN F(x)da:—/WN F(;(:)s)dzv‘ < 8|l sn

Da nach Satz 11.21 das Integral fW ~ Fs(x) dz von der Integrationsreihenfolge unabhéngig
ist, muB dies auch fiir [j,v F(z)dz gelten. O
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Wir wollen nun einen Transformationssatz fiir iterierte Riemann-Integrale bei Varia-
blenwechsel herleiten. Wir beginnen mit einfachen Variablensubstitutionen.

11.24. DEFINITION. Sei Q C RY offen. Eine einfache Abbildung ® : Q — RY ist eine
Abbildung der Form

I
N Tr—1
O(z) = Z zie; + g(x)er =z + (g(x) — xr)er = | g(x)
j=1,i#k
Lh+1
TN

Hierbei sei 1 < k < N und g : 2 — R eine reellwertige Funktion. eq,...exN seien die
kanonischen Einheitsvektoren. Eine einfache Abbildung ist also eine Abbildung, die nur
eine Koordinate verdndert. Sei nun ¢ in einem Punkt a €  total differenzierbar. Dann
unterscheidet sich die Jacobimatrix Jg(a) von ® Im Punkt a von der Einheitsmatrix nur
in der k—ten Zeile. Diese hat die Eintriage

9g g
8—x1(a)’ R %(a) :
Fiir die Determinante von Jg(a) erhélt man also

g
= a—xk(a) )

Jo(a) ist also genau dann invertierbar, wenn aa—i(a) # 0.

det Jy(a)

Ein weiterer einfacher Typ sind lineare Abbildungen V : RY — R", die zwei Variablen
vertauschen, fiir die es also j,k € {1,2,..., N} gibt mit.

V(z) =z + (v; — zp)ex + (zr — ;)€ fiir alle z € RV,

Im Fall j = k ist dies die Einheitsmatrix. Da es sich um lineare Abbildungen handelt,
stimmen sie mit ihrem totalen Differential iiberein. Thre Matrixdarstellungen beziiglich
der kanonischen Basis im R¥ sind Permutationsmatrizen und haben (im Fall j # k)
die Determinante —1, da sie aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen zweier Zeilen
entstehen.

Ferner fiihren wir die Projektionen P, : RY — RY ein mit
k
Py(z) =0, Pj(x):=) zje,
=1

fir v = (xq,...,25) € RY, 1 <k < N. Fiir diese Projektionen gilt nach Definition:
ker P, = LH(eg41,...,enx), ranP,=LH(e,... ex).
(Hierbei bezeichnet LH die lineare Hiille).

11.25. SATZ. Sei Q C RY offen mit 0 € Q und sei F € CY(Q,RY mit F(0) =0 und
invertierbarer Jacobimatriz Jg(0) in 0 gibt es eine Umgebung U von 0, in der F eine
Darstellung der Form

(11.10) Fz)=(Vio---oVy_10®Pyo0---0dy)(x) (xeU)
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besitzt mit einfachen C*(U, RY)-Abbildungen, fiir die gilt
®;(0) =0, detJg,(0) #0, (x € U)

und linearen Abbildungen Vi,...,Vn_1 die entweder zwei Variablen vertauschen oder
gleich der Identitit sind.

BEWEIS. Wir konstruieren induktiv fiir & = 1,..., N Nullumgebungen W, in R,
Abbildungen Fj, € C'(W;,, RY) mit F}(0) = 0, invertierbarer Jacobimatrix Jp, (0) und
(1111) Pk_le(SL’) =P,z fir alle x € W,,.

Fiir £ = 1 sind diese Bedingen erfiillt mit W, := Q, F} := F.

Sei nun 1 < k < N und sei Wy, eine Nullumgebung in RY und sei F, € C*(W,,, RY)
mit /% (0) = 0 und invertierbarer Jacobimatrix Jp, (0), so da8 (11.11) erfiillt ist. Dann gilt
nach der Induktionsvoraussetzung fiir alle x € Wp.:

N

(11.12) Fi(x) = Poca(z) + Y aj(z)e

=k
mit ay, ..., ay € CH (W, R). Es folgt

)
(DFy)(0)ey = Jp, (0)ey, = Z aj,i

Da Jp, (0) nach Induktionsvoraussetzung 1nvert1erbar ist, kann dieser Ausdruck nicht Null
sein. Es gibt also ein m € {k+1,..., N} mit %”T’:(O) # 0.

Sei V} die lineare Abbildung die genau die Variablen z; und x,, vertauscht. Im Fall
k = m ist dies die Einheitsmatrix, sonst ist es eine echte Vertauschungsmatrix. Wir setzen
nun

Oy (x) ==+ (am(x) — 21 )€K (x € Wy).

Dann ist @y, eine elementare Abbildung mit ®;(0) = 0 und det J, (0) = é)O""( ) # 0. Nach
dem Satz 10.14 von der Umkehrfunktion gibt es eine offene Umgebung Uk C W}, von 0,
so dafl ®; die Umgebung U, bijektiv auf eine Umgebung Wy, von 0 abbildet und (13;1
stetig partiell differenzierbar auf Wy, ist. Wir definieren nun

Fia(§) = Va(Fod.1)(€) (€€ Wipa).

Dann ist Fjyy € C*(Wiyy, RY) mit Fj,1(0) = 0 und mit der Kettenregel und dem Mul-
tiplikationssatz fiir die Determinanten erhalten wir

det Jp, ., (0) = (det Vi) (det Jp, (0))(det Jo, (0)) " # 0.
Fiir alle x € Uy, gilt
PiFii1(Pp(2)) =P Vi Fr(x) = Po(Pr_1x 4+ ()€ + Bpr1€p21 + - - - + Bnen)
=P 1z + ap(x)ep = PPy (2)
mit §;(z) = a(z) firm # j € {k+1,..., N} und §,, = oy, falls m # k. Also folgt
PrFya(y) = Pry fiir alle y € Wiy,

Nachdem wir diesen Schritt fiir £ = 1,..., N —1 durchgefiihrt haben erhalten wir schlief3-
lich
F(z) =Fi(z) = ViF3(®1(x)) = ViVa(F3 0 Py 0 &) (x) =
=Vi..VN_1(FEyo®y_q0---0d)(x)
fiir alle z in einer Umgebung U von 0. Da nach Konstruktion Py_1 F,(z) = Py_qz fiir alle
x € U gilt, ist @ := Fy eine einfache C''(U, RY)-Abbildung und es folgt die Behauptung.
O
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Mit Hilfe des folgenden Satzes werden wir stetige Funktionen f mit kompaktem Trager
zerlegen konnen in eine Summe von Funktionen mit “kleinen” Tréagern.

11.26. SATZ (Zerlegung der Eins). Sei (Uy,)aca eine offene Uberdeckung einer kompak-
ten Menge K C RY. Dann gibt es endlich viele stetige Funktionen p, ..., o, € C(RY R)
mit den folgenden FEigenschaften:

(a) p;(RN) C[0,1] fiir alle j =1,...,N.
(b) Zu jedem j € {1,...,m} gibt es ein o € A, so daf supp p; eine kompakte Teil-
menge von U, ist.
(c) Fiir alle ¢ € RY gilt o1(x) + -+ + om(x) = 1.
Ist also f: RN — RM eine stetige Funktion mit supp(f) C K, so gilt

f=oif+- -+ onf
mit supp(p; f) € U, fir ein a = oj) € A firj =1,.

_ Wir nennen ¢, . . ., ¢, dann auch eine endliche Zerlegung oder Partition der Eins zur
Uberdeckung (U, )aca-

BEWEIS. Zu jedem z € K fixieren wir ein a(x) € A mit & € Uy(,). Dann gibt es ein
e(x) > 0 mit Use(a) () C Uq(y). Die Funktion 1, mit

1 fiir |€ — o] < =(2)
0 fir |€ — x| > 2e(x)

hat dann kompakten Tréger in Us.(z)(x) C Uy () und nimmt nur Werte zwischen 0 und 1
an. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele x4, ... 2z, € K mit

K C Ue(ml)(xl) U...U Ug(xm)(xm).

Wir definieren nun fiir alle z € RY: () := 1, (z) und fiir 2 < j < m:

j—1
() = U, (2) [T (1 = vy (@)
k=1
Dann sind (a) und (b) fiir ¢1, ..., ¢, erfillt und es gilt fir 1 <k <m
k k
(11.13) S gi@) = 1-[[(1 - ) (e RY).
j=1 J=1

Fiir £ = 1 ist dies offensichtlich. Ist (11.13) fir ein £ € {1,...,m — 1} erfiillt, so folgt
wegen

k+1 k k
Z SOJ( = H wm] _'_ wmk+1 H wm] (SL’ S RN)
j=1 7=1 7=1

die Giiltigkeit von (11.13) auch fiir k4 1. Ist 2 € K so folgt 2 € U.(,,)(x;) fiir wenigstens
ein j € {1,...,m}, also auch 1 — ¢, (x) = 0 und somit nach (11.13) auch die Aussage
(c). O

Wir konnen nun zumindest in einem einfachen Fall den Transformationssatz beweisen:
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11.27. SATZ (Transformationssatz). Sei Q C RY offen und sei ¥ € C*(Q,RY) eine
injektive Abbildung mit det Jy(x) # 0 fir alle x € Q). Dann gilt fir alle stetigen Funktionen
f:Q— RM mit kompaktem Triger und mit supp f C U(Q):

(11.14) [ty = [ fva)]| det go(a)]| do

BEWEIS. Wegen det Jy () # 0 ist nach dem Satz von der Umkehrfunktion die Menge
U(Q) wieder offen und die Umkehrabbildung U~ : ¥(Q) — Q stetig differenzierbar.
Insbesondere ist daher der Integrand der rechten Seite von (11.14) stetig mit kompaktem
Tréger in €.

Ist ® : Q — RY eine einfache Abbildung im Sinne von Definition 11.24 auf einem
offenen Quader Q = (ay,by) X -+ X (a,,b,) C RY,

N
(I)(SL’) = Z rj€e; + g(:c)ek (SL’ S Q)
J=1,37#k
firein k € {1,..., N} mit ;—i(:c) # 0 fiir alle z € ), so hat man fiir jede stetige Funktion

h:@Q — RY mit kompaktem in ®(Q) enthaltenen Triiger mit der Variablensubstitution
yr = g(r) und y; = fir k#j € {1,...,N}:

= @ x)| dxy
/[‘llwbk] h(q)(x))‘ det J@()(O:c)}dxk _/[ak,bk] h(x) ark( )‘d
- /_OO h(y) dyx

und daher nach Satz 11.21
/ h(y) dy = / h(®(z))| det J<1>(x)} dzx.
RN Q

Ist V eine Abbildung, die genau zwei Variablen vertauscht, so ist | det Jy (z)| = |det V| =1
fiir alle # € RY und nach Satz 11.21 folgt fiir alle stetigen Funktionen A : RY — RM mit
kompaktem Tréger

/RN Ily) dy = /RN h(V(z))| det Jy ()| = | det V| dz.

Also gilt der Satz fiir alle einfachen Abbildungen und alle Variablenvertauschungen. Ist
T : RY — RY eine Verschiebung z +— T'(x) := x+ b fiir ein b € RY so folgt durch direkte
Berechnung des iterierten Riemann-Integrals fiir alle stetigen Funktionen h : RY — RM
mit kompaktem Trager:

/RN h(y) dy = /RN h(z +b) de = /RN WT(z))|det Jr(x)| dx

Ist der Satz richtig fiir zwei Abbildungen W, V5 und ist g = W o WUy, so folgt fiir alle
stetigen Funktionen A mit kompaktem Trager im Bild von Wy:

/RN h(y) dy = /RN h(U1(€))| det Ju, (€)| dé
:/RN B (Wa()))| det o, (Wa())| - | det o (2)] di

:/RN h(Wo(x))| det Ju, ()] dz
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denn nach der Kettenregel und dem Multiplikationssatz fiir Determinanten gilt
det(Jy, (Va(x))) - det(Jy,(z)) = det(Jy, (Va(x)) Sy, (x)) = det Jy, ().
Nun hat nach Satz 11.25 jeder Punkt a € ) eine Umgebung U, in der gilt
U(z)=V(a)+ (Vio---oVy_10Pro0---0d)(x—a)

mit Variablenvertauschungen Vi, ..., V,_; und elementaren Abbildungen ®4, ..., ®;. Mit
W := U(U) folgt also nach dem, was bisher gezeigt wurde, fiir alle stetigen Funktionen
f: RY — RM mit kompaktem in W enthaltenen Triger die Giiltigkeit von (11.14). Es
folgt also: Zu jedem Punkt y € W(Q) gibt es eine Umgebung W, von y, so dafl (11.14)
richtig ist fiir alle stetigen Funktionen mit kompaktem Trager in W,,.

Sei nun f : RY — RM eine beliebige stetige Funktion mit kompaktem Triger K :=
supp f C U(Q). Nach dem Satz 11.26 iiber die Zerlegung der Eins gibt es dann endlich
viele stetige Funktionen ¢y, .. ., ¢, mit kompakten Trégern, so dafl supp @;(x) C W,, fiir
ein y; € ¥(Q), j=1,...,m, und

fl@) = pi(@) f(x) + -+ pm(@)fx)  (zeRY).
Also gilt (11.14) fir alle p; f, j =1,...,m und somit (wegen der Linearitit des iterierten
Riemann—Integrals) auch fiir f. O

Die bewiesene Fassung des Transformationssatzes ist noch zu restriktiv. Wir werden
spéter eine besser anwendbare Fassung (im Rahmen der Theorie des Lebesgues—Integrals)
beweisen. Durch approximatives Vorgehen wie in Satz 11.23 kann man jedoch auch schon
interessante Aussagen erhalten.

11.28. BEISPIEL. Sei V¥ : [0, R]x[0, 27| — R? definiert durch ¥(r, ¢) := (r cos ¢, rsin p)
fir alle r € [0, R], ¢ € [0,27]. Dann bildet ¥ das Rechteck @) := [0, R] x [0, 27| surjektiv
auf die abgeschlossene Kreisscheibe D := Ug(0) in R? ab, ist injektiv auf dem Inneren von
@ und erfiillt dort det Jy(r,p) = r # 0. Indem man &hnlich wie in Satz 11.23 verfiahrt,
zeigt man, daf fiir alle f € C'(D,RM) gilt:

[ soar= [ [ s



KAPITEL 12

Der Approximationssatz von Weierstrafl

Ziel dieses kurzen Abschnittes ist es, zu zeigen, daf sich jede auf einem kompakten
Intervall stetige Funktion gleichméfig durch Polynomfunktionen approximieren 1&t. Wir
beweisen zunéchst einen abstrakten Approximationssatz.

Sei I := [a,b] mit —oo < a < b < oo ein kompaktes Intervall, K := R oder K := C.
Eine lineare Abbildung K : C(I,K) — C(I,K) heifit positiv, falls fiir alle reellwertigen
feC(I,K) mit f > 0auf I auch gilt (K f)(x) > 0 fiir alle z € I. Sind dann f, g € C(I,K)
mit f(x) — g(z) > 0 fur alle x € I, so folgt dann (Kg)(x) < (K f)(z) fur alle x € I. Sei
ferner 7, : I — K die Funktion o — 2* auf I (k € Ny).

12.1. SATZ (Korovkin, 1953). Sei (K,,)52, eine Folge von positiven Operatoren, so dafl

firk =0,1,2 gilt: K,, : C(I,K) — C(I,K) mit K7, — m gleichmdf$ig auf I fiirn — oo.
Dann gilt schon fir alle f € C(1,K):

K,f —f gleichmdf$ig fiir n — oo.

BEWEIS. (a) Sei zunéichst f € C(I,R) und sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der
Kompaktheit von I ist f schon gleichméfig stetig auf I. Es gibt also ein 6 > 0 mit

Vayel |r—yl<d=|f@@) - fly) < 5.

Dann gilt fiir alle z,t € I:

: falls |z —t| < &
f(x) = f(t)] < 2r|f||z(%‘t)2 falls |z — t] > 6
und daher
@) = 01 < 5+ 2000 ()
also auch

r—1

£ =5 =20l () < fw) < f0 + 5 2 ()

Wenden wir hierauf beziiglich der Variablen x bei festem ¢t € I den Operator K,, an, so
folgt

3 T —1\? € A
Ka(£0) = 5 =20f1:(F5—) ) @) < () @) < Ka(F0) + 5 + 2071 (F5—) ) @):
Da die Argumente der dufleren Ausdriicke als Polynome vom Grad < 2 Linearkombina-
tionen von 7y, 7y, m9 sind, gibt es nach Voraussetzung ein ng € N, so daf fiir alle n > ng
gilt

[0+ 5= w2100 (") - (F0 = 5 = 2000 () )| < 5

Wir erhalten also fiir alle n > ng, x,t € I:

76 - 5~ 2011 () - 5 < ) < 10+ 5+ 200 (0)

231
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Speziell mit ¢t = x folgt fiir alle n > ng, x € I:

f(@) —e < (Kuf)(x) < f(x) +e

und somit || f — K, f||; < €. Also konvergiert K, f gleichméBig auf I gegen f fiir n — oo.
(b) Ist f komplexwertig, so wenden wir (a) auf Re f und Im f an und erhalten ebenfalls
die Behauptung. O

Sei nun [ = [0, 1]. Fiir f € C(I,K) und n € N definieren wir, das n—te Bernsteinpoly-
nom' B,(f,-) zu f durch

— —~ (n E T — k)" T .
ma) =3 (1) ()t wen

Die Abbildung B, : f — B,(f,-) ist offensichtlich linear. Ist f > 0 auf I, so ist auch
B, (f,z) > 0 fiir alle z € I. B, ist also eine positive lineare Abbildung fiir alle n € N.

12.2. LEMMA. Fir allex € I, n € N gilt:

(a) Bp(m,x) =1=mg(x).
(b) Bu(m,z) =2 = m(x).

(c) Bp(m,x) = 2% + x(l 2) —x(ln_x).

= 71'2(1’) +

Insbesondere gilt B, (mj,-) — m; gleichmdiflig auf I fir n — oo.

BEWEIS. (a) By(m,2) =Y o (D)a"(1—k)" " =(x+ (1 —x)" =1
(b) Fir alle z,y € I, n € N, gilt:

o Oz + 0 <= (n o & n _
e axz<ks)xky kzzk<k>xky
k=0

Speziell fiir y = 1 — x folgt also (nach Division durch n):

= Xn: % (Z) (1 — 2

und damit die Behauptung.
(c) Fiir n = 1 rechnet man dies unmittelbar nach. Fiir n > 2 schlielen wir, wie folgt:

2 n 2 n
x2n(n_1)<$+y)n—2:x2a(g+y):x2%2<)knk Zk _1<) knk'
k=0

Speziell fiir y = 1 — x folgt also (nach Division durch n(n —1)):

n

z? = % (Z) (1 — o),

k=0

ISERGEI NATANOVICH BERNSTEIN (5.3.1880-26.10.1968)
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Nach Definition von B, (w9, z) gilt also fir alle n > 2, x € I:

Balra ) =3 2 ()40 — ey

k=0 k=0
n—1<=k(k—1)/n\ , v
= 1 " — B, (m,
n n(n —1) (l{;)x (12" + n (71, 2)
k=0
—1 1 1-—
=L 2+ —x =2 il ?)
n n n
und damit die Behauptung. U

Mit diesem Lemma und dem Satz von Korovkin erhalten wir unmittelbar:

12.3. SATZ (Approximationssatz von Weierstrafl). Jede auf [0, 1] stetige Funktion kann
gleichmdssig auf [0, 1] durch eine Folge von Polynomfunktionen approximiert werden.

BEWEIS. Nach Lemma 12.2 und dem Satz von Korovkin gilt fiir alle f € C([0, 1], K):
B, (f,z) — f(z) gleichméBig auf [0, 1] fiir n — oo.
U



