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KAPITEL 0

Zur Vorbereitung

1. Grundbegriffe aus der Mengenlehre

Es soll hier kurz auf die aus der Schule teilweise bekannte elementare Mengenlehre
eingegangen werden, da wir deren Schreib— und Sprechweise verwenden wollen. Zunéchst
benotigen wir einige Bezeichnungen und Begriffe aus der mathematischen Logik.

Eine mathematische Theorie besteht aus grundlegenden Begriffen, definierten Begrif-
fen, Axiomen und Sétzen.

e Grundlegende Begriffe sind Begriffe, die im Rahmen der Theorie nicht weiter
erklart werden.

e Aziome sind Aussagen iiber Beziehungen zwischen Begriffen, die nicht bewiesen
werden.

e definierte Begriffe sind Begriffe, die in einer Definition mit Hilfe schon bekannter
Begriffe erklart werden.

e Ein Satz ist eine Aussage iiber Begriffe. Die Sétze einer Theorie stehen in logischer
Abhéngigkeit in dem Sinne, dafl jeder Satz unter Verwendung von bekannten
Begriffen und bereits bewiesenen Sétzen sowie der Axiome bewiesen, d.h. durch
Anwendung von logischen Operationen aus diesen hergeleitet wird.

Von dem Axiomensystem einer mathematischen Theorie wird man folgende Eigen-
schaften verlangen:

o Widerspruchsfreiheit: Es darf im Rahmen der Theorie nicht mdglich sein, einen
Satz und dessen Negation zu beweisen.

e Vollstindigkeit: Hat man sich eine Vorstellung von dem Umfang einer Theorie ge-
bildet, so nennt man ein Axiomensystem vollstédndig, wenn alle ,,interessierenden*
Fragen im Rahmen der auf dem Axiomensystem beruhenden Theorie beantwortet
werden kénnen.

e Unabhdingigkeit: Fin Axiomensystem heifit unabhéngig, wenn kein Axiom mit
Hilfe der tibrigen Axiome beweisbar ist.

Wir werden jedoch bei den im Verlauf der Vorlesung aufgestellten Axiomensystemen die
hierdurch entstehenden Fragen nicht behandeln kénnen.

Wir gehen nun etwas auf die Sprache und Notation der Logik ein, soweit wir sie in
dieser Vorlesung verwenden.

Die einfache Folgerung: Seien A und B zwei logische Aussagen, die wahr oder falsch
sein konnen. Wir schreiben

A= B,
falls gilt: Immer, wenn A richtig ist, ist auch B richtig. Fiir diesen logischen Sachverhalt

sagen wir auch: , Die Richtigkeit von B folgt aus der Richtigkeit von A* oder , A gilt nur
dann, wenn B gilt“ oder ,, B ist notwendig fiir A“ oder ,,A impliziert B“.

Man nennt zwei Aussagen A und B dquivalent (Schreibweise: A <= B), falls gilt:
A = B und B = A. Hierfiir sagen wir auch: ,, B ist notwendig und hinreichend fir A“
oder B gilt dann und nur dann, wenn A gilt* oder ,B gilt genau dann, wenn A gilt“.

1



2 0. ZUR VORBEREITUNG

Besteht die Aquivalenz von A und B aufgrund einer Definition, so schreiben wir:
A <= B oder Aqet <= B, wobei der Doppelpunkt bzw. 4.t auf der Seite steht, die durch
die Aquivalenz definiert werden soll.

Unter einem direkten Beweis verstehen wir eine Aufeinanderfolge von einfachen Fol-
gerungen der Art: Gilt A= B und B = C, so auch A = C.

Beim indirekten Beweis wird folgendes Schema verwendet: Will man etwa die Behaup-
tung: ,,Die Aussage A ist richtig® beweisen, so macht man zunéchst die Annahme: A ist
falsch. Aus dieser Annahme, aus Definitionen und bereits als giiltig bekannten Aussagen
werden dann Folgerungen gezogen, bis sich ein Widerspruch zu Definitionen, bereits als
giiltig erkannten Aussagen oder zur Annahme ergibt. Dies zeigt dann, dafl die Aussage
,A ist falsch“ falsch ist. Nach dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten mufl dann die
Behauptung gelten.

Das Gleichheitszeichen hat folgende Eigenschaften:

(a) A=A (Reflexivitat),

(b)) A=B= B=A (Symmetrie),

(c) A=Bund B=C = A=C (Transitivitdt).
Wenn zwei Objekte A, B laut Definition iibereinstimmen sollen, so schreiben wir A :=

B oder Agef = B, wobei der Doppelpunkt bzw. 4o wieder auf der zu definierenden Seite
steht.

Zur Abkiirzung fithren wir ferner die Quantoren der Generalisierung und der Partiku-
larisierung ein:
Generalisierung: /\ ... bzw. Vp... bzw. VB.... Lies: ,Fiir alle Objekte, die der

B
Bedingung B geniigen, gilt ...“. In der Vorlesung wird meist die letzte Schreibweise
verwendet.

Partikularisierung \/ ... bzw. dg ... bzw. 4B . ... Lies: ,,Es gibt ein Objekt, das der

B
Bedingung B geniigt, so daf§ gilt ... “. Hierbei ist ,ein“ im Sinn ,, von wenigstens ein®“ zu
verstehen.

Nach diesen Vorbemerkungen, Vereinbarungen und Bezeichnungen wollen wir uns nun
der (naiven) Mengenlehre zuwenden. GEORG CANTOR (3.3.1845-6.1.1918), der Begriinder
dieser Theorie, gab folgende , Erklarung® der Begriffe , Menge“ und ,,Element einer Men-
ge:

Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M wvon be-
stimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unse-
res Denken (welche die ,Elemente® von M genannt werden) zu einem
Ganzen.

Man koénnte nun meinen, dafl es sich hierbei um die Definition der Begriffe ,Menge*
und , Element einer Menge“ handelt. Man stellt jedoch fest, dafl die zu definierenden
Begriffe ,Menge* und , Element einer Menge* nur auf andere, undefinierte Begriffe (wie
zum Beispiel ,,Zusammenfassung zu einem Ganzen®) zuriickgefithrt werden. Nun kann
man natiirlich nicht eine Theorie auf einer Definition aufbauen, da diese notwendigerweise
auf Begriffe zuriickgreifen muf3, die im Rahmen der Theorie nicht definiert sind. Man mufl
also beim Aufbau der Mengenlehre offenlassen, was Mengen ,,wirklich sind*, dhnlich, wie
bei der axiomatischen Begriindung der Geometrie nicht gesagt wird, was Punkte und
Geraden sind, sondern nur angegeben wird, welche Beziehungen zwischen ihnen bestehen.
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Die (also nicht nidher erlauterten) Grundbegriffe der Mengenlehre sind:

(i) Mengen meist durch grofe lateinische Buchstaben A, B, C, ..., M, ... sowie durch
groBe deutsche Buchstaben' oder Sonderzeichen bezeichnet wie z.B. N, Z, Q, R, C
und andere.

(ii) Elemente von Mengen: v € A (gelesen: x ist Element der Menge A). Elemente
einer Menge werden haufig (aber nicht immer) mit kleinen lateinischen, grie-
chischen oder deutschen Buchstaben bezeichnet. Ist x nicht Element von A, so
schreibt man x ¢ A.

Unsere erste Forderung ist nun, dafl Mengen durch ihre Elemente eindeutig bestimmt
sein sollen.

(M1) Zwei Mengen A und B sind gleich (A = B geschrieben) genau dann, wenn sie
die gleichen Elemente haben.

Will man also die Gleichheit von zwei Mengen A und B beweisen, so mufl man zeigen,
daf} jedes Element von A auch ein Element von B ist und jedes Element von B auch ein
Element von A ist.

(M1) erlaubt es (endliche) Mengen anzugeben, indem man ihre Elemente aufzihlt
(aufzihlende Schreibweise), etwa {1,2,3,4,5} oder {5,4,3,2,1} (diese beiden Mengen
sind gleich). Weitere Beispiele {1,2,3} # {2,3,11}, {a, 3,7} usw.

0.1. DEFINITION. Sei A eine Menge. Eine Menge B heifit Teilmenge von A, falls jedes
Element von B auch ein Element von A ist. Wir schreiben dann B C A oder A O B.

Ist B C Aund B # A, so nennen wir B eine echte Teilmenge von A und schreiben
B C A.

Beispiele: {1} € {2,1,5}, {B,a,7} 2 {B,7}. Fiir jede Menge A gilt offensichtlich
A C A.

Héufig mochte man aus einer Menge alle Elemente mit einer vorgegebenen Eigen-
schaft aussondern und zu einer neuen Menge zusammenfassen. Sei z.B. M die Menge aller
Teilnehmer an den Ubungen zu dieser Vorlesung, welche in aufzihlender Schreibweise
durch die Angabe der Teilnehmer in einer Teilnehmerliste angegeben sei. Will man nun
die Menge aller Teilnehmer dieser Vorlesung bilden, die im Hauptfach Physik studieren
so konnte man aus der Gesamtteilnehmerliste natiirlich auf einer neuen Liste die Na-
men aller derjenigen Studierenden abschreiben, die im Hauptfach Physik studieren. Rein
schreibtechnisch ist es aber einfacher zu schreiben:

Mp ={x; x € M und z studiert im Hauptfach Physik} .

Eine solche Beschreibung erlaubt das folgende Aussonderungsaxiom (M2):

(M2) Sei A eine Menge und sei € eine Eigenschaft, die jedes Element x € A entweder
hat oder nicht hat. Dann gibt es eine Menge B, deren Elemente genau diejenigen
Elemente von A sind, die die Eigenschaft £ besitzen.

Nach (M1) ist B hierdurch eindeutig bestimmt. Wir schreiben
B ={z; z € A und z hat Eigenschaft £}
oder B = {z € A; x hat Eigenschaft £}. Offensichtlich gilt B C A.

m Anschluf} an diese Vorbemerkungen zur Mengenlehre befindet sich eine Wiedergabe des Alphabets
in deutscher Schreibschrift und des griechischen Alphabets
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0.2. BEISPIEL. Sei A eine Menge und sei £ die Eigenschaft z # x fiir x € A. Wir
bilden gemifl (M2) die Menge B := {z; x € A, x # x}. Da die Aussage z # z fiir alle
x € A falsch ist gibt es keine Elemente in A mit x # z. Die Menge B besitzt also keine
Elemente. Wir nennen sie daher die leere Menge und bezeichnen sie mit (). Nach (M1) ist
() eindeutig bestimmt. Ferner ist () Teilmenge von jeder Menge.

Man kann sich nun natiirlich fragen, warum wir in dem Aussonderungsaxiom (M2) nur
die Elemente von A zugelassen haben. Nach der Cantorschen Begriffsbildung wire dies
doch eine iiberfliissige Einschréinkung. Es zeigt sich jedoch, dal man zu Widerspriichen
kommt. So kénnte man nach Cantor etwa die ,Menge aller Mengen* bilden (als die ,,Zu-
sammenfassung zu einem Ganzen“ von allen Mengen, die ja auch ,,Objekte unseres Den-
kens“ sind). Wir nehmen einmal an, daf dies moglich wire, und bilden also die ,, Allmenge*
(0 aller Mengen. Dann existiert nach (M2) auch die Teilmenge

bi={Ael; A¢ A}

aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. Nun mufl entweder & € & oder
b ¢ b gelten.

Ist & € 3, so folgt nach Definition von &: & ¢ b.

Ist & ¢ B, so folgt nach Definition von 4: & € b.

In allen moglichen Féllen erhalten wir also einen offensichtlichen Widerspruch.

Dieser unter dem Namen Russelsche Antinomie bekannte Widerspruch wurde 1901
von BERTRAM RUSSEL (18.5.1872-2.2.1970) entdeckt. Von Russel selbst stammt hierzu
folgendes Beispiel aus dem ,téglichen Leben®“: In einem Dorf schliefft ein Friseur mit
dem Gemeinderat den Vertrag, ,,genau diejenigen Méanner des Dorfes zu rasieren, die sich
nicht selbst rasieren“. Bei Verletzung dieses Vertrages miisse er eine Konventionalstrafe
bezahlen. Was wiirden Sie dem armen Friseur raten: Soll er sich selbst rasieren oder sollte
er sich besser von einem Nachbarn rasieren lassen?

Geht man jedoch von (M1) und (M2) aus, so kann man zeigen, dafl es eine solche
»,Allmenge“ nicht gibt. Sei namlich A eine beliebige Menge von Mengen und sei B :=
{r € A;x ¢ x}. Wenn wir zeigen konnen, dal B ¢ A gilt, so kann es auch keine
Allmenge geben. Wir fithren den Beweis indirekt:

Annahme: B € A. Ist B € B so folgt nach Definition von B der Widerspruch B ¢ B.
Ist B ¢ B, so miiite nach Definition von B gelten B € B. In allen moglichen Féllen ergibt
sich also ein Widerspruch. Die Annahme war daher falsch. Es mufl also B ¢ A gelten.

0.3. DEFINITION. Seien A und B zwei Mengen, dann heif3t
ANB:={z;x € Aund z € B}
der Durchschnitt von A mit B.

Nach (M2) ist A N B offensichtlich eine Menge. Die Elemente von A N B sind genau
diejenigen, die sowohl zu A als auch zu B gehoren.

BEeIspiELE. {1,2,3,4,5} N {1,3,5} = {1,3,5}, {1,2,3} N {3,4,5} = {3}, {2,4,6} N
{1,3,5} = 0.

In dem folgenden Lemma fassen wir einige einfache Rechenregeln fiir die Durch-
schnittsbildung zusammen, die sich alle elementar beweisen lassen.

0.4. LEMMA. A, B,C seien Mengen. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) ANA=A.
(b) AnD=0.



1. GRUNDBEGRIFFE AUS DER MENGENLEHRE 5

(c) AnB=BnNA.

(d) ANBCAund ANB C B.
(e) (ANB)NC=ANn(BNC).
(f) ACB<—= AnB=A.

Man moéchte manchmal auch {iber ,;sehr viele“ Mengen einen Durchschnitt bilden:

0.5. DEFINITION. Sei 0Jl eine Menge, deren Elemente wieder Mengen sind. Sei M, € (0l
beliebig. Dann definiert man

ﬂ M :={z € My; x € M fiir alle M € 101} .
Mmelll

Statt (), M schreibt man manchmal auch (\{M; M € @l}. Der Durchschnitt
My <y M ist nach (M2) gebildet und damit eine eindeutig bestimmte Menge. Man zeigt

auch leicht, da8 (,, .7 M nicht von der speziell gewéihlten Menge M, abhéngt, d.h. daf
fiir alle My, My € 001 gilt:

{r € My; x € M fir alle M € (01} = {x € My; x € M fiir alle M € 001} .

Um zeigen zu konnen, dafl Definition (0.5 die Definition (0.3 als Spezialfall enthélt,
miissen wir wissen, dafl es zu zwei Mengen A und B eine Menge C' gibt, die A und B als
Elemente enthélt. Hierzu benotigen wir ein weiteres Axiom:

(M3) Zu je zwei Mengen A und B gibt es eine Menge C' mit A € C und B € C.

0.6. BEMERKUNG. Seien A und B zwei Mengen. Dann gibt es genau eine Menge, die

genau A und B als Elemente enthélt. Diese bezeichnen wir (in aufzdhlender Schreibweise)
mit {A, B}.

BeEWwEIS. Sei C' geméfl (M3) eine Menge mit A € C' und B € C. Nach (M2) kénnen
wir die Menge {M € C'; M = A oder M = B} bilden und erhalten eine Menge, die genau
A und B als Elemente enthélt. Geméafi (M1) ist diese Menge eindeutig bestimmt. O

Offensichtlich gilt nun fiir je zwei vorgegebene Mengen A und B:

ANB= ﬂ M.
Me{A,B}

Eine weitere Moglichkeit aus vorgegebenen Mengen neue zu bilden liefert:

(M4) Zu jeder Menge A gibt es eine Menge, die alle Teilmengen von A als Elemente
enthdlt.

0.7. BEMERKUNG. Sei A eine Menge. Dann gibt es genau eine Menge, die genau alle
Teilmengen von A als Elemente hat. Diese Menge nennen wir die Potenzmenge von A
und bezeichnen sie mit P(A).

BEWwEIS. Sei (I geméfl (M4) eine Menge, welche alle Teilmengen von A als Elemente
enthélt. Nach (M2) kénnen wir die Menge {B € (I; B C A} bilden. Offensichtlich enthalt
diese Menge genau alle Teilmengen von A. Nach (M1) kann es hochstens eine Menge mit
dieser Eigenschaft geben, womit auch die Eindeutigkeitsaussage bewiesen ist. O

BeispiLe.  (a) P0) = {0}, P{0}) = {0, {0}},
(b) P({1}) = {0, {13}, PP{1}) = {0, {0}, {{1}}, {0, {1}}},
(c) P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1, 2}}.
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0.8. DEFINITION. Seien A und B zwei Mengen. Die gemafi (M2) gebildete Menge
A\B:={x € A;z ¢ B}

heifit die Differenzmenge zwischen A und B. Ist B C A, so nennt man A \ B auch das
Komplement von B in A und schreibt auch C4 B statt A\ B. Ist vom Zusammenhang her
klar, beziiglich welcher Menge A das Komplement gebildet wird, so schreibt man auch

kurz CB.

BEISPIELE. Mit A := {1,2,3,4,5}, B := {3,4,5}, C := {1,2,3} gilt A\ B=(,B =
{1,2}, B\A=10, B\ C ={4,5}, C\ B ={1,2}.

Im folgenden Lemma fassen wir einige Rechenregeln fiir die Differenzmengenbildung
und die Komplementbildung zusammen.

0.9. LEMMA. Seien A, B, C und D Mengen mit B C A und C C A. Dann gilt:

Ca=A\D=A, ChA=A\A=0.
A\D=A\(AND)=C4(AND).

B
A\ (A\D)=AND.
C4(CsB) = B.

(g) BC C <« [4C CCuB.

BEWEIS. Die Aussagen (a) — (d) sieht man unmittelbar ein.

Zu (e): Fir alle x € Agilt: x € A\ (A\D) <= z € Aundz ¢ {y € A;y ¢ D}
< rze€ AND.

(f) ist ein Spezialfall von (e).

Zu (g): Wir zeigen zunichst die Implikation ,,==“. Sei also B C C und sei x € [,C
beliebig also € A und = ¢ C. Wegen B C (' ist dann auch x ¢ B und es folgt v € 04 B.
Da dies fiir alle z € C4C gilt, folgt C4C C C4B. Wir miissen noch die Implikation ,,<=*
beweisen. Sei also 04C C C4B vorausgesetzt. Wendet man die bereits bewiesene Aussage
,=" an mit C,C statt B und C4B statt C, so erhalten wir mit (f): B = C4(C4B) C
C4(CsC) = C. O

Um die Vereinigung von beliebigen Mengen bilden zu konnen, bendétigen wir ein wei-
teres Axiom:

(M5) Zu jeder Menge 08l von Mengen gibt es eine Menge M mit A C M fiir alle A € T0l.

0.10. DEFINITION. Sei 001 eine Menge von Mengen und sei M eine geméf (M5) existie-
rende Menge mit A C M fiir alle A € §Jl. Dann kénnen wir nach dem Aussonderungsaxiom
(M2) die Menge

U A::U{A;Aem}::{meM;EIAem: x € A}
Aeldl

bilden. Man {iberlegt sich, da8 J , g A von der speziellen Menge M mit A C M fiir alle
A € 001 unabhéngig ist. Die Menge (J, gz A heiBt die Vereinigung der Mengen A € {0l.

BEISPIELE. (a) Ist 001 = 0, so ist auch |J , gy A = 0.
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(b) Sind A und B zwei beliebige Mengen, so existiert nach (M3) und Bemerkung (0.6
die Menge {A, B}, die genau die Elemente A und B besitzt. Statt Upeqy 5, C
schreiben wir einfacher AU B. Die Menge AU B ist also die Menge der Elemente,
die Elemente von A oder von B sind.

(¢) {1,2,3,4} U{2,3,5} = {1,2,3,4,5}.

Die elementaren Beweise der folgenden Rechenregeln sind dem Leser als Ubung iiber-
lassen.

0.11. LEMMA. A, B und C' seien Mengen. Es gilt:

(a) AUA=AUD = A.

(b) AC AU B.

(c) AUB=BUA.

(d) Au(BuC)=(AuB)UC

(e ACB «<— AUB=010B

(f) Au(BNC)=(AuB)N(AUC).
(g) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
(h) (A\B)U(ANB) = A.

(i) AN(BNC) = (A\B)U(A\C).
(1) AN(BUC) = (A\B)N(A\C).
0.12. DEFINITION. Seien A und B zwei Mengen. Fiir alle a € A,b € B definieren wir

(a7 b) = {{a}> {CL, b}} < ?(?(A U B))
und bilden geméf (M2) die Menge

AxB:={x e APWAUB)); Jac A,be B: z = (a,b)}.

A X B heifit die Produktmenge von A und B und fiir a € A, b € B heifit (a,b) das geordnete
Paar von a und b.

0.13. LEMMA. Seien A und B zwei Mengen. Fir alle (a,b), (u,v) € A X B gilt:
(a,b) = (u,v) <= (a =wu und b =").

BEWEIS. Die Beweisrichtung ,,<—=" ist nach Definition (.12 offensichtlich.

Zu ,—*“: Seien a,u € A,b,v € B beliebig mit (a,b) = (u,v), d.h. mit {{a}, {a,b}} =
{{u},{u,v}}. Wegen {a} € {{u}, {u,v}} folgt {a} = {u} (und damit a = u) oder {a} =
{u,v}, was a = u = v zur Folge hat. In beiden Féllen gilt also a = u.

Zu zeigen bleibt noch b = v: Wegen a = u ist {{a},{a,b}} = (a,b) = (a,v) =
{{a}, {a, v}}.

1. Fall: v = a. Dann ist (a,v) = (a,a) = {{a},{a,a}} = {{a}}. Wegen {a,b} €
(a,v) = (a,a) = {{a}} folgt also v = a =b.

2. Fall: v # a: Dann ist {a,v} # {a} woraus wegen {a,v} € {{a},{a,b}} folgt:
{a,v} = {a,b}. Wegen v # a ist dies nur moglich, wenn v = b gilt.

In beiden Féllen haben wir also v = b erhalten. 0

BEISPIELE. (a) Sei A :={a,b}, B :={1,2,3}. Dann ist in aufzéhlender Schreib-
weise: A x B = {(a, 1), (a,2), (a,3), (b, 1), (b 2),(b,3)}.

(b) Fir Rx R = {z € YYR)); Ela:,y € R: (z,y) = z} schreiben wir auch kiirzer
R xR = {(x,y); z,y € R}. Wir identifizieren R x R in der iiblichen Weise mit
der Ebene.
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In dem folgenden Lemma fassen wir einige Rechenregeln fiir den Umgang mit Pro-
duktmengen zusammen.

0.14. LEMMA. Sind A, B,C, D Mengen, so gilt:
(a) Ax B=0 <= (A=10 oder B=1).

(b) (AUB)xC=(AxC)U (B x ().

(c) (ANB)x (CND)=(AxC)n(Bx D).

(d) Ist ACC und BC D, soist Ax BCC x D.

BEWEIS. (a) Ist A = 0 oder B = 0, so mul auch A x B := {x € YPAUB)); Ja €
Abe B: x=(a,b)} =0 gelten. Ist A # () und B # 0, so gibt es wenigstens ein a € A
und ein b € B. Es ist dann (a,b) € A x B und somit A x B # (). Aus A x B = {) folgt
also A =0 oder B = .

(b) — (d) rechnet man unmittelbar nach. O

0.15. DEFINITION. Seien A und B zwei nicht leere Mengen. Unter einer Abbildung
f:A— B von A nach B verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau
ein Element f(a) € B zuordnet. Zwei Abbildungen f,g : A — B heilen gleich, falls sie
punktweise tibereinstimmen, d.h. fiir alle a € A gilt: f(a) = g(a).

A heifit der Definitionsbereich der Abbildung f und B der Wertebereich. Abbildungen
mit Werten in den reellen Zahlen nennen wir auch Funktionen.

f(a) heiBt der Bildpunkt von a € A unter f. Fiir eine Teilmenge C' von A heifit
f(C):={f(a);aeC}={be B;3Jac C: b= f(a)} die Bildmenge von C unter f. Ist
D C B, so heifit die Menge f~'(D) :={a € A; f(a) € D} die Urbildmenge von D unter
f. Die Menge

G(f):=A{(a, f(a)); a € A} :={(a,b) € Ax B;b= f(a)}

nennen wir den Graphen von f.

0.16. LEMMA. Seien A und B zwei nicht leere Mengen.

(a) Eine Menge G C A x B ist genau dann Graph einer Abbildung von A nach B,
wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind.
(i) Vae AGbe B: (a,b) € G.
(ii) Sind (a,b1), (a,bs) € G so gilt schon by = bs.
(b) Zwei Abbildungen f,g: A — B sind genau dann gleich, wenn ihre Graphen gleich
sind.

BEWEIS. (a) Ist f eine Abbildung und G = G(f) = {(a, f(a)); a € A}, so gibt es
nach Definition der Abbildung zu jedem a € A genau einen Bildpunkt f(a) € B. Dies
zeigt, daB (i) und (ii) erfiillt sind. Ist umgekehrt G C A x B mit (i) und (ii) gegeben, so
gibt es zu jedem a € A genau ein Element f(a) € B mit (a, f(a)) € G. Hierdurch ist eine
Abbildung f : A — B definiert, fiir die G(f) = G gilt.

(b) ,,==“ ist unmittelbar klar. Seien nun umgekehrt f,g: A — B zwei Abbildungen
mit G(f) = G(g). Dann gilt fiir alle a € A: Es ist (a, f(a)) € G(f) = G(g) und damit

fla) = g(a). O

Beispiele von Abbildungen bzw. Funktionen hat man schon in der Schule kennenge-
lernt. Auch im Verlauf dieser Vorlesung werden uns viele Beispiele begegnen. Deshalb
beschrénken wir uns hier zundchst auf ein paar wenige, die von elementarer Natur sind.

0.17. BEISPIELE. Sei A, C, D nicht leere Mengen.
(a) Die Funktion id:A — A mit id(a) := a fur alle a € A heifit die Identitit auf A.
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(b) Sei B C A. Dann heifit x5 : A — R mit

{1 firx € B

@)= 00 e A\ B

die charakteristische Funktion von A.
(c) Die Abbildung p : C' x D — C mit p(c,d) := c fiir alle (¢,d) € C x D heifit die
Projektion auf die erste Koordinate.

Im folgenden Lemma fassen wir wieder einige Rechenregeln zusammen.

0.18. LEMMA. Sei f : A — B eine Abbildung und seien C, D Teilmengen von A sowie
E. F Teilmengen von B. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) fFUENF) = f7HE) N f7HF).

(b) fFHEUF) = fTHE)U f7H(F).

(c) F(CUD)=f(C)Uf(D).

(d) f(CND)Cf(C)N f(D), wobei die Inklusion echt sein kann.

BEwEIS. Fiir a € A gilt:

a€ fYENF) < fla) e ENF <= (f(a) € Fund f(a) € F)
<= (a€ fYE)und a € f(F))
= ae BN IR

e a€ fTHEUF) <= f(a) € EUF <= (f(a) € E oder f(a) € F)

<= (a € fY(FE) oder a € f~'(F))
—=ac fHE)UfHF).

Damit sind (a) und (b) bewiesen.
Fiir alle b € B gilt:

be f(CUD) <= 3JacCUD: f(a)=0b

<= (be f(C) oder b € f(D))

> be f(C)U f(D)
und damit (c). Ferner:

be f(CND) < (GaeCND: fla)=b)=0be f(C)N f(D).

Wir zeigen durch Angabe eines Beispiels, daf die Inklusion in (d) echt sein kann. Wir
definieren f : {1,2} — {1} durch f(1) := f(2) := 1. Es ist {1} N {2} = 0 und daher
FEFNA{2}) = 0 aber f({1}) N f({2}) = {1} # 0. 0

0.19. DEFINITION. Sind f: A — Bund g : B — C, so definieren wir die Komposition
(Hintereinanderausfihrung, zusammengesetzte Funktion) gof : A — C durch (go f)(a) :=
g(f(a)) fiir alle a € A.

Die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen ist assoziativ:

0.20. LEMMA. Sind f : A — B, g: B — C und h : C — D Abbildungen, so gilt
(hog)of=ho(gof).

BeEweEIs. Fiir alle a € A gilt:

((hog)of)la) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))) = h((go f)(a)) = (ho(gef)a).



10 0. ZUR VORBEREITUNG

0.21. BEISPIEL. Sei R, := {x € R; z > 0}. Wir definieren f : R — R, und g : Ry —
R durch f(z) := 2? fiir alle z € R und g(z) := /z fiir alle reellen z > 0. Dann gilt
fog=idr, und (go f)(z) = |z fiir alle z € R.

0.22. DEFINITION. Eine Abbildung f : A — B heif}t
(a) injektiv, falls fir alle z,y € A aus f(z) = f(y) schon x = y folgt.
(b) surjektiv, falls f(A) = B ist, d.h. falls es zu jedem b € B ein a € A mit f(a) =b
gibt.
(c) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

0.23. BEISPIEL. Seien f: R — R, und g : R, — R wie in Beispiel [0.21. Dann ist f
surjektiv aber nicht injektiv und ¢ injektiv aber nicht surjektiv.

0.24. SATZ. Sei f: A — B eine Abbildung. Fs gilt:

(a) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt mit fog =idg
und go f =1idy4.

(b) Ist f bijektiv, so ist die Funktion g aus (a) eindeutig bestimmit.

BeweEis. (a) Sei f : A — B bijektiv. Ist b € B beliebig, so gibt es, da f bijektiv
ist, genau ein a € A mit f(a) = b. Wir setzen ¢g(b) := a. Hierdurch wird eine Abbildung
g : B — A definiert mit g(f(a)) = a fiir alle a € A und f(g(b)) = b fiir alle b € B.

Ist umgekehrt g : B — A eine Abbildung mit f o g =idg und go f =id4, so gilt fiir
alle aj,as € A mit f(ay) = f(az): Es ist

ay = ida(a1) = g(f(a1)) = g(f(az)) = ida(az) = as.
Also ist f injektiv. Fiir alle b € B hat man b = idg(b) = f(g(b)) mit g(b) € A, d.h. f ist
auch surjektiv und damit bijektiv.

(b) Ist auch h : B — A eine Funktion mit foh =idg und ho f = id4, so folgt wegen
der Assoziativitit der Hintereinanderausfithrung (Lemma (.20): h = hoidp = ho(fog) =
(hof)og=idsog=g. O

0.25. DEFINITION. Sei f : A — B eine bijektive Abbildung. Die gemif Satz [10.14
eindeutig bestimmte Abbildung g : B — A mit fog = idg und g o f = id4 heifit die
Umkehrabbildung (auch inverse Abbildung, Umkehrfunktion oder inverse Funktion). Man
schreibt auch f~! fiir g.
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2. Verschiedene Alphabete
2.1. Die deutsche Schreibschrift (Siitterlin).

GrofB3buchstaben | Kleinbuchstaben

a
b
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— e e = g - o
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2.2. Das griechische Alphabet.

Name Groflbuchstabe | Kleinbuchstabe
Alpha A o
Beta B s
Gamma r v
Delta A )
Epsilon E €,€
Zeta Z

Eta H i
Theta S 0,9
Iota I L
Kappa K K, %
Lambda A A
My M W
Ny N v
Xi = 19
Omikron O 0
Pi II m,w
Rho P P, 0
Sigma by 0,¢
Tau T T
Ypsilon T v
Phi ) o, ¥
Chi X X
Psi v Y
Omega Q w

2.3. Hebriisches Alphabet.

Aus diesem Alphabet werden wir nur den den ersten Buchstaben Aleph: X verwenden.
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Der Korper R der reellen Zahlen

Der Korper der reellen Zahlen ist uns natiirlich schon von der Schule her bekannt
und vertraut. Wir wollen ihn hier nochmals (in knapper Form) axiomatisch einfiihren.
Wir fordern die Existenz eines Korpers R, der den (spéter in Definition [1.5 angegebenen)
Anordnungsaxiomen (P1)-(P3) und dem Supremumsaxiom (S) (siche weiter unten in[1.14)

genugt.
1. Korper

Wir beginnen zunéchst mit der Definition eines Korpers:

1.1. DEFINITION. Ein Menge K heifit Kdrper, falls sie mit zwei Abbildungen
+: KxK—-K (z,y)—xz+y, (Addition genannt)

und
KxK—=K (x,y)— 2y, (Multiplikation genannt)

versehen ist, so dal die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(KA1) Es gilt das Assoziativgesetz der Addition:
Ve,y,z€eK: (z4+y)+z=2+(y+2).

(KA2) Existenz eines neutralen Elementes der Addition: Es gibt ein Element 0 € K mit
x4 0 =z fiir alle z € K.
(KA3) Existenz von beziiglich der Addition inversen Elementen:

Vee KdyeK: z+y=0.
(KA4) Es gilt das Kommutativgesetz der Addition:

Ve, y e K: r+y=y+cx.
(KM1) Es gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation:

Ve,y,z € K: (xy)z = x(yz).

(KM2) Existenz eines neutralen Elementes der Multiplikation: Es gibt ein Element 1 €
K, =K\ {0} mit 1 -z =z fiir alle z € K.
(KM3) Existenz von beziiglich der Multiplikation inversen Elementen in K,:

VreK,dJyeK: xy=1.
(KM4) Es gilt das Kommutativgesetz der Multiplikation:
Vr,y e K: Ty =y .
(KD) Es gilt das erste Distributivgesetz:
Vo,y,z € K: (x+y)z=2x2+yz.

1.2. LEMMA. Sei (K, +,-) ein Kérper.
(a) Das neutrale Element O der Addition ist eindeutig bestimmt. Wir nennen es das
Nullelement von K oder die Null von K.

13
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(b) Das neutrale Element 1 der Multiplikation ist eindeutig bestimmt. Wir nennen es
das Einselement von K oder die Fins von K.

(c) Sei x € K. Das nach (KA3) existierende zu x beziiglich der Addition inverse
Element ist eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen es mit —x. Es ist —(—x) = z.
Statt y + (—x) schreiben wir auch y — x fir alle x,y € K.

(d) Sei z € K. Das nach (KM3) ezistierende zu x beziglich der Multiplikation in-
verse Element ist eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen es mit =1 oder % Es st
(z71) ™' =z. Fir alle y € K schreiben wir auch ¥ statty - 1.

BeEWwEIS. (a) Sei auch 0/ € K mit = + 0" = z fiir alle x € K. Speziell mit x := 0 folgt
unter Verwendung von (KA4): 0=0+0=0+0=0".

(b) Sei auch 1 € K mit 1" - x = z fiir alle z € K. Speziell mit « := 1 folgt unter
Verwendung von (KM4): 1=1"-1=1-1"=1".

(c) Seien u,v € K mit x +u = 0 = x + v. Unter Verwendung von (KA1), (KA2) und
(KA4) folgt: u=u+0=u+ (z4+v)=(u+z)+v=(z+u)+v=0+v=0v+0=w.

(d) Seien u,v € K mit zu = 1 = zv. Unter Verwendung von (KM1), (KM2) und
(KM4) folgt: u =1-u = (zv)u = (vx)u =v(zu) =v-1=1-v =w. O

Im folgenden Lemma fassen wir einige weitere Rechenregeln zusammen:

1.3. LEMMA. Sei (K, +,-) ein Korper.
(a) Fir alle u,v € K hat die Gleichung u+ x = v genau eine Lisung v € K. Es ist

T=0v—u.
(b) Fiir alle uw € K,,v € K hat die Gleichung ux = v genau eine Lisung v € K. Es
st x = 2.

(c) Es gilt das zweite Distributivgesetz:
Ve,y,z€ K. x(y+2)=xy+xz.

(d)VeeK: z-0=0-2=0.

(e) K ist nullteilerfrei, d.h.: Sind u,v € K mit uv = 0, so ist schon u =0 oder v = 0.
(f)VeeK: (-1)-z=—ux.

(g) Ist u € K mit u® :==u-u=u, so ist schon u=0 oderu=1.

(h) Fiir alle x € K, ist auch x7' € K,.

BEWEIS. (a) Dafl v —u eine Losung der Gleichung u+ x = v ist rechnet man mit Hilfe
von (KA1)—(KA4) unmittelbar nach. Ist x € K mit u + = = v, so folgt (ebenfalls unter
Verwendung von (KA1)-(KA4)): 2 = 0+2 = (—utu)+x = —u+(utz) = —u+v = v—u.

(b) ist die multiplikative Variante von (a) und wird analog bewiesen (unter Verwen-
dung von (KM1)-(KM4)).

(c) folgt mit Hilfe von (KM4) aus (KD).

(d) Nach (KA2) ist 0 4+ 0 = 0 und somit nach (KD): 0- 2 =0-2 4 0-x. Nach (a) ist
also0-2=0-2—-0-2=0.

(e) Seien u,v € K mit uwv = 0. Ist u = 0, so ist nichts zu zeigen. Ist u # 0, so folgt
nach (b): Es gibt genau ein 2 € K mit uz = 0 und es ist z = < - 0 = 0 (wegen (d)).

(f) Fir alle z € K gilt unter Verwendung von (KA2), (KA4), (KD) und (d):

z+(-1)-z=1-24(-1)-2=(1-1Dz=0-2=0
und somit nach Lemma [[.2! (—1) -z = —=z.

(g) Ist p = 0, so ist nach (d): p> =0-0 = 0. ist p # 0, so gibt es nach (b) genau ein
xEKmitpx:pundesistx:%-pzl. Ist also p? = p und p # 0, so muf p = 1 gelten.

(h) Sei x € K, beliebig. Wegen 0 -z = 0 (nach (d)) und 0 # 1 nach (KM2) muf}
27 # 0 gelten. O
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Wegen (KA2) und (KM2) besitzt ein Korper mindestens zwei Elemente (ndmlich 0
und 1). Das folgende Beispiel zeigt, dafl es tatsdchlich Kérper mit nur zwei Elementen
gibt.

1.4. BEISPIEL. Sei Fy := {0, 1} eine Menge mit zwei Elementen (0 # 1). Wir definieren
auf Fy eine Addition und eine Multiplikation durch

0+0:=0, 04+1:=1, 14+0:=1, 1+1:=0,
0-0:=0, 0-1:=0, 1-0:=0, 1-1:=1.

Dann sind (wie man durch Inspektion, also Nachrechnen aller moglichen Félle sieht)
die Korpergesetze (KA1)—-(KA4), (KM1)—-(KM4) und (KD) erfiillt. (Fy, +,-) ist also ein
Korper.

2. Angeordnete Korper

Das Beispiel 1.4 zeigt, dafl wir weitere Eigenschaften ben6tigen, um den von der Schule
her vertrauten Korper der reellen Zahlen zu charakterisieren.

1.5. DEFINITION. Ein Koérper (K, +, -) heifit angeordnet, falls es in ihm eine Teilmenge
P gibt, die den folgenden Bedingungen (P1)—(P3) geniigt:
(P1) Fiir jedes x € K gilt genau eine der drei folgenden Aussagen:
r=0, ze€eP, —xe€P Trichtonomie

(P2) P ist abgeschlossen beziiglich der Addition, d.h. fir alle u,v € P gilt u+v € P.
(P3) P ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation, d.h. fiir alle u,v € P gilt u-v €
P.

Sei (K, +, ) ein angeordneter Korper und P C K mit (P1)-(P3). Wir nennen dann
P die Menge der positiven Zahlen in K. x € K heifit positiv, falls x € P und negativ,
falls —x € P. Sind u,v € K, so sagen wir u ist kleiner als v (und schreiben u < v), falls
v —u € P sowie u ist grofier als v (geschrieben u > v), falls u — v € P. Ferner definieren
wir fiir u,v € K:

u>v:<= (u>wvoderu=v) ,uistgréfer oder gleich v*

u<v:<= (u<wvoderu=v) Luistkleiner oder gleich v*

Die Rechenregeln in dem folgenden Lemma rechnet man leicht nach. Wir werden sie
im folgenden laufend verwenden ohne jeweils im einzelnen darauf hinzuweisen.

1.6. LEMMA. Sei (K, +, ) ein angeordneter Korper und P C K die Menge der positiven
Zahlen von K. Fiir alle a,b,c,d € K gilt:

(a) a>0 < a€P, a<0 < —a€P.
(b) Es gilt genau eine der drei Beziehungen: a =0, a > 0, a < 0.
(c) Es gelten die folgenden Transitivititsaussagen:
(i) (a<bundb<c)=a<ec.
(i) (a<bundb<c)=a<ec.
(iii) (a<bundb<c)=a<ec.
(iv) (a<bundb<c¢)=a<c.
(d) (a<bundc<d) = a+c<b+d.
(a<bundc<d)=a+c<b+d.
(e) (a <bundc>0)= ac < be.
(a <bund c>0) = ac < be.
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(f) (a < b und c < 0) = ac > be.
(a <bund c <0) = ac > be.

(g) Ista#0, soist a> = a-a > 0. Insbesondere ist 1 = 1% > 0.

(h) Kiirzungsregeln: (a +c¢ < b und ¢ > 0) = a < b,
(a+c<bundc>0)=a<b,
0<ac<bundc>1=a<b,
(0<ac<bundc>1=a<b.

(i) Regeln fir die Inversenbildung: a <b=— —a > —b, a < b= —a > —b,
0<a<b=0<b'<al,0<a<b=0<bl<al

1.7. DEFINITION. Sei (K, +, ) ein angeordneter Korper. Fiir x € K heifit die durch

o] = T falls x > 0
T )=z fallsz <0

definierte Zahl der Absolutbetrag (oder auch kurz der Betrag) von x.

Wir fassen einige Eigenschaften des Absolutbetrags im folgenden Lemma zusammen:

1.8. LEMMA. Sei (K, +,+) ein angeordneter Korper.
(a) Ve e K: |z| > 0. Es ist |z| =0 genau dann, wenn x = 0.
(b) Fiir alle u,v € K gilt: |u] <v <—= —v<u<w.
(c) Ve e K: —lz| <z <z
(d) Fir alle u,v € K gilt: |uv| = |u| - |v]. Insbesondere gilt (mitv := —1): | —u| = |u|
fiir alle u € K.
(e) Fir alle u,v € K gilt:
(i) lu+v| < |u| +|v]  Dreiecksungleichung.
(i1) [lul = [ol] < Ju =]

BEWEIS. (a) folgt unmittelbar aus der Definition des Absolutbetrags.

(b) Ist u > 0, so ist 0 < u = |u| und die behauptete Aquivalenz ist offensichtlich.
Ist u < 0, s0ist 0 < |u] = —u. Ist also |u] < v, so ist v > 0 und —u < v, also
—v < u < 0 < o Gilt umgekehrt —v < u < v, so folgt aus der linken Ungleichung mit
Lemma 1.0/ (i): |u| = —u < v.

(c) folgt mit v := |ul| aus (b).

(d) Ist w > 0 und v > 0 (bzw. v < 0 und v < 0), so folgt nach Lemma (1.0 (e)
(bzw. (f)): uv > 0 und nach der Definition des Absolutbetrags |uv| = uv = |u| - |v| (bzw.
luww| = (—u)(—v) = |u| - |v]). Ist & > 0 und v < 0 (bzw. u < 0 und v > 0), so folgt
nach Lemma 1.0/ (f): Es ist uv < 0 und somit |uv| = —uv = u(—v) = |u| - |v| (bzw.
juv] = —uv = (—wv = [ul - Jv]).

(e) Wegen —|u| < u < |u| und —|v| < u < |v| (nach (c)) folgt die Dreiecksungleichung
durch Anwendung von Lemma [1.6/ (d).

Zu (ii): Nach der Dreiecksungleichung gilt: |u| = |u — v + v| < |u — v| + |v| und
damit |u| — |v] < Ju —v|. Wegen |v] = |[v —u + u| < |v — u| + |u| folgt mit (c¢) auch
—|u —v| =—Jv—u| < |u| —|v|. Mit (b) folgt als die behauptete Ungleichung. O

3. Obere Schranken und das Supremumsaxiom

1.9. DEFINITION. Sei (K, +,-) ein angeordneter Korper und () # A C K. A heifit nach
oben (bzw. nach unten) beschrankt, falls es ein b € K gibt, so daf fiir alle a € A gilt:
a < b (bzw. b < a). b heifit dann eine obere (bzw. untere) Schranke fiir A.
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1.10. BEISPIEL. Sei (K, +,-) ein angeordneter Koérper und
A={reK;2*<2:=1+1}.

Dann ist A # (), denn wegen 1 =12 < 1+ 1 = 2 (nach Lemma [1.0/ (g) und (d)) ist 1 € A.
Fiir alle v € K mit u > 2 gilt 2 < 2u < u? und daher u ¢ A. Also gilt fiir alle a € A: Es
ist a < 2. A ist also nach oben beschriankt und 2 ist eine obere Schranke fiir A.

1.11. LEMMA. Sei (K,+,-) ein angeordneter Kirper und ) # A C K nach oben be-
schrdnkt. Dann gilt:

(a) Ist x eine obere Schranke fir A und ist y > x, so ist auch y eine obere Schranke
fiir A.
(b) Die Menge

S :={x € K; x ist obere Schranke fiir A}
st nach unten beschrinkt. In S gibt es hochstens ein kleinstes Element.

BEWEIS. (a) Ist x obere Schranke fiir A und y > z, so gilt fiir alle a € A: @ < x und
x < y also auch a <y, d.h. y ist obere Schranke fiir A.

(b) Wegen A # () gibt es wenigstens ein a € A. Fiir alle oberen Schranken x von A ist
a < x. Die Menge § ist also nach unten beschriankt und a ist eine untere Schranke fiir S.
Sind u,v € S mit u < x und v < z fiir alle z € S, so folgt insbesondere v < v und v < u,
d.h. v =w. ]

1.12. BEMERKUNGEN. (a) Lemma [I.11] macht keine Aussage tiber die Ezistenz
einer kleinsten oberen Schranke fiir A.

(b) Eine zu Lemma [I.11] analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir nach unten be-
schrinkte Mengen und untere Schranken.

(c) Die Menge P := {x € K; > 0} der positiven Zahlen ist nach unten durch 0
beschrinkt. P besitzt kein kleinstes Element, denn fiir alle z € P gilt 0 < § < .

1.13. DEFINITION. Sei () # A eine nach oben beschrinkte Teilmenge eines angeordne-
ten Korpers K. Besitzt die Menge S der oberen Schranken von A ein kleinstes Element
y, so nennt man y die kleinste obere Schranke oder das Supremum von A und schreibt
y = sup A. Existiert y = sup A und ist y € A, so daB} also y das grofite Element von A ist,
so nennt man y das Maximum von A und schreibt y = max A.

Analog definiert man: Ist A # () eine nach unten beschrinkte Teilmenge von K und
besitzt die Menge der unteren Schranken von A ein grofites Element y, so nennt man dieses
die grofite untere Schranke oder das Infimum von A und schreibt y = inf A. Existiert
y = inf A und gilt y € A so nennt man y das Minimum von A und schreibt y = min A.

Wir fordern nun:
1.14. AxioM (Supremumsaxiom). Es gibt einen angeordneten Korper R mit der Ei-
genschaft

(S) Fiir jede nicht leere nach oben beschrinkte Menge A C R existiert das Supremum
sup A in R.

Wir nennen R den Korper der reellen Zahlen.

Man kann zeigen, dafl es ,,im wesentlichen“ nur einen angeordneten Korper gibt, der
dem Supremumsaxiom geniigt.
Wir definieren zur Abkiirzung:

Ry:={ze€R;2>0} und R} :={z € R; 2> 0}.
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1.15. FOLGERUNG. Fir jede nach unten beschrinkte nicht leere Menge A C R existiert
das Infimum inf A von A in R.

BEWEIS. Die Menge B := {b € R; —b € A} ist nicht leer, da A nicht leer ist. Ist
untere Schranke fiir A (wenigstens eine solche existiert nach Voraussetzung), so gilt fiir alle
a € A: x < a also auch —a < —x. Die Menge B ist also nach oben durch —z beschrankt.
Nach dem Supremumsaxiom existiert also y := sup B in R. Wir zeigen: —y = inf A.

Wegen y = sup B gilt fiir alle a € A: —a < y also —y < a. Also ist —y eine untere
Schranke fiir A. Ist x € R eine beliebige untere Schranke von A, so ist —x eine obere
Schranke fiir B und es folgt nach Definition des Supremums: y = sup B < —z, also auch
x < —y. Dies zeigt, dafl —y die groBite untere Schranke fiir A ist. O

Die folgende Hilfsaussage ist héufig niitzlich fiir die Berechnung von Suprema bzw.
Infima konkreter Mengen.

1.16. LEMMA. Sei () # A C R nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt. Firy € R gilt
y =sup A (bzw. y = inf A) genau dann, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt
sind:

(a) y ist obere (bzw. untere) Schranke von A.
(b) Ve >03Jac A: a>y—c (bzwa<y-+e).

BewEIs. (Nur fir Suprema) ,, = “: Sei also y = sup A. Dann ist y insbesondere obere
Schranke und (a) ist erfiillt. Sei nun € > 0 beliebig. Da y die kleinste obere Schranke von
A ist, kann y — ¢ keine obere Schranke fiir A sein. Es gibt also ein a € A mit a > y — ¢.

, < “: Seien nun die Bedingungen (a) und (b) fiir ein gegebenes y € R erfiillt. Ist
x <y, so ist € ;== y —x > 0 und nach Voraussetzung gibt es ein a € A mit a >y —e = x.
x kann also keine obere Schranke fiir A sein. Somit ist y die kleinste obere Schranke fiir

A. 0

Gelegentlich ist es niitzlich, R noch um zwei ,,uneigentliche* Elemente +o0o und —oo
zu erweitern. Wir nennen R := R U {—o00, 0o} die erweiterte Zahlengerade und definieren
die folgenden Rechenvorschriften:

(a) Va e R: —o0o<a < o0.
(b) Fiir —o00 # a € R sei a 4 00 := 00 4 a := 0.
(c) Fiir oo # a € R sei a — 00 := —00 4 a := —0o0.
(d) Fir0 <a € Rseia-00:=00-a:=o00und a-(—o0) := (—00) - a := —o0.
(e) Fl’irO%aERseii::L::O
00—

Mit dieser Erweiterung konnen wir Infimum und Supremum fiir alle Teilmengen A
von R definieren. Wir definieren fiir A C R:

kleinste obere Schranke von A falls A nach oben beschrankt ist
sup A := < —o0 falls A =0
+00 falls A # () und nicht nach oben beschrankt.

und entsprechend:

grofite untere Schranke von A falls A nach unten beschriankt ist
inf A := < +oo falls A =10
—00 falls A # () und nicht nach unten beschrénkt.
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Fir A, B C R und A € R fithren wir ferner noch folgende Bezeichnungen ein:
A+ B:={a+b;ac Abe B}
A—B:={a—b;ac Abe B}
AB :={ab;a € Abe B}
A ={Xa;a€ A}
A+ A:={A+a;ac A}
A—A:={A—a;ac A}.
Offensichtlich hat man AA = {A\}A und A £ A = {A\} £ A. Im folgenden Lemma fassen
wir einige Rechenregeln fiir Infima und Suprema beliebiger nicht leerer Teilmengen von
R zusammen.
1.17. LEMMA. Fiir nicht leere Teilmengen A, B von R gilt:
a) YO > X € R:inf(AA) = A - sup A und sup(AA) = X -inf A.

(

(b) YO < XA € R: sup(AA) = A -sup A und inf(AA) = X - inf A.

(¢c) AC B = (supA <sup B und inf A > inf B).

(d) sup(AU B) = max{sup A, sup B} und inf(A U B) = min{inf A, inf B}.

)
)
)
) sup(A + B) =sup A + sup B und inf(A + B) = inf A + inf B.
) sup(A — B) =sup A — inf B und inf(A — B) = inf A — sup B.
)

gilt inf{a™'; a € A} > 0. Es ist dann
sup A = (inf{a™"; a € A})_l :

BEWEIS. (a) Ist sup A = 00, so ist A nicht nach oben beschriankt und es gibt zu jedem
r € Rein a € A mit a > r/\, also auch mit Aa < r. Dies zeigt, da§ AA nicht nach unten
beschréinkt ist und damit inf A A = —co = A - 00 = Asup A in diesem Fall erfiillt ist.
Sei nun A nach oben beschréinkt, so dafl also sup A in R existiert. Fiir alle a € A folgt
a < sup A und damit auch \a > y := Asup A. y ist also eine untere Schrank fiir \A.
Ist x € R mit x > y so ist § < ¥ = sup A. Da sup A die kleinste obere Schranke fiir A
ist, gibt es ein @ € A mit a > {. Es folgt Aa < z. x ist somit keine obere Schranke fiir
AA. Also ist y = Asup A die groBite untere Schranke fiir AA und die linke Gleichung in
(a) ist bewiesen. Indem man die linke Gleichung anwendet auf A’ := A\A statt A und A~!
statt A erhélt man auch die rechte Gleichung. Insbesondere gilt sup(—A) = —inf A und
inf(—A) = —sup A.

(b) Nach (a) (angewendet mit —\ statt ) gilt fir A > 0:

sup AA = sup(—A)(—A) = —Ainf(—A) = Asup A.

Auch die zweite Gleichung in (b) erhélt man auf diese Weise mit Hilfe von (a).

(c) Sei A C B. Ist B nicht nach oben beschriankt, also sup B = oo, so gilt trivialerweise
sup A < sup B. Ist B nach oben beschrankt, so folgt fiir alle a € A auch a < sup B (wegen
A C B). Also ist sup B eine obere Schranke fiir A und daher sup A < sup B. Die zweite
Ungleichung erhélt man mit Hilfe von (a), indem man die linke Ungleichung auf —A und
—B statt auf A und B anwendet.

(d) Nach (c) ist sup(AUB) eine obere Schranke fiir A und fiir B und daher sup(AUB) >
max{sup A,sup B}. Ist x € A U B beliebig, so folgt + € A (und daher a < sup B) oder
xz € B (und damit z < sup B), so dal max{sup A, sup B} eine obere Schranke fir AU B
ist. Daher gilt auch sup(AUB) < max{sup A, sup B} und es folgt die linke Gleichung. Die
rechte beweist man analog oder erhélt sie mit Hilfe von (a) aus der linken (angewendet
auf —A statt A).
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(e), (f): Fiir alle a € A,b € B gilt a < sup A,b < sup B und damit auch a + b <
sup A 4+ sup B. Sind A und B nach oben beschrankt, so ist also auch A + B nach oben
beschréankt und sup(A + B) < sup A 4 sup B. Zu beliebigem £ > 0 gibt es in diesem Fall
nach Lemma [I.16/ Elemente a € A,b € B mit a > sup A —¢/2,b > sup B — /2, also auch
a+b>sup A+ sup B+ e. Mit Lemma [1.10 folgt sup(A + B) = sup A + sup B. Ist A
oder B unbeschrinkt, z.B. sup A = oo, so gibt es zu jedem r € R und jedem b € B ein
a € Amit a > r —b, also mit a + b > r. Daher ist auch A+ B unbeschréankt. Die iibrigen
Gleichungen aus (e) und (f) erhélt man leicht unter Verwendung von (a) aus der bereits
bewiesenen ersten Gleichung in (e).

() als Ubung. O

4. Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

Wir fithren nun die Menge N der natiirlichen Zahlen als Teilmenge von R ein.

1.18. SATZ. Es gibt genau eine Teilmenge N von R mit den folgenden drei Eigenschaf-
ten.

(a) 1 €N.

(byVvneN: n+1€eN.

(c) Fir jede Teilmenge B von N, die (a) und (b) erfillt gilt schon B = N.

BEWwEIS. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Menge N mit den Eigenschaften (a),
(b) und (c). Hierzu definieren wir

M :={ACR; Aerfillt (a) und (b)}.
Wegen R € 90t ist 9 # (). Wir setzen nun

N:= (14
Aem

und zeigen, daf3 N die Bedingungen (a), (b) und (c) erfiillt. Wegen 1 € A fiir alle A € M
ist 1 € (4eqmA = N. Ist n € N so folgt n € A und damit auch n 4+ 1 € A fiir alle
A € M, da diese Mengen (b) erfiillen. Also ist auch n + 1 € (),.gy A = N. Ist schlielich
B eine Teilmenge von N, welche (a) und (b) erfiillt, so folgt B € 9t und damit auch
N =N4emA € B. Damit ist gezeigt, daf8 N die Forderungen (a)—(c) erfiillt.

Ist N C R eine weitere Menge, die den Bedingungen (a)—(c) geniigt, so folgt insbe-
sondere N’ € 9t und daher (da N (c) erfiillt) auch N C N'. Da N (a) und (b) erfiillt und
(c) fiir N’ gilt, erhalten wir hieraus N’ C N und somit insgesamt N’ = N. O

1.19. SATz (Definition durch vollstandige Induktion). Fir alle n € N seien Begriffe
B(n) gegeben, so dafs gilt:

(a) B(1) ist definiert, d.h. wir wissen, was B(1) bedeutet.

(b) Ist n € N so, dafi B(n) definiert ist, so ist auch B(n + 1) definiert.

Dann ist B(n) fir alle n € N definiert.
BewEls. Es ist A := {n € N; B(n) ist definiert} eine Teilmenge von N, die den

Bedingungen (a) und (b) aus Satz [[.18 gentigt. Da N die Bedingung [1.18| (c) erfiillt, folgt
A=N. ]
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1.20. BEISPIELE (fiir Definitionen durch vollstéandige Induktion). (a) Wir wollen fiir
alle n € N den Begriff B(n) = n! (lies n Fakultit) definieren. Wir setzen hierzu 1! := 1.
Ist n € N, so daf8 n! definiert ist, so setzen wir (n + 1)! :=n!- (n 4+ 1). Geméaf Satz [1.19
ist n! damit fiir alle n € N definiert. Man definiert noch 0! := 1.

(b) Potenzen: Sei a € R. Wir wollen a™ fiir alle n € N definieren. Wir definieren
zunichst a' := a. Ist nun n € N so, dal a" definiert ist, so setzen wir a"*! := @™ - a. Man
definiert noch a° := 1 fiir alle a € R, = {z € R; x # 0} (Manchmal vereinbart man dies
auch im Fall a = 0).

(c) Summenzeichen: B(n) := Y ,_, a soll fiir alle ay,...,a, € R definiert werden.
Definition von B(1): Fiir alle a; € R setzen wir 3.,_, a := a;. Sei nun n € N, so daf
B(n) definiert ist, d.h. daB fiir alle a1,...,a, € R der Ausdruck > ;_, a; definiert ist.
Sind nun Elemente a; € R fiir 1 < k <n + 1 gegeben, so definieren wir

n+1 n
Zak = (Z ak> + Qpy1-

k=1 k=1

Damit ist B(n + 1) definiert. Nach Satz [1.19 ist B(n) nun fiir alle n € N definiert. Fiir
alle n € Ny := NU {0} und alle ay, ..., a, € R definieren wir noch

aop falls n =0

kz:%ak T a0+2ak fiir alle n € N.
k=1
(d) Analog kénnen wir das Produktzeichen einfithren. Fiir n = 1 und alle a; € R setzen
wir H,lgzl ap = a1. Ist n € N, so dal [[,_, a fiir alle a, € R, 1 < k < n, definiert ist und
sind beliebige a; € R fiir 1 < k < n + 1 gegeben, so definieren wir

n+1 n
Hak = Hak *Ap41-

k=1 k=1
Nach Satz [1.19 ist [[,_, ax somit fiir alle n € N, ay,...,a, € R, definiert. Fiir alle
n € Ny := NU {0} und alle aq, ..., a, € R definieren wir noch

n ao falls n =0

Qp = .
Pty ao - ,n ap fir allen € N.
=1

1.21. SATZ (Beweis durch vollstindige Induktion). Fir alle n € N sei eine logische
Aussage A(n) gegeben, die wahr oder falsch sein kann. Es gelte:

(a) Induktionsanfang: A(1) ist wahr.

(b) Induktionsschluf: Fir alle n € N gilt A(n) = A(n +1).
Dann ist A(n) fir alle n € N wahr.

BeEwers. Es ist M := {n € N; A(n) ist wahr} eine Teilmenge von N, die den Be-
dingungen (a) und (b) aus Satz [1.18 geniigt. Da N die Bedingung [1.18 (¢) erfiillt, folgt
M =N. U

1.22. BEISPIELE (fiir Beweise durch vollstandige Induktion). (a) Fir alle n € N gilt:
n(n+1)

A(n) : Zk:T.
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BEWEIS: Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist offensichtlich wahr.
Induktionsschluf: Fiir alle n € N gilt A(n) = A(n+1): Sei also n € N, so da§ A(n)
wahr ist (Induktionsvoraussetzung). Nach Definition des Summenzeichens und wegen der
Induktionsvoraussetzung gilt dann:
n+1

n(n+1) (n+1)(n+2)
Zk—Zk—I— n+1) 5 +(n+1)= 5 :

Also gilt A(n +1). Nach Satz (.21 gilt A(n) fir alle n € N.
(b) Fiir alle n € N gilt:
z":kg B (n(n—i— 1))2
== )
k=1

BEWEIS: Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist offensichtlich wahr.

Induktionsschluf: Fir alle n € N gilt A(n) = A(n+1): Sei also n € N, so da§ A(n)
wahr ist. Nach Definition des Summenzeichens und wegen der Induktionsvoraussetzung
gilt dann:

n+1 2 2
E:H E:H +(n+1)° <ﬂﬁiﬂ>-+m+iﬁz(nzm(ﬁ+4n+@:

2
_ <(n+1)2(n—|—2))2

Also gilt A(n + 1). Nach Satz [1.21] gilt A(n) fiir alle n € N.
(c) Endliche geometrische Reihe: Sei K ein beliebiger Korper und 1 # q € K. Dann
qilt mit der Vereinbarung ¢° := 1 fiir alle n € N die Aussage

n . 1_qn+1
q¢- = ———
2

l—gq
BeEWEIS: Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist richtig, denn
1
1—¢q)(1+ 1— g™t
2)f=1+q=( O)(l+q 1-gq
— lL—q lL—gq

Induktionsschluf: Fir alle n € N gilt A(n) = A(n+1): Sei also n € N, so da§ A(n)
wahr ist. Nach Definition des Summenzeichens und wegen der Induktionsvoraussetzung
gilt dann:

n+l n+1 n+2

Zq _Zq Lt = l—¢q +qn+1:1_q

l—q l—q

Also folgt A(n + 1). Nach Satz 1.21 gilt A(n) fiir alle n € N.

(d) Bernoullische Ungleichung’: Sei p eine reelle Zahl mit p > —1. Dann gilt fiir alle
n € N die Ungleichung:

An): 14+np<(1+p".

BEWEIS: Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist richtig, denn fiir n = 1 ist 1 + np =
l+p=(1+p™

InduktionsschlufS: Fir alle n € N gilt A(n) = A(n + 1): Sei also n € N, so daf§
A(n) wahr ist. Wegen p > —1ist 14+ p > 0 und daher nach Induktionsvoraussetzung und
Lemma [1.6:

L+ (n+)p<1+n+1Dp+np*=(1+p)(1+np) < (1+p)(1+p)"=1+p """

1JacoB BERNOULLI (22.12.1654-16.8.1705)
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(e) Fir alle z,y € R mit 0 < x <y und fiir alle n € N gilt:
An): 0<a" <y™
BEWEIS: Induktionsanfang: Die Aussage A(1) gilt nach Voraussetzung.

InduktionsschlufS: Ist A(n) erfillt fir ein n € N, so folgt mit Hilfe von Lemma 1.0
auch die Giiltigkeit von A(n + 1).

Auch die folgenden Aussagen zeigt man leicht durch vollstéandige Induktion.

1.23. LEMMA. (a) Fir allen € N ist n > 1. Insbesondere ist 1 = min N.

(b) Fir alle n,m € N ist n +m,n-m € N.

(¢c) Fir alle u,v € R und alle n € N gilt: (uv)" = u"v".

(d) Fiir alle v € R und alle m,n € Ny gilt (mit der Vereinbarung u® :=1):

u" " = "
(e) Seien a,b,c € R mit 0 < a < bund 0 < ¢ <1 < d. Dann gilt fir alle n € N:
O<a"<b"und 0 <" <1<d".

Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung zeigen wir nun:

1
1.24. FOLGERUNG. Fiir alle n € N und alle p € R mit —1 <p < — qilt
n

1

14p)" < .
(1+p) ST

BEWEIS. Aus der Voraussetzung und Lemma [1.23 (a) folgt —1 < —1 < —p < 1. Also
ist 1 —p>0und 0 < |p| <1, somit auch 0 < 1 —p? = (1 — p)(1 + p) < 1. Hieraus folgt
0<1+p<(1—p)~t Mit[1.22l (e) ergibt sich

1
1—pr
Wegen —1 < —p konnen wir die Bernoulli-Ungleichung auf —p anwenden und erhalten:

L—np<(1-p™

(1.1) 0<(1+p"<

Hieraus folgt mit (1.1)
1

<
(I=p)» = 1—np
und damit die Behauptung. 0J

(1+p) <

1.25. DEFINITION. (a) Z := {x € R; 2 € Ny oder — z € N} heifit die Menge der
ganzen Zahlen.

(b) Q := § : p € Z,q € N} heifit die Menge der rationalen Zahlen. Die Elemente aus
R\ Q heiBen irrationale Zahlen.

Der Beweis des folgenden Satzes bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen.

1.26. SATZ. (a) Z ist beziiglich der Addition eine kommutative Gruppe, d.h. (Z,+)
erfillt die Forderungen (KA1)—(KA4) aus Definition 1.1.

(b) Q ist versehen mit den von R induzierten Operationen der Addition und der Mul-
tiplikation ein angeordneter Korper, wobei Py := {x € Q; x > 0} die Menge der positiven
rationalen Zahlen ist.

Héufig ist die folgende Variante zu Satz [1.21 niitzlich:
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1.27. SATZ. Seing € Z und sei fir alle n € Z mit n > ng eine logische Aussage A(n)
gegeben, die wahr oder falsch sein kann. Es gelte:

(a) Induktionsanfang: A(ng) ist wahr.
(b) Induktionsschlufs: Fir alle n > ng aus Z gilt A(n) = A(n+1).

Dann ist A(n) fir alle n > ng aus Z wahr.

Bewels. Fiir alle n € N sei B(n) := A(ng — 1+ n). Wegen (a) ist B(1) wahr und
wegen (b) gilt die Implikation B(n) = B(n + 1) fiir alle n € N. Nach Satz [1.21] ist
also B(n) fiir alle n € N wahr. Damit ist fiir alle n > ny die Aussage A(n) wahr (wegen
A(n) = B(n+1—ny)).

1.28. BEISPIEL. Die Aussage
A(n) : dn < 2"
ist fur alle n € Z \ {1,2,3} wahr.

BeEweIs. Fir n < 0 ist dies klar und fiir n = 1,2,3 ist A(n) offensichtlich falsch.
Wegen 4 -4 = 16 = 2% ist A(4) wahr. Sei nun 4 < n € Z, so daB A(n) wahr ist, d.h.
4n < 2™ gilt. Dann folgt

dn+1)<dn+n)=2-4n<2.2" =2"
Mit Satz [1.27 folgt die Giiltigkeit von A(n) fiir alle n > 4. O

Fiir p,q € Z und a;, € R fiir k£ > p und k£ < ¢ definieren wir:

4 0 falls p > ¢
Z ag 1= g
— kZ arpr falls p < g
=1
und
4 1 falls p > ¢
Hak ,: q—p+1
i ]!_[ app—1 falls p <gq.
=1

Die folgenden Rechenregeln fiir den Umgang mit endlichen Summen und Produkten
kann man alle mit Hilfe von vollstédndiger Induktion beweisen.

1.29. LEMMA. Sei (K, +,-) ein Kéorper und seien p,q € Z mit p < q.

(a) Sind ay,bx € K fir alle k € Z mit p < k < q, so gilt fir alle z,y € K:

q

zq:(xak"‘ybk) =$<Zak) +y<kzi;bk>-

k=p k=p

(b) Sein € N und seien ay, by € K fiir alle k € Z mit p < k < g+ n. Dann gilt
q+n q qt+n q+n q qt+n
Zak:(Zak>+(Z ak> und Hak:<Hak)-( H ak).
k=p k=p k=q+1 k=p k=p k=q+1

Dies ist eine Verallgemeinerung des Assoziativgesetzes. Fiir eine noch allgemei-
nere Fassung sei auf LAMPRECHT [16], S. 24 oder auf GRAUERT-LIEB [5], S.
13 verwiesen.
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(c) Allgemeines Kommutativgesetz und Indextransformationen: Seien auch p',q € 7
mit ¢ —p' = q— p und sei

p:{keZip<k<qg—-{jcZ;p<j<dq}
eine bijektive Abbildung. Dann gilt fir alle a; € K, p' < j <{/,

q q q q
> a;= agw uwnd Ja;=]]acm.
Jj=p’ k=p Jj=p’ k=p

q
(d) Fir alle x € R z'stz:r: (g—p+ 1.

k=p
1.30. DEFINITION (Binomialkoeffizienten). Fiir alle x € R und alle n € Ny sei
n 1 falls n =0

(D :_%H(Hl_k)_ w(x—1)...(x+1-n)

iy . falls n € N.

Ist speziell x = m € N, so hat man fiir m > n:

m 1 1~ m(m—1)...(m+1—-n) (m—n)! m!
<n) ::Eg(mﬂ_k): ) n!( ).Em—n;!:n!(m—n)!

und (") =0 fiir m < n (da dann das Produkt in der Definition einen Faktor 0 enthilt).
Offensichtlich gilt auch (Z) =1= (8)
1.31. LEMMA. Fiir alle x € R,n € N gilt:
)7
n—1 n

BEWEIS. Nach Definition gilt

(nil)jL (i) Zﬁﬁ(xH—kH%ﬁ(wl—m

I
VRS
8
S +
—
N————

k=1 k=1
n—1
n+(z+1-n)
= - g(erl—k)
r+1 1 L1 , r+1
-* g<x+2—y>=mg<x+1+1—y>=( .

wobei wir beim dritten Gleichheitszeichen Lemma [1.29 (c¢) mit der durch ¢(j) := 7 — 1
gegebenen Indextransformation ¢ : {2,...,n} — {1,...,n — 1} verwendet haben. O

Mit Hilfe dieses Lemmas und unter Verwendung von (8) = (Z) = 1 lassen sich die Bino-

mialkoeffizienten (’:) fiir n,m € Ny rekursiv berechnen: In dem Schema des Pascalschen®

Dreiecks ist jede Zahl im Innern des Dreiecks die Summe der beiden dariiberstehenden
Zahlen.

2BLAISE PASCAL (19.6.1623-19.8.1662).
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 d 1
1 6 15 20 15 6 1

1.32. SATZ (Binomialsatz). Fiir alle a,b € R gilt (mit a® :=b° := (a +b)? :=1):
" /n
A(n) : a+b)" = a"o"
me =3 ()

BEWEIS DURCH VOLLSTANDIGE INDUKTION. Fiir n = 0 und n = 1 ist die Aussage
offensichtlich richtig. Sei nun n € N, so da} A(n) gilt. Dann folgt unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung;:

(a+ )" =(a+b)"(a+b) = Z (Z) a"b" % (a + b)

k=0

_ i <Z> aFHipn—k i <Z) akpn—kt1
k=0 k=0
n—1 n
T\ nt170 T\ ket 1pnt1—(k+1) N\ kpn—k+1 Y 0pn+1
(n)a b +/§<k>a b +;(k>ab +(O)ab .

Wenden wir auf die erste der beiden Summen Lemma [1.29 (¢) an mit der Indextransfor-
mation ¢ : {0,...,n— 1} = {1,...,n}, k— ¢(k) := k + 1 an, so folgt wegen

) =Co) =)= ()

und unter Verwendung von Lemma [1.31:

wit (M1 10, o n P N 475 P n+1\ o1
(a+ D) —(n+1)a b +Z(l€_1)ab +Z(k>ab +< 0 a’b
k=1 k=1

n+1 1,0 - n n kpndl_k n+1\ o, .01
(n—l—l)a +}; r-1) T \k))¢ o )¢

n+1
— Z n+ 1 akbn+1_k
e .

k=0
Also gilt auch die Aussage A(n + 1). O

Fiir die spezielle Wahl a = 1,0 =1 bzw. a = —1,b = 1 erhalten wir:
1.33. FOLGERUNG. Fiir allen € N gilt:

i (Z) 2" und Y (Z)(—l)k =0.

k=0
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1.34. FOLGERUNG. Fiir alle x,e mit x >0 und 0 < e <1 und allen € N gilt:
(a) (x+e)" <a"+e(x+1)".
(b) (x—e)" > a™ —e(x+1)".

BeweEIs. (a) Nach dem Binomialsatz [1.32] gilt

n

n—1
(x+e)" = Z (Z) e F =a" + ¢ Z (Z) ghen k1
k=0

k=0
n—1 n n n
k=0 k=0
(b) Nach dem Binomialsatz [1.32 gilt
n n—1
n n n— n n n—k—
(x—e)" =) (k)mk(—e) F=at ) (k) b(—g)n—k-t
k=0 k=0
n—1 n
>" _SZ (k)xkln—k—l > " _52 (Z)xk — " E(l’—l— 1)71
k=0 k=0

5. Das Archimedische Axiom

1.35. SATZ. (a) N ist nicht nach oben beschrinkt.

(b) Jede nicht leere Teilmenge A von N besitzt ein Minimum.

BeEwEIS. (a) Wir gehen indirekt vor und nehmen an, dafi N doch nach oben beschrénkt
ist. Nach dem Supremumsaxiom existiert dann eine kleinste obere Schranke b von N. Fiir
alle n € N gilt also: n < b. Da mit n auch n + 1 eine natiirliche Zahl ist, folgt fiir alle
n € N: Esist n+1 < b und damit auch n < b—1 im Widerspruch dazu, daf} b die kleinste
obere Schranke von N war. Also hat unsere Annahme zu einem Widerspruch gefiihrt. N
kann daher nicht nach oben beschrankt sein.

(b) Wegen 1 < n fiir alle n € N ist die Aussage im Fall 1 € A trivial. Sei nun 1 ¢ A.
Wir definieren die Hilfsmenge

H:={neN;{keN;1<k<n}nA=0}.

Offensichtlich ist 1 € H. Wire die Implikation n € H = n + 1 € H richtig, so wére
H = N und es wiirde folgen A NN = ) im Widerspruch dazu, da} A nach Voraussetzung
eine nicht leere Teilmenge von N ist. Also gibt es ein n € H mit n + 1 ¢ H, d.h. mit
{keN; 1<k<n}nNA=0und {keN;1<k<n+1}NA#0 Esistalson+1€ A
und n + 1 ist das gesuchte Minimum von A. 0

Als Folgerung erhalten wir

1.36. FOLGERUNG (Archimedisches” Axiom). Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n € N mit
1
= < E.

BEwEIs. Ware die Aussage falsch, so gébe es ein ¢ > 0 mit ¢ < % also auch n <
fiir alle n € N im Widerspruch zu Satz [1.35.

D(T) =

3 ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287 v.Chr.-212 v.Chr.)



28 1. DER KORPER R DER REELLEN ZAHLEN

1.37. BEISPIELE. (a) Jede nicht leere endliche Teilmenge A von R ist nach oben und
nach unten beschrankt und besitzt ein Minimum und ein Maximum.

1
(b) Fiir die Menge A := {(—1)" + —; n € N} gilt:
n
(i) inf A = —1 und A hat kein Minimum.
(ii) sup A = max A = g

BEWEIS. (a) zeigt man leicht durch vollstindige Induktion nach der Anzahl der Ele-
mente von A.
Zu (b): (i) Fiir alle n € N gilt

LS < ()

Also ist —1 eine untere Schranke von A und —1 ¢ A. Sei nun ¢ > 0 beliebig. Nach dem
Archimedischen Axiom [1.36 gibt es ein n € N mit % < e. Es gilt

1
= —1 =(-1)"'+-——¢€cA
¢ o1 - VT o

und a < —1 + % < —1+ ¢e. Nach dem Kriterium [1.16 folgt —1 = inf A.
(ii) Wegen % = (—1)*+ § € A geniigt es zu zeigen, daf % eine obere Schranke fiir A
ist. Fiir ungerades n = 2k + 1 mit k € Ny gilt

1 3
1) - — < b
(=1) +n +2k+1_0<2
und fiir gerade n = 2k, k € N, hat man
1 1 1 3
s =l <=2,
( ) +n +2k;_ +2 2
Also ist % obere Schranke von A. O

6. Potenzen mit rationalen Exponenten

Wir kénnen nun die Existenz und Eindeutigkeit der n-ten nicht negativen Wurzel aus
einer nicht negativen reellen Zahl beweisen.

1.38. SATZ. Zu 0 < a € R undn € N gibt es genau ein x € R mit x > 0 und 2" = a.

Wir nennen dann x die n—te nicht negative Wurzel von a und schreiben x = /a oder

xr=a/",

BEWEIS. Wir definieren A := {u € R; u > 0 und u™ < a}. Wegen 0 € A ist A # ().
Fiir alle uw > a + 1 gilt nach dem Binomialsatz [1.32] (unter Verwendung von [1.22] (e)):

n

u" > (a+1)”:z(Z)akln_k21+na+2(2)ak21+na>a
k=2

k=0
und daher u ¢ A. Also ist a + 1 eine obere Schranke fiir A. Nach dem Supremumsaxiom
existiert x := sup A in R. Genau einer der drei folgenden Félle mufl zutreffen:

(i)z" <a (i) 2" > a (iii) 2" = a.
Annahme: Es ist 2™ < a. Dann ist

a—2z"
€:=min4q ——, 1}>0
{(a:—l—l)"

und nach Folgerung [1.34! folgt
(r+e)"<a"+e@x+1)"<a"+(a—2")=a
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und somit = + ¢ € A im Widerspruch dazu, da8 = obere Schranke zu A ist. Also trifft (i)
nicht zu.
Annahme: Es ist " > a. Dann ist
" —a
€ :=min§ ———, 1} > 0.

{ (x+1)»
Nach Lemma [1.16! gibt es also ein u € A mit u > x — e. Mit [1.22] (e) und Folgerung [1.34
folgt der Widerspruch

a>u">x—e)">a" —e(x+1)" >2" — (2" —a) = a.
Also trifft auch (ii) nicht zu und es muf (iii) gelten.
Zur Eindeutigkeit: Ist auch v > 0 mit v" = a, so ist v € A und daher v < x. Wére

v < x, so wiirde nach [1.22] (e) der Widerspruch a = v™ < 2" = a folgen. Also mul v = z
gelten. 0

Im Beweis des folgenden Lemmas verwenden wir
N=2N)u (2N -1), und (2N)N (2N —1) =0.

Hierbei folgt die erste Aussage aus Satz [1.18, da (2N) U (2N —1) die Bedingungen (a) und
(b) aus [1.18 erfiillt. Die zweite Aussage rechnet man leicht nach. Ist p =2k —1 € 2N — 1
(also ungerade) mit k € N, so ist p> = 4k(k — 1) + 1 ebenfalls ungerade.

1.39. LEMMA. /2 := 22 jst eine irrationale Zahl.

BEWEIS. Annahme: /2 := 2'/2 ist rational. Dann ist v/2 = § mit p,q € N. Wegen
Satz [1.35 konnen wir p minimal mit dieser Eigenschaft wéhlen. Es folgt durch Quadrieren:
2¢? = p?. Nach unserer Vorbemerkung muf} als p = 2p; mit p; € N gelten. Es folgt p; < p
und 2¢* = 4p? also auch ¢ = 2p?. Hieraus folgt wie oben g = 2¢; mit ¢; € N. Also gilt

\/521_7:]2
q q1

im Widerspruch zur minimalen Wahl von p. 0

Fir 0 < a € R haben wir bisher den Ausdruck a” definiert fiir alle z € No U {—1} U
{%; n € N}. Wir wollen nun a” fiir alle € Q definieren und einige Rechenregeln fiir den

Umgang mit Potenzen festhalten. Zunéchst definieren wir fiir alle n € N: ™ := <l> )

Wegen a™ - (é) = (a : é) =1" =1 folgt a™" = (a™)~".

1.40. LEMMA. Fliir alle a,b € RY gilt:

a) Vne€Z: (ab)™ = a™b™.

b) Vn € N: (ab)'/™ = a'/mpt/m,

c)Vn,m€eZ: a"t™ =a"a™ und (a™)™ = a™™.

d)Vp € Z,qg e N: (a?)"1 = (a'/9)?. Wir definieren a?/? := (a?)'/?. Dieser Aus-
druck ist wohldefiniert, d.h. sind auch p' € Z,qd € N mit p'/q" = p/q, so ist
(al/q)p — (al/q’)p"

) VzeQ: (ab)* = a®b".

) Ve,y e Q: o™V =a"a¥, a® = (a")Y.

JIst0<a<bund0<z€Q, sogilt0<a®<b”und 0 <b™* <a®.

) Ist0<a<1<bundsindz,yeQ mit) <z <y, so gilt

(
(
(
(e
(f

(g
(h

O0<a?y <ad® <1<?b® <t
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BEWEIS. Die Aussagen (a) und (c) zeigt man leicht durch vollstdndige Induktion.

Zu (b): Nach (a) und der Definition der nicht negativen n—ten Wurzel ist fiir alle
n € N: (a/"p"/™)" = (a*/™)"(b"/")" = ab. Wegen der Eindeutigkeit der nicht negativen
n-ten Wurzel folgt a'/"b'/™ = (ab)'/".

Zu (d): Seien p € Z und ¢ € N beliebig. Unter Verwendung von (c) erhilt man

aP = ((al/q)q)p — (al/q)qp — ((al/q)p)q‘

Wegen der Eindeutigkeit der ¢-ten nicht negativen Wurzel folgt (a?)'/? = (a'/7)P.

Zur Wohldefiniertheit: Seien p,p’ € Z, q,q' € N gegeben mit p/q = p'/q'. Wegen
q'p = p'q folgt (a?)? = a?? = @’ = (a”')? und hieraus durch Ubergang zur ¢-ten nicht
negativen Wurzel mit den bereits bewiesenen Aussagen:

((ap)l/q)q’ — ((ap)q’)l/q -~

Wegen der Eindeutigkeit der ¢’~ten nicht negativen Wurzel folgt (a?)'/? = (a?')'/7 .
(e) folgt leicht mit (a), (b) und (d).
(f) Seien z,y € Q beliebig, x = p/q,y = m/n mit p,m € Z und ¢,n € N. Dann ist
pn + mq
qn

r+y=

und wir erhalten mit (d), (¢) und (b):

a*ty = (aanrmq)l/qn — (apnamq>1/qn — (apn)l/qn(amq)l/qn — a%aY.

Auch die zweite Behauptung erhélt man leicht mit Hilfe von (a), (b) und (d).
(g) und (h) als Ubung. O

7. Reichhaltigkeit von R
1.41. LEMMA. Zu jedem x € R gibt es genau ein |x| € Z (lies: x entier) mit
|lz] <z < |xz]+1.

BeEwEIs. Ist > 0, so ist {n € N; n > 2} nach dem Archimedischen Axiom nicht
leer und besitzt daher nach Satz [1.35 (b) ein Minimum n, € N. Fir |z] :=n, — 1 mufl
dann |z| < x < |z| + 1 gelten. Ist x < 0, so leistet |z] := —min{n € N; n > —z} das
Gewiinschte (wobei die Menge iiber die das Minimum gebildet wird ebenfalls nach dem
Archimedischen Axiom nicht leer ist).

Zur Eindeutigkeit: Wir nehmen an, es gibt n; € Z, j = 1,2, mit n; <z < n; +1
mit n; # ng. Dann mufl n; < ny oder ny < ny gelten. O.B.d.A. sei n; < no. Dann ist
ne —ny € N und daher ny —n; > 1. Es folgt der Widerspruch: n; <z <n;+1<ny < z.
Also gibt es nur eine ganze Zahl n mit n <z <n+ 1. U

1.42. FOLGERUNG. Zu jedem x € R gibt es genau ein [x] € Z mit [x]| —1 <z < [z].

BEWEIS. Man iiberlegt sich, da} —|—xz| das Gewiinschte leistet. Die Eindeutigkeit
zeigt man wie im Beweis zu Lemma 1.41. [l

1.43. SATZ. Sind x,y € R mit x < y, so gibt es Zahlen r € Q und s € R\ Q mit
r<r<yundzr<s<y.
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BeEWEIS. (a) Nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein m € N mit 1/m < y — z.
Es folgt 1 < my — ma. Also ist max < |[mz| + 1 < ma + 1 < my. Dann gilt

1
T:ZMEQ mit x <r <y.
m
(b) Nach (a) gibt eseinr € Qmitx <r <yundzurund y ein 7 € Q mit r <7 < y.
Mit s
2
3:27“—#7(77—7")

gilt dann s € R\ Q (sonst wire ja v/2 = 2(s — 7)(F — r)~! € Q im Widerspruch zu
Lemma [1.39) und

V2

r<r<s<r+((-r)=7r<y Wegen0<7<1.



KAPITEL 2

RY und der Kérper C der komplexen Zahlen

1. Der Vektorraum RY

2.1. DEFINITION. Sei K ein Kérper und V' eine nicht leere Menge, so dafl gilt:

(VR1) AufV ist eine Addition + : VxV — V, (z,y) — x+vy, gegeben, so dal (V. +) eine
kommutative Gruppe ist, d.h. den Bedingungen (KA1)—(KA4) aus Definition 1.1
geniigt. Das neutrale Element der Addition bezeichnen wir mit 0 oder auch mit
0 und nennen es den Nullvektor von V. Fiir v € V' sei —v das zu v beziiglich der
Addition inverse Element aus V.

(VR2) Auf V ist weiter eine Multiplikation mit Skalaren - : K x V. — V., (A, v) — Av,
gegeben, so daf die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) VoeV: 1-v=nw.

(b) Va, 6 e Ko eV (a+ f)v=av+ Pu.

(c) Va e Kju,v e Vi alu+v)=au+ av.

(d) Vo, e KiveV:  (af)v = a(fv).
Dann heift (V, +, -) ein K—Vektorraum. Statt (V) +, -) schreiben wir auch kurz V', wenn die
Addition und die Multiplikation vom Zusammenhang her klar sind. Die Elemente eines
K-Vektorraums nennt man Vektoren. K heift der Skalarbereich oder der Skalarkérper zu
V und die Elemente von K werden auch Skalare genannt.

2.2. BEISPIELE. (a) Sei V := {0} eine Menge mit genau einem Element 0, K ein
beliebiger Korper. Wir definieren 0+ 0 := 0 und A0 := 0 fiir alle A € K. Dann ist (V, +, -)
ein K—Vektorraum.

(b) Jeder Korper K ist beziiglich der Korperaddition und der Kérpermultiplikation
auch ein K-Vektorraum.

(c) R ist mit der von R hergegebenen Addition und Multiplikation ein Q—Vektorraum.

(d) Sei X eine nicht leere Menge und sei K ein beliebiger Kérper. Wir betrachten
die Menge F(X,K) aller Abbildungen von X nach K. Fir f,g € F(X,K) und A € K
definieren wir die Abbildungen f+¢: X — Kund A- f : X — K durch (f + g)(z) :=
f(z)+g(xz) und (A f)(x) := Af(z) fir alle x € X (punktweise Addition und Multiplikation
mit Skalaren). Dann ist (F(X,K), +, ) ein K-Vektorraum. Statt A - f schreiben wir auch

Af

Seien N € N und Mengen Xi,..., Xy gegeben. Wir hatten in Definition (0.12/ den
Begriff eines geordneten Paares eingefiithrt. Analog kann man fiir x1 € Xy,...,zy € Xy
induktiv den Begriff eines geordneten N—Tupels (x1, ...,z y) einfithren. Statt (zq,...,2zN)
schreiben wir auch (z;)%,. Zwei geordnete N-Tupel (z1,...,zx) und (y,...,yy) mit
1,91 € X1,...,2n,yn € Xy sind gleich genau dann, wenn gilt: z; = y; fiir alle j €
{1,...,N}. Die Menge

N
HXj I:X1X"'XXNZ:{(ZEh...,iL‘N);I'jEXj furléjSN}
j=1

32
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heifit die Produktmenge der Mengen Xi,..., Xy. Ist X1 = Xo = -+ = Xy = X, so
schreiben wir auch X% statt vazl X. Insbesondere ist also R die Menge aller geordneten
N-Tupel (z1,...,zy) mit Eintragen z1,...,zx € R.

2.3. LEMMA. Gegeben seien N Vektorraume Vi, ..., Vy tber dem Grundkiorper K.
Dann wird V :=V; x -+ x Vy ein K-Vektorraum, wenn wir V- mit den durch
r+y:=(r1+y,. ..., en+Un), Ax:=(Axy1,...,\TN)

fir alle x = (x1,...,25),y = (y1,...,yn) € V., A € K, komponentenweise definierten
Operationen der Addition und der Multiplikation mit Skalaren versehen, wieder ein K-
Vektorraum.

Zum Beweis der Aussagen in 2.2 und Lemma 2.3 rechnet man einfach nach, dafi die
Vektorraumaxiome (VR1) und (VR2) jeweils erfiillt sind.

Im folgenden Lemma fassen wir einige Rechenregeln in K—Vektorrdumen zusammen.

2.4. LEMMA. Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Fir alle u,v,w € V und alle A € K gilt:
Jutv=w+v= u=w.
)0-u=0und X 0=0.

(C; (=Mu = AM—u) = —(Au).

—

(e) \u=0 <= (A =0 oder u=0).
BEWEIS. (a) ist die Kiirzungsregel in der kommutativen Gruppe (V, +).
(b) Wegen
0-u+0-u=0+0u=0-u=0-u+0,
AO+A-0=X04+0)=XA-0=X-0+0
folgen mit (a) die Behauptungen.
(¢) Bs ist Au+(=Nu = (A+(=X\)u = 0-u = 0 (nach (b)) und daher (—=\)u = —(\u).

— —

Ebenso: Au+ A(—u) = A(u+ (—u)) = A -0 =0 und daher A\(—u) = —(Au).

(d) folgt aus (c) und (a) in (VR2).

(e) Nach (b) ist 0-u = 0. Ist Au = 0 aber A # 0, so existiert A~! in K und nach (b)
folgt: 0 = A0 = A" Au) = A" Nu=1-u=u. O

2.5. DEFINITION. Sei N € N. Fiir u = (uq,...,uyx),v = (vy, ..

wir
N
> = E UjUj.
Jj=1

Die hierdurch definierte Abbildung (,-) : RY x RY — R heiit das Standardskalarprodukt
in RV,

.,oy) € RY definieren

2.6. LEMMA (Rechenregeln fiir das Standardskalarprodukt). Fir alle A € R und alle
Up, .. un),v = (v1,...,05),w = (wy,...,wy) € RY gilt:

u, > >0 und (u,u) =0 genau dann, wenn u = 0.

u, ) (v,u).
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Dies rechnet man unter Verwendung der Definition des Standardskalarproduktes un-
mittelbar nach.

2.7. DEFINITION. Wir definieren den euklidischen" Betrag
| |:RY =R, ={z € R; 2 >0}
durch:
N 1/2
ful s= /) = (D)
j=1
fiir alle u = (uq,...,uy) € RV,

Fiir N = 1 stimmt dies mit dem Absolutbetrag in R iiberein. In der Literatur wird
auch || - ||o statt |- | verwendet.

2.8. SATz. (Eigenschaften des euklidischen Betrags).
(a) Yu,v € RN : [{u,v)] < |u] - [v]| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung”),.

Es ist |(u,v)| = |u| - |v| genau dann, wenn v =0 oder u = \v fir ein A € R gilt.
(b) Fiir alle u,v € RY X\ € R gilt:

(iv) [lul = Jol] < fu—wvl.
(¢) Fiir alle uy, ... u, € RN gilt ‘ Y orey uk‘ <> org |ugl

BeEwEIS. (a) Fiir v = 0 gilt nach Lemma 2.6 (u,0) = 0 = |u| - 0 = |u| - |0].
Sei nun v # 0. Dann ist nach Lemma 2.6 (v,v) > 0 also auch |[v| = 1/(v,v) > 0. Zur
Abkiirzung setzen wir

Dann folgt unter Verwendung von Lemma 2.6
(u, v)*
(v,0)
und damit auch 0 < (u,u)- (v, v) — (u, v)?, also (u,v)? < {u,u)-(v,v). Durch Wurzelziehen
erhdlt man [(u,v)| < |u| - |v].
Ist nun |(u, v)| = |u| - |v|, so folgt im Fall v # O:

0 < (u—pv,u— ) = (u,u) — 24w, v) + (v, v) = (u,u) -

(u,0)*
(v,0)
und damit (nach Lemma 2.6(a)) u — pv = 0 also u = pv. Ist umgekehrt v = pov fiir ein
1€ R, so gilt
[(u, 0] = (o, v)| = |ul{v,v) = (1 (v, v) o] = ({po, o))
(b) (i) folgt aus Lemma [2.6(a).

0< <u_/“}7u_,uv> = <u7u>_

Y2Jo] = ful - Jol.

"EUKLID VON ALEXANDRIA (= 325 v.Chr.—~ 265 v.Chr.).

2Fiir N = 3 findet man diese Ungleichung schon 1793 bei JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (25.1.1736—
10.4.1813). Fiir beliebiges N € N findet man sie im COURS D’ANALYSE (1821) von AUGUSTIN Louis
CAUCHY (21.4.1789-23.5.1857). Eine Integralvariante dieser Ungleichung trat 1859 bei VIKTOR YAKOV-
LEVICH BUNYAKOVSKY (16.12.1804-12.12.1889) und spéter, 1885 in der Festschrift zum 70. Geburtstag
von Weierstraf, bei HERRMANN AMANDUS SCHWARZ (25.1.1843-30.11.1921) auf. Schwarz erkannte diese
Ungleichung als ein wichtiges Handwerkszeug der Analysis.
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(ii) [Mu* = M, Au) = XN (u, u) = |A|*|u|?. Durch Ziehen der Wurzel folgt die Behaup-
tung.

(iii) Mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung folgt unter Verwendung der Rechen-
regeln aus Lemma 2.6k

u+ol* = (utv,u+ o) = ol + 2(u,0) + [o* < Jul® + 2ful - o] + o] = (Ju] + [v])*.

Durch Ziehen der Wurzel folgt die Behauptung.
(iv) Mit der Dreiecksungleichung folgt |u| = |u — v + v| < |u — v| + |v| und somit

(2.1) Juf = o] < fu—w].
Ebenso: |v] = |v —u+u| < |v —u| + |u| = |u — v| + |u| und daher |u| — |v] > —|u — v].
Zusammen mit (2.1)) ergibt dies die Behauptung.

(v) folgt durch vollstandige Induktion aus der Dreiecksungleichung. O

2. Der Korper C der komplexen Zahlen

Die quadratische Gleichung x2+1 = 0 hat keine Losung in R, da Quadrate von reellen
Zahlen immer nicht negativ sind. Es gibt aber einen R enthaltenden Koérper C, in dem
diese Gleichung eine Losung besitzt.

2.9. SATZ (Der Kérper C der komplexen Zahlen). Wir definieren auf C := R? die
Addition 4+ : C x C — C komponentenweise durch

V(u,v), (z,y) € C: (u, ) + (2, y) == (u+ 2,0 +y)
und eine Multiplikation - : C x C — C durch
V() (5,y) €C: () (@,9) = (ur — vy, uy + vx).

Dann ist (C,+,-) ein Korper mit dem Einselement 1c = (1,0) und dem Nullelement
(0,0).

BEWEIS. Da R? mit den komponentenweisen Operationen der Addition und der Mul-
tiplikation mit Skalaren ein R—Vektorraum ist, ist (C,+) eine kommutative Gruppe und
erfiillt die Korperbedingungen (KA1)—(KA4) aus Definition [I.1. Wir miissen also nur die
Bedingungen (KM1)—(KM4) und das Distributivgesetz nachrechnen.

Zu (KM1): Fiir alle z; = (x1,41), 20 = (22,92), 23 = (v3,y3) € C gilt nach Definition
der Multiplikation unter Verwendung des Assoziativgesetzes und der Distributivgesetze
in R:

(2122)23 =(T122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122) (T3, Y3)
=((v172 — y1y2)T3 — (T1Y2 + Y122)ys, (L1272 — Y192)ys + (T1Y2 + Y172)73)
=(21(2223 — Y2ys) — y1(Y223 + T2y3), T1(T2ys + Yox3) + y1(v23 — Y2y3))
=(z1,y1)(¥2T3 — Y2y3, Yo' + T2y3)
=Z1 (21223) .
Zu (KM2): Fiir alle z = (z,y) € C gilt nach Definition der Multiplikation in C:

]-CZ = (LO)(‘T?y) = (l’,y)
Zu (KM3): Sei (0,0) # 2z = (z,y) € C beliebig. Dann ist 22 4+ y* > 0 und mit

(T 77
w =
I2+y2’x2+y2
folgt

2 2

B T —y ) - < x Y —TY yx > _
W =T - ) - 1’0 .
( 7?/) <x2 + y27 .T,'2 + y2 1.2 + y2 + :C2 + y2 x2 + y2 + :L.Q + y2 ( )
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Zu (KM4): Fiir alle 2y = (z1,y1), 22 = (22,y2) € C gilt nach Definition der Multipli-
kation unter Verwendung des Kommutativgesetzes in R:

2122 = (T1T2 — Y1Yo, T1yo + Y122) = (T221 — Yoy1, Tay1 + Y1) = 2221 .
Zu (KD): Fiir alle 21 = (x1,y1), 20 = (22, 92), 23 = (23,y3) € C gilt unter Verwendung
des Distributivgesetzes in R:
(21 + 22)23 =(21 + 22, y1 + Y2) (73, Y3)

=((z1 + 22)w3 — (Y1 + y2)ys: (21 + 22)y3 + (Y1 + y2)23)

=(T123 + ToT3 — Y1Y3 — Y2Y3, T1Y3 + Tays + Y123 + YaT3)

=(2123 — Y13, T1Y3 + Y123) + (2223 — Y2Y3, T2Y3 + Yo'3)

=2123 + 2923 .

O

Wir definieren eine Abbildung ¢ : R — C durch ¢(z) := (z,0) fiir alle z € R. Wegen
o(x) = ¢(y) <= (2,0) = (y,0) <= z =y ist ¢ injektiv und somit bijektiv von R
nach ¢(R) = {(z,0); x € R}. Fiir alle z,y € R gilt weiter:

¢z +y) =(x +y,0) = (,0) + (y,0) = 6(x) + ¢(y),
¢(ry) =(zy,0) = (z,0)(y,0) = d(2)d(y),
|6(z)| = [(x,0)] = ||
Ferner gilt ¢(1) = 1¢ und ¢(0) = (0,0) = O¢. ¢ ist also eine bijektive betrags- und
strukturerhaltende Abbildung von R auf ¢(R). Wir identifizieren daher im folgenden R
mit der reellen Achse ¢(R) in der komplexen Ebene und lassen den Index C beim Eins-
und beim Nullelement weg. Wir schreiben also statt (z,0) wieder . Ferner definieren wir
i :=(0,1). ¢ heifit die imagindre Einheit von C und iR := {zi; x € R} = {(0,2); = € R}
die imagindre Achse. Mit diesen Vereinbarungen gilt:

2.10. LEMMA. (a) % = —1.
(b) Jedes z € C besitzt eine eindeutige Darstellung der Form z = x +iy mit x,y € R.

BEWEIS. (a) i = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.

(b) Ist z = (z,y) € C, so ist z = (2,0) 4+ (0,y) = (x,
umgekehrt z = x+iy mit z,y € R, so folgt z = (x,0)+(0,1)(y,0) = («
Insbesondere sind x und y durch z eindeutig bestimmt. 0

Die zu z € C geméafl Lemma 2.10/ eindeutig bestimmten reellen Zahlen x,y mit z =
x + 1y nennen wir Realteil und Imagindrteil von z und schreiben Rez = z,Im z = y. Ist
z=(x,y) = x+iy € C mit z,y € R gegeben, so heifit z := (x,—y) = x — iy die zu z
kongugiert komplexe Zahl.

Wir fassen einige einfache Rechenregeln in C in dem folgenden Lemma zusammen.

2.11. LEMMA. Fiir alle z,w € C gilt:

1
a) Rez=-(z+2), Imz = 2—Z_(z—2).
z

+ w, Re(z +w) = Rez + Rew, Im(z + w) = Im 2z 4+ Imw.
2z und daher |z| = /2Z.
= |z| - |w| und zZw = zZw.
(e) Fiir z € C sind die drei folgenden Aussagen dquivalent:
(i) z e R.
(ii) Imz = 0.

1
2
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z+w

ABBILDUNG 1. Addition komplexer Zahlen

(iii) 2 = 2. .
(f) Fiir alle z € C, = C\ {0} ist 27 = ﬁ Insbesondere gilt fiir alle z € C mit
2

|z| =1: Esist 271 = z.
BEWEIS. (a) und (b) rechnet man leicht nach.
(c) Fiir alle z = . 4+ 1y = (x,y) € C (mit z,y € R) gilt:
2z = (z +iy)(z —iy) = 2° +y* = |2~
(d) Fiir alle z = 2 +iy,w = u + v € C (mit z,y,u,v € R) gilt:

Zw =(xu — yv) + i(zv + yu) = (zu — yv) — i(zv + yu)
=(zu = (=y)(=v)) + i(z(=v) + (=y)u) = zw.
Wegen (c) folgt weiter:
lzw|* = (2w)(ZW0) = 2wzw = 2zww = |z|*|w|?.

Durch Wurzelziehen folgt die verbleibende Behauptung aus (d).
(e) ist klar und (f) folgt wegen z - z|z|™2 = 1 nach (c). O

2.12. GEOMETRISCHE INTERPRETATION. Wir veranschaulichen uns C = R? als Ebene
mit einem festen rechtwinkligen Koordinatensystem. Hierbei ordnen wir z = x + 1y den
Punkt mit den Koordinaten (z,y) zu. Man spricht bei dieser Interpretation von C auch
von der Gaufschen® Zahlenebene. Der x—Achse entspricht hierbei die reelle Zahlengerade
R. Den rein imagindren Zahlen iR = {iy; y € R} wird die y—Achse zugeordnet. Mit dieser
Interpretation von C als Gaufsche Zahlenebene gilt:

(a) Fiir z € C ist |z| der euklidische Abstand von z zum Ursprung.

(b) Fiir z,w € C ist z + w der Punkt, der durch Translation von z um w entsteht,
d.h. der Ortsvektor von z+w entsteht durch die Vektoraddition der Ortsvektoren
von z und w. z + w ist der dem Ursprung diagonal gegeniiberliegende Eckpunkt

3JonANN CARL FRIEDRICH GAUSS (30.4.1777-23.2.1855).
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iy

NI

ABBILDUNG 2. Konjugiertenbildung als Spiegelung an der reellen Achse

des von den Strecken von 0 nach z und 0 nach w aufgespannten Parallelogramms
(vergl. Abb. [I)).
Der Abbildung z — Z entspricht die Spiegelung an der reellen Achse.
Zur geometrischen Veranschaulichung der Inversion z — 2! verwenden wir die
Spiegelung am Einheitskreis. Sei zunéchst allgemeiner K ein Kreis mit dem Mittel-
punkt O und dem Radius r. Zwei Punkte P, () in der Ebene heiflen Spiegelpunkte
beziiglich K falls gilt:

(i) P und @ liegen auf der gleichen Halbgeraden durch O.

(ii) OQ - OP = r2.
Die Fixpunkte der Spiegelung an K sind also die Punkte der Kreislinie. Liegt
P auflerhalb des Kreises K, so findet man den Spiegelpunkt @, indem man die
Tangenten von P an K legt. Der Schnittpunkt der Sehne durch die Beriihrungs-
punkte 77, T, der Tangenten mit der Geraden durch O und P ist dann der gesuchte
Spiegelpunkt. In der Tat gilt nach dem Hohensatz

QT,"=0Q-QP =0Q - (OP — 0Q)

und nach dem Satz von Pythagoras

" =0Q" + QT =0Q +0Q - (OP - 0Q) = 0Q - OP.

Ist umgekehrt @) ein von O verschiedener Punkt aus dem Inneren des Kreises, so
erhdlt man den Spiegelpunkt, indem man in () auf der Geraden durch O und @
die Senkrechte errichtet und in den Schnittpunkten 77, T dieser Senkrechten mit
K die Tangenten an K legt. Diese Tangente schneiden sich in einem Punkt P
auflerhalb des Kreises, der der Spiegelpunkt zu @) ist.

Sei nun K = T die Einheitskreislinie in C = R2. Wir berechnen zu z € C,
den Spiegelpunkt w an T. Wegen (i) mufl w = az fiir ein a > 0 gelten und wegen
(i) ist |z| - Jw| = 1 also a = |z|7? und damit w = z|z|72. Es folgt 27! = w.
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iy

ABBILDUNG 3. Spiegelung am Einheitskreis und Inversenbildung

Man erhiilt also 27! durch Spiegelung des Punktes z an der Einheitskreislinie und
anschlieBende Spiegelung an der reellen Achse.

Um auch die Multiplikation elementargeometrisch veranschaulichen zu kénnen,
fithren wir Polarkoordinaten ein. Eine komplexe Zahl 0 # z € C ist eindeutig
bestimmt durch ihren euklidischen Betrag r = |z| und den Winkel ¢ zwischen
der reellen Achse und dem Strahl von 0 durch z (im Bogenmafl gegen den Uhr-
zeigersinn gemessen). Sind r und ¢ gegeben, so ist z = r(cosp + isiny). Wir
wollen dies hier elementargeometrisch verstehen. Spéater werden wir die trigono-
metrischen Funktionen auch analytisch einfithren. Offenbar beschreiben (7, ¢) und
(r, p+2k7m) mit k € Z die gleiche komplexe Zahl. ¢ ist jedoch eindeutig festgelegt,
wenn wir zusétzlich 0 < ¢ < 27 fordern. Seien nun z,w € C, in der Form

z=r(cosp +isinp), w = R(cost + isin)
gegeben. Dann folgt unter Anwendung der Additionstheoreme fiir den Cosinus
und den Sinus:
zw =rR(cos ¢ + isin)(cos) + isin)
=rR(cos p cos ) — sin @ sin ¢ + i(cos p sin ) + sin p cos 1))
=rR(cos(p + 1) + isin(p + 1))

Die Abbildung z +— zw bedeutet also eine Streckung um den Faktor R = |w| mit
anschlieBender Drehung um den Winkel ¢ (gegen den Uhrzeigersinn).



KAPITEL 3

Konvergenz von Folgen und Reihen

1. Der Grenzwertbegriff
Eine Folge mit Werten in einer Menge X ist eine Abbildung

a:lm:={n€Z;n>m}— X,

wobei m eine ganze Zahl sei. Statt a(n) schreiben wir a,,. Jedem n > m aus Z,, wird also
eindeutig ein Wert a,, € X zugeordnet. Wir schreiben auch a = (a,)%2,, = (an)nez, =
(Qmy Qs 1y Ao, - - - ). Ist speziell X = R (bzw. X = C), so nennen wir a eine Folge reeller
(bzw. komplezer) Zahlen. Meistens (aber nicht immer) wird in unseren Anwendungen
m = 0 oder m = 1 sein.

3.1. DEFINITION. Eine RY—wertige Folge (a, )%, heifit konvergent, falls es ein u € RY
gibt, so daf} zu jedem € > 0 ein ng > m aus Z existiert, derart daf fiir alle n > ng aus Z
der Abstand von a,, zu u kleiner als € ist. Kiirzer: (a,)52,, heifit konvergent, falls es ein
u € RY gibt mit

(3.1) Ve >03dng € ZpVn >ng,n €7 : la, —u| <e.

Wir schreiben dann auch a,, — u fiir n — oo. Gibt es kein v € RV, so daf§ (3.1) erfiillt
ist, so nennen wir die Folge (a,,)22, . divergent.

Es gilt also a,, — u fiir n — oo genau dann, wenn fiir jedes € > 0 fiir fast alle n € Z,,
(d.h. alle bis auf endlich viele) die zugehorigen Folgenglieder a, in der e-Umgebung
Us(u) :={x € RY; |z — u|] < &} von u liegen.

Fiir N = 1 haben wir insbesondere die Konvergenz in R und fiir N = 2 mit der
Identifikation von C mit R? die Konvergenz in C definiert.

3.2. SATzZ. Sei (a,)%,, eine RN —wertige Folge. Dann gibt es hichstens ein u € RY mit
a, — u firn — oo. Ist die Folge (a,)S2,, also konvergent, so ist u durch (3.1)) eindeutig
bestimmt. Wir nennen u in diesem Fall den Grenzwert oder Limes der Folge fiir n — oo
und schreiben v = lim a,,.

BEWEIS. Seien u,v € RY mit a, — u und a, — v fiir n — 00. Sei € > 0 beliebig.
Dann gibt es nach Definition 3.1 ein n, und ein n, in Z,,, so daf} gilt:

Vn>nyne: ]an—u|<% und Vn>n,,nez: ]an—v|<§.

Mit ng := max{n,,n,} folgt:
£ €
lu —v] = |u — apy + any — V| < |u— apy| + |an, — | <§+§:€.

Fiir jedes € > 0 ist also |[u — v|] < g, d.h. es ist |[u — v| = 0 und somit nach Satz 2.8
u=v. U

40
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3.3. BEMERKUNG. Durch richtiges Negieren von (3.1) erhiilt man: Eine RY—wertige
Folge (a,,)%,, ist divergent genau dann, wenn fiir jedes u € RY gilt:
(3.2) de >0Vng € Z,,In > ng,n € Z: lu—a,| >¢.

3.4. BEISPIELE. Sei K = R oder K = C(= R?).

1
(a) lim — =0in K.
n—oo N

(b) Fiir alle ¢ € K mit |g| < 1ist lim ¢" = 0.

1
(c) Ist ¢ € Kmit |g| <1 und s, := Y ,_,¢" fiir alle n € Ny, so gilt lim s, = T2
n—oo — q
in K.
(d) Ist @ € RY und a,, = a fiir alle n € Z,,, so ist lim a, = a.

n—oo

(e) Die Folge (ay)5, mit a, = (—1)" fur alle n € Ny ist divergent.

BEWEIS. (a) Sei € > 0 beliebig. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein ng € Ny
mit 1/ng < e. Dann gilt fiir alle n > ng aus No: 0 < 1/n < 1/ng < £ und daher

1
Vn > ng,n € Ny : ‘——0‘<5.
n

Also folgt lim,, ., 1/n = 0.

(b) Im Fall ¢ = 0 ist dies offensichtlich, denn fiir alle n > 1 aus Ny ist 0" = 0. Sei nun
q # 0 vorausgesetzt. Sei ¢ > 0 beliebig. Nach der Bernoullischen Ungleichung (1.22 (d))
gilt (wegen 1/|q| > 1) fur alle n € Ny:

(i>” <1+ ( ! 1))” 1+n< ! 1) L ni=ld)
4] 4] 4] 4]
und daher W
n q
T
Nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein ng € Ny mit ny* < (1 — |q|)|q|~*. Fiir alle
n > ng aus Ny gilt dann:

lq| lq|
" = 0] = |q|" < < <e.
n(l—|q|) = no(1 —|q|)

(c) Fiir alle n € Ny gilt nach [1.22/ (¢c)

|n+1 |n+1

’_‘1—q"“_ 1 ‘:|q |
"1y l—q 1—ql |l—q = 1—]q’
denn nach der Dreiecksungleichung ist 1 — |g| < |1 —g¢|. Sei nun £ > 0 beliebig vorgegeben.

Dann ist ¢’ := ¢(1 — |g|]) > 0. Nach (b) gibt es daher ein ny € Ny mit |g|" < &' fiir alle
n > ng. Mit (3.3) folgt also

(3.3)

1 n+1 /
[ A
l—gq

Vn > ng,n € Ny : S 174l -

Sp —

Damit folgt die Behauptung.

(d) Sei € > 0 beliebig. Dann folgt Vn € Z,, : |a, —a| =0 < €. (3.1)) ist also mit
ng = m erfillt.

(e) Sei u € K beliebig und ¢ := 1. Sei ng € Ny beliebig.
1. Fall: Reu > 0. Es ist n := 2ng + 1 > ng und

lu— (=1)* = Ju+ 1| = /(Reu +1)2 4 (Imu)? > 1.
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2. Fall: Reu < 0. Es ist n := 2(ng + 1) > no und
lu — (=1)20 D) = |y — 1| = \/(Rew — 1)2 + (Tmu)2 > 1.
In beiden Fillen ist also (3.2) erfiillt. O

3.5. DEFINITION. Eine RY-wertige Folge (a,,)2,, heifit beschrinkt, falls gilt:
iC' > 0Vn € Zy, : la,| < C'.

3.6. LEMMA. Sei (,)2,, eine konvergente Folge in RN . Dann ist auch die reelle Folge
(|xnl)ee,, konvergent und es gilt:

lim |x,| =| lim z,]|.
n—oo n—oo

BEWEIS. Sei u := lim,, .o x, und sei € > 0 beliebig. Dann gibt es eine ganze Zahl
ng > m mit |z, —u| < ¢ fiir alle n > ng aus Z. Mit Satz 2.8 erhélt man fiir alle n > ny
aus Z: ||x,| — |u|] < |z, — u] < e. Damit folgt die Behauptung. O

3.7. LEMMA. Jede konvergente Folge (a,)°,, in RY ist beschrinkt.

BEWEIS. Sei u := lim,,_ a,, der Grenzwert der Folge (a,):2,,. Zu e :=1> 0 gibt es
also ein ng € Z,, mit

Vn > ng,n € Z: la, —u| <e=1
Insbesondere folgt
Vn>ng,n€Z: lan| = |an —u+u| < |a, —u| + |u| < |u| + 1.
Mit C := max{|am]|, ..., |an, ], |u| + 1} folgt also |a,| < C fur alle n € Z,,. O

3.8. FOLGERUNG. Die Folge (n)S2, ist nach Satz|1.35 unbeschrinkt und daher nach
Lemma |53.7 nicht konvergent.

BEMERKUNG. Das Beispiel der Folge ((—1)")2, zeigt, dal es auch beschrénkte di-
vergente Folgen gibt.

3.9. Satz. Die Folge (h,,)2, mit

n=1
"1

h,, = — tir alle n € N
2 !

18t unbeschrinkt und daher divergent. Man nennt diese Folge auch die harmonische Reihe.

BEWEIS. Sei C' > 0 beliebig. Zu zeigen ist: Es gibt ein n € N mit h,, > C. Durch
vollstdndige Induktion zeigt man, daf fiir alle n € N gilt:

Fiir 2F71 +1 < j < 2F gilt % > . Also folgt:

n 2k 1 n Zk_l
Bogn > 1+ —:1+Z =14 —.
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Da N nicht nach oben beschréankt ist gibt es ein ng € N mit ny > 2C. Es folgt
haa 21422 >14C > C.

Also ist (h,)°°, unbeschriinkt". O

2. Konvergenzkriterien und Grenzwertrechenregeln

3.10. DEFINITION. Eine Folge (a,)22, reeller Zahlen heifit

(a) streng monoton wachsend (bzw. monoton wachsend), falls fir alle ny,ny € Z,,
mit ny < ng gilt an, < an, (bzw. a,, < ay,).

(b) streng monoton fallend (bzw. monoton fallend), falls fir alle ny,ny € Z,, mit
ny < ng gilt a,, > an, (bzw. a,, > a,,).

Durch vollstédndige Induktion zeigt man leicht: Eine Folge (a,)%2,. reeller Zahlen ist

genau dann streng monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn fiir alle n € Z,, gilt
ap < apyy1 (bzw. a, < a,41). Entsprechendes gilt fiir den monoton fallenden Fall.

3.11. SATZ (Monotoniekriterium). Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte
Folge (a,)52,, reeller Zahlen konvergiert gegen ihr Supremum

n=m
sup @, :=sup{a,; n € Zp}.
HEZm

o0
n=m

Jede monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge (a,) reeller Zahlen konvergiert

gegen ihr Infimum inf,cz, a, ;= inf{a,; n € Z,,}.

BeEweEls. Wir fithren den Beweis nur fiir den monoton wachsenden Fall. Der Beweis
fir monoton fallende Folgen verlduft analog. Sei also (a,)S%,, eine monoton wachsen-
de, nach oben beschrinkte Folge reeller Zahlen. Nach dem Supremumsaxiom existiert
y = sup{a,; n € Z,} in R. Sei nun £ > 0 beliebig. Nach Lemma [I.16] gibt es also ein
ng € Zy, mit y —e < a,, < y. Fiir alle ganzen Zahlen n > n( gilt dann wegen der
Monotonievoraussetzung:

Yy—e<ap, <a, <y
und damit 0 <y —a, <y — a,, < e. Fiir alle n > ng ist also |y — a,| < . Damit folgt
y = lim, s Gy. O

3.12. BEISPIEL. Fir alle reellen x > 0 gilt: lim /" = 1.

n—oo

BewErs. Fiir z = 1 ist dies offensichtlich. Fiir 0 < x < 1 ist die Folge (2'/)>,
nach Lemma [1.40) (h) monoton wachsend und nach oben durch 1 beschrankt. Nach dem
Monotoniekriterium [3.11/ gilt also

lim z'/" = Y= supa:‘l/" <1.
n—00 neN

Annahme: y < 1. Wegen 0 < x = 2* <y < 1 folgt y~! > 1. Nach der Bernoullischen
Ungleichung folgt y™ > 1 + n(y~' — 1). Die Folge y™™ ist also unbeschriinkt. Es gibt
daher ein ng € N mit =™ > 27! also auch ™ < z. Hieraus folgt aber y < x'/™ im
Widerspruch dazu, da8 y obere Schranke fiir {x'/"; n € N} ist. Also war die Annahme
falsch und es gilt lim,, ., 2"/" =y = 1.

Den verbleibenden Fall x > 1 behandelt man entweder analog oder man fiihrt ihn
vermoge Teil (e) der folgenden Rechenregeln auf den bereits bewiesenen Fall 0 < = < 1
zuriick. 0

Die Idee dieses Beweises findet sich schon bei NICOLE ORESME (1320/25-11.7.1382).
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3.13. LEMMA (Grenzwertrechenregeln). Es seien konvergente Folgen (a,)3 ), (bn)52

n=p7 n=q
inRY gegeben, a = lim,_ o0 @y, b := lim,,_. by, sowie konvergente Folgen (A, (),
in R, (zn)52,, (wn)pZ, in C mit
A= lim \,, p:= lim u,, z:= lim 2z, w:= lim w,.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Dann gilt mit m := max{p, q}:
(a) Die Folgen (a, +b,)%%,,, (An+ 112)5%,,, und (z, +w,)2,, sind konvergent in R
bzw. R, bzw. C und es gilt:
lim (a, +b,) =a+b, lm N\, +pn) =A+p, lim(z,+w,)=z+w.

n—00 n—00

(b) Die Folgen (pinan),,, (Aatin)o,, und (z,w,)2,. sind konvergent in RY | bzw.

n=m?/’ n=m

R, bzw. C und es gilt:

lim (ppa,) = pa, Um (Ap,) = A, lim (z,w,) = 2w.

n—oo

(c) Fir alle a € R, u € RY, ¢ € C sind die Folgen (aayn);>,, (Au)p>,, ()i,

n=p’ n=p’
und (Czn)ns, konvergent in RY, bzw. R, bzw. C und es gilt:

lim (va,) = aa, lim (Au) = Au,  lim (a),) =a), lim ((z,) =(z.

(d) Gibt es ein ng > m, so daf fir alle n > ng gilt A\, < pin, so ist X < u. Ist speziell
A = limy, o0 Ay = limy, o0ty = 1, S0 gilt fiir jede Folge (x,)22,, mit A, < x,, < i,
fir alle n > ng: Es ist x, — A fiir n — oo. (Einschachtelungsregel).
(e) Ist z =1lim, o0 2, # 0, so gibl es ein ny > p in Z mit z, # 0 fir alle n > ny und
. Wn,\ *° . , L. Wy w
die Folge (—) (mit mo := max{ni, q}) ist konvergent mit lim — = —.
Zn / n=mg n—oo 2, z
BEWEIS. (a) Wegen R = R! und C = R? geniigt es, die erste Aussage zu beweisen.
Sei also € > 0 beliebig. Wegen a,, — a, b, — b fiir n — oo gibt es ein n, > p und ein

ny > q in Z mit
€
Vn>nge,ne: |an—a|<g und Vn >ny,ne€Z: |bn—b|<§.
Dann folgt fiir alle n > ng := max{n,, ny} aus Z mit der Dreiecksungleichung:
£

225.

an + by = (@ +B)] < lay —a| + b, — b < 5 +

Also gilt a,, + b, — a + b fiir n — oc.
(b) Sei € > 0 beliebig. Fiir alle n > m = max{p, ¢} schéitzt man mit Hilfe der
Dreiecksungleichung ab:
\nan — pal < pn — pl - lan] + |p - |an — af.-
Nach Lemma [3.7 ist die Folge (a,);2, beschrinkt. Es gibt also ein M > 0 mit |a,| < M
fiir alle n € Z,. Wegen p,, — p gibt es zu €' := 55; ein n; > m aus Z mit

Vn > EL: |y —pul<e = —.
nzmn,n i —pl <&'= 577

Wegen a,, — a fiir n — oo gibt es ein ny > m aus Z mit

€
VYn>mng,n€Z:la, —al <& = —>T—.
= an = ol o0 + 1

Fiir alle ganzen Zahlen n > ng := max{nj, ny} folgt dann

£ |ule
Vi <.
oaf M a1 =

Also gilt ppa, — pa fiir n — oo. Die iibrigen Aussagen in (b) zeigt man analog.

|Mnan - Ma‘ < ’Mn - ,u| ) ‘an| + |:u‘ ) |an - a’ <
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(c) ist ein Spezialfall von (b). (Beachte Beispiel 3.4/ (d)).
(d) Annahme: A > p. Dann gibt es nach (a) zu e := A — p > 0 ein ny > m in Z, so
daf fiir alle n > n; gilt:

O0<A=—p<pn=A=(=A) = (= A) = (=N <e=A—p.

Dies ist jedoch ein Widerspruch. Also war die Annahme falsch und es folgt A < p. Sei nun
speziell A = p vorausgesetzt und gelte A\, < x, < u, also auch A\, =A<z, — A <y, — A
fir alle n > ng. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es nach Voraussetzung ny € Z,, n, € Z,
mit

Vn>ny,neZ: |\,—A<e und Vn>n,,neZ: |u,—A<e.
Dann folgt
Vn > ny := max{ng, ny,n,} |z, — Al < max{| A\, — Al | — A} < €.

Also gilt x,, — A = p fiir n — oc.
(e) Wegen z # 0 ist g¢ := |2]/2 > 0. Es gibt also ein n; € Z, mit

Yn>ny,ne€Z: |zn—z|<£0:%.
Es folgt dann fiir alle n > ny: |2| < |2,] + ]2 — 2a] < |2a] +2]/2 und somit |z,|™' < 2|z|7L.
Sei nun € > 0 beliebig. Wegen z, — z gibt es zu ¢’ := £|z|*> > 0 ein ny in Z, mit
Vn > mng,n €Z: |zn—z|<£/:§|z|2.
Damit folgt fiir alle n > ng := max{ny,ns}:
L 1) |z—=zh] _ 2|z — 2
Z 2l al 2l T J2P?
oL L. : P
Also gilt — — — fiir n — oo. Die Behauptung folgt nun mit Hilfe von (b). U
z

n

3.14. LEMMA (Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel).
Fiir alle 0 < u,v € R gilt
u+v

Vuv < 5

BEWEIS. Es gilt 0 < (u — v)? = u? 4+ v? — 2uv. Addition von 4uv und anschlielende
Division durch 4 ergibt mit der ersten binomischen Formel

2
w < <u—|—v> 7

woraus man nach Ziehen der Wurzel die Behauptung erhalt. U

3.15. BEISPIEL. (a) Sei @ > 0 und 0 < zy € R. Wir definieren eine Folge (z,)%,
induktiv durch

1
(3.4) Tyl 1= 5 (xn + &) fiir alle n € Ny .
T

Dann gilt z,, — /a fiir n — oc.

(b) lim ¢/n = 1.

n—oo
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BeEWwEIS. (a) Induktiv zeigt man z,, > 0 fiir alle n € Ny. Nach der Ungleichung
zwischen dem geometrischen und dem arithmetischen Mittel folgt fiir alle n € Ny:

1
xn+1:_<xn+i)2 xni:\/a>
d.h. es ist z, > y/a fiir alle n € N also auch 2 — a > 0. Hiermit folgt

1 a 2 —a
Ty — Tpatl —xn—é(xn—f—m—n) = on >0.
Damit ist gezeigt, dafl die Folge (z,)5°; monoton fallend und nach unten durch \/a be-
schriankt ist. Nach dem Monotoniekriterium konvergiert sie also gegen ein y > y/a. Mit
&, — vy gilt auch x,,; — y fiir n — co. Hiermit folgt nach Lemma 3.13 durch Ubergang
zum Grenzwert fiir n — oo in der Rekursionsformel (3.4)

\/5§y=1<y+g>

2
also y* = a und y = +/a.
(b) Sei € > 0 beliebig. Wegen {l/g — 1 fiir n — oo (nach Beispiel [3.12) gibt es ein

ng € N mit
12 €
Vn > ng,n € N: \/;<1+§><1+€.

Nach der Bernoullischen Ungleichung [1.22 (d) gilt fiir alle n € N:

EN\T e
1-) >1d4n. -
<+2 =l+ng

15 15 15
> ol14n-S> pfn- = m- ¢/
e\ ,/2
1§{L/ﬁ§(1+§>\/j<1+s.
9

Dies zeigt |{/n — 1| < ¢ fiir alle n > ng. Also gilt {/n — 1 fiir n — oo. O

also auch

1+

DO ™

und damit fiir alle n > ng:

Fiir reelle Folgen definieren wir auch uneigentliche Grenzwerte wie folgt:

3.16. DEFINITION. Sei (x,)22,  eine Folge in R. Wir sagen x, konvergiert gegen oo

(bzw. —o0) und schreiben x,, — oo (bzw. x,, — —o0) fiir n — oo, falls es zu jedem ¢ > 0
ein ng > m aus Z gibt, so daB fiir alle n > ng, n € Z, gilt: x,, > ¢ (bzw. x,, < —c).

BEISPIELE. (a) n — oo fiir n — co.

n

1
(b) h, = Z > fiir n — oo (vergl. den Beweis zu Satz [3.9).
k=1

3.17. BEZEICHNUNGEN. Fiir a,b € R mit a < b nennen wir die Punktmenge

o [a,b] :={z € R; a <z < b} ein abgeschlossenes Intervall.
e [a,a] = {a} ein ausgeartetes abgeschlossenes Intervall.

Fiir a,b € R mit a < b nennen wir
o (a,b) :={z € R; a <z <b} ein offenes Intervall,
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e [a,b) ={r € R;a <z <b}und (a,b] := {z € R; a <z < b} ein halboffenes
Intervall.
Fiir a € R heiflen
e (a,00) :={z € R; x> a} und (—00,a) := {z € R; z < a} offene uneigentliche
Intervalle,
e [a,00) := {x € R;z > a} und (—o0,a] := {x € R; z < a} abgeschlossene
unetgentliche Intervalle.

3.18. INTERVALLSCHACHTELUNG. Sei ([a,, b,])22, eine Folge von abgeschlossenen In-
tervallen mit den folgenden FEigenschaften:

o0

o o tst monoton fallend, d.h. fiir alle n €

(I1) (an)sey ist monoton wachsend und (by,)
NO gllt [a'n-l—la bn—‘rl] g [ana bn]

Dann ist ﬂ [an, bn] # 0.

n=0
Glilt zusdtzlich
(I2) b, — a, — 0 fiir n — oo,

so 1st
o

m [an, bn] = {u}

n=0
fir genau ein uw € R und fir alle Folgen (x,)>%, mit a, < x, < b, fir alle n € Ny gilt
Tp — U flir n — 00.

BEWEIS. Induktiv sieht man ag < a,, < api1 < by < b, < by fiir alle n € Ny. Nach
dem Monotoniekriterium [3.11 sind daher die Folgen (a,)°, und (b,)5%, konvergent und
es gilt (unter Verwendung von Lemma [3.13] (d)):

lim a, =a := sup a, < lim b, =b:= inf b, .
n—o00 neNg n—00 neNp

Insbesondere hat man a,, < a < b < b, fir alle n € Ny, d.h. [a,b] C [a,, b,] fiir alle n € N

und damit
o0

0 # [a,b] € () [an, ba].

n=0
Gilt nun zusétzlich b, — a,, — 0 fiir n — o0, so ist a = b und fiir jede Folge (z,)%,
mit a, < z, < b, fir alle n € Ny folgt nach der Einschachtelungsregel 3.13 (d): x,, —
u = a = b fiir n — co. Insbesondere ist u := a = b der einzige Punkt in () [an, b,). O

3.19. DEFINITION. Sei N € N. Eine Folge (z,,)°°, in RY heifit Cauchy—Folge?, falls
gilt:
(CF) Ve > 0dng > mVn,k € Z mit n, k > nyg : |x, — x| < e.

Man iiberlegt sich leicht, daf§ (CF) dquivalent ist zu
(CF') Ye > 03ng > mV¥n € Z mit n > noVp € Ny : |Tp — Tpip| < €.

3.20. SATZ. Jede konvergente RN -wertige Folge ist eine Cauchy—Folge.

2AucUSTIN Louts CAUCHY (21.8.1789-23.5.1857)
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BEWEIS. Sei also (,,)°, eine konvergente Folge in RY mit u := lim,, ., 2, und sei

n=m

e > 0 beliebig. Zu &' = ¢/2 > 0 gibt es dann ein ng > m in Z mit
Vn > ng,n € Z: |z, —u| <&’ =¢/2.
Dann gilt fiir alle n, k > ngy aus Z:

e €
|mn—xk|§|xn—u|+|u—xk|<§+§=€.

Also ist (CF) erfiillt. 0

Umgekehrt gilt (zunéchst fiir N = 1):
3.21. SATz (Cauchy—Kriterium in R). Jede reelle Cauchy—Folge ist konvergent.

BEWEIS. Sei also (z,)9°,, eine Cauchy—Folge in R. Zu jedem p € Ny gibt es dann ein
n, > m aus Z mit

Vn,k € Z mit n,k > n, : |z — k| < g, :=27P71.

o0

Durch vollstéindige Induktion sieht man, daf} hierbei die Folge (n,)52,

kann, dafl n, < n,q; fiir alle p € Ny gilt. Wir setzen nun
L= [x,, =277 2, +27 ] ={z eR; [z —x,,| <277}.
Dann ist I, C I, fiir alle p € Ny, denn fiir alle € I, folgt

so gewahlt werden

|z — 2, | < |2 — @y | + [Ty — Ty | <277 42777 =277,
Die Intervallfolge (1,,);2 erfiillt also die Bedingung (I1) und wegen
T, + 277 — (2, —277) =2""P — 0 fiir p — 0

auch die Bedingung (I2). Nach dem Intervallschachtelungsprinzip [3.18| gibt es also genau
ein u € ﬂ;io I,. Sei nun € > 0 beliebig. Dann gibt es ein py mit 2!77° < . Fiir alle
n > Ny, n € Z, gilt dann:

[Zn — u| < |zn — Ty | + |20, —ul < 2 Po=l 4 9=P0 ~ 9l=P0 o
Also gilt x,, — u fiir n — oo. O
Wir wollen das Cauchy-Kriterium auch fiir RY-wertige und komplexwertige Folgen
herleiten. Hierzu zeigen wir zunéchst:

3.22. SATZ. Eine RN —wertige Folge ist genau dann konvergent, wenn sie komponen-

tenweise konvergiert, d.h.: Ist (x,)2, eine Folge in RN und u = (uy,...,uy) € RY,
so gilt x, — u in RN fiir n — oo genau dann, wenn fir alle j = 1,..., N fiir die j-te

Komponente x;,, von x, gilt z;, — u; in R firn — oo.

BEWEIS. ,=—“: Sei also x,, — u fiir n — oo und sei € > 0 beliebig. Dann gibt es
ein ng > m aus Z mit |z, — u| < ¢ fiir alle n > ngy aus Z. Insbesondere gilt fiir die j—te
Komponente (j = 1,..., N) fir alle n > ng aus Z:

N 1/2
|Tjn — uj] < <Z(xkn — uk)Q) = |z, —ul <e.
k=1
Also folgt z;, — u; in R firn — cound alle j =1,..., N.
»&=": Es gelte nun fiir j =1,...,N: x;,, — u; in R fiir n — oo. Sei € > 0 beliebig.
Dann ist &’ := \/LN > 0. Zu jedem j € {1,..., N} gibt es also ein n; > m aus Z mit

Vn>n;nez: Tjn —uy] <& =

Nk
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Dann gilt fiir alle n > ng := max{ny,...,ny} aus Z:
N 1/2 N 1/2
|z, — u| = (Z(mkn—uk > (Ze'Q) =¢dVN=c¢.
k=1 k=1
Also folgt z,, — u in R fiir n — oo. O

3.23. SATZ (Cauchy—Kriterium in RY). Fiir eine Folge (z,)°,, in RN sind die fol-

genden Aussagen dquivalent:

=m

(a) (m,)%,, ist konvergent in RY.

(b) (z,)5,, ist eine Cauchy-Folge in RN

(c) Firalle j € {1,...,N} ist (x;,)5,, eine Cauchy-Folge in R.
(d) Firalle j e {1,...,N} ist (xj,)52,, in R konvergent.

n=m

n=m

BewEIS. Die Aquivalenzen (¢) <= (d) <= (a) und die Implikation (a) == (b)
gelten nach den Sétzen [3.20), 3.21 und 13.22. Es ist also nur die Implikation (b) = (c)
zu zeigen. Sei also (,,)%, . eine Cauchy—Folge in RY und sei ¢ > 0 beliebig. Dann gibt
es ein ng > m aus Z, so daf fiir alle ganzen Zahlen n,k > ng gilt |z, — x| < €. Wegen
|Tjn — xjk] < |xn — k| <efirallej=1,...,N und alle n,k > ny aus Z ist dann auch
(x0)02,, eine Cauchy-Folge in R fiir alle j =1,..., N. O

Da wir C mit R? identifizieren kénnen erhalten wir:

3.24. FOLGERUNG (Cauchy—Kriterium in C). Fir eine Folge (2,)2,, in C sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) (2n)22,, ist konvergent in C.
(2n)22,, ist eine Cauchy-Folge in C.
o m sind Cauchy—Folgen in R.

(b)
(c) (Rez,)2,, und (Im z,)5°
(d) Die Folgen (Re z,)5%,, und (Im z,)2° sind in R konvergent.

n=m n=m

3. Hiaufungswerte und der Satz von Bolzano—Weierstraf3

3.25. DEFINITION. Sei X eine nicht leere Menge und sei (z,)32,. eine Folge von
Elementen aus X. Ist (n)32, eine streng monoton wachsende Folge ganzer Zahlen mit
m<ng <ng < - <ng < ngep < ..., s0 heit die Folge (z,,)72, eine Teilfolge von
(In)zo:m

3.26. SATZ. Fiir eine Folge (x,)°2,, in RY sind dquivalent:

(a) Es gibt ein u € RY, so dafs fiir jede Teilfolge (x,, )32, von (z,)°,, gilt z,, — u
fiir k — oo.

(b) Jede Teilfolge (x,,)52, von (z,)52,, ist konvergent.

(c) (zn)5e,, ist konvergent.

n=m

BEWEIS. (a) = (b) ist offensichtlich und auch (b) = (c) ist klar, da (z,)2,, eine
Teilfolge von sich ist (mit ng :=m — 1 + k fiir alle k € N). Zu zeigen ist also nur (¢) =
(a). Sei also (x,,)52,, konvergent, u := lim,,_, x,, und sei (z,, )7, eine beliebige Teilfolge
von (x,)22, . Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein ng > m aus Z mit

Yn >ng,n €7 : |z, —u| <e.

Induktiv zeigt man, dafl wegen der strengen Monotonie der Folge (ng)32, gilt: ny >
m — 1+ k fiir alle £ € N. Fiir alle £ > kg :=ng —m + 1 gilt dann np, > m — 1+ k > ng
und daher |z, —u| < e. Also konvergiert (x,, )7, gegen u fiir n — oo. O
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BEISPIELE. Die Folge ((—1)™)2°, ist divergent, besitzt aber konvergente Teilfolgen wie

zum Beispiel die gegen 1 konvergente Folge ((—1)%*)2°, und die gegen —1 konvergente

Folge ((—1)*"1)72,;.
Die Folge (n)72, besitzt keine konvergente Teilfolge.

3.27. DEFINITION. Ein Punkt b € RY heiit Hiufungswert einer Folge ()%, in RY,
falls diese eine gegen b konvergente Teilfolge besitzt.

BEeISPIELE. Die Punkte 1 und —1 sind Haufungswerte der Folge ((—1)")%2,.
Die Folge (n)%2, besitzt keine Haufungswerte, da sie keine konvergente Teilfolge be-
sitzt.

Héaufungswerte lassen sich auch wie folgt charakterisieren:

3.28. SATZ. Sei (2,)°,, eine Folge in RY. Ein Punkt b € RY ist genau dann Héiu-

fungswert der Folge (a:n)oo_ wenn gilt:

n=m?/’

Ve>0Vp€Zn3q>p,q€Z: 2, € U.(b) = {z e RY; |z — b < &}.

BEWEIS. ,=—“: Sei also b ein Haufungswert der Folge (x,)2°, und sei ¢ > 0 und
p € Z beliebig mit p > m. Nach Definition des Haufungswertes gibt es eine gegen b
konvergente Teilfolge (x,, )72 ,. Fiir diese existiert also ein ky € N, so daf fiir alle k > ko
aus N gilt: |a,, —b| < e. Sei k := max{ko,p—m+1}. Dannist g:=np >m—-14+k>p
und a, = a,, € U.(b).

»,<=": Sei nun die Bedingung des Satzes erfiillt. Wir konstruieren induktiv eine Teil-
folge (2, )72, von (z,)52,,, fir die die beiden folgenden Bedingungen fiir alle k£ € N erfiillt
sind (mit ng := m):

(a) ng > ng_1.

(b) 1b—xp, | < k7L
Induktionsanfang: Nach Voraussetzung gibt es zu ¢ = 1 > 0 ein n; > m aus Z mit
|b — x,,| < 1. Damit sind die Bedingungen (a) und (b) fiir k£ = 1 erfiillt.

Seien nun schon n; fiir j < k aus Z gefunden, so daff die Bedingungen (a) und (b) fiir
1 < j < k erfiillt sind. Nach Voraussetzung gibt es zu e := (k+1)"! > 0 und p :=ny, + 1
ein nyy1 > p > ny mit [b—x,,, | <e=(k+1)"". Damit sind (a) und (b) auch fiir k£ +1
erfiillt.

Fiir die so konstruierte Teilfolge gilt nun |b — z,, | < 1/k — 0 fiir £ — oo und somit

b—x,, — 0in RY, also auch z,, — b fiir k — oco. O

3.29. SATz (Bolzano-WeierstraB?). Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat wenig-
stens einen Hdaufungswert, also auch wenigstens eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS. Sei also (z,)5° . eine beliebige beschriankte Folge in R. Dann gibt es ein
M > 0 mit |z,|] < M fiir alle n > m aus Z. Fur alle n > m aus Z gilt dann mit
Cn:={xj;n<jel}

—M <z, <supC,, <M und C,+; C C, also auch supC,; <supC, .

Die Folge (sup C,,)52,, ist also monoton fallend und nach unten durch —M beschréinkt.

n=m

Nach dem Monotoniekriterium 3.11! gilt also
supC,, — y :=inf{supC,,; m <n € Z} firn— co.

3BERNARD PLACIDUS JOHANN NEPOMUK BoLzAaNO(5.10.1781-18.12.1848), KARL THEODOR WIL-
HELM WEIERSTRASS (31.10.1815-19.2.1897)
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Wir zeigen, daf§ der Punkt y ein Hiufungswert der Folge ()72, ist: Seien hierzu ¢ > 0
und m < p € Z beliebig vorgegeben. Dann gibt es ein ng > m aus Z mit

VYn > ng,n €7Z: y<supC, <y+e.
Zu k := max{p,ng} gibt es nach Lemma [[.16/ ein k < ¢ € Z mit
y—e<supCp—e<z,<supCp <y+e.

Es folgt ¢ > p und z, € U.(y). Nach Satz [3.28 ist y also ein Haufungswert der Folge

3.30. BEMERKUNG. Der im Beweis zum Satz 3.29/ von Bolzano—Weierstrafl berechnete
Héufungswert y = lim,,_, sup C,, ist der grofite Haufungswert der Folge (x,,)%2, .

BEWEIS. Sei s > y beliebig. Dann ist ¢ := (s — y)/2 > 0. Es gibt also ein p > m aus
Z mit sup C, < y + ¢. Fur alle ¢ > p ist daher z, ¢ U.(s). Nach Satz 3.28 kann s kein
Héufungswert von (x,,)32,, sein. O

Analog zeigt man:

3.31. BEMERKUNG. Sei (z,)32,, eine beschrinkte reelle Folge. Dann existiert der
Grenzwert

lim inf{zy;n <keZ}

n—oo

und ist der kleinste Hiaufungswert der Folge (x,)2,,..

3.32. DEFINITION. Sei (x,)52,, eine beschriankte Folge in R. Dann heifit der gemé8
3.300 (bzw. 3.31) definierte Wert der Limes superior (bzw. Limes inferior) von (x,)>
und wird mit limsup,,_, .z, (bzw. liminf, . x,) bezeichnet. Es ist also

limsupz, = lim sup{z;; n <k €Z} und liminfz, = lim inf{z,;n <k eZ}.

n—oo n—oo n—oo

Wir definieren allgemeiner fiir beliebige Folgen (z,,)%, in R:

+00 falls (z,,)22,,, nicht nach oben beschrankt ist
limsup x,, := ¢ —o0 falls z,, — —oo fiir n — oo
e lim,, o sup{zx; n < k € Z} sonst
und ebenso
+00 falls x,, — +oo fir n — oo
hﬂ %)rolf Ty, 1= § —00 falls (z,,)22, . nicht nach unten beschrinkt ist

lim,, o inf{zg; n <k €Z} sonst.

3.33. SATZ. Fiir eine beschrinkte Folge (x,)%
dquivalent:

n n R sind die folgenden Aussagen

(a) (x,)52,, ist konvergent.

n=m
(b) (x,)22,, besitzt genau einen Hiufungswert.
(¢) liminf z,, = limsup z,,.
n—0oo n—o0

o0
n=m

Ist (b) erfillt, so stimmt der einzige Haufungswert von (x,) mit dem Grenzwert der

Folge tiberein.
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BEWEIS. (a) = (b) aus Satz [3.26/ und der Definition des Hiufungswertes.

(b) <= (c) ist klar, da liminf, .. 2, der kleinste und limsup,,_,. =, der grofte
Haufungswert von (x,,)°2  ist.

(b) = (a): Sei u der einzige Haufungswert der Folge (z,,)? .. Wir machen die An-
nahme, dafl die Folge (z,)52,, nicht gegen den einzigen Haufungswert u konvergiert, d.h.
daf ein € > 0 existiert mit

Vm<peZIqg>pqel: |z, —u| > €.

Insbesondere gibt es ein ng :=m <m+1<n; € Z mit |z,, —u| >e. Sind fiir 1 <j <k
die Zahlen n; € Z schon konstruiert mit n; > n;_; und |z,, —u| > ¢ fir 1 < j <k,
so gibt es wegen der gemachten Annahme eine ganze Zahl ng,y > ni + 1 > ng mit
| T, — u| > €. Auf diese Weise haben wir induktiv eine Teilfolge (x,, )72, von (z,)52,,
konstruiert mit |z, — u| > ¢ fiir alle £ € N. Als Teilfolge einer beschrénkten Folge ist
auch die Folge (z,, )32, beschrinkt, besitzt also nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafi
eine konvergente Teilfolge (xnkj )32 Sei v = lim; o Iy, - Da (xnkj )32, insbesondere auch
Teilfolge der Ausgangsfolge (z,,)52,, ist, ist v ein Haufungspunkt von (z,,)5°, ., muf also
mit u iibereinstimmen. Also gilt |517nkj —u| — 0 fiir j — oo im Widerspruch zu |xnk]_ —u| > e
fir alle 5 € N. Also war die Annahme falsch und es folgt die Konvergenz von (x,)> .
gegen u fiir n — oo. 0

3.34. SATZ (Satz von Bolzano-Weierstrall in RY). Jede beschrinkte Folge in RN hat
wenigstens eine konvergente Teilfolge und daher wenigstens einen Hdufungswert.

BEWEIS. Sei also (x,)%,, eine beliebige beschriinkte Folge in RY. Dann gibt es ein

M > 0 mit |z,| < M fir alle m < n € Z. Insbesondere folgt fiir alle Komponenten z;,
von Ty, = (T1py .- TNp):

Ym<neZ Vje{l,...,N}: |Tjn] <|zn] < M.

Nach dem Satz [3.29 von Bolzano-Weierstra8 (in R) hat also die Folge (z1,)32,, eine
gegen ein u; € R konvergente Teilfolge (21,5, ()72, Dann sind fiir j = 1,..., N die Fol-
gen (), (k)7 als Teilfolgen der beschrénkten Folgen (z;,)52,, wieder beschrénkte reelle
Folgen. Insbesondere besitzt nach3.29 die Folge (22, (x)) 72 €ine gegen ein uy € R konver-
gente Teilfolge (22, (k)5 Als Teilfolge der gegen u; konvergenten Folge (21, (x))52 ist
nach Satz [3.20l auch (21n,x))7%, gegen v, konvergent und die Folgen (2, )5, sind als
Teilfolgen der beschriankten Folgen (;,, k) )72, wieder beschrénkte reelle Folgen. Fahren
wir in dieser Weise fort, so erhalten wir nach N Schritten eine streng monoton wach-
sende Folge (nn(k))32,, so daf fiir j = 1,..., N die zugehorigen Teilfolgen der Folgen
(7jn)52,, gegen ein u; in R konvergieren. Nach Satz [3.23ist also die Teilfolge (2, )54
von (1,)22, konvergent in RY. O

Eng verwandt zum aber verschieden vom Begriff des Haufungswertes ist der Begriff
des Haufungspunktes.

3.35. DEFINITION. Sei () # X C RM. Ein Punkt a € R heifit
e Hiufungspunkt der Menge X, falls es eine gegen a konvergente Folge in X \ {a}
gibt.
o isolierter Punkt von X, falls es ein ¢ > 0 gibt mit U.(a) N X = {a}.
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3.36. BEISPIELE. (a) Die Folge ((—1)")22; hat die Hiufungswerte 1 und —1. Die Menge
{(=1)"; n € N} ihrer Werte besteht nur aus den isolierten Punkten 1 und —1, hat also
keine Haufungspunkte.

(b) Fiir die Menge By := {z € RY ; |z| < 1sind alle z € RY mit |z| < 1 Hiufungspunkte.
Die Haufungspunkte einer Menge X miissen also nicht notwendig Elemente der Menge X
sein.

Wir geben zunéchst eine dquivalente Beschreibung der Haufungspunkte:

3.37. LEMMA. Sei ) # X C RM. Ein Punkt a € RM ist genau dann ein Haufungspunkt
der Menge X, wenn gilt:

Ve >0: (X \{a})NU(a) #0.

BeEwEIs. Ist a Haufungspunkt der Menge X, so gibt es eine gegen a konvergente Folge
()0, aus X \ {a}. Fiir alle € > 0 existiert also ein ng so, dafl z,, € U.(a) fiir alle n > ny.
Insbesondere ist U.(a) N (X \ {a}) # 0.

Ist umgekehrt die Bedingung des Lemmas erfiillt, so gibt es zu &, := 1/n wenigstens
einen Punkt x,, € Uy/,(a)N(X\{a}). Die so erhaltene Folge (x,)72; aus X\ {a} konvergiert
offensichtlich gegen a fiir n — oo. OJ

3.38. SATZ (Satz von Bolzano—Weierstraf§ fiir beschriinkte Mengen in RM). Ist () #
X C RM beschrinkt und hat X unendlich viele Elemente, so besitzt X wenigstens einen
Héufungspunkt.

BewEIs. Da X nicht endlich ist, gibt es eine Folge (z,)2, von paarweise verschie-
denen Punkten in X. Diese ist beschrankt, da X beschrinkt ist, besitzt also nach dem
Satz von Bolzano-Weierstra$ fiir Folgen wenigstens eine konvergente Teilfolge (z,, )52 .
Sei a := limy_.o @, . Da die Glieder der Folge (x,)°, paarweise verschieden sind, kann
T, = a fir hochstens ein & = ky € N gelten. Die Folge (xnko ;)32 ist also eine gegen a

konvergente Folge aus X \ {a}, d.h. a ist ein Haufungspunkt von X. O

Die Probleme eines Haufungspunktes schildern anschaulich die folgenden Verse™:

Der Haufungspunkt
Ein Haufungspunkt, welchselb’ger zwar
In herrlicher Umgebung war,
Der aber dennoch unzufrieden
Mit seinem Schicksal war hienieden,
Bedachte seine Lage neulich
Und sprach betriibt: “Es ist abscheulich!
Mir sagt wohl jeder, der mich kennt,
Ich hatt zum Einsiedler Talent.
Wie gern mocht ich zuriick mich ziehn,
Die lastige Umgebung fliehn;
Allein in jedem Kreis mit p
Sind immer noch Begleiter do!”
Des Punktes Standpunkt leuchtet ein;
Auch ich mo6cht solch ein Punkt nicht sein!
Ging ich z.B. zur Toilette,

4Aus: Hiufungspunkte -Mathematischer Reimsalat fiir die studierende Jugend von 3 bis 17 Semestern,
von Dr. h.c. N2, Herausgegeben vom Mathematischen Verein an der Universitit Berlin, Berlin 1927.
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In jeder néchsten N&h ich hétte
Unendlich viel Bekannte
und liebe Anverwandte.

Dies aber wére mir furchtbar peinlich.

4. Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Sei (a,,)°2,, eine Folge in RY. Die Folge (s,)%,. der n—ten Partialsummen
sn::Zak firm<neZ
k=m

nennt man eine unendliche Reihe und bezeichnet sie mit » .- ay. Ist die Partialsum-
menfolge (s,)22,, konvergent gegen einen Grenzwert u in RV, so schreiben wir

S
E A = U
k=m

und sagen die Reihe Y o~ ay ist konvergent. Die Reihe Y o ay heifl divergent, falls sie
nicht konvergent ist, d.h. falls die Folge ihrer Partialsummen divergiert.

Da unendliche Reihen insbesondere Folgen sind, lassen sich die im vorigen Kapitel
bewiesenen Aussagen sinngeméfl auch auf unendliche Reihen anwenden.

Umgekehrt 188t sich auch jede Folge (a,)52,,, als unendliche Reihe darstellen, denn es
gilt fiir alle m <n € Z:

Ay = G + Z (ap — ax—1) = Zbk
k=m

k=m+1
mit b,, := a,, und by := a; — ar_; fir m < k € Z.
Einige Beispiele von unendlichen Reihen haben wir schon kennengelernt.

o0

1
3.39. BEISPIELE. (a) Die harmonische Reihe” Z % ist nach Satz (3.9 divergent, da die

k=1
Folge ihrer Partialsummen unbeschrankt ist.

b) Sei K = R oder K = C und ¢ € K. Die geometrische Reihe" > . ¢" ist nach
( g k=0
Beispiel 3.4/ (c) fiir |¢| < 1 konvergent und es gilt

> 1
k
E ¢ =—".
k=0 1—q
C) P
2Rk + 1)

BEWEIS. Zu (c): Es gilt fiir die Folge der Partialsummen:

1 11 1
SIS N S | (-, 1 fi .
T Lk (k) ;(1@ k+1> ntl T

U

Fiir alle n € N ist das n + 1-te Glied der harmonischen Reihe gerade das harmonische Mittel des
n—ten und des n + 2-ten Glieds.

OFiir alle n € Ny ist das n 4+ 1-te Glied der geometrischen Reihe gerade das geometrische Mittel des
n—ten und des n + 2-ten Glieds.
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Die folgenden Rechenregeln fiir unendliche Reihen erhélt man durch Anwendung der
Grenzwertrechenregeln aus Lemma [3.13 auf die Folgen der Partialsummen.

3.40. LEMMA. (a) Seien > .07 a, und Y oo b, zwei konvergente Reihen in RY.
Dann ist auch die Reihe Y " (a, +b,) konvergent und es gilt:

ian—i—b Zan+2b

Fir alle X € R ist auch die Reihe )" . Aa, konvergent und es gilt

Z)\an:)\Zan.

(b) Seien Y7z, und Y 2w, zwei konvergente Reihen in C. Dann ist auch die
Reihe > 07 (zn + wy,) konvergent und es gilt:

o0

Z(zn+wn —Zzn+2wn.

n=m

Fir alle X € C ist auch die Reihe Y > Az, konvergent und es gilt
Z Azp = A Z Zn -
Auch das Cauchy—Kriterium fiir unendliche Reihen erhélt man aus dem fiir Folgen

(Satz 3.23).

3.41. SATz (Cauchy-Kriterium fiir unendliche Reihen). Sei (z,)2,, eine Folge in RY .
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Reihe > >7  x, ist konvergent in RV,

(b)Ve>0 Im<ny€Z Vnk€Z mitny<k<n: ‘Z?k% <e.
(c)Ve>0 Im<ng€Z VYVng<neZ VpeN;: ‘Z”ﬂ)
(d) Die Reihe Y7 x, ist komponentenweise konvergent, d.h. fir j = 1, ..., N st

die Reihe Y " x;, der j—ten Komponenten in R konvergent.

Insbesondere gilt dieses Kriterium natiirlich in den wichtigen Spezialfidllen N = 1 fiir
R und N = 2 fiir C.

3.42. FOLGERUNG. Ist Y >*  x, eine konvergente Reihe in RN, so ist die Folge (x,,)5>
threr Reihenglieder eine NullfOde d.h. es gilt |z,| — 0 fir n — oo.

m

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Nach Satz 3.41] gibt es ein m < ng € Z mit

n-+p

Vno<neZ VpeNj: ‘Zx] <e€

Speziell mit p = 0 erhalten wir |z,| < ¢ fiir alle ganzen Zahlen n > ny. Also gilt |z,| — 0
fiir n — oo. O
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3.43. BEMERKUNGEN. (a) Wie das Beispiel 3.39 (a) der harmonischen Reihe zeigt, ist
die Bedingung, dafl die Reihenglieder eine Nullfolge bilden, notwendig aber nicht hinrei-
chend fiir die Konvergenz einer Reihe.

(b) Sei K =R oder K = C. Die geometrische Reihe ) ° ,¢" ist fiir ¢ € K mit |¢| > 1
divergent, denn dann ist |¢|" > 1 fiir alle n € Ny und damit (¢")9°, keine Nullfolge.

Durch Anwendung des Monotoniekriteriums 3.11! fiir Folgen und des Lemmas 3.7/ auf
die Partialsummen erhalten wir das Monotoniekriterium fiir Reihen:

3.44. SATZ (Monotoniekriterium). Eine Rethe Y .- x, mit 0 <z, € R fir alle m <
n € Z konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen nach oben beschrinkt
15t.

3.45. SATZ (Leibniz—Kriterium® fiir alternierende Reihen). Sei (z,,)%, eine monoton
fallende Folge nicht negativer reeller Zahlen mit x, — 0 fiir n — oco. Dann ist die Reihe
Yoo (=), konvergent in R.

BEWEIS. Fiir die Partialsummen s, := > (—1)"z;, gilt fiir alle p € Np:

So(p41) — S2p = Ta(pt1) — Topp1 < 0
und

Sop43 — Sopt1 = Topta — Topiz = 0,
da die Folge (z,)52, monoton fallend ist. Die Folge (sg,);2 ist also monoton fallend und
(52p+1)5 ist monoton wachsend. Ferner gilt fiir alle p € No:

Sop+1 — Sop = —Topr1 < 0
und daher
81 < Sopp1 < S2p < Sp -

Nach dem Monotoniekriterium 3.11! fiir Folgen existieren also die Grenzwerte

S = lim sy, = inf 59, und S, := lim Sgp11 = Sup Sopt1
p—o0 PENy p—00 peEN,

in R. Wegen
S — S, = lim s9, — lim $9p11 = lim (89, — Sp+1) = lim 29,41 =0
p—o0 p—o0 p—o0 p—o0

folgt S = 5,. Sei nun € > 0 beliebig. Dann gibt es pg, p; € Np, so dafl

Vp>po: S —e< s <5, Vp>pr 8 <s9<S+e.
Damit ist gezeigt, daf fir alle n > ng := max{2py + 1, 2p; } aus Ny gilt: |s, — S| < e. Also
ist die Reihe konvergent und es gilt >~ (—1)"z, = S. O
. . . Lo (D) . .
3.46. BEISPIELE. (a) Die alternierende harmonische Reihe Z n konvergiert. Wir
n
n=0
werden spater sehen, dafl der Grenzwert log 2 ist.
[e.0] _1 n
(b) Der Reihengrenzwert Z =0 existiert. Man kann zeigen, daf er mit /4 {iber-
= 2n+1

n=
einstimmt. Dieser Wert wurde schon von Leibniz angegeben.

TGoTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1.7.1646-14.11.1716)
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3.47. DEFINITION. Eine Reihe Y °7 2, in RN heifit absolut konvergent, falls die Reihe
der euklidischen Betrdge >~ |z,| in R konvergent ist.

Das Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe zeigt, daf§ es konvergente Reihen
gibt, die nicht absolut konvergent sind. Andererseits gilt:

3.48. SATzZ. Jede absolut konvergente Reihe > o0 x, in RY ist auch konvergent und

es qgilt
oo oo
DIEAED PN
n=m n=m

BEWEIS. Da die Reihe Y > |z,| konvergiert, gibt es nach Satz [3.41] zu beliebig vor-
gegebenem € > 0 ein m < ng € Z mit

n—+p
Vno<neZ VpeN: Z|xk|<g.
k=n
Mit der Dreiecksungleichung folgt also
n+p n—+p
Vng<neZ VpeNy: ’Zxk‘§2|xk|<5

Nach dem Cauchy-Kriterium [3.41] ist also die Reihe > 7 1, konvergent in R¥.
Ferner gilt nach Lemma 3.0 und Lemma [3.13/ (d):

oo n n o0
’ g xk‘ = lim ‘ g xk‘ < lim E |z = g |z |.
n—oo n—oo
k=m k=m k=m k=m
O

3.49. Sarz (Majorantenkriterium). Sei » >° ¢, eine in R konvergente Reihe mit
cn > 0 fir alle m < n € Z. Ist Y00 1w, eine Reihe in RN mit |x,| < ¢, fir alle
m<n€Z, soisty o x, absolut konvergent und damit auch konvergent in RN und es

qgilt:
e} e¢] (e.¢]
‘an < Z|xn| < ch-

Man nennt die Reihe Y " ¢y dann eine kmwergente Majamnte U Ty

BeEweEIs. Fiir m < n € Z gilt:
n n oo
Dl <Y a<y e
k=m k=m k=m

Nach dem Monotoniekriterium ist Y- || konvergent und > 72 |ag| < >°77 ¢ Der
Rest der Behauptungen folgt nun mit Satz 3.48. U

3.50. BEISPIEL. Die Reihe ) 2 n7? ist fiir alle (zunéchst noch rationalen) p > 2
konvergent.
BEWEIS. Nach Beispiel [3.39 ist die Reihe Y -, T k+1) und damit auch )2, T k+1)
konvergent. Fiir alle p > 2 und alle £ € N gilt
1 1 2
— < =< —.
kP = k2~ k(k+1)

Yooy ﬁ ist also eine konvergente Majorante zu Y -, n™? fiir p > 2. O
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Spéter werden wir sehen, dafi Y °° | n~? fiir alle reellen p > 1 konvergiert.

3.51. BEMERKUNG. Aus dem Majorantenkriterium 13.49 erhélt man das folgende Di-
vergenzkriterium: Sei > > @, eine divergente Reihe in R mit a,, > 0 fiir alle m < n € Z.
Ist > ¢, eine Reihe in R mit a, < ¢, fir alle m < n € Z, so ist auch >~ ¢,
divergent (andernfalls wire >~ ¢, ja eine konvergente Majorante zu der divergenten
Reihe Y >° a, im Widerspruch zum Majorantenkriterium). Man nennt dann die Reihe
Y a, auch eine divergente Minorante zu 'y " ¢;,.

n=m

3.52. BEISPIELE (a) Fiir 0 < p < 1ist Y 2 n~? divergent, denn die harmonische

Reihe > | 2— ist eine divergente Minorante.
o0
n
(b) Die Reihe g 11 ist divergent, denn g — ist eine divergente Minorante.
n n
n=1 n=1

3.53. BEMERKUNG. Seien p,q € Z mit p < g und sei Zf;p x, eine Reihe in RY. Genau

dann ist die Reihe ) 3% x, konvergent (bzw. absolut konvergent), wenn die Reihe 3 777z,
konvergiert (bzw. absolut konvergiert). In diesem Fall gilt > '« Zq Tt o, T

Das Verhalten von endlich vielen Gliedern der Folge ()5 hat kelne Ausw1rkungen auf
das Konvergenzverhalten der zugehorigen Reihe.

3.54. SATZ (Quotientenkriterium). Sei (z,,)%,. eine Folge in RY, fiir die ein ng > m

in Z existiert mit x, # 0 fir alle n > ny.
(a) Gibt es ein g € (0,1), so dafs
(3.5) Vno<nei: 'T"*f' <q.
xn

so ist die Reihe Y " x, absolut konvergent.

(b) GiltVng <ne€Z: 2 |n+|1| > 1, so ist die Rethe Y . x, divergent.
T

BeEwEIS. (a) Fur & > ny := max{0,no} folgt durch vollstdndige Induktion

|, |

-

Wegen 0 < ¢ < 1 konvergiert (nach Beispiel [3.39) die geometrische Reihe Y ;7 ¢", al-
so (nach Lemma [3.40/ und Bemerkung 3.53) auch die Reihe » 7 ¢ k‘xnll . Wegen (3.6)

ist > o~ Tr nach dem Majorantenkriterium [3.49 und damit nach [3. ‘)3 auch die Reihe
Yo x, absolut konvergent.

n—=

(b) Durch vollstédndige Induktion sieht man
Vng<ne€Z: || > |20, > 0.

Die Folge (z,,)%2,, ist also keine Nullfolge. Nach Folgerung3.42/ist 7 1, also divergent.
0

(3.6) k| < ¢, | = ¢F

Bei der Anwendung des Quotientenkriteriums ist darauf zu achten, dafi ¢ unabhéngig
von n sein muB. Ist etwa z, = n~! und y,, = n2 fiir alle n € N, so ist

2

Vn e N: [ " 1und [Ynsr] _ S <1
|2, | n+1 Y| (n+1)2

aber Y >° n~!ist divergent und > 7 n~? ist konvergent.
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3.55. BEMERKUNG. Die Forderung (3.5) in Satz 3.54/ (a) ist erfiillt, wenn gilt

(3.7) lim sup [Zn <1.

n—00 |xn|

Insbesondere ist sie also erfiillt, wenn der Grenzwert lim,,_ . ‘ﬁy‘l' existiert und echt
n

kleiner als 1 ist.

’xn+1’

BEWEIS. Sei also (3.7) erfiillt. Dann gibt es ein ¢ € R mit lim sup ]
n—oo xn
Nach Definition des Limes superior existiert ein m < kg € Z mit

S@{'x"“' ;n > ko} <q,

|

<qg<l1.

so daf3 also (3.5) fur ky < n € Z erfiillt ist. O
3.56. SATZ (Einfiihrung von exp, sin und cos). (a) Fir alle z € C ist die Reihe
Yoo %z” absolut konvergent. Durch
1
exp(z) := Z ﬁz" fir z € C
n=0

wird also eine komplexwertige Funktion exp : C — C definiert. Fiir alle x € R ist
auch exp(z) € R. Es ist exp(0) = 1.
(b) Fir alle z € C sind die Reihen

(1) N )" o
Z (2n)! Z 2n+ :

n=0 O

absolut konvergent. Durch

= (_1)71 2n : . = <_1)n 2n+1 .

cos(z) == ; @) 2" und  sin(z) = ; mz o firzeC
werden also komplezwertige Funktionen cos : C — C und sin : C — C definiert.
Fiir alle x € R sind auch cos(z) und sin(zx) reell. Es ist cos(0) = 1 und sin(0) = 0.

(c) Fiir alle z € C gilt cos(—z) = cos(z), und sin(—z) = —sin(z).

(d) Fiir alle z € C gilt exp(iz) = cos(z) + isin(z).

(e) Fiir alle z € C gilt

cos(z) = % (exp(iz) + exp(—iz)) wund sin(z) = % (exp(iz) — exp(—iz)) .

BEWEIS. (a) Fiir 2 = 0 ist die Konvergenz klar und es gilt exp(0) = 1 (wobei wir 0°
als 1 vereinbart haben). Fiir 0 # z € C gilt mit a,, := %z” Es ist a, # 0 fiir alle n € Ny

und
2" Fin!

[t = ‘ = 2 —0 firn— oo
|| (n+ D2l n+1 '
Also ist die Reihe Y~ | 42" nach dem Quotientenkriterium und Bemerkung [3.55 absolut

konvergent. Ist z = z € R, so sind fiir alle n € N die Partialsummen ano —12" reell, also
auch deren Grenzwert fiir k£ — oo.

(b) Fiir z = 0 ist die Konvergenz trivial und man hat cos(0) = 1, sin(0) = 0. Sei nun
z # 0. Wir setzen

(1" G V.

Qp = i z und b, = nt 1] , n € Ng.
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Dann ist a,, # 0, b, # 0 fiir alle n € Ny und es gilt

[ ‘ 22 (2n)! |2|? 0 fi
_ - — iir n — 00
|| 2(n+1)lz2"1 (2n+1)(2n+2)
sowie
byt ‘ 223 (2n + 1)) | 2|2 0 fi
- = — iir n — oo.
|0y | (2n + 3))!z2nt1 (2n 4+ 2)(2n + 3)

Wie in (a) folgt die absolute Konvergenz der Reihen nun mit dem Quotientenkriterium
und Bemerkung [3.55 und wie in (a) sieht man auch, dafl sin(z) und cos(z) fir reelles x
ebenfalls reell sind.
(c) folgt unmittelbar aus den Reihendarstellungen der Cosinus— und der Sinusfunktion.
(d) Fiir alle z € C gilt (mit Lemma [3.40 (b))

.. = _1n2n .oo —1)" 2n+1
Cos(z)+zsm(z)zz( )z —I—z;ﬁz +

(2n)! (2n +

CISETI
— lim i ((iz)% + (iz)%ﬂlz%“)

(2n)!  (2n+1)

(e) Nach (d) und (c) gilt
exp(iz) + exp(—iz) = cos(z) + isin(z) + cos(—z) + ¢sin(—=z)

=cos(z) + isin(z) + cos(z) — isin(z)

=2 cos(2)
und ebenso
exp(iz) — exp(—iz) =cos(z) +isin(z) — cos(—z) — isin(—=z)
=cos(z) + isin(z) — cos(z) + isin(z)
=2isin(z) .
Hieraus folgt (e). O

3.57. SATZ (Wurzelkriterium). Sei (z,)%2,  eine Folge in RY.

n=m

(a) Gibt es ein q € [0,1) und ein ng € N mit ng > m, so daff

(3.8) Vno <neN: Vlzal < q,

so ist die Rethe Y x, absolut konvergent.
(b) Gibt es ein ng € N mit ng > m, so dafs

(3.9) Vng<n € N: Vlea| > 1,
so ist die Rethe Y ., diwergent.
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BeEWEIS. (a) Aus (3.8) folgt |z,| < ¢ fir alle n > ny. Wegen 0 < g < 1 konvergiert
die geometrische Reihe Y77 ¢* (nach Beispiel 3.39). Also ist Y >z nach dem Majo-
rantenkriterium [3.49 und damit nach 3.53 auch die Reihe > > x, absolut konvergent.

(b) Wegen (3.9) ist |z,| > 1 fiir alle n > ng. Die Folge (z,)52,, ist also keine Nullfolge.
Nach Folgerung 3.42ist "> x,, daher divergent. O

Wie bei der Anwendung des Quotientenkriteriums ist darauf zu achten, dal ¢ un-
abhiingig von n sein muB. Ist etwa z,, = n~! und v, = n~2 fiir alle n € N, so ist

1 1
Vn € N : \n/|$n|:n—\/ﬁ<1 und\"/]yn]:ﬁ<1

aber Y >° n~!ist divergent und > °° |, n~? ist konvergent.
Analog wie Bemerkung 3.55 zeigt man:

3.58. BEMERKUNG. Die Forderung (3.8) in Satz [3.57 (a) ist erfiillt, wenn gilt

limsup v/ |z, < 1.

Insbesondere ist sie also erfiillt, wenn der Grenzwert lim,, .., {/|z,| existiert und echt
kleiner als 1 ist.

5. Dezimalbruchentwicklung und Uberabzihlbarkeit von R

3.59. SATZ (d-adische Entwicklung reeller Zahlen). Sei 2 < d € N. Wir nennen die
Elemente von My :={k € No; k < d — 1} d-adische Ziffern.

(a) Seim € Ny und sei (a,)X eine beliebige Folge d—adischer Ziffern. Dann kon-

vergiert £ ° a,d" gegen eine reelle Zahl.
(b) Ist umgekehrt x € R gegeben, so gibt es genau eine Folge (ay)e>_,, d-adischer
Ziffern mit den folgenden Figenschaften:
i) z==£>0"  a,d".
(i) m = min{n € Ny; |z| < d"*'}.
(i) Mit @, ==Y 0 apd™ gilt x, <|z| < xp +d"
Wir nennen die Darstellungx = £ °°  a,d™™ dann die d—adische Entwicklung

von x. Man schreibt iblicherweise x = +a_,, ... agy, a1a2a3 . ..

BeEweis. (a) Es ist |a,d™"| = a,d™ < (d — 1)d™" fiir alle —m < n € Z. Wegen
0<d?'<listalso) > (d—1)d™™ eine konvergente Majorante fir £ >0 a,d ™.
Nach dem Majorantenkriterium folgt die Konvergenz der Reihe.

(b) Es geniigt die Behauptung fiir x > 0 zu zeigen. Wegen d" — oo fiir n — oo gibt
es ein k € Ny mit < d*"!. Insbesondere existiert m := min{n € Ny; |z| < d"*1}. Wir
zeigen nun induktiv, dafl es genau eine Folge (a,,)7 _, d-adischer Ziffern gibt mit (iii).

Induktionsanfang: Esist 0 = 0-d™ < 1-d™ < --- < (d—1)d™ < d™*'. Wegen 0 < z <
d™ 1 gibt es genau ein a_,, € My mit z_,,, :=a_,,d™ < x < (a_p, + 1)d™ = x_,, + d™.

Induktionsvoraussetzung: Seien nun schon eindeutig bestimmte a_,,,...,a, € My so
gefunden, daf (iii) fiir —m < n < v erfiillt ist.

Induktionsschluf: Nach Induktionsvoraussetzung gilt

T, = Z a,d "<z <x,+d".

n=—m

Nun ist

v, =2, +0-d" <, +1-d" <<, +d-1D)d " <, Hd.
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Es gibt also genau ein a,,, € My mit
Tyy1 =2, +a,qd VP <z <z, +(a+D)d V=2, +Hd

Damit ist die induktive Konstruktion vollendet und es ist gezeigt, daf§ die d—adischen
Ziffern a,, fiir —m < n € Z eindeutig durch (iii) bestimmt sind.

Nach Konstruktion ist |z — z,| < d™" fir alle —m < n € Z erfiillt. Damit folgt
lim, o | — 2, = 0, d.h. es gilt (i). O

Fiir d = 10 haben wir die aus der Schule bekannte Dezimalbruchentwicklung wieder-
gefunden. In der Informatik sind auch die Basen d = 2, 8,16 gebrauchlich. Die Babylonier
rechneten im Sezxagesimalsystem mit d = 60, was heute auch noch in der Zeitmessung
(Stunden, Minuten, Sekunden) gemacht wird.

Satz 3.59] zeigt auch, daf sich jede reelle Zahl x beliebig genau durch die rationalen
Zahlen x,, approximieren 1a8t. Wir wollen zeigen, dafl es dennoch ,mehr* irrationale Zah-
len als rationale Zahlen gibt. Um dies zu prézisieren, fiithren wir die folgenden Begriffe
ein:

3.60. DEFINITION. Zwei nicht leere Mengen M; und M, heiflen von gleicher Mdachtig-
keit, falls es eine bijektive Abbildung ¢ : M; — M gibt. Wir schreiben dann |M;| = |Ms|.
Wir setzen |()] := 0. Eine nicht leere Menge M heifit

e endlich, falls [M| = |[{n € N; n < k}| fir ein & € N gilt. Wir schreiben dann
|M| = k. Auch die leere Menge () wird zu den endlichen Mengen gerechnet.

e abzihlbar unendlich, falls |M| = X, := |N| gilt. (Der Buchstabe R (Aleph) ist der
erste Buchstabe des hebréischen Alphabets).

e abzdhlbar, falls M endlich oder abziahlbar unendlich ist.

e tberabzihlbar, falls M nicht abzahlbar ist.

3.61. SATZ. (a) Jede Teilmenge einer abzdhlbaren Menge ist abzihlbar.
(b) N x N ist abzihlbar unendlich.

(¢c) Die Vereinigung von abzdihlbar vielen abzihlbaren Mengen ist abzihlbar.

Beweis. (a) Die Teilmengen von endlichen Mengen sind wieder endliche Mengen und
daher abzahlbar. Sei nun M eine abzédhlbar unendliche Menge und sei L C M beliebig. Ist
L endlich, so ist L insbesondere abzahlbar. Sei nun L eine nicht endliche Teilmenge von
M. Da M abzahlbar unendlich ist, gibt es eine Bijektion ¢ : M — N. Wir konstruieren
nun induktiv eine Folge (¢(k))%2, in L, welche fiir alle £ € N die folgenden Bedingungen
erfiillt:

(i) Fur alle j € Nmit j < k gilt o(10(j)) < @(¢(k)).
(if) Fiir alle w € L\ {¢(j); 1 < j < k} gilt p(¢(k)) < p(u).
(i) {u € L; o(u) < @(k)} = {$(G); 1 <j <k}
Mit (1) := ¢} (min{¢(L)}) sind diese drei Bedingungen fiir & = 1 erfiillt. Das Minimum
existiert hierbei, da {¢(L)} eine nicht leere Teilmenge von N ist.
Seien nun schon fiir ein n € N die Elemente v¢(1),...,%(n) so konstruiert, daf§ die
Bedingungen (i)—(iii) fur alle k € {1,...,n} erfiillt sind. Dann ist

da L eine nicht endliche Menge ist. Daher existiert ¢ (n + 1) := ¢~ (min{p(L,)}). Man
tiberpriift leicht, dafl die Bedingungen (i)—(iii) mit dieser Wahl von #(n + 1) auch fiir
k =n + 1 erfiillt sind. Damit ist die induktive Konstruktion vollzogen.

Wegen (i) ist die Abbildung ¢ : N — L, k — ¢ (k), injektiv. Ist u € L beliebig, so
folgt p(u) < p(¥(e(u))) (da die Abbildung k +— ¢(¢)(k)) von N in sich wegen (i) streng
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(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (1,7)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6) (2,7)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6) (3,7)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6) (4,7)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6) (5,7)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) (6,7)

(7,1) (7,2) (7,3) (7,4) (7,5) (7,6) (7,7)

ABBILDUNG 1. Abzihlung der Elemente von N x N

monoton wachsend ist). Wegen (iii) gibt es also ein j € {1,...,p(uw)} mit ¥(j) = w.
Damit ist gezeigt, dafl ) : N — L bijektiv ist. L ist also abzéhlbar unendlich und damit
insbesondere abzéhlbar.

(b) Bei der Darstellung der Elemente von N xN nach dem in Abbildung 1 angedeuteten
Schema numerieren wir die Elemente den eingezeichneten Diagonalen folgend: Die j—te
Diagonale enthilt die j Elemente (1,7), (2,7 —1),...,(j,1). Fiir £ = 1,...,7 erhélt das
k—te Element der j—ten Diagonale (also (k,j+1—k)) unter Verwendung von Beispiel [1.22
die Nummer

7j—1 (_1)
plhj+1-k)=k+> p=2I_"" 4},

Hierdurch ist eine bijektive Abbildung ¢ : N x N — N gegeben, da jede natiirliche Zahl

(i1
n eine eindeutige Darstellung der Form J(J—) + k fiir ein 5 € N und ein £ € N mit
1 < k < j besitzt.

(c) Sei also M = J,_, Ax mit n € NU {oco} und abzihlbaren Mengen Ay. Wir setzen

By :=A;und fir ke Nmit k+1 <n:

k
By = Ak+1 \ U Aj .

j=1

Die so definierten Mengen By, sind paarweise disjunkt und als Teilmengen der abzéhlbaren
Mengen Ay wieder abzihlbar. Sie erfiillen (wie man induktiv sieht) fiir £k € N mit £ < n:

B, =

1 J

Aj
1

k
Jj=

k
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Also hat man
M={]JA; =B,
j=1 j=1

mit paarweise disjunkten, abzihlbaren Mengen B;, j € N, j < n. Ist B; # 0, so gibt es
also eine Bijektion ¢; von B; auf eine Teilmenge der Gestalt N; := {p € N; p < m;} fur
ein m; € NU {oo}. Zu jedem = € M gibt es also genau ein j(z) € {j € N; £ < n} mit
x € Bj). Durch o — ®(x) := (j(x), ¢j@)(x)) ist nun eine injektive Abbildung von M
nach N x N gegeben. Als Teilmenge der abzéhlbaren Menge N x N ist (M) abzahlbar.
Es gibt also ein m € NU {oco} und eine Bijektion ¥ : &(M) — {p € N; p < m}. Die
Hintereinanderausfithrung W o ® : M — {p € N; p < m} ist also auch eine Bijektion.
Also ist M abzéihlbar. OJ

3.62. FOLGERUNG. Die Mengen Z = NU{0}U{—n; n € N} und Q = U {1—9 ;D€ Z}
q
q=1
sind als abzdihlbare Vereinigungen von abzdhlbaren Mengen abzihlbar.

3.63. SATZ. Die nicht endlichen Mengen C, R, R\ Q und das Intervall (0,1) sind
nicht abzdhlbar.

BewEIs. Wegen (0,1) C R C Cund R = QU (R \ Q) geniigt es nach Lemma [3.61
und Folgerung 3.62 zu zeigen, dafl das Intervall (0, 1) nicht abzahlbar sind.

Annahme: (0, 1) ist abzdhlbar unendlich, d.h. es gibt eine Bijektion ¢ : N — (0, 1).
Wir betrachten die Dezimalbruchentwicklungen der Zahlen ¢(n) fir alle n € N:

p(1) =0, a1,101,201,301,4015 - - -
©(2) =0,a21a22a2302,4025 . . .

©(3) =0, 3,103,203 3434435 - . -
(p(n) = 0> An,10n,200,30n 4005 - - -

Sei nun z = 0, b1babsbybs - - - € (0,1) definiert durch

L 0 falls Ak} = 1
T 1 falls agr # 1.

Dann folgt © # ¢(n) fiir alle n € N im Widerspruch zu z € (0,1) = ¢(N). Also kann (0, 1)
doch nicht abzéhlbar sein. O

6. Umordnung von Reihen

3.64. BEISPIEL. Wir betrachten die alternierende harmonische Reihe > % (vergl.

Beispiel 3.40/ (a)). Nach dem Leibniz-Kriterium 3.45 ist diese konvergent gegen einen
Grenzwert s (der, wie wir spéter sehen werden, mit log2 iibereinstimmt) und nach dem
Beweis zu [3.45] gilt

(3.10) Sa—1-2212y
. S ~Z 81 = 2—2 .
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Wir definieren eine Abbildung ¢ : Ny — Ny durch:

2m falls n = 3m fiir ein m € Ny
o(n) = c4m+1 falls n =3m+ 1 fiir ein m € Ny
dm+3 fallsn=3m+ 2 firein m € N;.

Man iiberzeugt sich leicht, dafl ¢ bijektiv ist. Wir betrachten nun die Reihe

e —1)¢n)
> by mit by, = (=1
o p(n) +1

Diese Reihe hat also die gleichen Glieder wie die Ausgangsreihe, nur in anderer Anordnung.

3m-+2 m

> by = (bsk + bsksr + ko)

n=0 k=0
_fx 1 1 1 >
_k:O 2k+1 4k+2 4k+4
=2k +1 24=2k+1 242k +2
e 1 e 1
_§;2k+1_§]§2k+2
2m+1 ;
1 —1)J
=— ( )—>§fﬁrm—>oo.
2],:0j—|—1 2

Dieses Beispiel zeigt, dal das allgemeine Kommutativgesetz fiir unendliche Reihen
nicht mehr gilt. Fiir absolut konvergente Reihen erhalten wir jedoch noch:

3.65. SATZ (Umordnungssatz). Sei Y~ a, eine absolut konvergente Reihe (in R, C
oder allgemein in RY, N € N) mit dem Reihengrenzwert S. Dann konvergiert auch fiir
jede bijektive Abbildung ¢ : Ng — Ny die umgeordnete Reihe Y~ apm) gegen S.

BEWEIS. Sei also ¢ : Ny — Nj eine beliebige bijektive Abbildung und sei ¢ > 0
beliebig. Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe gibt es ein ng € Ny mit

00 %) no
g
> =Xl =3 ol <5
n=ngp+1 n=0 n=0

Da ¢ bijektiv ist, gibt es ein ny € Ny mit

{0,1,...,n0} C{p(0),0(1),...,0(n1)}.
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Fiir alle n € N setzen wir m(n) := max;<g<, ¢(n). Dann gilt fir alle n € Ny mit n > n;:

n n 0 10
Do =S| <D apw = Y|+ | ax— S
k=0 k=0 k=0 k=0
m(n) )
=Y | Y w
j=no+1 k=no+1
< i la;| + i || <Syioe.
ny ! 2 2
j=no+1 k=no+1
Also konvergiert auch die umgeordnete Reihe Y 7 a,n) gegen S. U

3.66. BEMERKUNG. Man kann zeigen: Ist >~  a, eine Reihe in R, welche konvergiert
aber nicht absolut konvergent ist, so gibt es zu jedem s € R U {—00, 00} eine bijektive
Abbildung ¢ : Ny — Ny mit " ja,m) — s fir m — oco. Es gibt auch solche bijek-
tive Abbildungen ¢ : Ny — Ny, fir die > 7 @@, auch nicht im uneigentlichen Sinn
konvergiert.

3.67. SATZ (Cauchy-Produkt von Reihen). Seien )"  a, und )"~ b, zwei absolut-
konvergente Reihen in R oder C. Fiir alle n € Ny definieren wir

Cp = Z agbn_1 .
k=0
Dann ist auch die Reihe Y ¢, absolut konvergent und es gilt:
(3.11) D o= (Z an) : (Z bn> .
n=0 n=0 n=0

BEWEIS. Seien S, und S, die Grenzwerte der Reihen ) ° a, und Y > b, und fir
alle n € Ny sei

n n n
a .__ b .__ c . ;
sy 1= g a,, S, = E b,, und s := E ¢, sowie
v=0 v=0 v=0
n n n
a .__ b .__ c .
on = E la,|, o, = E |b,|, und o) = E ey -
v=0 v=0 v=0

Wegen der absoluten Konvergenz der Reihen existieren die Grenzwerte

b

Yo :=lim op und 3:= lim o,

n—oo n—oo

und es gilt o < X, und az < 3 fiir alle n € Ny. Fiir n € Ny sei weiter
A, ={0,k) eNgxNo;7+k<n} und T, :={(,k) € NgxNy;j<nk<n}.

Offensichtlich gilt A,, C T, fiir alle n € Ny sowie I',,, C A, fiir alle m,n € Ny mit 2m < n.
Fiir alle n € Ny gilt nach der Dreiecksungleichung

n n 14
o0 = 1l DD vkl Il = D al- bl < D oyl - bl = oot < Tu%
v=0 v=0 k=0 (G,k)EA, (4.k)Eln

Nach dem Majorantenkriterium [3.49/ist also die Reihe Y 7 '|c, | konvergent, d.h. > ¢,
ist absolut konvergent und damit insbesondere konvergent gegen einen Grenzwert S..
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Nach den Grenzwertrechenregeln ist auch die Folge (0%0%)%° ) konvergent und damit

eine Cauchy-Folge. Zu beliebig vorgegebenem e > 0 gibt es also ein ng € Ny, so daf} fiir

alle n > ng gilt: 0 < ool — o o8 < e. Wegen
TR D) IS e
v=0 k=0 (j.k)EAR

erhalten wir fiir alle n > 2ng:

|stsb — 56| = Z a;by, — Z a;b,| = Z ajby| <

< Z la;by| < Z lajby| =0 O'Z —ol ol <e.
(J,k)ETR\ AR (3,k) €T\
Also konvergiert s2s? — s¢ gegen 0 fiir n — oo. Wegen s¢ — S, und s%s® — S, folgt
hieraus S. = S, S} und damlt (3.110). O

In den Ubungen wird gezeigt: Ist

Ly
Vatl

fir alle n € Ny, so sind die Reihen > 7 ja, und ) ° b, konvergent, aber die Rei-
he > ¢, ist divergent. Auf die Voraussetzung der absoluten Konvergenz der Reihen
Yo gan und > b, in Satz 3.67 kann also nicht verzichtet werden.

n
und ¢, ::E b1

3.68. SATZ (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fir alle z,w € C gilt
exp(z + w) = exp(z) exp(w).

BEWEIS. Seien z,w € C beliebig. Nach Satz [3.56 sind die Reihen Y °°  L2" und

n=0 n!
Yoo %w” absolut konvergent. Nach Satz [3.67 gilt also (mit absoluter Konvergenz):

=1 1 - L
exp(z) exp(w) = (Z Ez”) (Z ﬁw”> = Z <Z m) -

n=0 n=0 n=0 \k=0
_ZEZ L Z z+w =exp(z + w),
n=0 " k=0
wobei das vorletzte Gleichheitszeichen aus dem Binomialsatz [1.32! folgt. 0

3.69. FOLGERUNGEN. (a

)
(b) Fiir alle x € R ist exp(z) >
(c) Fiir alle n € Z ist exp(n) = e" mit e :=exp(l).
Man nennt die Konstante e = exp(1) die Eulersche® Zahl.

1
Fiir alle z € C ist exp(z) # 0 und —— = exp(—2z).
exp(z)

BeEWwEIs. (a) Nach Satz [3.68 und Satz [3.56 gilt fur alle z € C:

exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1.
Insbesondere ist exp(z) # 0 fiir alle z € C.

SLEONHARD EULER (15.4.1707-18.9.1983)
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(b) Sei z € R beliebig. Nach (a) ist exp(z) # 0 und nach Satz [3.50 reell. Wegen

oot - 5 7) =0 (5o ()

ist exp(x) ein Quadrat, also positiv.
(c) Mit Hilfe der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion zeigt man dies leicht
durch vollstdndige Induktion. O

3.70. FOLGERUNGEN. Fiir alle z,w € C gelten die Additionstheoreme:
(a) sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w).

(b) cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w).

(c) sin(z)? + cos(2)? = 1.

(d) Vx e R: |cos(x)] <1, |sin(z)| < 1.

BEWEIS. (a), (b): Nach Satz 3.50/ (e) gilt fiir alle z,w € C
1
cos(z +w) = 5 (exp(iz + iw) + exp(—iz — iw))
und ]
sin(z +w) = By (exp(iz +iw) — exp(—iz — iw)) .
i

Wendet man nun auf die Ausdriicke exp(iz + iw) und exp(—iz — iw) die Funktionalglei-
chung der Exponentialfunktion an und verwendet anschlieffend Satz [3.56 (d), so folgen
die Behauptungen.

(c) folgt wegen cos(0) = 1 aus (b) mit w = —z und (d) folgt aus (c). O



KAPITEL 4

Stetige Funktionen und Grenzwerte bei Funktionen

1. Stetigkeit von Funktionen

Naiv versteht man unter einer stetigen Funktion eine Funktion, die keine Spriinge
macht und keinen plétzlichen Verdnderungen unterliegt, besser: Eine Funktion f auf einer
Menge X in R (C oder RY) mit Werten in R (C oder RY) wird man stetig in einem Punkt
a nennen, wenn f(x) nahe bei f(a) liegt, wenn nur x hinreichend nahe bei a liegt. Da wir
in R, C oder allgemeiner im RY (N € N) einen Abstandsbegriff zur Verfiigung haben,
kénnen wir diese naive Vorstellung prézisieren.

Fiir alle y € RY und € > 0 sei im folgenden

Uy) ={z eRY; |z —y| <e}.

4.1. DEFINITION. Seien N, M € N und sei () # X C RM. Eine Funktion f : X — RY
heifit stetig in einem Punkt a € X, falls es zu jedem € > 0 ein § = d(a,e) > 0 gibt, so daf}
fiir alle x € X mit |x —a| < 0 gilt: |f(z) — f(a)] < e.

Formal kénnen wir dies auch so ausdriicken: f : X — R ist stetig in @ € X genau
dann, wenn gilt

(4.1) Ve>03d=0(a,e) >0Vz e X: |z —a|<d=|f(x)— fla)] <e.

(4.1) ist offensichtlich dquivalent zu

(4.2) Ve > 035 =d(a,e) >0V € X NUs(a): f(x) € U(f(a))
und zu
(4.3) Ve> 030 =6d(a,e) >0:  f(Us(a)NX) CU(f(a)).

Eine Funktion f : X — RY heifit stetig auf X, falls f in allen Punkten a € X stetig
ist.

f: X — RN heifit unstetig in einem Punkt a € X, falls f in a nicht stetig ist. Durch
richtiges Negieren der Aussagen (4.1)—(4.3) sieht man, dafl dies dquivalent zu jeder der
drei folgenden Aussagen ist:

(4.4) Je>0V6>03x e X: |r—a|l<dund |f(xz)— f(a)] >¢.
(4.5) Je>0Vd >03r € X NUs(a):  f(z) ¢ U(f(a)).
(4.6) Je>0v6>0: f(Us(a)nX) ZU(f(a)).

4.2. BEISPIELE. (a) Konstante Funktionen sind stetig, d.h. ist b € RN und ) # X C
RM 50 ist die Funktion f: X — RY mit f(x) := b fiir alle z € X auf X stetig.

(b) id: RY — RY mit id(x) := z fiir alle x € RY ist auf RY stetig.

(c) Sei K = R oder K = C und f(z) := 22 fiir alle z € K. Dann ist die hierdurch
definierte Funktion f : K — K auf K stetig.

69
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(d) Sei @ # X C RM. Man sagt, daB eine Funktion f : X — R" auf X einer Lipschitz—
Bedingung" geniigt, falls es eine reelle Konstante L > 0 gibt mit

(L) VeyeX:  |f(@) - fly)l < Llz—y.

L heifit dann eine Lipschitz—Konstante fiir f. Geniigt f auf X einer Lipschitz—Bedingung,
so ist f auf X auch stetig.

(e) Der euklidische Betrag | - | : R — R ist auf R stetig.

(f) Die kanonischen Projektionen (auch Koordinatenfunktionen genannt) 7 : RM — R
mit 7, (x) =z fiir alle z = (2q,...,2) € RM sind auf RM stetig.

(g) Die Abbildungen

Re:C—R, z+4+1y+— z, Im:C—-R, x+iy—y,
|-]:C =R, z+4+iy— 22+ 9> C—C, xz+iy—x—iy,

sind stetig auf C.
(h) Die Heavyside—Funktion h : R — R mit

i
hz) = 0 ?rx<0
1 firxz>0

ist in 0 unstetig und in allen Punkten a € R\ {0} stetig.
(i) Die Funktion yg : R — R mit

(2) = 0 firzreR\Q
XQWT =9 fir r € Q

ist in keinem Punkt von R stetig.

(j) Die Funktion /- : [0,00) — R, 2 — +/x ist auf [0, 00) stetig.

(k) Sei K=R oder K = C, K, = K\ {0}. Die Funktion f : K, — K mit f(z):=1/z
fir alle z € K, ist auf K, stetig und die Funktionen s,p : Kx K — K mit s(x,y) :=z+y
und p(z,y) := zy sind auf K x K stetig. (Hierbei identifizieren wir R x R mit R? und
C x C mit R*).

BEWEIS. (a) Fiir alle a € X ist die Bedingung (4.1)) offensichtlich fiir beliebiges & > 0
sogar fiir alle 6 > 0 erfiillt.

(b) Fiir alle a € RY ist die Bedingung (4.1) offensichtlich fiir beliebiges € > 0 mit
0 =4(e) := ¢ erfiillt.

(c) Seien a € K beliebig und sei € > 0 beliebig vorgegeben. Fiir alle z € K gilt

|[f(z) = fla)| = |2* — a®| = |z — a| - |z + a .

Wahlen wir also

, £
0= mm{l, [+ 1} ,
so folgt fiir alle x € K mit |x —a| < d: Es ist |z + a| < | — a| + |2a] < 2|a] + 1 und daher
|f(x)— f(a)| = |z —al |z +a|] < |zr—a|(2]a|+1) < e. Also ist (4.1) fiir alle a € RY erfiillt.
(d) Sei nun (L) fiir f : X — RY erfiillt mit einer Lipschitz—Konstante L > 0 und
sei a € X beliebig. Fiir jedes ¢ > 0 gilt dann mit ¢ := - (L + 1): Fiir alle z € X mit
|z —al <0 ist

|f(z) = f(a)| < L|z —a] < <e.

L+1°

'RupoLF OTTO SIGISMUND LipscHITZ (14.5.1832-7.10.1903).
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(e)—(g) Man rechnet leicht nach, daf§ die Abbildungen in (e)—(g) Lipschitz—stetig sind
mit Lipschitz—Konstante L = 1. Damit folgt die Stetigkeit der zu untersuchenden Funk-
tionen aus (d).

(h) Ist 0 # a € R und € > 0 beliebig, so folgt mit ¢ := d(a) := |a| fiir alle z € R mit
|r —a| < 0 = |a|]: Es hat x das gleiche Vorzeichen wie a und somit gilt nach Definition
von h: |h(z) — h(a)| =0 < e. Also ist (4.1)) fiir @ und h erfiillt und h ist in a stetig.

Fir ¢ = 0 gilt mit ¢ = 1: Fiir alle 6 > 0 ist  := —0/2 € Us(0) und |h(x) — h(0)| =
1 =¢, d.h. esist h(z) ¢ U-(h(0)). Somit ist (4.5) fiir h erfiillt, d.h. A ist in 0 unstetig.

(i) Sei a € R beliebig. Wir wihlen ¢ = 1. Ist = € Q, so gibt es nach Satz 1.43/ zu jedem
d > 0 ein irrationales x € Us(a) und im Fall a € R\ Q ein rationales x € Us(a). In beiden
Féllen erhalten wir |xg(z) — xg(a)| = 1 = € und somit xgo(z) ¢ U-(xo(a)). Also ist (4.5)
fiir xo und alle a € R erfiillt, d.h. xg ist in allen Punkten a € R unstetig.

(j) Im Punkt a = 0 gilt fiir beliebig vorgegebenes € > 0 mit § := £ fiir alle z > 0 mit
|z — 0] = 2 < § = €2 wegen der Monotonie der Wurzel: |/z — V0| = /2 < e. Also ist
(4.1)) fiir @ = 0 erfiillt und damit /- in 0 stetig.

Sei nun a > 0. In diesem Fall erhalten wir fiir alle z > 0 mit |z — a|] < § := ey/a unter
Verwendung der dritten binomischen Formel:

|z — al |z — al
— — < _
‘\/E \/a‘ \/E‘i‘ \/a = \/a <é€
Wieder ist (4.1) fiir a erfiillt und daher /- in a stetig.
(k) Sei 0 # a € K beliebig und € > 0 beliebig. Fiir alle x € K, gilt dann:

@)= 1@ = |~ 5| = T

Tz a
Wihlen wir also § := min{|a|/2,e|a|?/2}, so folgt fiir alle z € K, mit |x — a| < 6: Es ist
|z| > |a]/2 und daher

B la — x|

la — x|  2la— x|

[f(x) = fla)| = <e.
f ist daher in allen a € K, stetig (da (4.1) erfiillt ist).

Um die Stetigkeit von s zu beweisen, beachten wir, daf§ fiir alle (u,v), (z,y) € K x K
unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
(vergl. Satz 2.8 (a)) gilt:

[s(x,y) = s(u,v)| =[z+y = (u+v)] < o —ul+ |y -]
<V2(lz —ul + |y = o)? = V2|(z,y) — (u.0)].
s erfiillt also eine Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstante v/2 und ist daher
nach (d) auf ganz K x K stetig.

Um die Stetigkeit der Produktbildung zu beweisen, schéitzen wir zunéchst wie folgt
ab: Fiir alle (z,9), (u,v) € K x K gilt

] - fal = fal?

Ip(2,y) — p(u,v)| = |vy —wv| < oy — uy| + |luy —wv| = |y| - [z —u| + |u| - |y —v|.

Ferner [y| = |v+ (y —v)| < |v[+ ]y — v < fol + [(2,y) = (u,v)].
Sei nun (u,v) € K x K beliebig und € > 0 beliebig vorgegeben. Fiir alle (z,y) € Kx K
mit

_ £
((z,y) = (w,v)| < b= mln{Lm}

gilt dann: Wegen |z — u| < |(z,y) — (u,v)| < 0 und |y —v| < [(z,y) — (u,v)| < ¢ ist
p(x,y) — p(u, )] < Jyl - [z —ul + |ul - [y — o] < (o] + 1+ |u[)d <e.
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Damit ist gezeigt, daf§ (4.1) fur alle (u,v) € K x K erfiillt ist. p ist also auf ganz K x K
stetig. 0

4.3. DEFINITION. Seien X,Y zwei nicht leere Mengen und sei ) # A C X. Ist [ :
X — Y eine Abbildung, so heifit die durch

(fla)(a) == f(a) fir allea € A
definierte Abbildung f|4 : A — Y die Einschrinkung oder Restriktion von f auf A.

Das folgende Lemma zeigt, daf3 Stetigkeit eine lokale Figenschaft ist und dafl diese
Eigenschaft sich auf Restriktionen vererbt.

4.4. LEMMA. Sei ) # AC X CRM und sei f: X — RY eine Funktion.

(a) Ist f in einem Punkt a € A stetig, so ist auch f|a in a stetig.

(b) Ist f auf X stetig, so ist auch f|a auf A stetig.

(c) Gibt es zu jedem x € X einn > 0, so daf§ die Restriktion f
stetig ist, so ist f auf X stetig.

Uy (@)nx auf Up(x)NX

BEWEIS. Zu (a): Sei f in dem Punkt a € A stetig und sei £ > 0 beliebig. Dann gibt es
ein 0 > 0, so daB f(Us(a) N X) C U.(f(a)), also gilt auch f(Us(a)NA) C f(Us(a)NX) C
U:(f(a)). Damit ist gezeigt, dal f|4 in a stetig ist.

(b) folgt durch Anwendung von (a) in jedem Punkt von A.

Zu (c): Sei die Bedingung in (c) erfiillt und seien z € X und ¢ > 0 beliebig vorgegeben.
Nach Voraussetzung gibt es ein > 0, so daB f|y, «)nx stetig ist. Insbesondere gibt es
ein 0; > 0 mit f(Us, () NUp(xz) N X) = (flu,@)(Us () N Uy(z) N X) C U(f(x)). Fiir
0 := min{n, §; } ist Us(z) C U,(x) und daher f(Us(x) N X) = f(Us,(z) NU,(x) N X) C
U:(f(a)). Damit ist gezeigt, dal f in allen x € X stetig ist. O

Héaufig verwendet man das folgende Kriterium um die Stetigkeit oder die Unstetigkeit
einer gegebenen Funktion nachzuweisen.

4.5. SATz (Folgenkriterium). Sei ) # X C RM und sei f: X — RY eine RN —wertige
Funktion auf X (N,M € N).

(a) f ist genau dann in einem Punkt a € X stetig, wenn fir jede gegen a konvergente
Folge (x,)5 in X gilt: f(x,) — f(a) fir n — oco. -

(b) f ist genau dann in einem Punkt a € X unstetig, wenn es eine gegen a konver-
gente Folge (x,)02 in X gibt, fir die die Folge (f(x,))s, der Bildpunkte nicht
gegen f(a) konvergiert fiir n — oo.

(c) f ist genau dann auf X stetig, wenn fir jede konvergente Folge (,)% in X mit
lim, o0 ,, € X auch die Folge (f(x,))2, der Bildpunkte konvergent ist und falls
qgilt:

f ( lim xn) = lim f(z,).
BEWEIS. (a),,==": Sei f in a stetig und sei (x,,)> ; eine beliebige gegen a konvergente
Folge aus X. Sei € > 0 beliebig. Da f in a stetig ist gibt es ein > 0 mit

(4.7) Vee X : |z —a| <6 =|f(z) — fla)| <e.

Wegen x,, — a fiir n — oo gibt es ein ng € N mit |z, — a| < J fiir alle n > ny. Wegen
(4.7) folgt also |f(z,) — f(a)| < e fur alle n > ny und somit f(x,) — f(a) fiir n — co.
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,<=": Gelte nun fiir jede gegen a konvergente Folge (x,,)7°, daf die Folge (f(z,))s,
gegen f(a) konvergiert fiir n — oo. Wir machen die Annahme, dal f in a unstetig ist,

d.h. daBl ein g9 > 0 existiert mit
Vo> 03z € Us(a) N X : |f(z) — f(a)] > eo.

Insbesondere gibt es zu 0 := 1/n ein z,, € Us(a) N X mit |f(x,) — f(a)] > &¢. Die Folge
(f(xn))52, konvergiert daher nicht gegen f(a) obwohl |z, —a| < 1/n — 0 fir n — oc.
Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Annahme war also falsch. f muf in a
stetig sein.

(b) folgt durch Negieren aus (a) und (c) erhélt man durch Anwendung von (a) in allen
Punkten von X. O

Mit Hilfe des Folgenkriteriums fiir die Stetigkeit erhalten wir nun leicht die folgenden
Rechenregeln fiir stetige Funktionen aus den Grenzwertrechenregeln 3.13.

4.6. LEMMA (Rechenregeln fiir stetige Funktionen). Sei ) # X CRM ae X, A € R
und p € C.

(a) Sind die Funktionen f,g : X — RY stetig in a (bzw. auf ganz X ), so gilt dies
auch fir die Funktionen f + g und \f.

(b) Sind die Funktionen f: X — R und g : X — RY stetig in a (bzw. auf ganz X),
so gilt dies auch fir die Funktion fg:x — f(x)g(zx).

(c) Sind die Funktionen f,g: X — C stetig in a (bzw. auf ganz X ), so gilt dies auch
fiir die Funktionen f + g, fg und pf.

(d) Sei K := R oder K := C und sei f : X — K eine in a stetige Funktion mit
f(a) # 0. Dann gibt es einn > 0, so daf§ f(z) # 0 fir alle x € U,(a) N X und

die durch .
h(z) = — fiir alle x € Uy(a) N X
definierte Funktion h : U,(a) N X — K ist in a stetig.
Ist f: X — K auf ganz X stetig mit f(X) C K., so ist auch die Funktion

1

1

X = o

7 X —-K, x i)
auf ganz X stetig.

(e) Sei f: X — RY stetig in a (bzw. auf ganz X ). Ist Y C RN mit f(X) CY und
ist g1 Y — RE eine in f(a) (bzw. auf ganz Y ) stetige Funktion, so ist auch die
Hintereinanderausfithrung

gof: X =RN,  xw g(f(z))
ina (bzw. auf ganz X ) stetig.

BEWEIs. Die globalen Stetigkeitsaussagen folgen jeweils durch Anwendung der lokalen
Stetigkeitsaussagen in allen Punkten a € X. Es miissen daher nur die lokalen Aussagen
bewiesen werden.

(a), (b) und (c) folgen direkt mit Hilfe der entsprechenden Grenzwertrechenregeln aus
Lemma [3.13.

Zu (d): Wegen f(a) # 0 ist € :=|f(a)| > 0. Da f in a stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit
|f(z) — f(a)] <e=|f(a)| fir alle x € Us(a) N X. Es folgt

VeeUs(a)N X |fla)] = [f(z)] < |f(z) = fla)] <|f(a)l
und hieraus f(z) # 0 fiir alle 2 € Us(a) N X. Fiir jede gegen a konvergente Folge (x,,)

aus Us(a) N X gilt nach Satz 4.5 f(z,) — f(a) fiir n — oo und daher nach Lemma 3.13
(e) auch 1/f(x,) — 1/f(a) fiir n — oco. Nach dem Folgenkriterium [4.5/ist h in a stetig.
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Zu (e): Fiir jede gegen a konvergente Folge (x,)52, aus X konvergiert die Folge
(f(x,))22; nach Satz 4.5 gegen f(a) fir n — oo. Da auch g in f(a) stetig ist folgt
ebenfalls nach [4.5: (go f)(z,) = g(f(x,)) — g(f(a)) = (g o f)(a) fiir n — co. Nach dem
Folgenkriterium 4.5 ist g o f also in a stetig. U

Sei K =R oder K = C. Sind ng € Ny und ay, ..., a, € K gegeben, so nennt man die
durch

p(x) == Zakxk fiir alle x € K
k=0
definierte Funktion eine Polynomfunktion. Ihr Grad deg(p) ist definiert als

deg(p) := sup{k € No; k <n,a;, # 0}.

Ist also ap = 0 fir alle £ = 0,...,n so ist deg(p) = —oo, da das Supremum iiber die leere
Menge als —oo definiert ist. Ist wenigstens einer der Koeffizienten a;, von Null verschieden,
so ist deg(p) € No.

Sind p, g zwei Polynomfunktionen und ist ¢ # 0, so nennt man die Funktion

PR L0 o K. w2
KV ({0) —~ K, e

eine rationale Funktion. Die Menge

Dy =K\ q'({0}) = {z € K; g(z) # 0}

heifit ihr natirlicher Definitionsbereich.

4.7. FOLGERUNG. Jede Polynomfunktion ist auf K stetig. Jede rationale Funktion ist
auf threm natiirlichen Definitionsbereich stetig.

BeweEls. Nach Beispiel 4.2 (a) und (b) sind konstante Funktionen und die Funktion
x — x auf K stetig. Die Aussage fiir Polynome beweist man hieraus durch vollstadndige
Induktion nach dem Grad mit Hilfe von Lemma 4.0/ (a)—(c). Die Stetigkeit der rationalen
Funktionen folgt dann mit Teil (d) von Lemma 4.0l O

4.8. BEZEICHNUNGEN. Sei ) # X C R und sei K = R oder K = C. Wir definieren
C(X,RY) :={f; f stetige R"—wertige Funktion auf X}
C(X,K) :={f; f stetige K—wertige Funktion auf X}
K[Z] :={p; p Polynomfunktion auf K mit Koeffizienten in K} .

4.9. FOLGERUNG. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von /.8 gilt: Versehen
mit den punktweisen Operationen der Addition und der Multiplikation mit Skalaren sind

C(X,K) und K[Z] K-Vektorriume und C(X,R") ein R-Vektorraum.

Zum Beweis rechnet man mit Hilfe von Lemma 4.6/ einfach nach, daf3 die Vektorraum-
axiome (VR1) und (VR2) in Definition 2.1/ erfiillt sind.

4.10. SATZ. Die Funktionen exp, sin und cos sind auf ganz C (also auch auf ganz R)
stetig.
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BEWEIS. Sei zp € C und € > 0 beliebig. Fiir alle z € C mit |z — 29| < 1 gilt unter
Verwendung der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion (Satz [3.68)):

Z—ZO

Mg

| exp(z) — exp(z0)| =| exp(20)| - | exp(z — 20) — 1| = [ exp(20)]

k=1

k=1
<|exp(zo)| \z—zo\zlz il

<|exp(z0)| - |z — | Z o = lexp(zo)l - |z =zl (e — 1)
k=1

Wahlen wir also

b {1 e

so folgt |exp(z) — exp(zp)| < € fiir alle z € C mit |z — 25| < §. Somit ist exp in allen
Punkten z, € C stetig. Wegen

exp(iz) + exp(—iz) exp(iz) — exp(—iz)
2 21

folgt nach Lemma 4.6 (c) auch die Stetigkeit der Funktionen cos und sin auf ganz C. O

cos(z) = und  sin(z) =

2. Eigenschaften stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir einige wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen und
deren Anwendungen kennenlernen. Im folgenden sei [a, b] ein abgeschlossenes Intervall mit
a <b.

4.11. BEISPIEL. Die Funktion f :[0,2) NQ — R mit f(z) = 2 fiir alle z € [0,2] N Q
ist stetig auf [0,2] N Q. Es gilt 0 = f(0) < v/2 < 4 = f(2), aber es gibt kein 2 € [0,2] N Q
mit f(z) = 2. Der Grund ist, daB der Definitionsbereich von f Liicken besitzt: /2 ist
zwar in [0, 2], aber nicht rational.

Es gilt jedoch:

4.12. SATz (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R eine auf |a,b] stetige Funktion
und sei y € R ein Wert zwischen f(a) und f(b), d.h. es gelte f(a) < y < f(b) oder
fla) >y > f(b). Dann gibt es ein xy € [a,b] mit f(xy) = y.

BEWEIS. Die Aussage scheint anschaulich klar, bedarf aber doch eines Beweises. Wir
geben einen konstruktiven Beweis mit Hilfe von Intervallschachtelung an. Wir beschrénken
uns auf den Fall f(a) <y < f(b). (Den Fall f(a) >y > f(b) zeigt man entweder analog
oder man beachtet —f(a) < —y < —f(b) und wendet den ersten Fall auf die ebenfalls
stetige Funktion — f an).

Wir konstruieren induktiv zwei Folgen (a,)5, und (b,)32, in [a,b] so, daf fiir alle
n € N gilt:

b—a

(Dn bn = an = 57—
(11)n Ap—1 S an < bn S bnfl'

(i) f(an) <y < f(bn).
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Induktionsanfang: Mit ag := a; := a und by := by := b sind die Aussagen (i);-(iii);
erfiillt.

Induktionsschlufl: Seien nun schon a,, und b, mit (i),-(iii), konstruiert. Wir setzen
my, = (a, + by)/2. Ist f(m,) <y, so definieren wir a, 1 := m, und b, := b,. Im Fall
f(m) > y setzen wir a,41 := a, und b, 41 := m,. In beiden Fillen sind die Forderungen
(1)pg1-(iil) g erfillt.

Damit haben wir eine Intervallschachtelung ([a,, b,])52, erhalten. Nach dem Intervall-
schachtelungssatz [3.18 gibt es genau einen Punkt ¢ € (), —,[an, b,] und es gilt a, — o
und b, — x fir n — oo. Da f nach Voraussetzung auf [a, b] und damit insbesondere in
xo stetig ist gilt nach dem Folgenkriterium /4.5

Wegen f(a,) <y < f(b,) folgt aus der Einschachtelungsregel in Lemma 3.13| (d) schon
f(xo) =y. .

4.13. FOLGERUNG (Nullstellensatz). Sei f : [a,b] — R eine auf [a,b] stetige Funktion
mit f(a)f(b) <0 (d.h. f hat in [a, b] einen Vorzeichenwechsel). Dann gibt es ein xy € (a,b)
mit f(xg) = 0.

4.14. FOLGERUNG. Hat p € R[Z] ungeraden Grad, so hat p wenigstens eine reelle
Nullstelle.

BEWEIS. Sei also p eine Polynomfunktion von der Gestalt x +— p(x) = ifgl cpx® fiir
ein n € Ny mit cg, ..., 2,01 € Rund co,01 # 0. Durch Einsetzen und Ausmultiplizieren
sieht man, da z +— p(x)p(—x) eine Polynomfunktion der Gestalt

4n+1
p(a)p(—2) = =3, 22 + > dpa
k=0
mit gewissen dy, . ..,ds,+1 € R. Nach den Grenzwertrechenregeln folgt fiir j € N, j — oc:
p(i)p(—4) -~
o jantz = —Chp1 + Z " " — ~Cpy1 < 0.
k=0

Es gibt daher ein j € N mit % < 0, also auch mit p(j)p(—j) < 0. Da p auf [—j, j]
stetig ist, mufl p nach dem Nullstellensatz [4.13 eine Nullstelle in (—j, j) besitzen. 0

Wir benétigen noch einige topologische Grundbegriffe:

4.15. DEFINITION. Eine Menge X C RM heifit
e offen, falls es zu jedem x € X ein € > 0 gibt mit

Uz)={yeRM; |y —z| <e} C X.

e abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge (x,,)5°, mit z,, € X fur allen € N
gilt: lim,, oo x, € X.

4.16. BEISPIELE. (a) () und R sind offene und abgeschlossene Teilmengen des R,

(b) Sei zp € RM und r > 0 beliebig. Dann ist U,(z,) eine offene aber nicht abge-
schlossene Teilmenge des RM.

(c) Sei xg € RM und r > 0 beliebig. Dann ist B,(z) := {x € RM; |z — 20| < r} eine
abgeschlossene aber nicht offene Teilmenge des RM.

(d) Q ist weder offen noch abgeschlossen in R.
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(e) (0,1] ist weder offen noch abgeschlossen in R.

BEWEIS. (a) ist offensichtlich.

(b) Sei x € U,(z¢) beliebig. Dann ist € := r — |x — 29| > 0 und fiir alle y € U.(x) gilt
nach der Dreiecksungleichung: |y — zo| < |y — z| + | — x| < € + |z — 2| = r. Es folgt
U.(z) C U,(x0). Die Menge U,(x¢) ist daher offen.

Ist u € RM ein Vektor mit |u| =1 (z.B. u = (1,0,...,0)), so gilt

1
Tp =20+ (1 — =)ru € U.(zg) firalleneN
n

aber zg + ru = lim,, o x, ¢ U,(xq). Daher ist U,(z() nicht abgeschlossen.
(c) Sei u wie im Beweis zu (b). Dann ist x := x¢ + ru € B,(zo) und fiir jedes € > 0 ist
y :=x+3eu € U.(x) aber y ¢ B,(x9), denn |z —y| = w9 —x0 —ru— teu| = (r+3¢)|u| =
r+ e >r. Also ist B, (o) nicht offen.
Sei nun (x,,)%; eine beliebige konvergente Folge mit z,, € B,.(xo) fiir alle n € N. Nach
Lemma 3.6/ in Verbindung mit den Grenzwertrechenregeln fiir Folgen folgt
| im x, — 2| = lim |z, — 0| < 7.
n—od n—od
Also ist lim,, .o x, € B.(z9) und B,(x) ist abgeschlossen.
(d) zeigt man in naheliegender Weise mit Satz [1.43/ und (e) rechnet man leicht nach.
U

4.17. SATZ (von der Beschréinktheit stetiger Funktionen auf abgeschlossenen, be-
schrinkten Mengen). Sei () # X C RM abgeschlossen und beschrinkt und sei f : X — RY
stetig auf X. Dann ist die Funktion f beschrinkt auf X, d.h. es gibt ein C > 0 mit
|f(z)| < C fir alle x € X.

BEWEIS. Annahme: f ist nicht beschrankt, d.h.
VC >0dr € X : |f(z)| > C.

Dann gibt es zu jedem n € Nein 2, € X mit | f(z,)| > n. Wegen der Beschrianktheit von X
ist die hierdurch gegebene Folge (z,,)5° ; beschrankt und besitzt daher nach dem Satz[3.34
von Bolzano-Weierstraf} eine konvergente Teilfolge (z,, )72 ;. Da X auch abgeschlossen ist
folgt x¢ := limg_,o0 z,, € X. Nun ist f nach Voraussetzung auf X und damit insbesondere
auch in x stetig. Nach dem Folgenkriterium 4.5/ gilt f(z,,) — f(xo) fiir & — oo im
Widerspruch dazu, daf die Folge (f(x,,))32; wegen |f(zn,)| > ng > k unbeschriankt ist
und daher nach Lemma 3.7 nicht konvergent sein kann. Unsere Annahme war also falsch.
f muf} somit beschrinkt sein. 0

4.18. SATZ. Sei ) # X C RM abgeschlossen und beschrinkt und sei f: X — RY eine
stetige RN —wertige Funktion auf X. Dann ist auch die Bildmenge f(X) beschrinkt und
abgeschlossen in RN,

BEWEIS. In Satz /4. 17 haben wir soeben gezeigt, dafl f(X) beschriankt ist. Wir zeigen,
da8 f(X) auch abgeschlossen ist. Sei also (y,,)>2; eine beliebige in RY konvergente Folge
mit y,, € f(X) fiir alle n € N. Wir miissen zeigen, dafl auch der Grenzwert y := lim,, .o, ¥y,
in f(X) enthalten ist. Zu jedem n € N gibt es ein x,, € X mit f(z,) = y,. Da X beschriankt
ist, ist auch die Folge (z,)%, beschréinkt und besitzt nach dem Satz [3.34/ von Bolzano—
Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (z,, )52 ;. Wegen der Abgeschlossenheit von X ist
x = limy_,oo T, € X. Wegen der Stetigkeit von f gilt nach dem Folgenkriterium 4.5/ und
Satz [3.20:

fx) = lim f(zy,) = lm y,, =y

k—o0
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und somit y € f(X). O

4.19. SATZ (Satz von der Annahme des Maximums und Minimums). Sei ) # X ¢ RM
abgeschlossen und beschrinkt und sei f : X — R eine stetige reellwertige Funktion auf
X. Dann gibt es u,v € X mit f(u) < f(x) < f(v) fir alle x € X. Die Bildmenge f(X)
besitzt also ein Minimum und ein Maximum und es gilt:

f(u) = min f(X) =: LIél)I(lf(%) und  f(v) = max f(X) =: max f(z).

zeX

BewEIs. Nach dem Satz [4.17 von der Beschrianktheit ist f(X) beschrankt und nicht
leer (wegen X # ()). Nach dem Supremumsaxiom existieren m := inf f(X) und M :=
sup f(X) in R. Nach Lemma [1.10 gibt es also zu jedem n € N Punkte z,,,y, € X mit

(4.8) mgf(xn)<m+% und M—%<f(yn)§M.

Da die Menge X und damit auch die Folgen (z,)°%, und (y,)%%, in RY beschrinkt
sind, besitzen diese nach dem Satz [3.34 von Bolzano—Weierstrafl konvergente Teilfolgen
(T, (1)) 72y und (Ynok))ie;- Da X auch abgeschlossen ist, folgt u := limy_.o 2y, ) € X
und v = limy_o0 Ynoky) € X. Wegen (4.8) und dem Folgenkriterium 4.5 erhalten wir

m = l}ggo f(Inl(k)) = flu), M= kliﬂolo f(ynz(k)) = f(v)

und damit die Behauptung. U

Aus Satz 4.19 erhalten wir mit Hilfe des Zwischenwertsatzes 4.12:
4.20. FOLGERUNG. Seien a,b € R mita < b und sei f : [a,b] — R eine auf [a,b] stetige
reellwertige Funktion. Sind u,v € [a,b] wie in Satz[].19, so gilt f([a,b]) = [f(u), f(v)].

Stetige Bilder von abgeschlossenen, beschréankten Intervallen sind also wieder abge-
schlossene, beschrankte Intervalle.

3. 7
4.21. SATZ. sin(R) = cos(R) = [-1, 1].

BEWEIS. Wegen sin(z)%+cos(z)? = 1 ist sin(R) Ucos(R) C [—1, 1]. Ferner ist cos(0) =
1 und wegen

_ 22(2k—1) ok 22(2k) 24k 04k—2 94k—2
(=1) 202k —1))! +(=1) 2(2K)! ~ (4k) ~ (4k—2)!  (4k)! (4= ( Jak) <
fiir alle £ € N folgt
= 2%n 22 2t 1
2) = —1)" l——4+—=—-—=<0.
cos(2) ;( Vo st ataT 3

Nach dem Zwischenwertsatz 4.12 gibt es daher ein ¢ € (0,2) mit cos(¢) = 0, d.h.
M :={s€(0,2); cos(s) =0} #0.

Nach dem Supremumsaxiom existiert ¢ty = inf M. Wegen der Stetigkeit der Cosinusfunk-
tion und wegen cos(0) = 1 ist tp > 0 und 0 < cos(t) < 1 fiir alle ¢ € [0,ty). Ferner gilt
wegen to = inf M nach Lemma [1.16:

1
Vn e Ndt, € M : to <t, <tog+ —.
n
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Es folgt t,, — to fiir n — oo und daher wegen der Stetigkeit der Cosinusfunktion
cos(ty) = hm cos(t,) = 0,d.h. t{p = min M .

to ist also die kleinste positive Nullstelle der Cosinusfunktion. Wegen sin(z)?+cos(z)? = 1

ist sin(tg) € {—1,4+1}. Unter Beachtung von sin(—ty) = —sin(ty) folgt nach dem Zwi-

schenwertsatz 4.12, dafl sin([—to, to]) = [—1, 1] und daher auch sin(R) = [—1, 1] gilt. Aus
dem Additionstheorem fiir den Cosinus folgt

cos(2ty) = cos(ty + tg) = cos(ty)? —sin(ty)? = —1

und hieraus unter abermaliger Verwendung des Zwischenwertsatzes cos([0, 2¢]) = [—1, 1],
also auch cos(R) = [—1,1]. O

4.22. DEFINITION. Wir definieren 7 := 2t, = 2inf{t € (0,2); cos(t) = 0}. *

[ ™

._ ramm Mmlmngalamm proprmaﬁ&m im :

imedis eﬁ ‘Diam. 7. Clt'cumd 22. eaquc
R - . maior vera.

| Dmm 7. Circumnd. 23. eaque
i h., - minor vera.
"'.-Mmu 'Diam 13- Circumd. 355,

@ Ceulen: D.100000000000000000000
C 314159 265 358 932 38470
Ayt ior vera.

g 3|4I§9 265378932384 6 mi-
3, nor vera. g
Itio Ceulenu apud Mathemancos inualuit,

d r ef &t,somm bUS,qul tres priores cxcnglunt,
meris, vt fcilicet compendio ifto euitetur
hnperoﬁﬂ' imi taedium, ita: D:C=100:314.

ABBILDUNG 1. Ausschnitt aus Io. AUGUSTO ERNESTI: Initia Doctrinae
Solidioris, Pars Prima: Arithmeticam, Geometriam, Psychologiam et On-
tologiam, Leipzig, 1734.

«

e

2ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287 v.Chr.-212 v.Chr.) zeigte 223/71 < 7 < 22/7. ADRIAAN METIUS
(9.12.1571-1635) publizierte diese auf seinen Vater zuriickgehende (aber auch schon zuvor bekannte)
Néherung 355/113 im Jahr 1585. LUDOLPH VAN CEULEN (28.1.1540-31.12.1610) berechnete 7 sogar auf
35 Stellen genau. Deshalb findet man in der ilteren deutschen Literatur hidufig auch die Bezeichnung
Ludolphsche Zahl fiir w. Zur Geschichte von 7 siehe auch [1]
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4.23. FOLGERUNGEN. (a) sin(3) =1, sin(—%) = —1.

(b) Fiir alle x € R gilt sin(x + §) = cos(x) und cos(x + §) = — sin(x).
(c) Fir alle x € R gilt sin(z + 7T) = —sin(x) und cos(x + ) = — cos(z).
(d) Fir alle x € R gilt sin(x 4 27) = sin(x) und cos(z + 27) = cos(x).
(e) Z und 37 sind die einzigen Nullstellen von cos in [0, 27].

(f) 0,7 27r sind die einzigen Nullstellen von sin in [0, 27].

BewEIS. (a) Fiir 0 < < v/6 und alle k € N gilt

p22k+1 222k+1)+1 k1 k3
2-2k+1) (Rk+1)+1) (dk+1)! (dk+3)!
4k+1
und daher
oo :L.Qn—&-l
SIH(Q’J) = Z(—l) m

n=0

s p22k+1 £2(2k+1)+1 72
—r— - > (1- —> > 0.
Tl +Z((2-2k+1)! (2(2k:+1)+1)!> ( 6

Wegen sin(7/2)? =1 und 0 < § < 2 folgt sin(7/2) = 1.

Die Aussagen (b), (¢) und (d) erhdlt man mit Hilfe der Additionstheoreme unter
Beachtung von sin(7/2) = 1 und cos(7/2) = 0.

(e) Nach dem Beweis zu Satz 4.21 gilt fiir alle z € [0,7/2): 0 < cos(z) < 1. Wegen
cos(x) = cos(—x) folgt 0 < cos(x) < 1 fur alle z € (—m/2,0] und hieraus mit (c¢) und (d):
—1 < cos(z) < 0 fiir x € (7/2,37/2) sowie 0 < cos(z) < 1 fiir alle z € (37/2,27). Damit
folgt die Behauptung.

(f) erhélt man mit Hilfe von (b) aus (e). O

4.24. DEFINITION. Fiir eine reelle Zahl T' heifit eine Funktion f : R — R periodisch
mit der Periode T, falls fiir alle x € R gilt: f(x +T) = f(x).

4.25. BEMERKUNG. Ist f : R — R periodisch von der Periode 7" € R und von der
Periode T} € R, so ist f auch periodisch von der Periode 7"+ T} und von der Periode nT’
fiir alle n € Z.

Bewers. Firallex € Rgilt: f(x+T+T)) = f((a+T)+T1) = f(z+T) = f(z) und
fle—=T) = f((x =T)+T)) = f(x). Hiermit erhédlt man durch vollstindige Induktion
auch die zweite Behauptung. O

4.26. SATZ. 27 ist die kleinste positive Periode von sin und cos.

BewEIS. Ist 0 < T' < 27 eine Periode fiir sin, so folgt sin(7") = sin(0+7") = sin(0) =0
und daher nach Folgerung 4.23/ (f): T' = 7 oder T' = 27. Wegen sin(—3) = -1 # 1 =
sin(—% + ) ist 7 keine Periode der Sinusfunktion. Also mufi T = 27 gelten. Wegen
Folgerung4.23/ (b) haben die Cosinusfunktion und die Sinusfunktion die gleichen Perioden.
Damit folgt die Behauptung auch fiir die Cosinusfunktion. U
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4.27. FOLGERUNG. Fir die Nullstellenmengen Ng, und Neos von sin : R — R und
cos: R — R gilt:

Ngn=7Z ={nm;n€Z} und Ncosz{g—i-mr;nEZ}.

BEWEIS. Dies folgt wegen der 2m—Periodizitdt der Sinus— und der Cosinusfunktion
aus den Folgerungen 4.23| (e) und (f). O

4. Stetigkeit der Umkehrfunktionen
Wir beginnen mit

4.28. SATZ. Sei () # X C RM beschrinkt und abgeschlossen und sei f : X — RY stetig
und ingektiv, also bijektiv als Abbildung von X nach f(X). Dann ist die nach Satz|10.1)
existierende Umkehrabbildung f=1: f(X) — X C RM ebenfalls stetig.

BEWEIS. Sei y € f(X) beliebig und sei (y,)>2, eine beliebige gegen y konvergente
Folge aus f(X) und sei u ein beliebiger Haufungspunkt der wegen der Beschrinktheit
von X beschréinkten Folge (f~!(y,))%2,. Dann gibt es eine gegen u konvergente Teilfolge
(fH(yn, )32, Wegen der Stetigkeit von f gilt nach dem Folgenkriterium 4.5/ (a)

fl) = Tim f(F7 (yn,) = B vy = -

Wegen der Injektivitdt von f ist u = f~!(y) der einzige Haufungswert von (f~1(y,))%;.
Nach Satz 3.33 folgt f~'(y) = lim,, .o f~'(y,) und hieraus nach dem Folgenkriterium /4.5
(a) die Stetigkeit von f~!in y. O

4.29. DEFINITION. Sei () # X C R. Eine reellwertige Funktion f: X — R heifit
e monoton wachsend (bzw. monoton fallend), falls fiir alle z,y € X mit z < y gilt:

f(@) < f(y) (bzw. f(z) = f(y)).

e monoton, falls sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.
e streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend), falls fiir alle z,y € X

mit z <y gilt: f(x) < f(y) (bzw. f(z) > f(y)).

e streng monoton, falls f auf X streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend ist.

4.30. LEMMA. Jede streng monotone Funktion ist injektiv.

BEWwEIs. Sind a,b € X mit a # b, so ist a < b oder a > b. In beiden Fillen folgt aus

der strengen Monotonie f(a) # f(b). Also ist f injektiv. O
4.31. SATZ. (a) Seien a,b € R mit a < b und sei f : I := [a,b] — R eine streng
monoton wachsende (bzw. fallende) stetige Funktion. Dann ist
(4.9) fa,0) = [f(a), FO)]  (bzw.  f([a,b]) = [f(b), f(a)])

und die Abbildung f : [a,b] — f([a,b]) ist bijektiv. Die Umkehrfunktion f=! :
f([a,b]) — [a,b] ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).

(b) Sei —oo < a <b<ooundseif:I:=(a,b) — R eine streng monoton wachsende
(bzw. fallende) stetige Funktion. Dann ist

(4.10) f((a,b)) = (myg, My) mit my 1= 1I€1§f(m) und My = Sullaf(a:)
z €

und die Abbildung f : (a,b) — f((a,b)) ist bijektiv. Die Umkehrfunktion f=' :
f((a,b)) — (a,b) ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).
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(c) Sei —o0o < a < b<ooundseif:1I:=(a,b] — R eine streng monoton wachsende
(bzw. fallende) stetige Funktion. Dann ist

(4.11) f((a,0]) = (mg, fO)]  (bzw. f((a,b]) = [f(b), My))

mit my = inf,e; f(x) und My = sup,c; f(z) und die Abbildung f : (a,b] —
f((a,b)) ist bijektiv. Die Umkehrfunktion f=* : f((a,b]) — (a,b] ist ebenfalls

stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).

(d) Sei —oco < a<b<ooundseif:I:=]|a,b) — R eine streng monoton wachsende
(bzw. fallende) stetige Funktion. Dann ist
(4.12) f([a,0)) = [f(a), My) — (bzw. [([a,b)) = (my, [(a)])

mit my = inf,e; f(x) und My = sup,c; f(z) und die Abbildung f : [a,b) —
f([a, b)) ist bijektiv. Die Umkehrfunktion f=' : f([a,b)) — [a,b) ist ebenfalls

stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).

BewEIS. In jedem der vier Félle (a)—(d) folgt nach Lemma 4.30 aus der strengen Mo-
notonie von f die Injektivitdt von f und daher die Bijektivitdt von f als Abbildung von
I auf f(I). Man iiberpriift unmittelbar, dafl die nach Satz [10.14 existierende Umkehrab-
bildung f~!: f(I) — I C R wieder streng monoton wachsend (bzw. fallend) ist.

Zu (a): Wegen der strengen Monotonie ist f(a) = min f([a,b]) < f(b) = max f([a, b])
(bzw. f(a) = max f([a,b]) > f(b) = min f([a,b])). Nach Folgerung 41.20) gilt also (41.9).
Nach Satz 4.28 ist f~1 stetig auf f([a,b]).

Zu (b), (c) und (d): In jedem der drei Fille ist

=\ J{le.f]: 0,80 <p}
und damit auch
F) =, 8); a, B e Ta < B}

Hieraus erhalt man leicht die Aussagen (4.10)—(4.12)). Zum Nachweis der Stetigkeit geniigt
es nach Lemma 4.4/ die Stetigkeit von f~! auf jedem beschrinkten abgeschlossenen Teil-
intervall des Intervalls f(I) zu zeigen. Seien also w,v € f(I) mit v < v. Dann ist
Y u,v]) = [f1(w), ()] (bzw. f~Y([u,v]) = [f~1(v), f~1(u)]) ein beschrinktes ab-
geschlossenes Intervall in R und es gilt f~'[ju0) = (f|f-1(ue))) ' Wegen (a) ist f [
stetig. 0

4.32. SATZ. Sei I ein nicht ausgeartetes Intervall (also wie in (a), (b), (c) oder (d)
in Satz|/.31). Genau dann ist eine stetige Funktion f : I — R injektiv, wenn sie streng
monoton 1st.

BEWEIS. (a) Wir zeigen zunéchst: Ist f : I — R eine stetige Funktion, fir die Punkte
t1,t9,t3 € I existieren mit

(413) t1 <1y <3 und f(tg) <m:= mlﬂ{f(t1>, f(t3)}
oder mit
(414) t1 <ty <3 und f(tz) > M = max{f(tl), f(tg)} ,

so ist f micht injektiv.

Nach dem Zwischenwertsatz [4.12] gibt es dann ndmlich Punkte s, € [t1,t2) und so €
(t2,t3] mit f(s1) = m = f(s2) bzw. mit f(s1) = M = f(s2).

(b) Zum Beweis des Satzes geniigt es wegen Lemma [4.30] die Richtung ,==* zu be-
weisen. Sei also f : I — R stetig und injektiv.
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Annahme: f ist nicht streng monoton. Dann gibt es Punkte x1, z9, x3, 4 € I mit
Ty < xo,x3 <xy und f(xy) > f(x2) sowie f(z3) < f(z4).

Wegen der Injektivitdt von f ist dann f(xz;) > f(z2) und f(x3) < f(x4). Sei a :=
min{xy, xe, 3,4} und [ := max{xy, Ts, r3, x4}. Dann ist o < 3. Wegen der Injektivitét
von f gilt f(a) < f(8) oder f(a) > [(3).

Wir betrachten zunéchst den Fall f(«) < f(5). Ist f(z2) > f(5) und damit f(a) <
f(B) < f(xe) < f(x1), soist (4.14) mit t; = o, ty = 7 und t3 = [ erfiillt. Ist hingegen
f(z2) < f(B), so gilt (4.13) mit t; = x4, ty = x9 und t3 = (. In beiden Situationen erhalten
wir wegen (a) einen Widerspruch zur Voraussetzung der Injektivitéit von f.

Sei nun f(a) > f(B). Ist f(zs) > fla), also f(B) < fla) < f(xs) < f(z4), so gilt
(4.14) mit t; = a,ty = x4 und t3 = 3, und im verbleibenden Fall f(z3) < f(«) ist (4.13)
mit t; = «a,ty = x3 und t3 = x4 erfiillt. Nach (a) erhalten wir jeweils einen Widerspruch
zur Voraussetzung der Injektivitédt von f.

Da die Annahme in allen moglichen Fillen zu einem Widerspruch fithrte, mufl f doch
streng monoton wachsend oder streng monoton fallend sein. U

4.33. BEISPIEL. Sei n € N. Die Funktion /- : [0,00) — [0,00) ist auf [0, 00) stetig
und streng monoton wachsend.

Beweis. Die Funktion f, : R — R mit f,(z) := 2™ ist nach Folgerung 4.7 stetig
auf R, also auch auf [0, 00). Nach Lemma [1.40 sind f,, und {/- streng monoton wachsend
auf [0, 00). Ferner ist sup f,,([0, 00)) > sup{k™; k € N} = oco. Mit Satz [4.31 (d) folgt die
Stetigkeit von /- : [0, 00) — [0, 00). O

4.34. SATZ (Der natiirliche Logarithmus). Die Ezponentialfunktion exp : R — R ist
auf R streng monoton wachsend und bildet R bijektiv auf (0,00) ab. Nach Satz|].31 (a)
besitzt exp : R — (0,00) also eine stetige und streng monoton wachsende Umkehrfunktion.
Diese nennt man den natirlichen Logarithmus und bezeichnet sie mit log (oder auch mit
In). Es gilt weiter

(a) Ya,b € (0,00) :  log(ab) = log(a) + log(b).

(b) log(e) =1 und log(1) = 0.

(c) log(z) > 0 fir x > 1 und log(z) < 0 fir x < 1.

BewEIs. Nach Folgerung 3.69 ist exp(R) C (0, 00). Wir beachten:

(4.15) Ve >0: exp(x)zg x—‘21+x>1.
n
n=0

Fiir alle a,b € R mit a < b gilt also exp(b—a) —1 > 0 und daher
exp(b) — exp(a) = exp(a)(exp(b—a) — 1) > 0.

Somit ist exp streng monoton wachsend. Ferner folgt mit (4.15):
sup exp(R) > sup exp(N) > sup(1 + N) = oo

und wegen

1 1 "
exp(—n) = < — 0 fir n — o0
expn ~ 14+mn

ist infexp(R) = 0. Nach Satz 4.31] (a) folgt exp(R) = (0,00) und die Stetigkeit und
strenge Monotonie der Umkehrfunktion. Die Funktionalgleichung (a) der so erhaltenen
Logarithmusfunktion folgt aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion. (b) ist
offensichtlich und (c) folgt wegen der strengen Monotonie aus (b). O
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Wir kénnen nun auch endlich reelle Exponenten einfithren:
Sei z > 0. Wegen exp olog = idg ) gilt

x = exp(log(z)) .
Induktiv zeigt man mit Hilfe der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:
Vn € N: " = exp(nlog(x))
Hieraus folgt leicht ™ = exp(nlog(x)) fiir alle n € Z. Wegen

Vk e N: (exp (% log(x))>k = exp(log(z)) = =

und der Eindeutigkeit der nicht negativen k—ten Wurzel folgt weiter
Vk e N: /1 = exp <% log(x)) :
Durch vollstéindige Induktion sieht man schlieSlich:
Vp € ZNq € N : 2P/ = exp <§ log(x)> )

Wir definieren daher fiir alle a € R:
% := exp(alog(z)) .

Insbesondere folgt fiir den Spezialfall x := e:

e* = exp(alog(e)) = exp(a).
Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion und der Logarithmusfunktion sind auch die

Abbildungen z — 2% = exp(alog(z)) und o — z® = exp(alog(z)) stetig auf (0, 00) bzw.
auf R.

5. Gleichméaflige Stetigkeit

4.35. DEFINITION. Sei ) # X C RM. Eine Funktion f : X — R heifit gleichmdifig
stetig auf X, falls gilt

(4.16) Ve>030=04(g) >0Vx,y € X : lr—y|<d = |f(z)— fy)| <e.
0 ist hierbei also unabhéngig von = und y.

4.36. BEMERKUNGEN. (a) Offensichtlich ist jede gleichméflig stetige Funktion insbe-
sondere auch stetig. In den folgenden Beispielen werden wir sehen, daf es stetige Funk-
tionen gibt, die nicht gleichméfig stetig sind.

(b) Durch korrektes Negieren von (4.10) erhélt man: f ist nicht gleichméBig stetig
genau dann, wenn gilt

(4.17) Je > 0V9 > 03z, y € X - lz —y| <6 und |f(z)— f(y)|>e€.

4.37. BEISPIELE. (a) Sei ) # X C RM. Geniigt eine Funktion f : X — RY einer
Lipschitz—Bedingung mit einer Lipschitz—Konstante L, so ist f schon gleichméfig stetig
auf X.

(b) Die Funktion f : R — R, x — z?, ist auf R stetig (vergl. Beispiel 4.2 (c)) aber
nicht gleichméfig stetig.

(c) Die Funktion /- : [0,00), 2 +— /z, ist auf [0, 00) gleichmiBig stetig, geniigt aber
auf [0, 00) keiner Lipschitz—Bedingung.
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BEWEIS. (a) Sei e > 0 beliebig. Nach Voraussetzung gilt

Va,y € X o |f(z) = f(y)] < Llz —y|.
Wiihlen wir als ¢ := ¢/(L+1), so folgt fiir alle 2,y € X mit |z—y| < §: Esist | f(z)—f(y)] <
Lé < e. (4.10)) ist also erfiillt und f ist daher gleichmé&Big stetig.
(b) Fiir alle z,y € R gilt: f(z) — f(y) = 2* —y*> = (x + y)(z — y). Sei gy := 1 und
0 > 0 beliebig. Dann gibt es ein n € N mit nd > 1 = g¢. Fiir x := n+ /2 und y := n gilt
dann |z —y| =6/2 < § und

) = £ = a4 ) =) = (2043 ) § > 00> 1= 0.

Also ist (4.17)) erfiillt und f daher nicht gleichméfig stetig auf R.

(¢) Sei L > 0 beliebig. Wegen |z — V0| = vz = % > |z — O|L fiir alle z > 0
T
mit * < L2 kann /- auf [0, 00) keiner Lipschitz—Bedingung mit Lipschitz—Konstante L
geniigen. Auch L = 0 ist trivialerweise nicht moglich.
Wir zeigen die gleichmiflige Stetigkeit von /- auf [0,00): Sei e > 0 beliebig. Mit
§ := &2 gilt fiir alle z,y > 0 mit |x — y| < J (wobei wir 0.B.d.A. y > z annehmen konnen)

V= Vo) <(Vy—Vo)Vy+vo)=y—az=z—y|<d=¢

und daher wegen der strengen Monotonie der Wurzel: |z — /y| = /¥ — V2 < Vo =e.
Also ist (4.106)) erfiillt und /- daher gleichmiBig stetig auf [0, c0). O

Es gilt jedoch:

4.38. SATZ. Sei ) # X C RM abgeschlossen und beschrinkt. Dann ist jede auf X
stetige Funktion f : X — RY schon gleichmidfig stetig auf X.

BEWEIS. Annahme: Es gibt eine stetige Funktion f : X — R, welche auf X stetig
aber nicht gleichméfig stetig ist, fiir welche also ein ¢y > 0 existiert mit

Vo >0de,ye X : lz—yl <d und |[f(z)— f(y)| > eo.
Insbesondere gibt es fiir jedes n € N zu ¢, := 1/n Punkte z,,y, € X mit |z, — y,| <
0p =1/nund |f(z,) — f(yn)| > 0. Da X beschrankt ist, besitzt die Folge (z,,)%; eine
konvergente Teilfolge (z,, )72 ;. Da X auch abgeschlossen ist, folgt z¢ := limg_,o0 2, € X.
Wegen

| Yn,, — To| < lynk - xnk/\ "“f"nk - 3304’ fiir k — oo

<1/n;;§fl/k—>0 —0
folgt y,, — zo flir kK — oo. Da f in x, stetig ist, gilt nach dem Folgenkriterium 4.5
limy oo f(Yn,) = f(z0) = limy_. f(2y, ). Dies fithrt zu dem Widerspruch ey < |f(yn,) —
f(zn,)] — 0 fir & — oco. Die Annahme war daher falsch. Jede auf X stetige Funktion
f: X — RY muB also auf X gleichméiBig stetig sein. O

6. Grenzwerte bei Funktionen

4.39. LEMMA. Sei ) # X C RM™ und sei a € RM ein Hiufungspunkt der Menge X .
Sei f: X — RN ecine Funktion auf X mit Werten in RV .

(a) Ist y € RN, so ist die durch

%@y:{ﬂ@ fir € X\ {a}

Y firx =a



86 4. STETIGE FUNKTIONEN UND GRENZWERTE BEI FUNKTIONEN

definierte Funktion g, : X U {a} — RY genau dann stetig in a, wenn gilt
(4.18) Ve > 035> 0z € X \ {a}: |a:—a]<5:>|f(x)—y|<g.

(b) Es gibt hichstens ein y € RN, so daff die Funktion g, aus (a) in a stetig ist.

BewEIs. (a) folgt in naheliegender Weise aus der Definition der Stetigkeit.

(b) Sind y; und ys zwei Punkte aus RY, so daf die Funktionen g,, und g,, in a stetig
sind, so gilt nach (a) fiir beide Funktionen die Bedingung (4.18) fiir y = y; bzw. y = ys.
Ist also € > 0 beliebig vorgegeben, so gibt es d1, o > 0 mit
(4.19) Ve e X \{a}: lz—al <6 = |f(x) -yl <e (j=1,2).

Wir setzen ¢ := min{d;,d2}. Da a ein Haufungspunkt von X ist gibt es einen Punkt
zo € Us(a) N (X \ {a}). Wegen (4.19)) folgt dann

€ €
Y1 = yel < Jyr = fl@o)| + |f(w0) el < 5+ 5 =¢.
Da die duflere Ungleichung fiir alle ¢ > 0 gilt, muf} y; = y» gelten. U

4.40. DEFINITION. Sei ) # X C RM und sei a € RM ein Haufungspunkt der Menge
X. Ist f: X — RY eine RY-wertige Funktion, so sagen wir f hat in a einen Grenzwert,
falls ein y € RY existiert, so daf8 die durch

o(a) i {f(m) fiir 2 € X \ {a}

Y firx =a

definierte Funktion g : X U {a} — R¥ stetig in a ist. Nach Lemma 4.39 ist y hierdurch
eindeutig bestimmt. Wir nennen y den Grenzwert von f in a und schreiben

y = lim f(z) oder f(z)—yfirz—a.

4.41. SATZ. Sei ) # X C RM und sei a € RM ein Héiufungspunkt der Menge X . Ist
f: X — RY eine RN -wertige Funktion und y € RY, so sind die folgenden drei Aussagen
dquivalent:

(a) f(x) =y fiirz — a.
(b) Ve > 036 >0Ver € X \{a}: |z—al<d = |f(x)—y|<e.
(¢c) Fiir jede Folge (1), aus X\ {a} mitlim, .z, = a gilt f(z,) — y firn — co.

BewEIS. Die Aquivalenz von (a) und (b) folgt aus der Definition 4.40) in Verbindung
mit Lemma 4.39.

Die Implikation (a) = (c) folgt mit Satz 4.5 aus der Definition 4.40.

Zu zeigen bleibt noch die Implikation (¢) = (b): Wir gehen indirekt vor und nehmen
an, daf (c) erfiillt ist aber nicht (b), d.h.

Jeo > 0V6 > 03z € X\ {a} mit |z —a|] < und |f(z) —y| > €o.

Zu 0, := 1/n gibt es daher ein x, € X \ {a} mit |z, —a| <, = 1/n und |f(x,) —y| > <.
Dann folgt z,, — a fiir n — oo aber f(x,) /4 y im Widerspruch zu (c). O

BEMERKUNG. Es hat keinen Sinn einen Grenzwert in einem isolierten Punkt zu defi-
nieren, da jede Funktion in einem isolierten Punkt ihres Definitionsbereichs stetig ist. Der
,Grenzwert“ wire in diesem Fall also nicht eindeutig bestimmt.

Als Folgerung erhalten wir aus Satz 4.41:
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4.42. LEMMA. Sei 0 £#Y C X CRM und sei a € RM ein Hiufungspunkt von' Y und
damit auch von X. Ist f : X — RM eine Funktion fir die der Grenzwert lim,_., f(z)
existiert, so existiert auch der Grenzwert lim,_,(f|y)(z) und stimmt mit lim,_, f(z)
tiberein.

BEWEIS. Sei (2,)%, eine beliebige Folge aus Y \ {a} mit z,, — a fiir n — oco. We-
gen der Aussage (a) = (c) in Satz 4.41] folgt f(z,) — lim, ., f(z). Da auch die Aus-
sage (¢) = (a) in Satz 4.41] gilt, erhalten wir die Existenz von lim, ..(f|y)(z) und

lim, .,(fly)(z) = lim,_, f(z). O

4.43. BEISPIELE. (a) Sei f: (0,1] — R definiert durch

)1 firz e QN (0,1]
f(x)'_{o fiir € (0,1]\ Q.

Dann hat f in dem Haufungspunkt 0 von (0, 1] keinen Grenzwert.

(b) Tim 52 .
z—0 z

() lim SPE =Ly
z—0 z

BEWEIS. (a) Wegen

Jzazf( ):1#0:731%(?)

kann f nach Satz 1.41] keinen Grenzwert in 0 haben.

(b) Sei e > 0 beliebig. Nach den Rechenregeln fiir unendliche Reihen gilt fiir alle z € C
mit 0 < |z| < 1:
1 o 2n+1 2n

sin(z)
R R
‘ z anzo< Ve 2n+1)! Z 2n+1)
:’zi(—l)”L‘ < \zlz; < |zle.
2n+ D!~ (2n + 1)!
n=1 n=1
Fiir alle z € C mit 0 < |z — 0| = |2] < 0 := min{1,e/e} gilt also
sin(z) <.
z

Mit Satz 4.41! folgt die Behauptung.
(c) Sei e > 0 beliebig. Nach den Rechenregeln fiir unendliche Reihen gilt fiir alle z € C

mit 0 < |z| < 1:

exp(z) — 1 =
P(z) _ _1’_‘; = |z|(e —2).
Fir alle z € C mit 0 < |z — 0| = |2| < 0 := min{l,¢/e} folgt
)%—1‘ <dle—2)<e
Wie in (b) folgt mit Satz 4.41 die Behauptung,. O

Aus Satz 4.41 erhalten wir auch unmittelbar die folgende Charakterisierung der Ste-
tigkeit in einem Punkt durch den Grenzwertbegriff.
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4.44. FOLGERUNG. Sei() # X C RM und seia € X ein in X liegender Héaufungspunkt
der Menge X. Eine RN —wertige Funktion f : X — RY ist genau dann in a stetig, wenn

lim, ., f(x) = f(a).

Mit den Grenzwertrechenregeln fiir Folgen, Satz/4.41/und den Rechenregeln fiir stetige
Funktionen zeigt man in naheliegender Weise die folgenden Rechenregeln fiir Grenzwerte
bei Funktionen:

4.45. LEMMA. Sei () #
f,g: X — RN und k,h :
Grenzwerte

X CRM und sei a € RM ein Héiufungspunkt der Menge X.
X — K (K =R oder K = C) seien Funktionen, fir die die

lim f(z), limg(z), limh(z), wund limk(z)

in RN bzw. K existieren. Dann gilt:
(a) Fir alle o, § € R existiert der Grenzwert lim,_,(af(x) + Bg(z)) und es gilt

lim(af (x) + Bg(x)) = a lim f(z) + 3 lim g(z).

(b) Der Grenzwert lim,_,(hk)(z) existiert und stimmt mit lim,_, h(x) - lim,_, k(x)
iberein. Fir alle o, B € K ezistiert der Grenzwert lim,_,(ah(z) + fk(x)) und es
qilt

lim(ah(x) + fk(x)) = alim h(x) + G lim k(z) .

r—a

(c) Ist speziell K = R, so existiert der Grenzwert lim,_,(hf)(x) und stimmt mit
lim, ., h(x) - lim,_,, f(x) dberein.

(d) Ist speziell K = R und gibt es einn > 0, so dafs fir allex € X mit0 < |[x—a| <7
gilt h(z) < k(z), so ist lim, ., h(x) < lim, ., k(z).

(e) Ist lim, ., h(z) # 0, so ist a Haufungspunkt von X, = {x € X ; h(z) # 0}.
Es existiert dann der Grenzwert lim,_,(1/h)(x) und stimmt mit (lim,_, h(z))™*
iberein. Hierbei ist 1/h die Funktion

1 1 1

—: X K —(z) = —=.
piXe oKy wepln)i= o

4.46. LEMMA (Grenzwerte bei Hintereinanderausfithrung von Funktionen). Sei () #
X CRM, seia € RM ein Hiufungspunkt von X und sei ) #Y CRY. Sind f: X — RY
und g : Y — RE Funktionen mit f(X) C Y, existiert der Grenzwert y := lim,_, f(x)
und ist g in dem Punkt y stetig, so existiert auch der Grenzwert lim,_.,(go f)(z) und es
qgult:

lim(g o f)(z) = g(lim f(z)).

BEWEIS. Sei (2,)5%, eine beliebige Folge aus X \ {a} mit =, — a fir n — oc.
Da der Grenzwert y := lim,_, f(z) nach Voraussetzung existiert folgt nach Satz [4.41:
lim,, o f(x,) = y. Wegen der Stetigkeit von ¢ in y gilt nach Satz 4.5/ auch (g o f)(z,) =
g(f(z,)) — g(y) fiir n — oco. Mit Satz 4.41 folgt nun die Behauptung. O

In R konnen wir auch einseitige Grenzwerte einfiihren:

4.47. DEFINITION (Einseitige Grenzwerte). Sei ) # X C R und sei f : X — RY
eine Funktion auf X. Ist a € R ein Haufungspunkt von X N (a,00) (bzw. von X N
(—00,a)), so heilt y € RY rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) Grenzwert von f in a, falls
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die Einschrankung f|xn(a,co) (DZW. f|xn(=00,a)) in @ den Grenzwert y besitzt. Wir schreiben
dann

y = lim f(z) oder y = li\ryn f(x) <bzw. y= lim f(x) oder y = li;n f(x)) :

r—a r—a~

4.48. BEISPIEL. Die Heavyside-Funktion (vergl. Beispiel 1.2) h : R — R mit

h(z) = 0 f?rx<0
1 firz>0

ist in 0 unstetig. Es gilt lim, .o~ A(z) = 0 und lim, .o+ h(z) = 1.

BeEWwEIS. 0 ist sowohl Haufungspunkt von (0,00) als auch von (—o00,0). Da h auf
(—00,0) identisch verschwindet und auf (0, c0) identisch 1 ist, folgt lim, .o~ h(x) = 0 und
lim, o+ h(z) = 1. O

4.49. SATZ. Sei ) # X C R und sei f : X — RV eine Funktion auf X. Ist a € R
sowohl Héiufungspunkt von (—oo,a)NX als auch von (a,00)NX so gilt firy € RY: f hat
in a genau dann den Grenzwert y, wenn die rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwerte
von f in a existieren und mait y tbereinstimmen.

BEWEIS. Die Implikation ,==* folgt unmittelbar aus Lemma [4.42]

,<=%: Gelte nun lim, .- f(z) =y = lim, .+ f(z) und sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Nach Satz 4.41] gibt es §_,d, > 0, so daB fir alle z € (—o0,a) N (X \ {a}) (bzw. x €
(a,00)N(X \{a})) mit |z —a|] < d_ (bzw. mit |x —a| < ;) gilt |f(z) —y| < €. Dann folgt
fir alle x € X \ {a} mit |z —a| < ¢ :=min{d_,d, }: |f(x) —y| < e. Wieder mit Satz 4.41
folgt y = lim,_., f(x). O

4.50. DEFINITION. Sei ) # X C R und sei f : X — R" eine Funktion auf X. f
heifit in einem Punkt a € X linksseitig (bzw. rechtsseitig) stetig, falls die eingeschrankte
Funktion f|xn(—oc,a] (b2W. f|xn[e,00)) iDL @ stetig ist.

Mit Folgerung 4.44! erhalten wir unmittelbar:

4.51. FOLGERUNG. Sei ) # X C R und sei f: X — RY eine Funktion auf X. a € X
sei ein Haufungspunkt von (—oo,a) N X (bzw. von (a,00) N X ). Genau dann ist f in a
linksseitig (bzw. rechtsseitig) stetig, wenn gilt lim,_ .- f(x) = f(a) (bzw. lim, .+ f(z) =

fla)).

Auch die folgenden Aussagen ergeben sich unmittelbar aus Folgerung 4.44. Satz 4.49
und Folgerung 4.51.

4.52. FOLGERUNG. Sei ) # X C R und sei a € X, so daff a sowohl Hiufungspunkt
von (—oo,a)NX als auch von (a,00)NX (und damit auch von X ) ist. Fir eine Funktion
f: X — RY sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:

(a) f ist in a stetig.
(b) lim,—, f(z) = f(a).
(c) lim, o~ f(z) = f(a) = lim, .+ f(z).
d)

(d) f ist in a linksseitig und rechtsseitig stetig.

Wir fithren nun noch Grenzwerte fiir £ — oo und z — —oo sowie uneigentliche
Grenzwerte ein:
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4.53. DEFINITION. Sei () # X C R so da8 wenigstens eine Folge (z,)% ; in X existiert
mit z,, — oo (bzw. x, — —o0) fiir n — oco. Sei f: X — RY eine Funktion. Ein Punkt
y € R™ heifit Grenzwert von f fir x — oo (bzw. fir x — —o0), falls gilt:

Ve>03C=C(e)>0Ve e X: 2>C = |f(x)—vy|<e
(bzw. x < —C' = |f(x) —y| < ¢e).

oo

Man iiberlegt sich leicht, dafl dies genau dann der Fall ist, wenn fiir jede Folge (x,)2%,
aus X mit z,, — oo (bzw. z, — —o0) fir n — oo gilt: f(x,) — y fiir n — oco. Auch die
Grenzwertrechenregeln iibertragen sich sinngeméas.

4.54. DEFINITION. Sei ) # X C RM und sei a € RM ein Haufungspunkt der Menge
X. Fiir eine reellwertige Funktion f : X — R definieren wir: lim, ., f(z) = oo oder
f(z) — oo fiir x — a, falls

VC >030=6(C) >0V e X\{a}: |z—a|<d= f(z)>C.

Man {iiberlegt sich, daf dies dquivalent ist zu: Fiir jede gegen a konvergente Folge ()2,
aus X \ {a} gilt f(z,) — oo fir n — oc.
Analog definiert man Konvergenz gegen —oo fiir x — a.

Auch in der Situation von Definition 4.53 kann man uneigentliche Grenzwerte einfiih-
ren. Man definiert z.B.: f(z) — oo fiir x — oo, falls gilt

VO >03K>0Vee X: z>K= f(x)>C.

Dies ist dquivalent zu: f(z,) — oo fiir jede Folge (x,,)22; aus X mit x,, — oo fiir n — oo.
Analog definiert man Konvergenz gegen —oo fiir x — oo und Konvergenz gegen oo
(bzw. —o0) fiir z — —o0.

4.55. BEISPIELE (Wachstumsverhalten der Exponentialfunktion).
(a) lim &2

r—00 xk

(b) lim exp(—z)z® = 0 fiir alle k € N.

r—00

= oo fir alle £ € Ny.

BEWEIS. (a) Sei also C' > 0 beliebig vorgegeben. Fiir alle x > K := C - (k + 1)! gilt

exp(z) 1 e=2" 1  zkt! T
=— ) —>—" = >C.
xk b ; n! o2k (k+1) (B+1)!

Damit folgt die Behauptung.
(b) Sei £ > 0 beliebig. Fiir alle z > €' := ¥ o]t

£

| exp(—2)2"] a® a® 2®(k+1)! -
exp(—x)x"| = = = €.
g op() Lo, g o ot
Nach Definition 4.53 folgt die Behauptung. U

4.56. BEISPIELE (Wachstumsverhalten der Logarithmusfunktion).

(a) Es gilt log(z) — oo fiir £ — oo und log(x) — —oo fiir z — 0F.
(b) Fiir alle o > 0 gilt

) tim 22T o G Tim 2 log(x) = 0.

r—oo % x—0
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BeEWEIS. (a) Da log : (0,00) — R bijektiv ist, gibt es zu beliebig vorgegebenem
C > 0ein K > 0 und ein § > 0 mit log(K) = C und log(d) = —C. Wegen der strengen
Monotonie der Logarithmusfunktion gilt dann log(z) > log(K) = C fur alle reellen x > K
und log(x) < log(d) = —C fiir alle € (0,6). Hiermit folgen die Behauptungen.

(b) Nach Definition von z* gilt:

1 1
(4.20) %S;) = exp(—alog(z)) - a - log(x) .
Nach Beispiel [4.55/ (b) gibt es ein yo > 0, so dafl
(4.21) Yy >yo: |exp(—y) -yl <ae.

Nach (a) gibt es zu C' := yp/a ein zg > 0, so daf fir alle x > zq gilt log(x) > yo/a. Wegen
(4.20) und (4.21)) gilt dann

1
Vo > xg: ‘ o8 () —O‘ <e.
xa
Hiermit ist (i) bewiesen. Der Beweis zu (ii) wird in den Ubungen ausgefiihrt. O

Der folgende Satz wird uns gelegentlich hilfreich sein:

4.57. SATZ. Sei —o00 < a < b < oo und sei f: (a,b) — R eine stetige Funktion, fir

die die Grenzwerte lim,_, f(z) und lim,_, f(x) in R existieren und gleich sind. Dann
existiert das Maximum oder das Minimum von f((a,b)) in R.

BeEWEIS. Seil :=lim,_, f(z) = lim,_; f(z). Ist f konstant auf (a,b),soist f =¢ € R
und die Behauptung ist trivial. In allen anderen Fillen gibt es ein zy € (a, b) mit f(xy) # /.
Im Fall f(zo) < ¢ gibt es wegen lim,_,, f(z) = lim,_; f(z) = £ zu einem fest gewéhlten
¢ € (f(xg),?) Punkte a, f € (a,b) mit a < § und mit
(4.22) Vo € (a, ) U(B,0) 1 f(z) > c.
Die Funktion f nimmt aber auf [a, 5] nach Satz [4.19 ihr Minimum in einem Punkt u €
[, 5] an. Insbesondere ist zy € [a, 5] und damit f(u) < f(xg) < c¢. Wegen (4.22) folgt
also f(u) = min f((a,b)).

Den Fall f(zg) > ¢ behandelt man analog oder man geht zur Funktion —f iiber.
Diese besitzt wie schon gezeigt auf (a,b) ein Minimum, welches in einem Punkt v € (a,b)
angenommen wird. Dann ist f(v) = —min(—f((a,b))) = max f((a,b)). O



KAPITEL 5

Differentialrechnung in einer Verédnderlichen

1. Differenzierbare Funktionen

Die Einfithrung des Begriffes der Differenzierbarkeit ist durch die beiden folgende
Fragestellungen motiviert:

e Die Tangentenaufgabe: Gegeben sei eine Funktion f : D — RY mit Defini-
tionsbereich D C R. Gesucht ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt
(a, f(a)) fir ein a € D.

e Bestimmung der Momentangeschwindigkeit eines bewegten Korpers:
Man bestimme die Momentangeschwindigkeit eines nicht notwendig gleichformig
bewegten Korpers an einem vorgegebenen Zeitpunkt .

Beide Aufgaben fithren zu der folgenden Problemstellung: Wie kann man dem fiir
x # a aber x ,nahe“ bei a definierten Ausdruck

L (f@) - f(a)

r—a
in x = a einen Sinn geben? Fiir uns ist dies kein Problem mehr, da wir den Grenzwert-
begriff zur Verfiigung haben.

5.1. DEFINITION. Sei D eine nicht leere Teilmenge von R und sei a € D ein Hiu-
fungspunkt von D. Eine Funktion f : D — R¥ heifit im Punkt a differenzierbar, falls der
Grenzwert

(5.1) f(a): (f(x) = f(a))

in RY existiert. f'(a) heifit die Ableitung der Funktion f im Punkt a.

df 1
- = i
dx (a) xl_rg T —a

Héufig schreiben wir den Grenzwert (5.1) auch in der folgenden Form:

(52) (a) = lim +(F(a+ h) ~ f(a)

Man tiberlegt sich leicht: Genau dann existiert der Grenzwert in (5.2)), wenn der in (5.1)
existiert. Beide Grenzwerte stimmen in diesem Fall iiberein.

5.2. DEFINITION. Sei D eine nicht leere Teilmenge von R, so dal jeder Punkt aus
D ein Haufungspunkt von D ist. Dies trifft z.B. zu, wenn D eine Vereinigung von nicht
ausgearteten Intervallen ist. Eine Funktion f : D — R heifit auf D differenzierbar, falls
f in allen Punkten a € D differenzierbar ist. In diesem Fall wird durch

aHf’(a):ﬁ i !

=1
dx (a) e r—a
eine Funktion f’ = % : D — RY definiert. f’ heifit die abgeleitete Funktion oder Ableitung
von f. Ist f’ in einem Punkt a € D differenzierbar, so heifit

1
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die zweite Ableitung von f im Punkt a. Wir definieren induktiv hohere Ableitungen von
f wie folgt:
1
fo — g gqm _BT
’ dx?

Ist f(") = ZZ—,{ schon fiir ein n € Ny auf ganz D definiert und ist die Funktion f™ auf D
differenzierbar in allen Punkten von D, so heifit die durch

o 1) = L () - (5 (5E)) @

definierte Funktion f™*Y : D — RN die (n+1)-te Ableitung von f. Die Funktion f heift
dann auch n + 1 mal differenzierbar auf D.

Aus Definition 5.1/ und Satz 4.41 erhalten wir die folgende Charakterisierung der Dif-
ferenzierbarkeit in einem Punkt:

5.3. SATZ. Sei D eine nicht leere Teilmenge von R und sei a € D ein Haufungspunkt
von D. Fiir eine Funktion f : D — RY und einen Punkt y € RY sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) f st in a differenzierbar und f'(a) = y.
(b) Ve > 03§ >0Ve e D\ {a}: |z —a| <)== ‘i(f(:c)—f(a))—y <e.

(c) Fir jede Folge (2,)5, aus D\ {a} mit x,, — a firn — oo gilt

(f(zn) — fla)).

5.4. BEISPIELE. (a) Sei D eine nicht leere Teilmenge von R und sei a € D ein
Hiufungspunkt von D. Ist f : D — RY eine konstante Funktion, d.h. f ist
gegeben durch z — f(z) = c fiir ein festes ¢ € RV, so ist f'(a) = 0.

(b) Sein € N. Dann ist die durch f,(x) := 2™ fiir alle z € R auf R definierte Funktion
auf ganz R differenzierbar und es gilt f!(a) = na™! fiir alle a € R.

(c) Fiir alle A € C ist die Funktion f\ : R — C mit fy(z) := exp(A\z) fiir alle z € R
auf ganz R differenzierbar und es gilt

Ve eR: fi(z) = Nexp(\z) .

y = lim
n—oo T, — Q

Insbesondere ist die Exponentialfunktion beliebig oft auf R differenzierbar und es
gilt exp™ (x) = exp(z) fiir alle n € N,z € R.

(d) Die Funktion f: R\ {0} — Rmit f(x) := 1/z ist auf ganz R\ {0} differenzierbar
und es gilt

—1
fl(x) = — fiir alle z € R\ {0}.
x
(e) Die Betragsfunktion |- |: R — R ist im Punkt 0 nicht differenzierbar.

BEWEIS. (a) Dies ist unmittelbar klar wegen

L ()= f(a) = ——(c—) =00 firz—a

r—a r—a
(b)Fiir reelles = # a gilt
flz) = fla) 2" —a” — n—1—j

= —_= mja
Tr—a T —a
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Mit den Grenzwertrechenregeln folgt also

n—1 n—1
llm M — ].lm ijan_l_j — Z a/]an_l_j =n- .an_l‘

r—a Tr —a

(c) Fiir A = 0 ist die Behauptung trivial. Fiir A # 0 und alle reellen h # 0 gilt:

exp(Aa + h)) — exp(Aa)
h

exp(Ah) —1

= exp(Aa) h

Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 gibt es nach Beispiel 4.43| (¢) ein 6 > 0, so daB fiir alle

uwe R\ {0} C C\ {0} mit |u| <0 gilt

exp(u) — 1 ‘
it/ | . S
u = |Aexp(Aa)|
Also erhalten wir fiir alle 0 # h € R mit |h| < ‘#i':
exp(A(a + hf)L) —exp(ha) )\exp()\a)’ = |[Aexp(Aa)| - ‘—exp(i\f;) -1 ll<e.

Hiermit folgt die Behauptung.
(d) Fiir 0 # x € R gilt nach den Grenzwertrechenregeln

. xr+h)— f(x o1 1 1 . -1 -1
o = pim QJ“ZHM%EfQZm@meF'
(e) Wegen
|5'3|—0_{1 fir x > 0
x—0 —1 firz<0
haben wir
st |§|—_00 =1 wd o lim |j—_00 =t
|z]=0

Nach Satz 4.49 hat also der Differenzenquotient in 0 keinen Grenzwert.

z—0

O

Die folgende Aussage erhélt man in naheliegender Weise mit Hilfe von Lemma 4.42.

5.5. LEMMA. Sei f : D — RY eine Funktion mit Definitionsbereich D C R und sei

a € D ein Haufungspunkt von D.

(a) Sei f in a differenzierbar. IstY C D mita € Y und ist a auch ein Hiufungspunkt
von Y, so ist die Funktion fly in a differenzierbar und es gilt (f|y)' (a) = f'(a).
(b) Sei e > 0 beliebig. Genau dann ist f in a differenzierbar, wenn die Restriktion

flu.@np in a differenzierbar ist. Es gilt dann f'(a) = (f|u.(@)np)’(@).

5.6. SATZ. Sei f : D — RN cine Funktion mit Definitionsbereich D C R und sei

a € D ein Haufungspunkt von D. Ist f in a differenzierbar, so ist f in a auch stetig.

BEWEIS. Nach den Grenzwertrechenregeln gilt:

lim(/(z) = £(@) = (e — o) ——(f(a) - f(a) =
~ (e — a)) - lan ——(f(x) ~ f(a)) =0+ /'(a) =0

Mit Folgerung 14.44 folgt die Behauptung.
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WARNUNG: Fiir die Differenzierbarkeit ist die Stetigkeit einer Funktion zwar notwen-
dig aber nicht hinreichend. So ist die Betragsfunktion |- | : R — R zwar auf R stetig aber
nicht in 0 differenzierbar. Es gibt sogar Funktionen f : R — R, die {iberall stetig aber
nirgends differenzierbar sind.

Wir fassen nun die wichtigsten Rechenregeln fiir die Differenzierbarkeit zusammen:

5.7. SATZ (Rechenregeln fiir die Differentiation). Sei D C R wund sei a € D ein
Haufungspunkt von D.

(a) Sind f,g: D — RY in a differenzierbar, so ist fiir alle o, 3 € R auch die Funktion
af + Bg in a differenzierbar und es gilt:

(af + Bg) (a) = af'(a) + B4 (a).

(b) Sind f,g: D — C in a differenzierbar, so ist fir alle o, 3 € C auch die Funktion
af 4+ Bg in a differenzierbar und es gilt:

(af +89)'(a) = af'(a) + By (a).

(¢) (Produktregel). (i) Sind f,g: D — K (K =R oder K = C) in a differenzierbar,
so ist auch die Funktion fg in a differenzierbar und es gilt:

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
(ii) Sind f : D — R und g : D — RY in a differenzierbar, so ist auch die
Funktion fg in a differenzierbar und es gilt:

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

(d) (Kettenregel). Ist f : D — R in a differenzierbar und ist f(D) CY C R so,
daff f(a) ein Héaufungspunkt von Y ist, so ist fir jede in f(a) differenzierbare
Funktion g : Y — RY die Funktion go f : D — RY in a differenzierbar und es
qgilt:

(g0 f)(a) = f'(a)d'(f(a)).

(e) (Quotientenregel). Sind f,g: D — K (K =R oder K = C) in a differenzierbar
und ist g(a) # 0, so ist die auf D, :== {x € D; g(z) # 0} definierte Funktion
f/g: Dy — K in a differenzierbar und es gilt

(j)’<a> _ ['(a)g(a) — f(a)g'(a)
g g(a)?

BewEIs. Die Aussagen (a) und (b) folgen in nahe liegender Weise aus den Grenzwert-
rechenregeln.

(c) Da ¢ in a differenzierbar ist, ist g nach Satz [5.6/ auch in a stetig und es gilt

g(a) = lim,_, g(x) (nach Folgerung [1.44). Mit den Grenzwertrechenregeln erhalten wir
daher:

(5.3)

lim —— ((f9) ) — (f9)(@)) = im (LW gy 4 pla) L (g(2) — gta)))

(9(x) — g(a))

—(1im /@) =10y

r—a T —a

lim g(z) + f(a) lim

Tr—a r—a T — Q

=f"(a)g(a) + f(a)g'(a).
(d) Die Funktion h : Y — RY mit

hy) i {m(g@ —9(f(@)) firy €Y\ {f(a)}
9'(f(a)) fiir y = f(a)
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ist wegen der Differenzierbarkeit von g im Punkt f(a) nach Definition des Grenzwerts bei
Funktionen in f(a) stetig und es gilt fiir alle z € D

9(f(x)) = g(f(a)) = (f(x) = f(a)h(f(x)) .

Unter Verwendung von Folgerung 4.44 und den Grenzwertrechenregeln erhalten wir

(go f)'(a) =lim (9(f(2)) = g(f(a))) = lim =——""=

z—a T — T—a T —a

:@mﬂﬂl@%mmmwzf@ﬂmm-

r—a Tr — a r—a

(e) Wegen g(a) # 0 und der Stetigkeit von ¢ in a (nach Satz [5.0) gibt es ein n > 0, so
daB U,(a) N D C D, und so daf8 die Funktion

1 1
- Dy —K, 2+ —,
9 g(x)
in a stetig ist. Mit den Grenzwertrechenregeln gilt fiir z € U, (a) N D
1 1 1 — 1 !
(L Ly o), L0
z—a\g(z) gla) z—a  g(x)g(a) 9(a)
Wegen Lemma 5.5 ist 1/g also in a differenzierbar und es gilt
1y’ g'(a)
(Yio=-22
g 9(a)
Die Formel (5.3)) folgt nun mit Hilfe der Produktregel. O

5.8. BEISPIELE. (a) Alle Polynomfunktionen p mit Koeffizienten in R oder C sind auf
R differenzierbar und ihre Ableitungsfunktionen sind wieder Polynomfunktionen.

(b) Jede rationale Funktion f = p/q mit Polynomen p, ¢ mit Koeffizienten in K = R
oder K = C ist auf D, := {z € R; ¢(x) # 0} differenzierbar und die Ableitungs-
funktion f’: D, — Kist wieder eine rationale Funktion, deren Nenner Nullstellen
hochstens in R\ D, besitzt.

(c) Die Funktionen sinh, cosh, tanh sind auf ganz R differenzierbar. Fiir die Ablei-
tungsfunktionen gilt:

. / !/ . !/ 1

Ve eR: sinh’(x) = cosh(z), cosh’'(z) = sinh(z), tanh'(x)= cosh(2)?

Die Funktion coth : R\ {0} — R ist auf R\ {0} differenzierbar und es gilt

, —1
VO#zeR: coth(:c):m.
(d) Die trigonometrischen Funktionen sin, cos : R — R sind auf ganz R differenzierbar
und es gilt
Ve eR: sin’(x) = cos(z) cos'(x) = —sin(z).

Die Tangensfunktion und die Cotangensfunktion sind in ihren natiirlichen Defi-
nitionsbereichen D; := R\ {n7 +7/2;n € Z} bzw. D. :== R\ {nw;n € Z}
differenzierbar. Fiir die Ableitungsfunktionen gilt:

1
Vo € Dy : tan'(x) =
x ; an’(x) cos(n)?
und )
Vr e D, : cot/(z) = —
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BEWEIS. (a) folgt mit Satz 5.7 (a), (b) aus Beispiel 5.4 (b). Teil (b) erhdlt man mit
Hilfe der Quotientenregel 5.7/ () aus (a).

(¢) Wegen sinh(z) = (exp(z) — exp(—z)) und cosh(z) = % (exp(z) + exp(—x)) erhilt
man unter Verwendung von Beispiel 5.4 (¢) und den Rechenregeln 5.7/ (a):

sinh’(x) = %(exp(m) — (=1) exp(—z)) = cosh(x)

und 1
cosh’(z) = i(exp(x) + (=1) exp(—=x)) = sinh(z)
fir alle z € R. Wegen tanh(z) = sinh(z)/ cosh(x) folgt mit der Quotientenregel fiir alle
z € R:
tanl (z) = cosh(x) sinh’(z) — sinh(z) cosh’(z) _ cosh(x)? — sinh(x)? _ 1
cosh(x)? cosh(x)? cosh(x)?
Die Aussage fiir coth(x) = cosh(x)/sinh(x) erhdlt man analog.

(d) Wir beachten

VreR: sin(z) = %(exp(ix) —exp(—ix)), cos(z)= %(exp(ix) + exp(—ix)).

Unter Verwendung von Beispiel 5.4/ (¢) und den Rechenregeln [5.7 (a) erhalten wir hieraus

sin’(z) = %(z exp(iz) — (—i) exp(—ix)) = %(exp(ix) + exp(—ix)) = cos(z)

und
1 :
cos'(r) = Q(Z exp(iz) + (—i) exp(—ix)) = %(exp(ix) —exp(—ix)) = —sin(z).
Die Aussagen fiir tan(z) = sin(x)/ cos(x) und cot(z) = cos(x)/sin(x) erhélt man hieraus
mit Hilfe der Quotientenregel. ([l

Ist I C R ein nicht zu einem Punkt ausgeartetes Intervall und ist f : I — RY auf I n
mal differenzierbar (fiir ein n € N), so ist f und fir j = 1,...,n — 1 die j—te Ableitung
U9 nach Satz [5.6] stetig auf I. Ist auch die n—te Ableitung f™ auf I stetig, so sagen wir
fist auf I n mal stetig differenzierbar. Die Menge der auf I n mal stetig differenzierbaren
Funktionen mit Werten in RY bezeichnen wir mit C™(I, RY). Entsprechend sei C"(I,C)
der Raum der auf I n mal stetig differenzierbaren Funktionen mit Werten in C (wobei
wir beachten, dal C der R? mit einer Korperstruktur ist). Ist K = R oder K = C, so
schreiben wir statt C"(I,K) auch kurz C"(I), wenn der zugrundeliegende Korper aus
dem Zusammenhang klar ist. Ist f : I — R auf I beliebig oft differenzierbar, so ist
f e, C™(I,RY). Wir schreiben auch C*°(I,RY) := (7, C"(I,RY).

Mit den Rechenregeln fiir die Differentiation und fiir stetige Funktionen folgt: Fiir alle
n € Ny U {oo} ist C"(I,RY) ein Untervektorraum des Vektorraums aller auf I stetigen
Funktionen.

Aus den Beispielen 5.4 und 5.8 und den Rechenregeln folgt unter Verwendung der
Rechenregeln insbesondere exp, sin, cos, sinh, cosh, tanh € C*°(R).

Wir wollen nun die Frage der Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion einer injektiven
differenzierbaren Funktion untersuchen.

5.9. SATZ. Sei f : I — R eine auf einem nicht ausgearteten Intervall I definierte
injektive, stetige Funktion. Ist f in einem Punkt xo € I differenzierbar und ist f'(xq) # 0,
so ist auch die Umkehrfunktion f=1: f(I) — R in f(xo) differenzierbar und es gilt

—1y/ _ 1
(5.4) (f )(f(:co))—f,@o)-
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BewEIs. Nach Satz 4.32 ist f streng monoton und nach Satz 4.31 ist f(I) wieder ein
nicht ausgeartetes Intervall und die Funktion f=*: f(I) — I C R ist stetig. Insbesondere
ist f(xo) ein Haufungspunkt von f(7). Sei nun (y,)22; eine beliebige gegen f(x() konver-
gente Folge aus f(I) \ {f(yo)}. Wegen der Stetigkeit der Umkehrfunktion f~! folgt nach
dem Folgenkriterium 4.5 z,, := f~'(y,) — f~'(f(x0)) = zo fiir n — oo und wegen der
Injektivitdt von f~! auch z, # wz fiir alle n € N. Wegen f’(z¢) # 0 erhalten wir nach
Satz 5.3l mit Hilfe der Grenzwertrechenregeln:

ST ) — TN () Tn — To 1
lim = lim = .
n—o0 Yn — f (o) n—oo f(an) = f(xo)  f'(o)
Mit Satz 5.3 folgt also die Differenzierbarkeit von f~! in f(zg) und (5.4). O

5.10. BEISPIEL. Die Funktion
d:R—R, zr2a°

ist auf R streng monoton wachsend, differenzierbar, daher auch stetig und bildet R bijektiv
auf R ab. Fiir die Ableitungsfunktion gilt f’(z) = 32? fiir alle x € R. Insbesondere ist
1'(0) = 0. Die Umkehrfunktion f~!: R — R ist nach Satz/1.28 also stetig. Sie ist aber in 0
nicht differenzierbar, denn n=2 — 0 fiir n — oo, aber die Folge der Differenzenquotienten
™) —f7H0) Tt
= =n
n=3—-0 n—3
ist unbeschrénkt und daher divergent. Dieses Beispiel zeigt, dal man in Satz 5.9/ auf die
Voraussetzung f'(zo) # 0 nicht verzichten kann.

5.11. FOLGERUNG. (a) Der natirliche Logarithmus log : (0,00) — R ist auf ganz

(0,00) differenzierbar und es gilt log'(z) = x~! fiir alle reellen x > 0.
(b) Die Funktion

f:(0,00) = R, x> f(z):=2"
ist auf (0,00) differenzierbar und es gilt
() = (1 +log(x))x® fiir alle reellen z > 0.
(c) Sei o € R. Die Funktion

9:(0,00) = R, z— g(z):=a"

ist auf (0,00) differenzierbar und fiir alle reellen x > 0 gilt ¢'(z) = az* .

Beweis. (a) Die Abbildung exp : R — R ist auf R differenzierbar mit exp’(y) =
exp(y) # 0 fir alle y € R und injektiv mit exp(R) = (0,00) (vergl. Satz [4.34 und
Beispiel 5.4). Sei nun z > 0 beliebig und y := log(z). Nach Satz 5.9 ist log = exp™! in
x = exp(y) differenzierbar und es gilt

o19)= oy =

(b) Nach Definition von x® gilt 2% = exp(z - log(z)) fiir alle x € R. Aus (a) erhalten
wir also unter Verwendung der Kettenregel und der Produktregel die Differenzierbarkeit
von f und fiir alle z € (0, c0):

f@) = (o 1 +1-log(x) ) exple - log(x)) = (1 + log(x))a".

(c) Wegen z* = exp(alog(z)) fiir alle z € (0, 00) folgt auch dies mit Hilfe der Ketten-
regel aus (a). O

SHN
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Zusammen mit Beispiel 5.8 (b) folgt log € C*°((0, 00))

5.12. DEFINITION. Sei f : I — RY eine auf einem nicht ausgearteten Intervall de-
finierte Funktion und sei xy € I ein innerer Punkt von I (d.h. es gibt ein n > 0 mit
U,(xo) C I). Die Funktion f heiit in o linksseitig bzw. rechtsseitig differenzierbar falls
der einseitige Grenzwert

! (f(x) = f(xo)) bzw. f'(zf) lim

(f(x) = f(z0))

existiert. f/(zg) bzw. f'(zd) heifit dann die linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitung von
fin xg.

Aus dieser Definition und Satz 4.49 folgt unmittelbar:

5.13. FOLGERUNG. Sei f : I — RY eine auf einem Intervall I definierte Funktion
und set xqy ein innerer Punkt von I. Genau dann ist f in xq differenzierbar, wenn f in
xo links— und rechtsseitig differenzierbar ist und f'(xzy) = f'(x§) gilt. In diesem Fall ist

f'(wo) = f'xg) = f'(x7)-
5.14. BEISPIEL. Die Funktion f : R — R mit f(z) := |z| fiir alle x € R ist in 0
linksseitig und rechtsseitig differenzierbar mit f'(zy) = —1# 1= f'(x7).

2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung mit ersten Anwendungen

5.15. DEFINITION. Sei ) # D C R und sei f : D — R eine reellwertige Funktion auf
D. Ein Punkt zq € D heifit lokale Mazimumstelle (bzw. lokale Minimumstelle) von f,
falls es ein € > 0 gibt mit

(5.5) Ve € DNUA(xg) : f(x) < f(zo) (bzw. f(x) > f(xo)).

f(zo) heifit dann ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum) von f. Ist z lokale

Maximums— oder Minimumstelle von f, so nennen wir xy auch eine lokale Extremstelle
und f(xg) ein lokales Extremum von f. Gilt in (5.5) das <—Zeichen bzw. das >—Zeichen,
S0 nennen wir xy eine isolierte lokale Maximums— bzw. Minimumstelle von f.

Das Auffinden lokaler Extremstellen wird erleichtert durch:

5.16. SATZ. Sei I C R ein Intervall und xq € I ein innerer Punkt von I. Hat [ in xg
eine lokale Extremstelle und ist f in zo differenzierbar, so gilt f'(x¢) = 0.

BEWEIS. Sei zunéchst xy eine lokale Maximumstelle. Daher und, weil z( ein innerer
Punkt von I ist, gibt es ein € > 0 mit U.(z9) C I und f(x) < f(xo) fir alle z € U ().
Insbesondere erhalten wir

f(z) = f(x0)

Vo € (xg —e,x) : P >0
— X
und daher (mit Folgerung 5.13)
x—)xa r — ZL’O
sowie
Vo € (xo, 20 +€) : w <0
— o
und somit (ebenfalls mit Folgerung [5.13)
Flan) = o) = tim LI

x—mc(J{ T — o
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y

ABBILDUNG 1. Lokale Maximumstellen liegen vor in b allen Punkten aus
(¢,d] und in f. Davon sind b und f isolierte lokale Maximumstellen. Die
Punkte a, alle Punkte aus [¢, d), e und g sind lokale Minimumstellen, davon
a, e, g isoliert.

Also muB f'(zg) = 0 gelten. O

5.17. BEISPIEL. Die Funktion f: R — R mit f(x) := 23 fiir alle z € R ist auf ganz R
differenzierbar und die Ableitungsfunktion z +— f’(z) = 322 hat in 0 eine Nullstelle, aber
0 ist keine lokale Extremstelle, da f(z) < 0 = f(0) fiir alle z < 0 und f(z) > 0 = f(0) fiir
alle x > 0 gilt. Das Vorliegen der Nullstelle der Ableitung einer differenzierbaren Funktion
ist also notwendig, aber nicht hinreichend fiir das Vorliegen einer lokalen Extremstelle.

Als Folgerung aus Satz 5.16/ und Satz 4.57 erhalten wir

5.18. FOLGERUNG. Sei —0o < a < b < oo und sei f: (a,b) — R eine differenzierbare
Funktion, fir die die Grenzwerte lim,_, f(x) und lim,_;, f(x) in R existieren und gleich
sind. Dann gibt es ein xy € (a,b) mit f'(zo) = 0.

BEWEIS. Da f als differenzierbare Funktion insbesondere stetig ist, nimmt f nach
Satz 4.57 in einem Punkt zo € (a,b) ihr Maximum oder ihr Minimum an. Insbesondere
ist zo eine lokale Extremstelle und es folgt f’(z) = 0 nach Satz5.16. U

Eine unmittelbare Folgerung hieraus ist:

5.19. FOLGERUNG (Satz von Rolle"). Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall mit
—00 < a <b< +oo und sei f:[a,b] — R eine auf [a,b] stetige und auf (a,b) differen-
zierbare Funktion mit f(a) = f(b). Dann gibt es ein xo € (a,b) mit f'(xy) = 0.

Als erste Folgerung aus dem Satz von Rolle erhalten wir den héufig sehr niitzlichen
Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

IMicHEL ROLLE (21.4.1652-8.11.1719)
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ABBILDUNG 2. Zum Satz von Rolle

5.20. SaTz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei [a,b] C R ein abgeschlosse-
nes Intervall mit —oo < a < b < 400 und sei f : [a,b] — R eine auf [a,b] stetige und auf
(a,b) differenzierbare Funktion. Dann gibt es ein xq € (a,b) mit

Py = 1O =10

ABBILDUNG 3. Zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Beweis. Die Funktion
f(b) = f(a)
b—a
ist auf [a, b] stetig, (a, b) differenzierbar und erfiillt h(a) = f(a) = h(b). Nach dem Satz5 19
von Rolle gibt es also ein z( € (a,b) mit

h:la,b) =R, xz+— h(z):= f(z)— (x—a)

0 = h'(20) = f'(20) — W'

Hieraus folgt die Behauptung. O



102 5. DIFFERENTIALRECHNUNG IN EINER VERANDERLICHEN

Eine allgemeinere Fassung dieses Satzes l&t sich ebenfalls aus dem Satz von Rolle
herleiten:

5.21. SATZ (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei [a,b] C R
ein abgeschlossenes Intervall mit —oo < a < b < +oo und seien f, g : [a,b] — R zwei auf
[a,b] stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktionen. Dann gibt es ein xy € (a,b) mit

(f(0) = f(a)g'(z0) = (9(b) — g(a))f'(wo) -
BewEis. Die Funktion A : [a,b] — R mit
W) = (f(b) = fla))g(x) = (9(b) — g(a))f(x) fiir alle z € [a, b]
ist auf [a, b] stetig, auf (a,b) differenzierbar und erfiillt

h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b) .

Nach dem Satz von Rolle gibt es also ein 2 € (a,b) mit

0 = h'(z0) = (f(b) — f(a))g'(z0) — (9(b) — g(a)) f' (o) -
Hieraus folgt die Behauptung. O

Wéhlt man in Satz 5.21 speziell g(x) = x fiir alle x € [a, b], so sieht man daf der Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung 5.20 tatsichlich ein Spezialfall des verallgemeinerten
Mittelwertsatzes 5.21] ist.

In den nachstehenden drei Folgerungen sei stets a,b € R mit a < b.

5.22. FOLGERUNG. Sei f : [a,b] — R auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar mit
f' =0 auf (a,b). Dann ist f auf |a,b] konstant.

BEWEIS. Fiir alle z,y € [a,b] mit < y gilt nach dem Mittelwertsatz5.20) (angewendet
auf die Einschrinkung von f auf das Intervall [z, y]): Es gibt ein xy € (z,y) mit

f(@) = fy) = (= y) f'(w0) = 0.
Daher ist f auf [a, b] konstant. 0

Wir werden héufig die folgende Variante dieser Folgerung anwenden:

5.23. FOLGERUNG. (a) Sei f = (f1,..., fn) : [a,b] = RY auf [a,b] stetig und auf (a,b)
differenzierbar mit f' =0 auf (a,b). Dann ist f auf [a,b] konstant.

(b) Sei I C R ein nicht zu einem Punkt ausgeartetes Intervall und sei f = (f1,..., fn) :
I — RY auf I differenzierbar mit f' =0 auf I. Dann ist f auf I konstant.

BEWEIS. (a) folgt, indem wir Folgerung [5.22] anwenden auf die Komponentenfunktio-
nen f;, j=1,...,N.

(b) Nach Satz 5.0 ist f auf I stetig. Fiir alle z,y € I erhalten wir durch Anwendung
von (a) auf die Einschrankung von f auf [z, y] die Aussage f(z) = f(y). Also ist f auf [
konstant. U

Der verallgemeinerte Mittelwertsatz der Differentialrechnung findet auch Anwendung
im Beweis der folgenden Regeln von de 1I'Hospital®.

2GuiLLauME FRANGOIS ANTOINE MARQUIS DE L'HOPITAL (1661-2.2.1704).
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5.24. SATZ (Regeln von de 'Hospital). Sei —oo < a < b < oo und seien f,g : (a,b) —
R zwei auf (a,b) differenzierbare Funktionen mit ¢'(x) # 0 fiir alle z € (a,b). Es gelte
(a) lim,—, f(x) =0 = lim,_, g(x)
oder
(b) lim, ., f(z) = £o0 und lim,_,, g(x) = +oo.
Eistiert der Grenzwert

!
(= lim f/(a:) in R=RU{—o00,00}
r—a g (l‘)
so existiert auch der Grenzwert
li
lim /() in R und es gilt lim M = li fz)

z—a g(x) z—a g(z) w=eg'(z)

BewEeIs. Wir behandeln zunédchst den Fall (a). Hétte g eine Nullstelle u in (a, b), so
wiirde nach Folgerung [5.18 ein v € (a,u) existieren mit ¢’(v) = 0 im Widerspruch zur
Voraussetzung. Also ist g(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Ebenso sieht man, da8 es keine Punkte
z,y € (a,b) geben kann mit x # y und g(z) = g(y).

Ist £ € RU{—o0} und C > ¢ beliebig, so gibt es ein ay = a1(C) > a mit

f'(z)
g'(x)
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz [5.21 der Differentialrechnung gibt es also fiir
a<zr<y<a einz=z(zvy) € (a, a) mit

fl@) = fly) _ ['(2)
g(r) —gly)  g'(2)

Fiir x — a erhalten wir hieraus f(y)/g(y) < C fiir alle y € (a, ). Insbesondere gilt im
Fall { = —oc:

Vo € (a,aq) : < C.

<C.

lim /) =—o0=/
y=a g(y)
Ist nun £ € RU {oo} und ¢ < ¢ beliebig, so gibt es ein ay = as(c) > a mit
f'(x)
Vo € (a,as) : > c
(w02 )

Analog wie im ersten Fall sieht man mit Hilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung,

-
~—

(y
Yy € (a,as) : —== >c.

(@ 02) 9(y)
Insbesondere gilt im Fall ¢ = oo:

f@) S

9(x) e g/(t)
Im Fall ¢ € R gilt fiir beliebig vorgegebenes ¢ > 0 mit a := min{ay ({+¢/2), as(f—e/2)}
fir alle € (a, @) nach dem bisher Gezeigten:

()

g()

fir x — a.

< =-<e.

DO ™

Damit folgt auch in diesem Fall
!/
lim @ = lim f,(x) :
A g@) e g ()
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In der Situation (b) behandeln wir nur den Fall
(5.6) lim f(z) = 400 und lim g(x) = +o0

Die iibrigen Fille lassen sich leicht darauf zuriickfiithren.
Ist ¢ € RU{—o0} und C' > ¢ beliebig, so gibt es zu C := max{C—1, (C+{)/2} € (¢,C)

nach Voraussetzung ein oy = a;(C) > a mit

f'(@)

Vz € (a, ] : g(x) >0, f(z) > 0 und 7 ()

< (.

Wegen (5.0)) gibt es ein v = v1(C') mit
(5.7) Vz € (a,m) : g(@) > g(ar) und  f(z) > f(a).

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz [5.21' der Differentialrechnung gibt es fiir alle
€ (a,m) ein z(x) € (z,aq) mit

f@) = flo) _ fw)

g9(x) = glon)  g'(2(x))

Insbesondere mufl C; > 0 sein. Da C' > { beliebig war, mufl ¢/ > 0 gelten. Wegen (5.6))

gibt es ein &1 = §;(C) € (a,y1) mit

< (.

(5.8) 0<

(o)
| i@ _C
(5.9) V€ (a,d;) : 0< . o) < c,
f(z)
und es folgt mit (5.8) und (5.9) fiir alle z € (a, 01):
O )
f@) _ fl@) = floa) glx) _ fix( O
o)~ 9@ —gla) | Sy~ g:a) ~ G
f(z)
Wegen ¢ > 0 folgt im Grenzfall £ = 0 hieraus
o f@) f'(x)
Mg g

Ist nun £ € (0, 00] und 0 < ¢ < £ beliebig, so gibt es zu ¢; = min{c+1, (¢c+¢)/2} € (¢, )
ein ap = ap(cy) > a mit
f'(x)
g'(x)
Wie im Fall ¢ < oo gibt es ein 75 € (a, ), so daBl (5.7) erfiillt ist. Nach dem ver-
allgemeinerten Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir alle € (a,72) ein
z = z(z,a1) € (z,az) mit

Vo € (a,aq) : > .

(5.10)

> C1

f(@) = flaa) _ ['(z(2))
g9(z) — glaz) — g'(2(2))
Wegen (5.6) und 0 < ¢/¢; < 1 gibt es ein dy = do(c) € (a,72) mit

1— g(a)
, glr) _ ¢
(5.11) Vo € (a,dy) : . o) > o
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und es folgt mit (5.10) und (5.11) fiir alle = € (a, d2):

;| 9la2)
f@) _J@)=flas) gl fGe@) e
@) gle)—gla) | floa)  gG(x) = e
f(z)
Insbesondere gilt im Fall £ = oo
m—>oozlim& fir z — a
9(x) t—a g'(t) '

Im Fall ¢ € (0, 00) gilt fiir beliebig vorgegebenes € > 0 mit § := min{d; (¢ +¢/2), d2(c)}
mit 0 < ¢ <l und ¢ > ¢ —¢/2 fir alle x € (a,d):

f@ _,

g(x) <e.

Damit folgt auch in diesem Fall

f) S
o) )

O

Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir Grenzwerte am rechten Intervallende und
fiir beidseitige Grenzwerte.

Die nachstehende Folgerung aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist hdufig
niitzlich bei der Suche nach Abschétzungen.

5.25. FOLGERUNG. Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Es gebe
Konstanten m, M € R mit

Vz € (a,b): m < f'(z) <M.
Dann gilt fir alle x,y € [a,b] mit © < y:
(y—z)m < f(y) — flz) < M(y —z).
Insbesondere ist f dann Lipschitz—stetig mit der Lipschitz—Konstanten L = max{|m|, |M|}.

BEWEIS. Dies erhélt man unmittelbar, indem man fiir alle x,y € [a,b] mit z < y den
Mittelwertsatz anwendet auf die Einschrinkung von f auf [z, y]. O

5.26. SATZ. Sei a € C und sei f: R — C eine differenzierbare Funktion mit
Ve eR: f(z) =af(x).
Dann gilt
(5.12) Ve eR: f(z) = f(0)e*”.
BEwEIS. Die Funktion
h:R—C, z+— h(z) = f(x)e” ™

ist nach Beispiel 5.4 (b) und der Produktregel [5.7 (¢) auf R differenzierbar und es gilt fiir
alle x € R:

W(z) = f(x)e™™ —af(z)e™ = (f'(z) — af(z))e™™ = 0.
Nach Folgerung [5.23 ist h auf R konstant. Es gilt also fiir alle x € R:

h(z) = h(0) = f(0)e™" = f(0)
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und damit (5.12). O

5.27. SATZ. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R auf |a,b] stetig und auf
(a,b) differenzierbar.

(a) Genau dann ist f auf [a,b] monoton wachsend (bzw. fallend), wenn fir alle x €
(a,b) gilt f'(z) >0 (bzw. f'(x) <0).

(b) Gilt f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fir alle € (a,b), so ist f auf [a,b] streng
monoton wachsend (bzw. fallend).

BEWEIS. Zu “=" in (a): Sei also f auf [a,b] monoton wachsend und sei z € (a,b)
beliebig. Dann gilt
1) -1

Ve € (a,x) : p——
und daher auch ) — F(©)
/ : r)—
Im monoton fallenden Fall verfahrt man analog.
Zu (b) und zu “<=" in (a): Sei nun f'(z) > 0 (bzw. f'(z) > 0) fiir alle x € (a,b)
und seien z1, x5 € [a,b] beliebig mit 1 < 3. Nach dem Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung 5.20] (angewendet auf die Einschrankung von f auf [zq,x2]) gibt es also ein

zo € (21,22) C (a,b) mit

f/(xo) — f(x;z : i:l(‘rl_) .
Wegen x5 — z1 > 0 und f'(zo) < 0 (bzw. f'(z9) < 0) folgt also f(z1) < f(zg) (bzw.
f(z1) < f(xq)). Die Félle f'(x) > 0 (bzw. f'(x) > 0) auf (a,b) behandelt man analog. O

BEMERKUNG. Die Funktion f : [-1,1] — R, z — z?, ist auf [—1,1] streng mono-
ton wachsend. f’ besitzt aber in 0 eine Nullstelle. Dies zeigt, daf in Satz 5.27 (b) die
Umkehrung nicht gilt.

Sei nun I C R ein beliebiges nicht zu einem Punkt ausgeartetes Intervall. Indem
wir Satz 5.27 auf jedes abgeschlossene Intervall [z, zo] mit 1,20 € I und mit z; < x9
anwenden (unter Beachtung, dafl nach Satz 5.0 jede auf I differenzierbare Funktion auch
auf I stetig ist), erhalten wir:

5.28. FOLGERUNG. Sei f : I — R eine auf einem nicht zu einem Punkt ausgearteten
Intervall differenzierbare Funktion. Dann gilt mit a := inf I und b :=sup[:

(a) Genau dann ist f auf I monoton wachsend (bzw. fallend), wenn fiir alle x € (a,b)
gilt f'(x) >0 (bzw. f'(x) <0).

(b) Gilt f'(x) >0 (bzw. f'(x) <0) fiir alle x € (a,b), so ist f auf I streng monoton
wachsend (bzw. fallend).

Wir erhalten nun ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen einer lokalen Extrem-
stelle.

5.29. SATZ. Sei I C R ein nicht zu einem Punkt ausgeartetes Intervall, sei f: 1 — R
eine auf I differenzierbare Funktion und sei xo ein Punkt aus I.
(a) Gibt es ein & > 0 mit Us(xg) := (xg — 6,20 +9) C I und gilt f'(z) < 0 auf
(xo — 0, x0) sowie f'(x) >0 auf (xg,x9+ ), so ist xy eine lokale Minimumstelle.
Gilt sogar f'(x) < 0 auf (xg — §,x0) sowie f'(x) >0 auf (xo,xo + ), so ist diese
1soliert.
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(b) Gibt es ein & > 0 mit Us(xg) := (o — 0,20 + 0) C I und gilt f'(x) > 0 auf
(xg — 0,x0) sowie f'(x) <0 auf (xg,xo+9), so ist xy eine lokale Mazimumstelle.
Gilt sogar f'(x) > 0 auf (xg — 0, x0) sowie f'(x) <0 auf (xo,z0+ ), so ist diese
1soliert.

Bewels. (a) Nach Folgerung 5.28 ist f auf (xg — d, 9] monoton fallend (bzw. streng
monoton fallend) und auf [z¢,xy + J) monoton wachsend (bzw. streng monoton wach-
send). Insbesondere gilt also fiir alle z € (z¢ — J, 29 + §) die Ungleichung f(x) > f(xo)
(bzw. f(x) > f(zo)). xo ist daher eine lokale Minimumstelle (bzw. eine isolierte lokale
Minimumstelle).

(b) zeigt man analog. O

Eine weitere hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen einer isolierten lokalen Extrem-
stelle ist durch den folgenden Satz gegeben.

5.30. SATZ. Sei ) # I C R ein offenes Intervall, f : I — R auf I differenzierbar und
sei xg € I mit f'(xo) = 0. Existiert in xy die zweite Ableitung und ist f"(xq¢) # 0, so ist
xo eine isolierte lokale Extremstelle und zwar eine isolierte lokale Maximumstelle, falls
f"(x9) < 0 und eine isolierte lokale Minimumstelle im Fall f"(xq) > 0.

BeEwEIS. Ist f”(x¢) > 0, so erhédlt man

/ o /
T—To T — X T—=r0 T — T
Es gibt daher ein § > 0 mit (xg — 0,29 + ) C I, so daB gilt:
/
Vo e (zg— 9,20+ 0) \ {0} : M>0.
T — X

Es folgt
f'(z) <0 fiir alle x € (zg — 0, 0) und

f'(z) >0 fiir alle x € (zg, 20+ 9).

Mit Satz [5.29 folgt: xq ist isolierte lokale Minimumstelle. Analog sieht man, dafl im Fall
f"(z9) < 0in zg eine lokale Maximumstelle vorliegt. O

BEMERKUNG. Die Bedingung f”(zy) # 0 im vorstehenden Satz ist hinreichend, aber
nicht notwendig fiir das Vorliegen einer isolierten lokalen Extremstelle. So gilt fiir die
Funktion

f R=R, z+— f(z):=a"

esist f/(0) = f”(0) = 0. Wegen f'(z) = 42® < 0 fiir < 0 und f'(z) = 423 > 0 fiir 2 > 0
besitzt f nach Satz5.29/in O eine isolierte lokale Minimumstelle.

BEISPIELE. (a) 0 ist nach Satz 5.30) isolierte lokale Minimumstelle der Funktion
p:R—=R, 2w px):=a"— 72+ 227 + 2002,

denn p'(0) = 0 und p"(0) =4 > 0.
(b) Fiir alle n € Z ist 2nm isolierte lokale Maximumstelle und (2n+ 1)7 isolierte lokale
Minimumstelle von cos : R — R, denn

cos'(2nm) = —sin(2n7) = —sin(0) = 0 und

cos”(2nm) = — cos(2nm) = —cos(0) = =1 < 0
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und
cos'((2n + 1)m) = —sin((2n + 1)7) = —sin(7r) = 0 und

cos”"((2n + 1)m) = —cos((2n+ 1)7) = —cos(m) =1 > 0.

3. Konvexe Funktionen

5.31. DEFINITION. Sei I C R ein nicht zu einem Punkt ausgeartetes Intervall. Eine
Funktion f : I — R heif3t konvex, falls gilt:

(5.13) Vxy, 29 € I mit 2y < 2oV € (0,1):  flar;+(1—a)z2) < af(z1)+(1—a)f(z2) .

Gilt hierbei stets “<” statt “<”, so heifit f streng konvex. f heifit konkav bzw. streng
konkav, falls die Funktion — f konvex bzw. streng konvex ist.

ABBILDUNG 4. Die Ungleichungen (5.13) und (5.10) besagen, da die
Punkte der Sehne zwischen (1, f(x1)) und (x9, f(x2)) stets oberhalb des
Graphen von f liegen miissen.

Konvexe Funktionen lassen sich auch wie folgt charakterisieren:

5.32. SATZ. Sei I C R ein nicht zu einem Punkt ausgeartetes Intervall. Fir eine
Funktion f : I — R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist konvex (bzw. streng konvex) auf I.
(b) Fir alle x1,x9,x € I mit x1 < x < x9 gilt:

(5.14) f(x) <

bzw.
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(c) Fiir alle x1,x9,x € I mit x1 < x < xo gill:

F@) = o) _ f) ~ f)

T — T - To — X

(5.15)

bzw.

f(x) = f(x1) < f(z2) — f(2)
T — T Ty —T
(d) Fir alle x1, 29,2 € I mit x1 < x < xo gilt:
)~ 1)
To — Iq

(5.16) f(@) < f(z1)

bzw.
| @) = @)

Lo — T1

f(x) < f(@1)

ABBILDUNG 5. Ungleichung (5.15) besagt, daf die Steigungen aufeinan-
derfolgender Sekantenabschnitte monoton wachsen

BeEwEIS. “(a)<=(b)” Wahlen wir in (5.13) a := it — , so folgt durch elementare
T2 — Z1

und =z = azy + (1 — a)xe. Aus (5.13) folgt also (5.14). Ist

r — I

Rechnung 1 — a =
To — X1
umgekehrt z1, x5 € I mit x1 < x5 und a € (0, 1) gegeben, so folgt mit z := ax;+ (1 —a)xs

e T Aus (5.14) folgt also (5.13).

und 1 — o =

durch Auflésen nach a: a =
To — T1 To —T1

Man sieht auch, daf§ genau dann in (5.13) stets das <—Zeichen steht, wenn es stets in
(5.14) steht.

“(b)<=>(d)” ist offensichtlich, da, wie man durch elementare Umformungen sieht, die
rechten Seiten von (5.14) und (5.16) tibereinstimmen.
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“(b)<=(c)” Indem man die Ungleichung (5.15) mit (z —xz1)(z2 — ) durchmultipliziert
sieht man, dafl diese dquivalent ist zu

(zg — 2)(f(7) = f(21)) < (2 — 21)(f(22) — f(2))

was dquivalent ist zu

(w2 — 1) f(2) < (22 — 2) f(21) + (72 — ) f(22)
was offensichtlich dquivalent ist zu (5.14). Die Umformungen zeigen auch, dafl genau dann
in (5.15) das <-Zeichen steht, wenn es in (5.14) steht. O

5.33. SATZ. Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem nicht zu einem
Punkt ausgearteten Intervall I C R. Dann gilt:
(a) Genau dann ist f auf I konvex (bzw. streng konvez), wenn f'(x) monoton (bzw.
streng monoton) wachsend auf I ist.
(b) Genau dann ist f auf I konkav (bzw. streng konkav), wenn f'(x) monoton (bzw.
streng monoton) fallend auf I ist.

BEWEIS. (a) “==": Sei also f auf I konvex (bzw. streng konvex) und seien xy,z5 € I
beliebig. Dann gilt fiir alle u,v,x € I mit 1 < u <z < v < xy:

(5.17) f(x) — f(z1) < f(z2) — f(x) —_— flz) — f(xy) - flz2) — f(x)

9

(5.18) f<uqi:,];(xl) < f(xiii(u) and f(i)}:i(x) < f(iC;):Z(U)‘

Fiihren wir in (5.18) die Grenziibergénge fiir v — z1 und v — x9 durch, so erhalten wir

f/(l‘l) < f(l?) _f(xl) und f/(fEQ) > f(il?g) _f(x)
r— T Ty — X
woraus wegen (0.17) f'(z1) < f'(x2) (bzw. f'(x1) < f'(x2)) folgt. f' ist also monoton
(bzw. streng monoton) wachsend.
“<=": Sei nun f’ monoton (bzw. streng monoton) wachsend auf I und seien xy, x9, z €
I beliebig mit x1 < x < x5. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 5.20/ gibt

es Punkte & € (z1,2) und & € (z,x5) mit

f’(&) _ f(l’) B f(lj) und f/(£2) _ f(x2) B f(l’) ]

r — T To — X
Nach Voraussetzung ist f’ auf I monoton (bzw. streng monoton) wachsend. Es folgt daher:
fz) = f(x1) < f(z2) — f(2) baw. f(@) = f(z1) < f(x2) — f(z) .
x —x Ty — X x — 1 Ty — X
Die Funktion f erfiillt also die Bedingung in Teil (c¢) von Satz [5.32] und ist daher nach

diesem Satz konvex (bzw. streng konvex).
(b) folgt durch Anwenden von (a) auf die Funktion — f. O

I

5.34. FOLGERUNG. Sei I C R ein nicht zu einem Punkt ausgeartetes Intervall und sei
f I — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann gilt:
(a) Genau dann ist f auf I konvex (bzw. konkav), wenn f"(x) >0 (bzw. f"(z) <0)
fir alle x € I gilt.
(b) Ist f"(z) > 0 (bzw. f"(x) < 0) fir alle x € I, so ist f auf I streng konvex (bzw.
streng konkav).
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BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Folgerung [5.28 und Satz 5.33 O

5.35. DEFINITION. Sei [ ein nicht zu einem Punkt ausgeartetes Intervall. Ein Punkt
xo € I heiit Wendepunkt von f, falls es ein 0 > 0 gibt mit (zq — 0,29 + ) C I, so dafl f
auf (zg — d, zg) konvex und auf (z¢, xo + ) konkav ist oder dies fiir die Funktion — f gilt.

5.36. FOLGERUNG. Hat eine differenzierbare Funktion f : I — R (I wie vor) in einem
Punkt o € I einen Wendepunkt, so besitzt f' in xy eine lokale Extremstelle. Ist also f
in xo sogar zweimal differenzierbar, so ist f"(xg) = 0. Umgekehrt gilt: gibt es ein 6 > 0
mit (xg — 0,20+ 0) C I und ist f' auf (xg — d, z9) monoton wachsend und auf (xq, xo+ 9)
monoton fallend oder gilt dies fiir —f', so besitzt f nach Definition|5.35 und Satz!5.35 in
xo einen Wendepunkt. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn f in einer Umgebung
von xo zweimal differenzierbar ist und f" in xo einen Vorzeichenwechsel besitzt.



KAPITEL 6

Integralrechnung in einer Verénderlichen

1. Das Riemann—Integral

In diesem Abschnitt sei I = [a, b] stets ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall mit
—o00 < a<b<oo.

6.1. DEFINITION. (a) Eine endliche Teilmenge 3 von / mit a,b € 3 nennt man eine
Zerlegung oder eine Partition von I. Ist 3 eine Zerlegung von I mit n + 1 paarweise ver-
schiedenen Punkten, so kénnen wir diese der Grofie nach durchnumerieren und schreiben
dann

3={a=ty <ty <---<t,=0}.
Fir j = 1,...,n nennen wir [t;_q,t;] das j-te Teilintervall von 3. Die maximale Lénge
der Teilintervalle

5(3) = H’laX{tj — tjfl; 1 SJ S TL}
heifit die Feinheit der Zerlegung 3 und 3(I) bezeichne die Menge aller Zerlegungen des
Intervalls 1.

(b) Sind 31, % € 3(I) mit 3; C %, so nennen wir 3, eine Verfeinerung von % und sagen
% ist feiner als 3. Offensichtlich gilt dann §(3;) > 6(3,).

(c) Sei f: I — R eine beschrinkte reellwertige Funktion auf /. Dann ist

1f]l7 = stlel?lf(t)l < 0.

Wir nennen || f||; die Supremumsnorm von f auf I. Ist

j={a=to<ti <---<t,=0b} €3),

so existieren fiir j = 1,...,n die Infima und Suprema von f auf dem j—ten Teilintervall,
(6.1) my = inf f([tj-1,4]), Mj = sup f([t;, 1;]) .
Wir setzen

(6.2) Zm] ti—1) und O(f,3) : ZM ti—ti—1)

und nennen U(f,3) die Untersumme und O(f,3) die Obersumme von [ zur Zerlequng 3.

6.2. LEMMA. Sei f : I — R eine beschrinkte Funktion und m := inf f(I), M :=
sup f(I).

(a) Pir alle 3 € 3(1) gilt U(f,3) < O(f.3).
(b) Sind 3,3, € 3(I) zwei Zerleqgungen mit 3, C 3, und ist |3, \ 3;| = p (d.h. 3> hat
genau p zusdtzliche Unterteilungspunkte), so gilt

0<Uf %) —U(f.3) < 206G f1,
0<0(f,3) = O(f:3) < 205G flr-

Wegen (a) gilt also insbesondere:
U(f7 31) S U(f)}Q) S O(fv 32) S O(f7 31)

112

(6.3)
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(c) Fir alle 3,,3, € 3(1) gilt U(f,3,) < O(f,3)-

(d) Es existieren das Unterintegral

Ua(f) = sup{U(£,3); 3 € 3()}
und das Oberintegral

Oq(f) =nf{O(£,3); 3 € 3(1)}
und es gilt: m(b —a) < UL(f) < Ob(f) < M(b—a).
BEWEIS. (a) Sei 3 = {a =ty < t; < --- < t, = b} € () beliebig. Nach den
Definitionen in (6.2) gilt (mit m;, M; wie in (6.1)):

n

O(f,3) = U(f,3) = > _(M; —m;)(t; — ;1) > 0.

j=1

(b) Wir beweisen nur die erste Ungleichung in (6.3), die zweite zeigt man analog
oder durch Anwenden der ersten auf die Funktion —f (unter Beachtung von O(f,3) =
—U(—f,3) fiir alle 3€3(1)). Wir fiithren den Beweis durch vollsténdige Induktion nach p:

Induktionsanfang: Sei p =1, also 3 =% U {u} mit u ¢3. Ist

h={a=to<ty <---<t,=0},

so mul u € (ty_1,t;) fiir genau ein k € {1,...,n} gelten. Seien m;, M, fiir j =1,...,n
zu f und % geméaf (6.1) gebildet. Wir setzen zusétzlich m’ := inf f([tx_1,u]) und m” =
inf f([u, tx]). Dann ist my < m’ und my, < m” und es folgt

N

U(f,3) —U(f,5) = ‘ m;(t; —tj—1) +m'(u—tg_1) +m"(ty — u)+

n

(6.4) + > mylty —tj) - imj(tj —tj-1)

j=k+1
=m'(u—tp_1) +m"(ty —u) — my(ty, — tp_1) =
=(m" —myg)(u—tp_1) + (m" —my)(tx —u) > 0.
Ferner gilt wegen my < m’ und my < m” :
0<m'—my =inf f([tr_1,u]) —inf f([tr_1,t]) <
< flle o+ Al =201
Ebenso erhélt man
0<mp—m" <2|f|r-

Setzen wir dies in (0.4)) ein, so folgt

0<U(f.3) = U(f.3) = (m" —mi)(u — ti—r) + (m" — mp) (b — w)
< 20| fllr(uw = to—r +te —u) = 2| fll1(te — to-1)
< 2[|f1[:6(:) »
womit die erste Ungleichung in (6.3) im Fall p = 1 gezeigt ist.

Sei nun schon die erste Ungleichung in (6.3) fiir ein p € N bewiesen und seien 3,3, €
3() mit 3, C 3, und |3, \ | =p+1, also 3, = 3 U {u,...,up, upp1} mit paarweise
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verschiedenen wy, ..., u,, upr1 € I\ 3. Dann folgt mit 3 := 3, U {us,...,u,} (und unter
Beachtung von 6(3) < 6(3,)) nach Induktionsvoraussetzung
U(f? 32) - U(f, 31) = y(f7 22) - U(f7 3/)1+\(](f7 3/) o U(f7 31)}
>0 >0

< Nf11:0GF) + 22l f11:6Gy) < 2(p + DIf11:0Gy) -
Damit ist gezeigt, dafl die erste Ungleichung in (6.3) fiir alle p € N gilt.
(c) Da 3, := 3, U3, eine Verfeinerung von 3, und von 3, ist, erhalten wir mit (a) und
(b):
U(f,31) <U(f,33) < O(f,3) < O(f,3) -
(d) Fiir alle 3,3, € 3(I) gilt nach (c): U(f,3) < O(f,3,). Nach dem Supremumsaxiom

existiert also
Uy (f) =sup{U(f,3); 3€3(1)}
und es gilt fiir alle 3, € 3(1):
Ug(.f) S O(f??l) .

Nochmals nach dem Supremumsaxiom existiert

Ou(f) = inf{O(f,3,)3 3, € 3(1)}
und es gilt U’(f) < O°(f). Insbesondere folgt fiir alle 3 € 3(1):

U(f,3) < Ua(f) < Og(f) < O(f.3).

Mit der speziellen Wahl 3 := {a =ty < t; = b} erhalten wir die behauptete Ungleichung.
U

Wir kénnen nun das Riemann-Integral” definieren:

6.3. DEFINITION. Eine beschrinkte Funktion f := I — R heifit auf I = [a,b]
Riemann—integrierbar, falls US(f) = O’(f). Wir nennen dann

/ F(t)dt = U(f) = OX(f)

das Riemann—Integral von f iiber [a,b]. Die Menge der auf I reellwertigen, Riemann—in-
tegrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit R (7).

Das Riemann-Integral kénnen wir auch fiir C-wertige Funktionen einfithren: Wir nen-
nen eine komplexwertige, beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — C auf I Riemann—
integrierbar, genau dann, wenn die reellwertigen Funktionen Re f,Im f : I — R auf [
Riemann—integrierbar sind. Ist dies der Fall, so sei

b b b
/ f(z)dz ::/ Ref(a:)dx—i—z’/ Im f(z)dz .
Die Menge der auf I komplexwertigen, Riemann-integrierbaren Funktionen bezeichnen
wir mit R(I,C).

Entsprechend gehen wir fiir K = R oder K = C im K¥-wertigen Fall vor: Eine be-
schrinkte, K¥—wertige Funktion f = (fi,..., fn) : I = [a,b] — K heifle auf I Riemann—
integrierbar genau dann, wenn die K-wertigen Funktionen f; : I — K fir j =1,..., N
auf I Riemann—integrierbar sind. Ist dies der Fall, so sei

/abf(x)dx = (/ab fi(x)dz, .. .,/ab fN(x)dx> _

!GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (17.9.1826-20.7.1866)
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Die Menge der auf I Riemann-integrierbaren, K~-wertigen Funktionen bezeichnen wir
mit R(I,KY).

Ist f: I — [0,00) eine nichtnegative Riemann—integrierbare Funktion, so nennen wir

fab f(x)dx auch den Fldcheninhalt des Bereichs By := {(z,y);a <2 <b,0 <y < f(z)}
zwischen dem Graphen von f und der x—Achse.

Wir geben nun einige dquivalente Beschreibungen der Riemann—Integrierbarkeit:

6.4. SATZ. Fiir eine beschrinkte Funktion f : I — R sind dquivalent:
(a) f ist auf I Riemann—integrierbar.

(b) Ve >033€3D): O(f.9) - U(f,3) <=

(c) Es gibt eine Folge (3,)5, aus 3(I) mit

Tim U(f.3,) = lim O(/.3,).
(d) Es gibt eine Folge (3,)0, aus 3(I) m

sup U(f.3,) = inf O(f.3,) -

neN

Ist (¢) bzw. (d) erfiillt, so gilt

b
| #adda =t U(£3,) = lim O(£.3,),
bzw.

[ e = s u(r3,) = nf 0173,

neN

BEWEIS. “(a)==(b)”: Ist f : I — R Riemann-integrierbar, so ist U’(f) = O%(f).
Nach Definition des Ober— und des Unterintegrals gibt es nach Lemma [1.16 zu beliebig
vorgegebenem ¢ > 0 Zerlegungen 3,3, € 3({) mit

UL = S <U(£.3) SUNS) und OL(F) < O(f,3) < OUF) +

Fiir 3:= 3, U3, erhalten wir dann unter Verwendung von Lemma [6.2:

UNP) =5 < U(F.3) S UL < ULF) < O4F) < O(£.9) < O(£.3,) < OLf) + 5
und hieraus wegen O(f) = UX(f)

O(fvg)_U(fa3> <e.

“(b)==(c)": Ist (b) erfiillt, so gibt es zu jedem n € N eine Zerlegung 3, € 3(I) mit
0<O(f,3,) —U(f,3,) <eén:=1/n. Insbesondere erfiillt die Folge (3,)7>, die Forderung

().
“(c)==(d)": Ist (3,)r, eine Folge in 3(1), welche der Bedingung in (c¢) gentigt, so gilt
fiir alle £ € N:

0< inf O(f.3,) —supU(1.3,) < O(f.3) ~ U(. ) — 0 fir k — oo.

Also erfiillt die Folge (3,)22, auch (d).

n=1

“(d)==(a)” und Beweis des Zusatzes: Sei nun (3,)s>, eine Folge in 3(I), welche (d)
erfillt. Dann gilt mit J := sup,, oy U(f,3,) = inf,en O(f, 3,,):

J <sup{U(f.3); 3 € 3(1)} = UJ(f) < Oa(f) = inf{O(f,3): 3€ 3(1)} < J.
Also gilt J = UL(f) = O°(f). f ist daher auf I = [a,b] Riemann—integrierbar und es ist
J= [T f(t)dt. O

5 .
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6.5. BEISPIELE. (a) Sei ¢ € R und sei f.: I — R die konstante Funktion mit f(t) =
fir alle t € R. Dann ist f. auf I Riemann-integrierbar und es gilt f; fe(t)dt = (b —a)c.

(b) (ARCHIMEDES) Die Funktion f : [0 1] — R mit f(z) := 22 fiir alle z € [0,1] ist
auf I Riemann-integrierbar und es gilt fo x)dr =1/3.

(c) Fiir die Funktion f : [0,1] — R mit

1 firzef0,1]NnQ
f(x)'_{o fiir 7 € [0,1]\ Q

gilt Ug(f) = 0 und O}(f) =1 und daher f ¢ R([0,1]).

BeEWwEIS. (a) In diesem Fall gilt m = M = ¢ in Lemma [6.2/ und es folgt die Riemann—

Integrierbarkeit von f, nach Definition 6.3/ und Lemma 6.2 sowie fab fe(t)dt = (b — a)c.
(b) Wir betrachten die Zerlegungsfolge (3,,)52; mit

n=1

0 1
ho={0=" <o <1} firalleneN.
n o n n
Da f auf [0, 1] monoton wachsend ist, folgt hier fiir j =1,...,n

o5 ) (5 i (52 4) - (G

n

und somit

j=1
sowie

"L —1\2 1_ 1

U3 = (o) 2= 0(1.3) - — 5 fiwn — oo

j=1

Nach Satz 6.4 ist f auf [0, 1] Riemann—integrierbar und es gilt fol f(z)dz =1/3.
() Sei 3={0=ty <ty <--- <t, =1} € }[0,1]) beliebig. Nach Definition von f
und Satz [1.43 gilt hier fir k =1,...,n:
my = inf f([t;-1,%]) = 0 und Mj == sup f([t;-1,8;]) = 1.

Es gilt also U(f,3) = 0 und O(f,3) = 1 fiir alle 3 € 3([0, 1]). Hieraus folgt die Behauptung.
O

6.6. LEMMA. Jede auf I = [a,b] monotone Funktion f : 1 — R ist auf I Riemann—
integrierbar.

BEWEIS. Sei f: I — R monoton wachsend oder monoton fallend und sei
0(b — 1(b — b—
3n::{a:t0::a+ ( a)<t1::a+ ( a)<---<tn::a+u:b}
n

n n
eine dquidistante Zerlegung von I (mit also n Teilintervallen, die alle die Lénge (b—a)/n
haben). Dann gilt fir j =1,...,n

= inf f([tj-1, ]):{

f(t;—1) im monoton wachsenden Fall
f(t;) im monoton fallenden Fall

sowie
f(t;)  im monoton wachsenden Fall

M; = sup f([t;-1, ]):{

f(t;—1) im monoton fallenden Fall.
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Wir erhalten im monoton wachsenden Fall

0 < O(f.3,) Zf

n

b—a

f(ti-1)

J=1

b—a

— 0 fir n — oo

= (f(b) = f(a))

und im monoton fallenden Fall

0<O(f,3,) Zf“

—Zf b—a:
b

= (f(a) = f(b)) _—a—>0fﬁrnﬁoo.
n
Mit Satz 6.4/ folgt die Behauptung. ]

Im folgenden Lemma fassen wir einige Rechenregeln fiir das Riemann—Integral zusam-
men:

6.7. LEMMA. Fiir alle f,g € R(I) gilt:

(a) Fir alle X € R ist die Funktion \f : x — \f(z) auf I Riemann—integrierbar und
es 1st

(6.5) /ab M(x)dz = )\/ab f(@)dz

(b) Die Funktion f+ g :xw— f(x)+ g(z) ist auf I Riemann—integrierbar und es gilt

/ab(f+g)(x)dx_/:f(x)dx+/abg(x)dgc.

(c) Ist f < g auf I (d.h. ist f(x) < g(x) fir alle x € I), so gilt auch

[ e < [ otwac.

(d) Mit fi(z) = max{f( ),0} und f_(z) = —min{f(z),0} fir alle x € I gilt
fos fo, |f1 € R(I). Ferner gilt die Abschitzung

/f \dz /|f Jldz < (b— a)[| ]l

(e) Firallel <peRist|f]F € R(I)
(f) fg e R(I).

BEWEIS. (a) aus der Definition von Ober— und Untersummen folgt fiir alle 3 € 3(1):

C[AU(f,3) firA>0 C[X0(f,3) firA>0
U(Af’g)_{w(f,g) fir A <0 O(Af’g)_{w(f,g) fir A < 0.

Unter Beriicksichtigung von f; f(z)dz = Ob(f) = Ub(f) und unter Verwendung von
Lemma 1.17 im Fall A > 0

VL) = sup{U.3): 3€ A} = supfAU(£.9): 3 € 3010} = Asup{U(/,3): 3 € 3(01)) =
—NUP) = [ fa)ds = A0L1) = Anf{O(.3)1 3 € 5D} =
= nf{AO(£.3): 3 € 3(D)} = mt{O(M.3): § € 31)} = OLAS)
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sowie im Fall A < 0:

UYO) = sup{UV9): € D)) = suplAO( ) € 3D} = AinF{O(£,9): € 3D} =
=MMﬁ=A/U@Mx=Mmﬁ=AwﬂU@@ﬁe%U%:
CEAU(f,3): 3 D)} = OO, D) € 3} = O

In beiden Féllen erhalten wir also die Riemann—Integrierbarkeit von Af und (6.5).
(b) Fiir eine Zerlegung 3 = {a = tp < t; < --- < t, = b} € 3(I) und beschréinkte
Funktionen h : I — R setzen wir:

my(h) = inf () und M(h) = suph(ln, b)) (= 1,...,n).
Mit dieser Bezeichnung gilt:
m;(f +g) = m;(f) +m(g) sowie M;(f+g) < M;(f)+ M;(g)
und daher

U +9:3) =Y my(f +9)(t; — tj-1)

szj<f) j j 1 +ij j - (f 3)+U(g 3)
und

O(f +9.3) =Y Mi(f + 9)(t; — ;1)

j=1
<D M 31+ZM - O(f.3) +0(g.3).
j=1
Fiir alle 3,3, € 3({) folgt mit 3:= 3, U3,:
Usf+9) 2U(f+9.3) 2 U1, +U(9,3) 2 U(£.3) + Ul 3)
und daher (durch Ubergang zum Supremum beziiglich 31 und beziiglich %):
Uf+g)>Uf)+Ulg /f dx+/

Analog erhélt man
O (f +9) <OLF)+ Oy /f dx—i—/
Insgesamt folgt

/f dx+/ (x)dz <UXf+9) <ONf+g) < /f da:+/abg( )da .

Nach Definition der Riemann—Integrierbarkeit und des Riemann—Integrals folgt die Be-
hauptung.
(c) Ist f < g auf I, so folgt fiir alle 3 € 3({):

b
/ F(x)dz = OY(f) < O(f.3) < 0(g.3).
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lU@stomnleuMm

(d) Da f beschrénkt ist sind auch die Funktionen f, und f_ auf I beschrankt. Um ihre
Riemann—Integrierbarkeit zu beweisen, zeigen wir, dafl die Bedingung (b) in Satz 6.4/ fiir
diese Funktionen erfiillt ist. Sei also € > 0 beliebig. Wegen f € R([I) gibt es nach Satz 6.4
eine Zerlegung 3={a =ty <ty <--- <t, =b} € 3(I) mit 0 < O(f,3) — U(f,3) <e. Mit
den Bezeichnung aus dem Beweis zu (b) gilt fiir alle j = 1,...,n (wegen f(x) < fi(x)
fir alle z € I):

(6.6) m;(f) <my(fy) und  M;(f) < M;(fy).

Aus der Definition von fy folgt weiter: Ist M;(f) < M;(f4), so ist schon f(z) < 0 und
f+(x) =0 fur alle x € [t;_1,t;]. Es folgt in diesem Fall

M;(f) —m;i(fy) = 0 < M;(f) —my(f).
Ist M;(f) = M,;(f+), so erhalten wir wegen (6.0):
M;(fr) —mj(f+) = M;(f) —m;(f1) < M;(f) —m;(f).
Fir alle j =1,...,n gilt also M;(f+) — m;(f+) < M;(f) —m;(f) und daher

n

0<O0(fi:3) = Ulfs3) = D_(My(f4) = my(f)(t; = t5-1)

j—l

<Z (D = t-1)

SO(fag)_ (f73)<€‘

Nach Satz 0.4 sind also f; und damit nach (a) und (b) auch die Funktionen f_ = f, — f
und |f| = fi + f_ Riemann—integrierbar auf I. Wegen —f < [f| und f < |f] auf I folgt
nach (a) und (c)

/f d:r—/ —f(z dm</|f )|dz und /f dg;</|f )|dz .

Wegen |f| < ||f|l; auf I folgt also

b b b
/ﬂ@&s/ﬁ@@s/ﬁﬁm:w—wwp

(e) Ist f = 0 auf I, so ist dies offensichtlich. Sei nun f # 0 und somit ||f||; > 0.
Wegen (d) ist |f| € R(I). Nach Satz 6.4 gibt es also zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 eine
Zerlegung 3={a =1ty <t; <--- <t, =0b} €3(), so daf mit den Bezeichnungen aus (b)
gilt:

Also folgt auch

€ _
0<O(f,3) = U(If.3) < 1—9||f||} E
Wegen der Monotonie der Funktion A : (0, 00) — (0,00), h : t — t? folgt

n

0<OUfP,3) = U3 = D (M;(f1) = my(1F1P))(t; — t5-1) =

=S LU = my ()8 — t5-1)
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Unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung (fiir 2) und der Mono-
tonie der Funktion ¢ — t?~1 auf I folgt also

0 <O(f",3) = U(f".3) <ZPM LFDPH (1) = my (L D)t — 1) <
§p||f||§ HO(f,3) - UfL3) <e

Nach Satz 6.4 ist | f|? also auf I Riemann-integrierbar.
(f) Nach (a), (b) und (e) gilt fur alle u,v € R(I) mit w > 0,v > 0 auf I auch

uy = %((u—l—v)2 —u? —v*) e R(I).

Zusammen mit (d) erhalten wir also

fo=r—f )9+ —9-)=fr9+ — fr9- — f-g+ + f-g- € R(I).

Es folgen einige Rechenregeln fiir den vektorwertigen Fall:

6.8. LEMMA. Seien f = (fi,...,fn),9 = (91,---,9n5) : I = [a,b] — KV zwei auf I
Riemann—integrierbare KN ~wertige Funktionen.

(a) Fiir alle o, 3 € K ist auch of + 39 € R(I,KY) und

/ab(&f + Bg)(x)dx = oz/abf(a:)da: + 5/abg(x)dx

R(I,KN) ist also ein Untervektorraum des K—Vektorraums F(I,KY) aller KN -
wertigen Funktionen auf I und das Riemann—Integral

/ab-dx:fH/abf(x)dx

definiert eine K-lineare Abbildung von R(I,KY) nach KV.
(b) Die Funktion

fl: = | f(e I—(EJL )w

ist auf I Riemann—integrierbar und es gilt

b
g/Wﬂmuxsw—ammI
mit ||l = sup,e; |f(2)] = sup{|f(z)|; = € I}.

BEWEIS. (a) folgt leicht mit Hilfe der Rechenregeln aus Lemma 6.7/ und der Definition
des Riemann-Integrals fiir komplex— und vektorwertige Funktionen.

(b) Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei K = R (da wir C mit R* und CV mit
RN identifizieren kénnen).

Wir zeigen zunichst, daf |f| auf I Riemann—integrierbar ist. Da f = (fi1,..., fn) :
I — R auf I Riemann-integrierbar ist, folgt f; € R(I) und somit (nach Lemma [6.7) auch
|fil € R(I) fiir j = 1,...,N. Sei nun ¢ > 0 beliebig. Wegen |f;| € R(I) gibt es nach
Satz [0.4] eine Zerlegung 3; € 3(I) mit

0<O(fl3) - Uf13) < 5 firj=1,...N.

b
f(x)dx
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Da 3:=3 U--- U3y eine Verfeinerung von 3, ist folgt auch
€ .
0=<0(413) -U(f13) < i firj=1....N
3 hat eine Darstellung der Form 3= {a =1, <t; < --- <t, = b}. Mit den Bezeichnungen
mi([f]) = mf{|f(2)]; thr < @ < ted, ma(|f5]) o= nf{| f(2)]; By < 2 < T},

Mi([f1) := sup{|f(2)]; trr < @ <t} Mi([f5]) := sup{[f;(2)[; temy <2 <4}
gilt

mi(|f]) > (ka 1fil) >/ My(|f]) < (ZMk i) )1/2

und daher (unter Verwendung von Teil (iv) von Satz 2.8 (b)):

1/2 N 1/2
Mk(|fj\)2> — (Z mk(|fj|)2>

1/2
(Mi(1;1) mk(|fj|))2>

0 < Mi(|f]) = mu([f]) < (

(

Z Mi(1f51) = mue(1.f51)) -

Mz T;'Mz

Il
—

Hiermit folgt:

0<OUf3) = UL = D (Ml f1) = (I 1) (t = tis)

k=1

3

3 |l

ZZ (M1 £5]) — me | £51)) (B — txr)

1 =1

Z (1513 = U(£1:3) <

Nach Satz 6.4 ist | f| also auf I Riemannﬂntegrlerbar.

Beim Nachweis der Ungleichungen in (b) geniigt es wegen Lemma [6.7) (d), die erste
zu zeigen. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen |f|, f; € R(I) gibt es 3y, 31, -, 3y € 3(1)
mit

0<O(f:3) = U(f1,3) < g und 0 < O<fj73j) - U<f]"3j) <

Fiir die gemeinsame Verfeinerung 3 := U;V:o 3; gilt dann ebenfalls

0= 0071, = U(71.3) < 5 wnd 05 0(53.9) = U39 < 5

3 hat eine Darstellung der Form 3= {a =ty <t; <--- <t, = b}. Wegen

b n
/ filw)dz € [U(f;,3),0(:3)], ;=Y filte)(te — te1) € [U(f5,3), O(f5,3)]

folgt
b
/ fi(z)dx — S,

%ﬁn«j:L...,N

firyj=1,...,N.

15
<" firj=1,...,N.
2N J
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Mit S := (Sl, c. ,SN) = ZZ:I f(tk)(tk - tk—l) ist also

/abf(a:)da: - s‘ _ (fj (/:fj@)dx )Yt

Unter Verwendung der Dreiecksungleichung fiir den euklidischen Betrag erhalten wir:

[ ] <

< S IF It~ ) +

b n
/f@mmﬁﬂ+wpﬁ§:ﬂmaw¢hw+g
@ k=1

b
50U +5< [ l@lde+e.

Da e > 0 beliebig war, folgt die behauptete Ungleichung. 0

6.9. LEMMA (Additivitdt in den Integrationsgrenzen). Sei —oo < a < b < ¢ < 400

und sei f : la,c] — R eine auf [a,c] beschrinkte Funktion. Wir vereinbaren fir alle
y € [a,c]: OY(f) = UY(f) = fyy f(c)dx := 0. Es gilt:

(a) Ug(f) = Ug(f) + Ug(f) und O5(f) = O4(f) + O5(f).
(b) Genau dann ist f auf [a,c] Riemann—integrierbar, wenn fl.y € R([a,b]) und
flwg € R([b, c]) gilt. In diesem Fall gilt

L%@w:lvmw+lvmm

BEWEIS. (a) Ist 3 € 3([a, c]) beliebig vorgegeben, so gilt 3U{b} = 3,U3, mit Zerlegungen
3, € 3([a,b]) und 3, € 3([b, c]). Es folgt

U(f:}) S U(f73U{b}) = U(fagl) UU(f732) S U((;(f) +Ulf(f) .
Also gilt
(6.7) Us(f) S UL(F) + Us(f).

Sind umgekehrt Zerlegungen 3, € 3([a,b]) und 3, € 3([b, c]) beliebig vorgegeben, so ist
3:=3,U3 € 3(a,c]) und daher U(f,3,) +U(f,3,) = U(f,3) < US(f). Durch Ubergang

zum Supremum beziiglich 3, und 3, folgt also
Ua(f) + Us(f) < Ug(f).-

Zusammen mit (6.7) ergibt dies die erste Behauptung in (a). Die zweite erhélt man analog
oder unter Beachtung von OS(f) = —US(—f) aus der ersten.
(b) Nach (a) und Lemma 6.2 (d) gilt

0 < Os(f) = Us(f) = Oa(f) — Ua(f) + Op(f) — U (f) -

Vv g

>0 >0
Genau dann ist also US(f) = OS(f), wenn US(f) = O°(f) und UZ(f) = O¢(f) gilt. Hiermit
und mit Teil (a) folgen nun die Behauptungen in (b). O

Durch zweimalige Anwendung dieses Lemmas folgt also insbesondere, dafl jede auf
einem abgeschlossenen, beschréankten Intervall I = [a, b] Riemann-integrierbare Funktion
auch auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [«, 5] C [a, b] Riemann-integrierbar ist.
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6.10. DEFINITION. Sei f : I — R auf dem Intervall I = [a,b] Riemann-integrierbar
und seien «, § € I mit a < 3. Wir definieren

/ﬁ " flw)de = - / )i,

wobei die rechte Seite nach Lemma 6.9 definiert ist. Damit ist | f f(z)dz fur alle o, 5 €
erklért.

2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Im folgenden sei [ stets ein nicht zu einem Punkt ausgeartetes Intervall in R, N € N
und K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen.

6.11. DEFINITION. Eine Funktion F' : I — K" heifit Stammfunktion zu einer Funktion
f: I — K falls F auf I differenzierbar ist und F'(z) = f(x) fiir alle x € I gilt.

6.12. BEMERKUNGEN. (a) Sind F,G : [ — KV Stammfunktionen zu einer Funktion
f: I — KV, soist die Funktion F' — G auf I konstant,

(b) Ist F : I — K¥ Stammfunktion zu einer Funktion f : I — K%, so ist fiir jedes
¢ € K" auch 2 — F(z)+c eine Stammfunktion von f. Man schreibt auch [ f(¢)dt = F+c.

BeEwEIS. (a) folgt aus Folgerung 5.23/ und (b) ist unmittelbar klar. O

Der folgende Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zeigt, dafl jede auf
einem Intervall I stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt.

6.13. SATZ (Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : I — R
eine auf I stetige Funktion. Dann gilt:

(a) Fir alle a,b € I mita <b ist f auf [a,b] Riemann—integrierbar.
(b) Fir alle a € I ist die durch

F(z) := /93 f(t)dt fir alle x € 1

definierte Funktion F': I — R eine Stammfunktion zu f auf I.
(¢c) Fiir jede Stammfunktion G : I — R und alle a,b € I gilt:

b
/ F(t)dt = G(b) — Gl(a).

BEWEIS. (a) Da f auf [a, ] stetig ist, ist f auf [a,b] nach Satz 4.38 auch gleichméBig
stetig und und nach Satz [4.17 beschrinkt. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der
gleichméBigen Stetigkeit von f gibt es ein > 0 mit

€

b—a
Sei nun 3 = {a =ty < t; < --- < t, = b} eine beliebige Zerlegung von [a,b] mit der
Feinheit §(3) < 0. Nach dem Satz 4.19/ von der Annahme des Maximums und Minimums
stetiger Funktionen gibt es z;,y; € [tj_1, ;] mit

f(x;) = m;(f) == min f([t;1,;]) und  f(y;) = M;(f) := max f([t;-1,;])
Wegen |z; —y;| <t; —t;—1 < (3) <0 gilt

M;(f) —m;(f) <

Veyel: |r—yl<d = [f(z) - fly)l <

€
b—a

firj=1,...,n.
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Es folgt

n n

0 < 0(£.3) = U(£:3) = DL = my(H)(t = t1) < 7= D[t —t1) = <.

j=1 j=1

Nach Satz 6.4 ist f also auf [a, b] Riemann— integrierbar
(b) Seien a,x € I beliebig. Wegen (a) existiert F'(y fy t)dt fiir alle y € I. Da f
in x stetig ist, gibt es zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 ein (5 >0 mlt

Vt € INUs(z) : |f(t) — f(z)| < <.

2
Fiir alle y € I mit 0 < |y — .7:\ <0 folgt mit Lemma 6.9 und Lemma 6.7/ (d)
Fly) - Flz) ol e e ‘
= ) w— =) = == | [ 10 - sy
< “y—ﬂamﬂﬂ) f@ilt—al <o} <5 <e.

Also existiert fir alle z € I der Grenzwert F'(z) := lim,_, W und es gilt F'(z) =

f(z).
(c) Ist G eine beliebige Stammfunktion zu f auf I, so gibt es nach Bemerkung 6.12
eine Konstante ¢ € R mit

Veel: G(x) :F(x)—l—c:/xf(t)dt—l—c.
Es gilt also nach Lemma 6.9: G(b) — G(a) = F(b) — F(a) = [* f(t)dt. 0

Die Aussage (c) kann insbesondere zur Berechnung von Riemann-Integralen tiber ste-
tige Funktionen verwendet werden, deren Stammfunktionen bekannt sind.
Statt fabf(t)dt = G(b) — G(a) schreibt man auch fabf(t)dt = G(2)]°.

6.14. BEMERKUNG. Durch komponentenweises Anwenden des Hauptsatzes der Diffe-
rential- und Integralrechnung sieht man, dafl dieser auch fiir RV —wertige, C—wertige (we-
gen C = R?) und CN-wertige (CY = R?") stetige Funktionen gilt.

6.15. BEISPIELE. (a) Sei o € R\ {—1}. Dann gilt

b a+1 p ba+1 o+l
x a
/ x%dr = = fiir alle a,b € R
a

a+1la a+1

[a,b] C falls o € Ny

la,b] C [0 oo) fallsO0<ae€R\N
0¢la,b]CR fallsae —N

[a,b] C (0,00) falls a € (—00,0)\Z.

mit a < b und

(b) Im Fall &« = —1 haben wir:

/b 1 log()|" = log(b) — log(a) = log (%) fir 0 < a<b
o T log(—:v)‘b = log(—b) — log(—a) =log (2) fira<b<0.

(c) Die Funktionen e,, : R — C mit e,(t) := exp(

int) fur alle t € R, n € Z sind nach
Beispiel 5.4/ (¢) auf R differenzierbar und es gilt e/ (t)

= inexp(int) = ine,(t) fir alle
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t € R. Fiir n # 0 ist also die Funktion %en eine Stammfunktion fiir e,, auf R. Fir alle
n € Z\ {0} und alle ¢ € R folgt mit Bemerkung [6.14:

c+2m —1

c+2m s
/ en(t)dt = — exp(int) = —(exp(2min + inc) — exp(inc))
. n n

C

(6.8) .
= 72 exp(inc)(exp(2min) — 1) = 0.

c+21 c+2m
/ eo(t)dt = / 1t = 2.

Wegen e, (t) = cos(nt)+isin(nt) folgt aus (6.8) und der Definition des Riemann—Integrals
im komplexwertigen Fall fur alle n € Z \ {0}:

c2m c2m c2m
/ cos(nt)dt = / Ree,(t)dt = Re/ en(t)dt = 0 und

c+2m c+2m c+2m
/ sin(nt)dt = / Ime,(t)dt = Im/ en(t)dt =0.

6.16. SATZ (Substitutionsregel). Sei I C R ein Intervall, f : I — KY auf I stetig und
¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar mit p([a,b]) C I. Dann gilt

o (b)
/ flp t)dt = f(x)dx

e(a)

Im Fall n = 0 haben wir

BeEwEIs. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besitzt f eine
Stammfunktion F': I — K und nach der Kettenregel gilt fiir alle ¢ € [a, b]

(Fro)(t) = F'(e(t)#'(t) = fe(t)¢ (t).
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt also:

/f — (Fog)(t) - (Fog)(a / e

6.17. BEISPIELE. (a) Sei ¢ : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit
0 ¢ ¢([a,b]). Dann gilt unter Verwendung der Substitutionsregel [6.16/ und Beispiel 6.15
)

(b):
[ = [, v ()

(b) Als Spezialfall von (a) erhalten wir fir —7/2 <a <b < 7/2:
b b - / b /t
/ tan(t)dt = / sin( )dt = —/ cos'( )dt = log cos(a) :
a o cos(t) o cos(t) cos(b)

1
(c) Die Flidche des Halbkreises mit Radius 1 ist / V1—22de = g
-1
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BEWEIS. Es ist einerseits (nach der Substitutionsregel)
/2 /2 1
/ cos(t)2dt — / T = sin{0) sin'(t)dt — / VI=da
—7/2 —/2 -1
und andererseits

/2 w/2 . o 2 w/2 1
/ cos(t)?dt = / (exp(zt) + exp( Zt)) dt = / —(exp(2it) + exp(—2it) + 2)dt
—7/2 —7/2 2 —7/2 4

t|7/2 1

= é(exp(%t) — exp(—2it)) + 3

1+1+1-1 - =
—/2 82( T )+4+4

e

Damit folgt die Behauptung.

6.18. SATZ (Partielle Integration). Sei I = [a,b] mit a < b und seien f,g: 1 — K zwei
stetig differenzierbare Funktionen auf I. Dann gilt

/ F(t)g (1)t = - / F(®)g(t)dt

BeEweis. Die Funktion ¢ +— h(t) := f(t)g(t) ist auf I stetig differenzierbar mit
R'(t) = f(t)g'(t) + f'(t)g(t) fiir alle t € I. Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung gilt also wegen der Linearitdt des Integrals (vergl. Lemma [6.7):

= [ o+ rogw)yi= [ rogwa [ g

Hieraus folgt die Behauptung. O

2 2
6.19. BEISPIEL. / x-sin(z)dr = —x cos(a:)|§7T + / 1 - cos(x)dx = —2m,
0 0

27
da / cos(x)dz = 0 nach Beispiel [6.15] (c).
0

Bei Umkehrfunktionen f~! kennt man wegen des Satzes 5.9 iiber die Differenzierbar-
keit der Umkehrfunktion hiufig deren Ableitung besser als f~! selbst. Satz/6.18 legt daher
folgenden Ansatz nahe:

[ riwa=e - [,

Hierzu zwei Beispiele:

6.20. BEISPIELE. (a) Fiir 0 < a < b gilt

b b
1
/ log(t)dt =t - log(t | — / t- ;dt = t(log(t) — 1)’2

Insbesondere ist ¢ — ¢(log(t) — 1) eine Stammfunktion zu log auf (0, c0).
(b) In den Ubungen wurde gezeigt

1
arctan’(z) = a2 fir alle x € R.
T

Obiger Ansatz fiihrt also zu

b b
/ arctan(z)dr = x - arctan(x)‘z - /

X

1—|—:E2d$'
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2

Wenden wir hierauf die Substitutionsregel mit ¢(x) = z* an, so erhalten wir

/b . ( )d ( )|b /b2 1 p ; ( )lb 11 ( )|b2
rctan(x)axr = z - arctan(x)| — = =z -arctan(z)| — = L+ s
arcta 1 S arcta og 9

1 b
= (a: -arctan(z) — 5 log(1 + x2)>

a

Insbesondere ist die Funktion
1
x +— x - arctan(x) — 5 log(1 + 2?)

eine Stammfunktion zu arctan auf R.

Wie der Mittelwertsatz der Differentialrechnung, so sind auch die beiden folgenden
Mittelwertsétze der Integralrechnung wichtige Hilfsmittel bei Abschétzungen.

6.21. SATZ (Erster Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei I = [a, b] mit —oco < a <
b < oo und seien f,g: I — R zwei stetige Funktionen auf I mit g > 0 auf I. Dann gibt
es ein xg € I mit

[ rwterie = sieo) [ otwrae.

Speziell zu der Funktion g = 1 gibt es also ein xo € I mit

/ f(z)dz = f(xo)(b—a).

Beweis. Nach Folgerung 4.20 gibt es Punkte u,v € I mit f(I) = [f(u), f(v)]. Wegen
g > 0 auf [ gilt also fiir alle x € I:

f(u)g(z) < flx)g(z) < f(v)g(x)

und daher nach Lemma 6.7 auch
b b b
fw [ g < [ f@g)dn < 50) [ gla)de.

Wegen der Stetigkeit der Funktion ¢ — f(¢) fab g(x)dx gibt es also nach dem Zwischen-
wertsatz 4.12] ein zg zwischen v und v mit

F(z0) / gl — / ’ Fe)g(a)de
]

6.22. SATZ (Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei I = [a,b] wie vor, sei
f I — R stetig und sei g : I — R eine monotone stetig differenzierbare Funktion. Dann
gibt es ein xo € 1 mit

/ab f(x)g(z)dx = g(a) /jo f(z)dz + g(b) /xj f(x)da .

BEWwEIS. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei g als monoton wachsend voraus-
gesetzt (falls nicht, so ist —¢g monoton wachsend). Nach dem Hauptsatz der Differential—
und Integralrechnung besitzt f eine Stammfunktion F': I — R auf I. Mittels partieller
Integration folgt

b b b
(6.9) / f(2)g(x)dz = / F(2)g(a)de = F(z)g()|’ — / F(x)g (z)dz.
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Nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein zy € I mit

b b
/ F(z)g (x)dz = F(éfo)/ g'(z)dr = F(z0)(g(b) — g(a)).

Setzen wir dies in (6.9) ein, so folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

/ f(2)g(x)dx = F(b)g(b) — Fla)g(a) — F(xo)(g(b) — 9(a))
— (F(b) - F(0))g(b) + (F(zo) — F(a))g(a)

/f )z + g(b /f

und damit die Behauptung. 0

3. Der Satz von Taylor

6.23. SATZ (Satz von Taylor ). Sei I C R ein Intervall und sei f € C"(I). Fiir alle
xo,x € 1 gilt

f(’“ K
(6.10) Z (z — 20)" + Ru(f, v)
k=
mit dem Restglied
(6.11)
T _ n+1 1
Rulfa) = [ =ty = Sl [ o+ s(o -,

BEWwEIs. Fiir z = xy ist die Aussage trivial. Wir fithren den Beweis fiir den Fall
x > xo. Im Fall < ¢ verfahrt man analog. Sei also z > xy. Wir setzen fiir 0 < k& < n:

% / “( — 1O (1)

Durch partielle Integration erhalten wir fiir 1 < k < n:

ri(z) =

. -0t [k
®) (o

_ f kg )(I—Jfo)k—l—Tk_l(iE)
Ferner . .

o) = gy [ 1 £ 0t = 1) = Fwo
Es folgt

n n ) (g .

o) = £0) + o) = (o) = rala) = Y (rnle) = ricalo) = =3 Fol00) (0.

Einsetzen von 7,(x) und Auflésung nach f(z) ergibt die Behauptung mit der ersten
Integralrestglieddarstellung. Die zweite erhélt man aus der ersten mit der Substitution
s=p(t) = =20, O

r—x0

?BroOK TAYLOR (18.8.1685-29.12.1731).
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Wir nennen das in (6.10) auftretende Polynom

m ) (2 .
1(f0) = 3 T )

das n—te Taylorpolynom zu f
Mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung erhalten wir weitere Dar-
stellungen des Restglieds in (6.10):

6.24. SATZ. Unter der Voraussetzung und mit den Bezeichnungen des Satzes von Tay-
lor [6.23 gilt fiir das Restglied R, (f,z) in (6.10): Es gibt Punkte Punkte yq, zo zwischen
x und xo (d.h. mit xg < yo < x und xg < zo < x im Fall xg < x und v < yo < xo und
r < 29 < wg im Fall x < ), so daff

(n+1)
(6.12) R,(f,z) = f—‘(yo)(x — )" (x — xp) (Cauchy—Darstellung des Restglieds)
n!
und
f(n—i—l)(zo)
(6.13)  R,(f,z)= m(m — )" (Lagrange—Darstellung des Restglieds) .

Bewels. Mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung folgt (6.12) un-
mittelbar aus der ersten Integraldarstellung des Restglieds in (6.11). Wenden wir den
ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung auf die zweite Integraldarstellung in (6.11)
an (unter Beachtung von g(s) := (1 — s)" > 0 auf [0, 1]), so finden wir ein sy € [0, 1] mit

(x —xo)"™ [ n p(n+1)
R(f) =2 [0 ) 0D g s — )
' 0
T — o)L 1 T — o)t
:—( n‘0> f(n+1)(950 + so(z — xo))/o (1—s)"ds= —( (n +01)>! f(nH)(Zo)
mit zo 1= g + So(z — xp). Damit ist auch (6.13) gezeigt. O

6.25. BEISPIELE. (a) Wir betrachten die Exponentialfunktion exp : R — R mit dem
Entwicklungspunkt xq := 0. Wegen exp’ = exp ist exp beliebig oft differenzierbar und es
gilt exp(™ (x) = exp(w) fiir alle n € Ny, z € R. Wir wenden den Satz von Taylor [6.23] mit
der Lagrange—Darstellung des Fehlerrestglieds an und erhalten fiir alle 0 # z € R:

exp(x) = Z exp(O) (x —0)7 + R, (exp, x)

|
=
Dl i
= Z — + ———exp(zp) fiir ein zy zwischen x und z.
= gt (n+1)!

Wegen > 7 ’;—f — exp(x) fiir n — oo und alle z € R folgt R, (exp,z) — 0 fiir n — oo.
Fir 0 < || <1 und n = 10 folgt
10

exp(z) = ) j—j

J=0

21
= |Ryp(exp, z)| = L exp(zo)

0
< 5L

mit einem 2o zwischen 0 und z. Insbesondere ist 0 < exp(zy) < e und wir erhalten fiir alle
re[-1,1]:
10

exp(z) — Z v

Sl < £ 6,81-10°%
=0 J°

0<
— 11!
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(b) Wir betrachten nun die Funktion f : (—1,00) — R mit f(x) :=log(1 + ) fiir alle
x > —1 und den Entwicklungspunkt zy = 0. Durch vollsténdige Induktion zeigt man: f
ist beliebig oft differenzierbar und es gilt fiir alle n € N:

F () = (-~ P

e insbesondere also f™(0) = (=1)""Y(n —1)!.
x n
Wir erhalten

log(1+x) = f(0) + Z(—l)j’1 U ;! 1)!l‘j + R, (f,x)

j=1

Wir untersuchen nun, fiir welche z € R die Reihe 3 7 | (— 1)3“‘7” gegen f(z) =log(1+x)
konvergiert. _
1. Fall: Fiir |z > 1 st die Reithe Y77, (—1)/7! % divergent, da |z[" /n — oo fiir n — oo.
2. Fall: Fiir 0 < < 1 betrachten wir das Fehlerrestglied in der Lagrange-Darstellung:

R.(f,x) = (—=1)"n!(z — 0)"*!

(nt D17 20 fiir ein 2z € (0,z) .

Es folgt
xn-ﬁ-l xn—i—l 1

Ry (f,z)| = < 0 fi .
|R,(f, )] (n+1)(1+zo)”+1<(n+1) i ir n — oo

Also gilt fiir 0 < < 1 (und natiirlich auch fir z = 0):

o

log(1 + ) = Z(—nﬂ'ﬂ?

j=1
Insbesondere haben wir fiir x = 1 gezeigt:

log2 = Z(—l)ﬁl—, :

- J
j=1
3. Fall: Fiir —1 < x < 0 betrachten wir das Fehlerrestglied in der Cauchy—Darstellung;:
(=1)"nl(z — yo)"(x — 0)

R,(f, x) = @+ g0+ nl fiir ein yo € [z, 0] .
Wir erhalten fiir n — oo:
r—1yl|" |7
R, = . — 0,
1Bnf, )] = I+yo| 14w
denn wegen —1 < z < gy < 0 gilt:
- - 1
T—Yo| _ Yo ZU:_x+?/0( +$)§—x:|x|<1.
I+ o 1T +wo 1T+wo
<0

Unter Beriicksichtigung von Fall 2 sehen wir also, daB

log(1 + ) Z J“ ~  fiir alle z € (—1,1].
7=1
4. Fall: Fiir v = —1ist T,(f, 1) = >_7_, 3—>oofurn—>oonach Satz 3.9l
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6.26. DEFINITION. Sei —0o < a < 29 < b < oo und sei f : (a,b) — R eine auf (a,b)
beliebig oft differenzierbare Funktion. Dann heifit die Reihe

% £(n) (o
Z f n(' 0) (l’ _ -TO)n
n=0 ’

die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt xg.

Wir haben in 6.25 also gezeigt, dal die Funktionen z — exp(z) auf R und z +—
log(1 4 x) auf (—1, 1] durch ihre Taylorreihen dargestellt werden.

6.27. WARNUNG. (a) Nicht alle beliebig oft differenzierbaren Funktionen werden auch
in einer Umgebung eines Entwicklungspunktes durch ihre Taylorreihe dargestellt. So ist,
wie in den Ubungen gezeigt wird, die Funktion f: R — R mit

 Jexp(—z7?) fir0#zeR
J() = {O firz =0

auf R beliebig oft differenzierbar und erfiillt f = 0 fiir alle n € Ny. Es folgt T},(f,z) = 0
fir alle n € Ny, x € R, aber f(z) # 0 fiir alle z # 0 aus R.
(b) Ohne Beweis vermerken wir, dafi es beliebig oft differenzierbare Funktionen f :

(a,b) — R gibt, fiir die die Taylorreihe > °7 m(w — x9)" in keinem vom Entwick-

n=0 n!
lungspunkt g € (a,b) verschiedenen = € (a, b) konvergiert.

DEFINITION (Landau-Symbole® o und O). Sei I C R ein nicht zu einem Punkt aus-
geartetes Intervall und sei xg € . Sind f: I\ {zo} — RY und h: I'\ {z¢} — (0, 00) zwei
Funktionen so schreiben wir

f(z) = O(h(x)) fir z — xp <= 30 > 0,C > 0V € IN[xg—6,x0+0]\{zo} : ‘{ng| <C
" ()
f(z) =o(h(z)) fir z — g <= ,}EEO hz) =0

Entsprechende Bezeichnungen fithrt man auch fiir das Verhalten bei x — oo oder x — —o0
ein. Ist auch g : I\ {zg} — RY eine Funktion, so schreiben wir

f(z) = g(z) + O(h(z)) fir x — o = (f — g)(z) = O(h(x))
und
f(x) = g(x) + o(h(x)) fir z — zy <= (f — g)(z) = o(h(x))

BEISPIEL. =1+ +0(2?) fiir v — 0.

—
BeEwers. Fir |z| < 1 gilt:
2

1 - n 2OO n T
1_96:203: =l+x+ux Zol' :1+x+1_x.

3yon EDMUND GEORG HERMANN LANDAU (14.2.1877-19.2.1938) im Jahr 1909 eingefiihrt. Das
Symbol O tritt auch schon vorher im Jahr 1894 bei PAuL GusTAv HEINRICH BACHMANN (22.6.1837—

31.3.1920) auf.
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Hiermit folgt

‘ 1

1
- <C:=2 fiir0<|:17|§5::§

und damit die Behauptung. 0

Wir zeigen nun eine Variante des Taylorschen Satzes fiir n mal stetig differenzierbare
Funktionen:

6.28. SATZ. Sei —co < a < 1xg<b< oo, n, N €N und sei f € C*"((a,b),RY). Dann
gilt
") (e |
Vo € (a,b) \ {zo}: f(x)= Z / j<' 0) (x — 20)! +n(x)(x — 20)"

=0
mit einer Punktion 1 : (a,b) — RY fir die lim,_,, n(x) = 0 ist. Es gilt also

"oFG) ,
flz) = Z f—('xo)(:v —x0) +o(|Jz —xo|") fiirx — xo.
R

BEwEIls. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir den Spezialfall N = 1. Sei z €
(a,b) \ {xo} beliebig. Nach dem Taylorschen Satz[6.23 (angewendet auf n — 1 statt n) gilt
mit der Lagrange—Darstellung des Fehlerrestglieds: Es gibt ein zg(x) zwischen xy und x

mit

L G) (4 0 (2
n (4) To . (n) Zolx)) — (n) Zg
L TR R T PR

Wegen z(x) — xy fiir  — x¢ folgt aus der Stetigkeit der n—ten Ableitung

f(")(zo(x)) - f(n)(xo) - f(n) (z0) — f(n)(xo) =0 fir x — xo

und damit - -
n(x) := [ (@) l_ [ @) — 0 firz— x.
n!
Die Aussage des Satzes fiir den Fall N > 1 erhélt man durch komponentenweises Anwen-
den der bereits gezeigten Aussage fiir den skalaren Fall. 0

4. Integration rationaler Funktionen

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie man Stammfunktionen und Integrale beliebiger
rationaler Funktionen berechnen kann.

6.29. INTEGRATION RATIONALER FUNKTIONEN. Gegeben sei eine rationale Funktion
f = p/q, wobei p,q teilerfremde Polynome mit Koeffizienten in R seien und ¢ nicht
identisch verschwinde (d.h. es sei deg(q) > 0). Dy := {z € R; q(z) # 0} bezeichne den
natiirlichen Definitionsbereich von f.
1. Reduktionsschritt: Durch die aus der Schule oder der Linearen Algebra bekannte
Polynomdivision mit Rest findet man reelle Polynome pg, h mit deg(h) < deg(q) und
f(x) :p()(:za)+M fir alle x € Dy .

q(z)
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Zu po konnen wir leicht eine Stammfunktion angeben. Ist etwa
x) = Zuodmj mit dy = deg(po) und wugp, . .., U4, € R,
so ist durch
do i+
/po(x)dx = Zuo,j.— +C
= J+1
eine Stammfunktion zu py gegeben.
2. Reduktionsschritt: Wir miissen noch fiir die rationale Funktion h/q eine Stamm-

funktion finden. Hierzu fithren wir zunéchst eine Partialbruchzerlegung durch, um zu
einfacheren Ausdriicken zu gelangen. Sei etwa

x) = Zvjxj mit vy, # 0, d.h. d;, = deg(q) ,

Indem wir notfalls Zahler und Nenner von h/q durch vg, dividieren, kénnen wir erreichen,
daBl vg, = 1 ist. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt dann

q(z) = (H(f - iL‘j)mj) : (H(l‘ - Zk)"k) :

j=1 k=1

Hierbei seien z1,...,z, die reellen Nullstellen (mit den Vielfachheiten my,...,m,) und
z1 = a1+if, ..., 2 = as+i0, die komplexen Nullstellen mit den Vielfachheiten nq, ..., n,
und von Null verschiedenen Imaginérteilen 3y, ..., ;. Es ist dann

ij +an = d, = deg(q) .
j=1 k=1

Ist 2 = a + if eine komplexe Nullstelle von ¢ mit Imaginéirteil 8 # 0, so gilt auch

Z (v +1i3)7 Zv]a—zﬁ

7=0

&

Mit z ist somit auch z Nullstelle von ¢. s ist also eine gerade Zahl, d.h. s = 2t fiir ein
t € Ny, und wir erhalten

q(x) = (H(l’ — I mj) ( [(x — z1)(z — Z—k)]nk)
[(

) .
k

(6.14) . .

= (H(x - xj)m]) ' (H T— )+ ﬁi]”‘“)
j=1 k=

Wir zerlegen nun A / ¢ in der Form

(6.15) ZZ VRIS i b’”Hc’”

' (x —azj)* “ [(x — an)? + 57

j=1 p=1 k=1 v=

Hierbei lassen sich die Koeffizienten a; ,, by, c¢i, berechnen, indem man (6.15) mit ¢ in
der Form (6.14) durchmultipliziert, anschlieflend kiirzt und dann Koeffizientenvergleich
durchfiihrt.

3. Reduktionsschritt: Berechnung der Stammfunktionen zu den Summanden aus
(6.15). Folgende Typen von Stammfunktionen sind zu berechnen:
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Typ 1: /(x — o) Mdx mit p € N,z € R.

bx .
Typ 2: /((x_a2+ﬁ2)ydwm1tl/€Na,ﬁ,b€R,ﬂ;«éO,b#O.

Typ 3:
v /fm—a2+my
Typ 1 bereitet keine Schwierigkeiten. Es ist

/(x—a: ) Hdx = i (= wo) T+ C i > 1,
0 log |z — x| +C fiir p=1.

~—

o

dr mit v € Na,B,ceR, 3#0.

~—

Zu Typ 2: Es ist
bx b 2(x — «) N ba
(z=a)+8) 2 (z-a)+8)  (z-a)+5)""
wobei der zweite Summand vom Typ 3 ist. Fiir den ersten gilt mit der Substitution
pl) = (v —a)? + 2 ¢'(x) = 2(z — a):

/9. 2(z — a) _Q/de_ “L((z—a)+ )" +C firv>1,
2 (z—a)2+p2)» 2) @(a) log((z —a)?+ 3%+ C fir v=1.

Zu Typ 3: Fiir v = 1 hat man (mit einer naheliegenden Substitution und unter
Verwendung von Beispiel (.20 (b)):

c 1 Tr—
/((x—a)2+52)dx: Barctan <T) +C.

L”:/f@—a;+ﬁwﬁx

gilt im Fall v > 1 (wie man durch Differentiation der folgenden Gleichung verifiziert):

Fir

T —« 20— 3
2 — D —a) 1+ 12— D

Damit kann [, induktiv berechnet werden.

I, = I, ;.

6.30. BEISPIEL. Sei f(z) := xQ(le__f 1)~ Zég

da deg(h) =1 < 4 = deg(q). Wir fithren die Partialbruchzerlegung durch:

. Polynomdivision ist hier nicht notig,

1—2x a1 a1o br+ec
T) ==t .
/(@) z2(x?2 4+ 1) x 2 x?+1
Zur Bestimmung der Koeffizienten a; 1, a1 2, b, ¢ multiplizieren wir mit dem Hauptnenner
durch und erhalten

1—z= al,lx(xQ +1)+ a172($2 +1)+ ba + cx? = (a1 + b)a:3 + (a12+ c):v2 +a11r+as.

Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen:

aii +b:O
a172—i—c:O
aig =—1

ao =1
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Es folgt a11 = c= —1, a12 = b =1 und somit
f() 1+1+$—1 1+1+1 2x 1
xrT) = —— —_ = —— R —_. — .
r  x?  x?241 r 22 2 x24+1 2241

Als Stammfunktion erhalten wir also

1 1
/f(x)dx = —log|z| — - + 5 log(x? + 1) — arctan(z) + C..

5. Uneigentliche Integrale

Bisher wurden nur beschrinkte Funktionen auf endlichen Intervallen integriert. Wir
wollen nun untersuchen, wie man ein Integral auch fiir gewisse unbeschréankte Funktionen
und iiber unendliche Intervalle erkléaren kann.

6.31. DEFINITION. (a) Sei —o00 < a < b < +oo. Eine Funktion f : [a,b) — K
heiflt iiber [a, b) uneigentlich integrierbar, falls flq fiir alle ¢ € (a,b) auf [a, ¢| Riemann—
integrierbar ist und der Grenzwert

b c
/ f(z)dz = lirgl/ f(z)dz
in K" existiert.

(b) Sei —co < a < b < 4o00. Eine Funktion f : (a,b] — K" heift iiber (a, b] uneigent-
lich integrierbar, falls f|iy fiir alle ¢ € (a,b) auf [a,c] Riemann-integrierbar ist und der

Grenzwert , ,
/ f(z)dz = lim+/ f(z)dz
in K" existiert.

(c) Sei —oo < a < b < +oo. Eine Funktion f : (a,b) — K heifit iiber (a, ) uneigent-
lich integrierbar, falls es ein ¢ € (a,b) gibt, so daB f|q,q im Sinne von (b) und flip im
Sinne von (a) uneigentlich integrierbar sind. Man setzt dann

/abf(x)dx = /acf(:c)dx + /cbf(:v)d:c

und iiberlegt sich leicht, dal dieser Wert von der speziellen Wahl von ¢ unabhéngig ist.

Bei der Berechnung uneigentlicher Integrale hilft folgender Satz weiter:

6.32. SATZ. Sei —00 < a < b < +o0o und sei f : (a,b) — KN stetig. Fiir eine
Stammfunktion F : (a,b) — K~ von f gelte, daf$ die Grenzwerte
F(a%) = lim F(z) und F(b):= liril, F(z)

existieren. Dann ist f tber (a,b) uneigentlich integrierbar und es gilt

/ e b) - Fla*).

BeEwEIs. Wir fixieren ein beliebiges ¢ € (a,b). Nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung ist fiir alle s € (a, ¢) die Funktion f|[;q auf [s, | und fiir alle t € (c, b)
die Funktion f| 4 auf [c,?] Riemann-integrierbar und es gilt

sliranJr/ f(z)dz = lim (F(c) — F(s)) = F(c) — F(a™)

s—at

lim f( Jdz = lim (F(t) — F(c)) = F(b™) — F(c).

t—b" J. t—b—
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f ist also iiber (a, b) uneigentlich integrierbar und es gilt fab f(x)dx =F(b")—F(at). O

<1
6.33. BEISPIELE. (a) Wir betrachten fiir alle & € R das Integral / —dx.
1z

Fir a < 1 gilt
| l-a 1
Cdr=5 T L fiire— oo
] x© -«
und das uneigentliche Integral existiert nicht.
Fir a > 1 gilt

und wir erhalten

Im Grenzfall o = 1 liegt Divergenz vor wegen
‘1
/ —dx = log(c) — oo fiir ¢ — 0.
LT
1
(b) Wir betrachten / x%dx fir alle a € R.

Fir a < —1 gilt
1 1_Cl+a
/ %dr="—"—— - 00 fiirc— 0"
c 1+«

und das uneigentliche Integral existiert nicht.
Fir a > —1 gilt

und wir erhalten

Im Grenzfall a = —1 liegt wegen
"1
/ —dr = —log(c) — oo fiir ¢ — 07"
. T

Divergenz vor.

6.34. SATZ (Cauchy—Kriterium fiir uneigentliche Integrierbarkeit). Sei —oo < a < b <
+o0 und sei f : [a,b) — K fir alle ¢ € (a,b) auf [a,c] Riemann—integrierbar. Genau
dann ist f auf |a,b) uneigentlich integrierbar, wenn gilt:

(6.16) Ve >0 dzg=ux0(e) € (a,b) Va1,29 € [20,0) :

/ f(t)dt‘ <e.

Fine analoge Aussage gilt auch fiir Integrale, die an der unteren Integrationsgrenze unei-
gentlich sind.
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BEWEIS. “=": Existiert das uneigentliche Integral

:/abf(t)dtzcligl /:f(t)dt

so gibt es zu beliebigem € > 0 ein x € (a,b) mit

J—/f@ﬂ<%.
Fiir alle zq, x9 € [z, b) gilt dann:

/‘f ﬁ‘ /(fdt "J—lmﬂmﬂ<%+§:a

Also ist (6.16)) erfiillt.

“e=": Se1 nun (6.16)) erfillt. Sei (z,)5°, eine beliebige Folge aus (a,b) mi t xn — b
fiir n — oo. Dann ist wegen (6.16) das Cauchy—Kriterium fiir die Folge ([ f(
erfiillt. Also existiert der Grenzwert

YV € [x9,b) :

Tn

J = lim ft)dt in K.

Wir zeigen J = lim,_,;- faz f(t)dt. Sei also £ > 0 beliebig und sei zy zu €’ := €/2 geméif
(6.16) gewdhlt. Wegen z,, — b fiir n — oo und [ f(¢)dt — J gibt es ein ng € N mit

Vn > ng:

/ f(t)dt—J‘<g und zp < x < b.

Fiir alle z € xo, ) gilt dann

f tdt — J f@ﬁ—/(7®ﬁ%— Of@ﬁ—4
* e € ¢
Ddt|+ - <-4+ =
</xn0f() ty<gtg=e
Also ist f auf [a,b) uneigentlich integrierbar und ff ft)dt = J. O

6.35. BEISPIEL. Fiir alle a@ > 0 existiert das uneigentliche Integral

/ sin(t) gt
I

BEWEIS. Fiir 1 < x; < x5 erhalten wir durch partielle Integration

/’”2 Sin(t)dt‘ _ ‘_COS(t) o Q/”Q C:jfl)dt |cos(;v2)| N | cos(z1)| +a/‘”2 1 gt
1 1 1 1

ta—i—l

t te x5 iy
1 1 1 1 2

S_ — - =

« o « (0 (0
Ty Ly Ty Ty Ty

Sei nun € > 0 beliebig. Fiir alle 1,25 € R mit x1,29 > z¢ := (§>1/a gilt dann (mit
0.B.d.A. 71 < x9):
To 1
/ sm(t)dt
o

Also ist (6.10)) hier erfiillt und nach dem Cauchy-Kriterium .34/ existiert das uneigentliche
Integral. U

2 2 2
< —< — =&,
oy T xg 3

Auch zum Majorantenkriterium gibt es eine Variante fiir uneigentliche Integrale.
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6.36. SATZ (Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale). Sei —oco < a < b < 400
und sei f : [a,b) — KY fir alle ¢ € (a,b) auf [a,c] Riemann—integrierbar. Sei ferner
h:[a,b) — [0,00) eine Funktion, die auf [a,b) uneigentlich integrierbar ist und so, daf es
ein d € [a,b) gibt mit |f(t)] < h(t) fir allet € [d,b). Dann sind auch f und |f| auf [a,b)
uneigentlich integrierbar.

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Da h auf [a,b) uneigentlich integrierbar ist, gibt es nach
dem Cauchy—Kriterium 6.34/ ein z. € (a,b) mit
T2
/ h(t)dt‘ <e.
1

Mit xo := max{d, x.} gilt dann fiir alle x1, 25 € [z9,b) (mit 0.B.d.A. 21 < x9):

/:Zf(t)dt‘ g/:Q\f(t)]dtgfm h(t)dt < e

1

Va1, xo € [24,0) :

Mit dem Cauchy—Kriterium 6.34/ folgt die Behauptung. U

Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir am linken Intervallende oder an beiden
Intervallenden uneigentliche Integrale.

Das folgende Integralkriterium stellt einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz
gewisser unendlicher Reihen und gewisser uneigentlicher Integrale her.

6.37. SATZ (Integralkriterium). Sei m € Z, sei (a,)>2,, eine monoton fallende Folge
nicht negativer reeller Zahlen und sei f : [m, 00) — [0, 00) monoton fallende Funktion mit
f(n) = a, fir alle n > m aus N. Dann ist die Reihe Y " a, genau dann konvergent,

wenn das uneigentliche Integral [ f(t)dt existiert.

BeEwEIs. Da f monoton fallend und beschrénkt ist, ist f nach Lemma 6.6/ auf jedem
abgeschlossenen Intervall [a, b] C [m, 00) Riemann—integrierbar und es gilt fiir alle k € Z
mit k > m:

Vte [k, k+1]: ar = f(k) > f(t) > f(k+1)=apy1 > 0.
Mit Lemma 6.7 erhalten wir durch Integration von k bis k + 1:
k+1
Vk > m, ke Ny : ap > f(t)dt > Qpy1 = 0.
k

Hieraus folgt fiir alle ny,ny € Ny mit m < ny < ng:

n2 n2 k41 ng+1 n2+1
(6.17) dap= ) / f(t)dt = / fydt = > ap>0.
k=n1 k=n1 k n1 k=ni1+1

Hieraus sieht man leicht, dafi die unendliche Reihe ). a; genau dann der Bedingung
(b) des Cauchy—Kriteriums[3.41 geniigt, wenn fiir das uneigentliche Integral die Bedingung
(6.16) des Cauchy—Kriteriums [6.34' fiir uneigentliche Integrale erfiillt ist. Mit den beiden
Cauchy—Kriterien folgt also die Behauptung. 0

6.38. BEISPIELE. (a) Fiir a € R gilt: Die Reihe Y °° L konvergiert genau dann,

n=1 no«
wenn « > 1. Dies folgt mit f(¢) := ¢~* unmittelbar aus dem Integralkriterium 0.37 und
Beispiel 6.33/ (a).

(b) Fiir o € (0, 00) gilt: Die Reihe Y, m konvergiert genau dann, wenn o > 1.
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BEWEIS. Zu (b): Die durch
1
()= tlog(t)~
definierte Funktion f : [2,00) — R nimmt ihre Werte in (0, 00) an und ist wegen
() = ~log(t)* + alog(t)*! _ log(t) + «
t2log(t)2 t2log(t)ot!
streng monoton fallend. Mit der Substitution u = ¢(t) := log(t) hat man

T 1 log(z)
/ ——dt = / u “du.
2 thg(t)a log(2)

Nach Beispiel [6.33] (a) existiert also das uneigentliche Integral

< 1
| ot
o tlog(t)®

genau dann, wenn « > 1 gilt. Mit dem Integralkriterium folgt die Behauptung. 0

fiir t > 2

<0 fir ¢t > 2



KAPITEL 7

Differentialrechnung in mehreren Verinderlichen

Falls nicht anders vermerkt, sei in diesem Kapitel ) stets eine nicht leere, offene
Teilmenge des RY. Wir betrachten nun Funktionen f : Q@ — RM (wobei N,M € N
natiirliche Zahlen seien) und wollen untersuchen, welche der Ergebnisse aus Kapitel 5
sinnvolle Ubertragungen auf den Fall mehrerer Verénderlicher zulassen.

1. Partielle Differentiation

7.1. DEFINITION. Sei f : Q — RM eine RM-wertige Funktion auf €, sei a € © und sei
u € RY mit |u| = 1. Da Q offen ist, gibt es ein § > 0, so daf fiir alle ¢ € R mit |¢t| < § der
Punkt a + tu in Q liegt. Wir definieren: f ist im Punkt a in Richtung u differenzierbar,
falls der Grenzwert

(Duf)(a) = lim +(f(a+ tu) — (@)

existiert. Der Wert (D, f)(a) heiit dann die Richtungsableitung von f an der Stelle a in
Richtung u.

7.2. BEMERKUNGEN. Sei f : Q — RM eine RM -wertige Funktion auf 2, sei a € Q und
sei u € RY mit |u| = 1.

(a) Die Existenz der Richtungsableitung (D, f)(a) von f an der Stelle a in Richtung
u ist also dazu dquivalent, daf die in (—4,d) definierte Funktion g mit

g(t) == f(a+tu) fir alle t € (—6,0)

im Punkt 0 als Funktion in einer reellen Veranderlichen differenzierbar ist. Ist dies der
Fall, so ist ¢'(0) = (Dyf)(a).
(b) Existiert die Richtungsableitung nach u in allen Punkten z € 2, so gilt

g )= (Duf)(a+tu) firalleteR mita+tuec.
BewEIS. (b) Ist a+tu € €2, so gibt es ein § > 0 mit a+ (t+s)u € Q fir alle s € (—0,9).
Es folgt

%(Q(th s) —g(t)) = é(f((a +tu) + su) — fla+tu)) — (Dyf)(a+tu) fiir s — 0

und damit die Behauptung. 0

Im Fall N = 1 gibt es nur die Richtungen 1 und —1 und die Definition 7.1 stimmt
mit der Definition der Differenzierbarkeit iiberein. Insbesondere folgt in diesem Fall aus
der Existenz der Richtungsableitung von f an der Stelle a in Richtung 1 bzw. —1 die
Stetigkeit von f im Punkt a. In mehreren Verédnderlichen mufl f nicht stetig sein, selbst,
wenn alle Richtungsableitungen von f an der Stelle a existieren. Wir zeigen dies durch
ein Beispiel:

140
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7.3. BEISPIEL. Die Funktion f : R? — R sei definiert durch

l’ll’%

7 fiir alle 2y, 70 € R mit 27 # 0

flxy,m3) =< 22 + 23
0 fir 1y = 0 und alle z5 € R.

Fiir alle u = (uy, ug) € R? mit |u| = 1 gilt dann

1 B gL _ ) .

i (F(0.0) + 00 = F0.0) = im g f(bw) = £
Uy

Die Richtungsableitung (D, f)(0, 0) existiert also fiir alle u € R? mit |u| = 1. Die Funktion

f ist jedoch in (0, 0) unstetig, denn fiir die gegen (0, 0) konvergente Folge ((n™2,n"1))>2,

gilt

: o1y L

n—oo

7.4. DEFINITION. Sei f = (fi,..., fur) : @ — RM eine RM—wertige Funktion auf (,
sei a € Qund sei e; :== (0,...,0,1,0,...,0) der j—te Einheitsvektor der kanonischen Basis
in R, also mit der j-ten Komponente 1 und 0 in allen anderen Komponenten. Falls die
Richtungsableitung (D, f)(a) existiert, so sagen wir f ist in a partiell nach der j—ten
Variablen differenzierbar und schreiben auch

g_j; (a) oder fe; (@)

statt (D, f)(a). Der Wert (D; f)(a) heifit die partielle Ableitung von f in a nach der j—ten
Variablen.

(D;)@)  oder

f heiBt auf Q partiell differenzierbar, falls fir alle a € € die partiellen Ableitungen
(D1f)(a),...,(Dnf)(a) nach allen Variablen existieren.

7.5. BEMERKUNG. (a) Da Konvergenz in R? mit der komponentenweisen Konver-
genz iibereinstimmt, existiert fiir eine Funktion f = (f1,..., fu) : Q@ — RM ein z € Q
und ein j € {1,..., N} (bzw. ein u € RY mit |u| = 1) genau dann die partielle Ablei-
tung (D;f)(x) (bzw. die Richtungsableitung (D, f)(x)) in z, wenn alle (D;fx)(x) (bzw.
(Dyfir)(z)) existieren fir k=1,..., M. Es gilt dann

M M
(D;f)(@) = ((Difi)(@)),,  bzw. (Duf)(x) = (Dufi) (@)

(b) Nach Definition der Richtungsableitung und der partiellen Ableitung ist eine Funk-
tion f : Q — RM genau dann in einem Punkt a € € partiell nach der j-ten Variablen
partiell differenzierbar, wenn fiir die in einer Umgebung von 0 durch

t— f(al,...,aj,l,aj +t,aj+1,...,aN)

definierte Funktion in 0 differenzierbar ist. Dies ist offensichtlich dazu dquivalent, dafi die
in einer Umgebung von a; definierte Funktion

f’—) h(g) = f(al, PN ,aj_l,f,ajH, ce ,CLN)

in a; differenzierbar ist. Es gilt dann (D;f)(a) = h/(a;). Die aus der Differentialrechnung
einer Verdnderlichen bekannten Summen—, Produkt— und Quotientenregeln iibertragen
sich also unmittelbar auf den Fall partieller Ableitungen.
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7.6. BEISPIELE. Sei r : RN — R die durch r(z) := |z| fiir alle x € R"Y definierte
Funktion.

(a) Fiir 0 2 x € RN und j = 1,..., N ist nach der Kettenregel in einer Verénderlichen
die Funktion

= hi(€) i =r(z,. .. 01, Tjp1, .., TN)
= (l‘%+...+l’?_l+€2+x?+1+...+x?\[)1/2
in dem Punkt z; differenzierbar und es gilt: }(z;) = % Nach der vorstehenden Bemer-
kung ist also r auf RY \ {0} partiell differenzierbar und es gilt:

o .
—T(x):& firalle 042z € RY ,j=1,...,N.
Ox; |z
(b) Sei nun f : (0,00) — RM eine differenzierbare Funktion. Wenden wir fiir j =
1,..., N die Kettenregel in einer Verdnderlichen an auf die Funktion
5 = f(?”(xl, cee axj—lafwxj-‘rl) s 7xN)) )
so erhalten wir: f or ist auf R \ {0} partiell differenzierbar und es gilt
o ,
(for)(x):ﬁf’(r(x)) fiir alle 0 2 € RY [j=1,...,N.
Oz |
(c) Sei g : RY — R definiert durch
w fiir 0 #£ x = (71,...,75) € RY
g(x) = ||
0 firz =0.

Mit der Produktregel und (b) (angewendet auf die Funktion f : t — f(t) = t=2V)
folgt die partielle Differenzierbarkeit von g auf RY \ {0} und wir erhalten fiir 0 # x =
(r1,...,zy) ERY und j =1,..., N:

dg Xy oo Tjq1 -Tjp1- ... TN or—2N
axj(x): JT@)J\, + Xy XN o, (x)
$1'...‘l’j,1'l’j+1'...'$N xj 1
= —2N -2y ...- Ny ————
’QIPN |.Z" r($)2N+1
2
|2 jz2/

Auch in x = 0 ist g partiell differenzierbar. Es gilt

0 te;) — g(0
99 () = i 91022) =90 _ )
a[l;'] t—0 t
Ist w € RY mit |u| = 1, so gilt
g(tu) —g(0)  tNwup-uy upe.uy
t o 232N+1|u|2]\/ o $N+1

0 falls u; = 0 fiir wenigstens ein j € {1,..., N}
ﬁ
+o00 sonst.

Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt also nicht die Existenz aller Richtungsablei-
tungen.

Es folgt ein hinreichendes Kriterium fiir die Vertauschbarkeit von Integration und
Bildung der Richtungsableitungen:
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7.7. SATZ. Sei —00 < a < b < 00, sei Q@ C RY offen und sei u € RY mit |u| = 1.
f:]a,b] x Q — RM sei eine Funktion mit den beiden folgenden FEigenschaften:

(a) Fir alle x € Q ist die Funktion s — f(s,x) stetig auf [a,b].
(b) Fiir alle (s,x) € [a,b] x Q existiert die Richtungsableitung

1
(Duf)(s,) = lim = (F(s,+ tu) — [(5,2))
und die hierdurch definierte Funktion
Dyf :la,b] x Q@ — RM (s,2) — (Dyuf)(s,x),

ist stetig auf [a,b] x €.

Dann existiert fiir die durch

b
F(x) = / f(s,x)ds fiir alle z € Q

definierte Funktion F : Q — RM in alle Punkten x € Q die Richtungsableitung (D, F)(x)
und es gilt

(7.1) (Qfmwz/(mﬁ@ww&

Die hierdurch definierte Funktion D, F : Q — RM ist auf Q stetig.

BeEwEIs. Da die Bildung der Richtungsableitung komponentenweise erfolgt, geniigt
es die Behauptung fiir den Fall M = 1 zu beweisen. Sei also f : [a,b] x  — R eine
Funktion, die (a) und (b) erfiillt und seien = € 2 und € > 0 beliebig. Da € offen ist gibt
es ein &g > 0 mit Bs,(z) := {£ € RY; [€ — x| < §y} C Q. Wegen (a) ist s — f(s,z)
fir alle x € By, (z) auf [a,b] stetig und daher Riemann—integrierbar. Da [a,b] X Bs,(x)
eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von RY*+! ist, ist die Funktion D, f schon
gleichméaBig stetig auf [a,b] x Bs,(x) (vergl. Satz[1.38). Es gibt also ein 0 € (0, dy), so daBl
fir alle (s1,£&1), (s2,&2) € [a,b] x Bs,(x) gilt:

€

(7.2)  |(s1,61) — (82,8)] <6 = |(Duf)(sl,§1)—(Duf)(SQ,&)I<—b_aH.

Sei nun ¢t € (—¢,0) beliebig. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewen-
det auf die Funktion ¢ : t — f(s,z + tu) gibt es zu jedem s € [a, b] ein 7(s,t) zwischen 0
und ¢ mit (vergl. Bemerkung [7.2):

%(f(s, v 1) — f(s,2)) = g/ (7(5,8)) = Duf(s, + (s, t)u)
Fiir alle s € [a, b] hat man fur 0 < [t| < ¢

|(s, 2 4+ 7(s,t)u) — (s,2)| = |x + 7(s,t)u — x| = |7(s,t)| < |t| <&
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und daher wegen (7.2):

%(F(m—i—tu) _ F(a:))—/a (Duf)(s.2)ds| =

a

<)
/

=yfkéqu+mn—f@x»—@%ﬁ@wnw)
11

S(f (s, + tw) = f(s,)) = (Duf)(s,2)|ds

t
[(Du)f (s, 2+ 7(s, t)u) = (Duf)(s, x)lds

b
<
b
5 (b—a)e
< ds = <e.
_/a b—a+1 ° b—a+1 ©
Also gilt
1 b
lir% Z(F(x +tu) — F(z)) = / (Duf)(s,x)ds
und damit die Behauptung. Die Stetigkeitsaussage folgt mit Satz [7.9. O

Da partielle Ableitungen nach der j-ten Variablen insbesondere Richtungsableitungen
nach dem j—ten Einheitsvektor sind, erhalten wir als unmittelbare Folgerung:

7.8. FOLGERUNG. Sei —00 < a < b < oo, sei 2 C RN offen und sei j € {1,...,N}.
f:]a,b] x Q — RM sei eine Funktion mit den beiden folgenden Eigenschaften:

(a) Fir alle x € Q ist die Funktion s — f(s,x) stetig auf [a,b].

(b) Fiir alle (s, x) € [a,b] x 2 existiert die partielle Ableitung

L (5,2 =ty (v -+ 1) — (5,2

und die hierdurch definierte Funktion

af M
o, [a,b] x Q@ — RY | (s,x)Haxj(s,x),

ist stetig auf [a,b] x €.

Dann existiert fiir die durch

b
F(x) := / f(s,x)ds fiir alle x € Q

definierte Funktion F : Q — RM in alle Punkten x € Q die partielle Ableitung (95 )(x)
und es qilt

(7.3) (aF)(;c) _ 19 pas.

(9_arj n a an
Die hierdurch definierte Funktion % : Q0 — RM st auf Q) stetig.
J
Fiir Integrale, deren Integrand stetig von einem Parameter abhéngt, erhalten wir

folgende Stetigkeitsaussage (aus der man auch leicht die Stetigkeitsaussage in Satz 7.7
erhalt).
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7.9. SATZ. Sei K C RM beschrinkt und abgeschlossen. Sei —oo < a < b < oo. Fiir
alle stetigen Funktionen f : [a,b] x K — K gilt: Die durch

b
h(u) := / f(z,u)dz fir alle w € K

definierte Funktion h : K — KV ist gleichmdfig stetig.

BeEwEIs. Da auch H := [a,b] x K beschriankt und abgeschlossen ist, mufl f schon
gleichméBig stetig auf H sein (vergl. Satz [1.38). Zu beliebig vorgegebenem e > 0 gibt es
also ein d > 0, so daB fur alle z,y € [a,b], u,v € K mit |(z,u) — (y,v)| < ¢ gilt

|f(z,u) = fly,v)]

Fiir alle u,v € K mit |u — v| < § folgt also:

_ €
b—a-+1

) = (w)| = | [ ' Flav) — o, v)ds] < / o) — fa0)lds
<

L(b—
“b—a+1 ( a)<e

und damit die gleichméfige Stetigkeit von h auf K. U

7.10. DEFINITION. (a) Sei f : Q@ — R eine partiell differenzierbare Funktion. Dann
heiBt die RY-wertige Funktion

gradf : x — (gradf)(z) := <8f (x) of (x))

Jry~ 77 dxy

der Gradient von f. Statt gradf schreibt man auch Vf mit V := (8%1, e %).

(b) Unter einem Vektorfeld F auf einer offenen Menge 2 C RY versteht man eine
Abbildung F : Q — RY. So ist zum Beispiel der Gradient V f einer auf ) partiell diffe-
renzierbaren Funktion f : Q — R stets ein Vektorfeld. Ist F' = (fi,..., fx) : Q@ — RY ein

partiell differenzierbares Vektorfeld auf €2, so heifit die Funktion

. =~ 3f)
divF :=(V,F) := Z%
J

J=1

die Divergenz von F'.
(c) Ist 2 C R offen und F : Q — R3 ein auf Q partiell differenzierbares Vektorfeld,
so heifit das durch

8F3 _ (9F2 8F1 _ (9F3 8F2 _ 8F1>
81‘2 (91337 8x3 (91:1’ 8x1 8332

definierte Vektorfeld rotF : €2 — R? die Rotation des Vektorfeldes F.

rotF::VXF::<

Aus den Produktregeln fiir die partiellen Ableitungen erhélt man unmittelbar die
folgenden Produktregeln fiir V und div:

7.11. LEMMA. Seien f,g : Q — R partiell differenzierbare Funktionen und sei F' =
(fi,- -, fn) : Q@ — RY ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

(7.4) V(fg)=f-Vg+g-Vf
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und
N o(f- iy N5
aivigr) =3 ML) S OT g 5 O
7.5 j=1 ’ =17 =17
(75) =(Vf,F)+ f-divF
=(Vf,F)+ f-(V,F)

7.12. BEISPIELE. (a) Die Identitiit id : RY — RY mit id(x) = z fiir alle x € R ist
ein partiell differenzierbares Vektorfeld mit div(id)(x) = N fiir alle z € R".
(b) Ist r : RY — R, r : 2 — ||, wie in Beispiel [7.6/ und ist f : (0,00) — R eine
differenzierbare Funktion, so folgt fiir alle 0 # z € RN \ {0}:
1 1
(Vr)(z) = —=x=—2x

r(z) 2]

und

i onyie) = L - LED,

Insbesondere ist Vr : RV \ {0} — RY ein partiell differenzierbares Vektorfeld und wir
erhalten mit der Produktregel 7.11/ und (a) fiir alle 0 # z € RY:

(div(Vr))(z) = (diveid))(x) - <(v%>(x),x> N (di:éi;(ﬂﬁ) _ _<‘a;,’9§> . %
N1

]

7.13. DEFINITION. Ist f :  — R eine auf einer offenen Menge Q C R¥ partiell diffe-
renzierbare Funktion und sind die partiellen Ableitungen D1 f, ..., Dy f ebenfalls partiell
differenzierbar auf 2, so heifit f zweimal partiell differenzierbar auf Q. Statt (D;(Dy f))(z)
schreibt man auch

o0 f
~ Ox;0my,

Induktiv definieren wir: f : Q — RM heifit auf Q (k + 1)-mal partiell differenzierbar,
falls f auf Q k—mal partiell differenzierbar ist und falls fiir alle ji,...,j, € {1,...,k}
auch die Funktionen Dj, ... D;, f partiell differenzierbar sind. Man definiert dann fiir alle
Jk+1 € {1,...,k} und alle z €

ak+1f
= (Dijrlek : D]lf)<x> = (Djk+1(Dj Dj1f))(x)

8a:jk+18xjk Ce anl

(D; Dy f)(x)

(x), jk=1,...,N.

Fiir die k—fache partielle Ableitung nach der j—ten Variablen schreiben wir auch
ok f

k

Dj f oder a—x‘lf .

Fiir alle k € Ny definieren wir: f : Q@ — RM heiit auf Q k-mal stetig partiell dif-
ferenzierbar, falls f auf Q0 k—mal partiell differenzierbar ist und sowohl f als auch alle
partiellen Ableitungen der Ordnung < k auf €2 stetig sind. Mit C*(©2, R) bezeichnen wir
die Menge aller auf €2 k—mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen mit Werten in



1. PARTIELLE DIFFERENTIATION 147

RM. Insbesondere hat man C°(Q,RM) = C(Q, RM). Durch vollstéindige Induktion zeigt
man, dal C*(Q, RM) ein Untervektorraum von C(€2, RM) ist. Auch

Ce(Q,RY) == () C*(Q,RM)
k=0
ist ein Untervektorraum von C(2, RM). Fiir k € Ny U {oco} schreiben wir im Fall M = 1
auch C*(Q) statt C*(Q,R)

Wie man an einem Beispiel in den Ubungen sieht, kann es vorkommen, daf D,D;f
und D;D; f verschieden sind. Der folgende Satz von H. A. SCHWARZ zeigt, dafl dies bei
zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktionen nicht passieren kann.

7.14. SAaTz. Seien i,5 € {1,...,N} und sei f € CHQ,RM) eine Funktion fiir die
D;D;f auf ganz Q) existiert und stetig ist. Dann existiert auch D;D;f auf ganz Q und es
qgilt fiir alle x € Q:

(D:D; f)(z) = (D; Dif)(x).
Insbesondere ist auch D;D; f auf §) stetig.
BEWEIs. Da die partiellen Ableitungen komponentenweise gebildet werden, geniigt es
die Behauptung fiir den Fall M = 1 zu beweisen. Sei wieder {ey,...,ex} die kanonische
Basis des RY. Sei x € Q2 beliebig. Da 2 offen ist, gibt es ein § > 0, so dafl x + se; +te; € Q

fir alle s, € R mit |s|] < § und [¢| < §. Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung (angewendet auf die Funktion ¢ — f(z + se; +te;)) und Bemerkung [7.2

gilt fiir alle (s,t) € (—=9,0) x (—0,9):
f(x + se; +tej) = f(x+ se;) + /t(Djf)(x + se; + Te;)dT .
0

Partielle Differentiation nach s ergibt wegen der Stetigkeit von D;D; f nach Folgerung 7.8
fur alle (s,t) € (—0,0) x (—4,0):

(Dif)(x + se; + te;) = (D f)(z + se;) + /t(DiDjf)(x + se; + Te;)dT .
0

Fiir alle s € (—9,9) ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die
rechte Seite (und damit auch die linke Seite) differenzierbar nach t. (D;D; f)(x + se; +te;)
existiert also und wir erhalten somit fiir alle (s,t) € (—0,9) x (—4,d) unter Verwendung
von Bemerkung [7.2:

(D;D; f)(x + se; + tej) = (D;D; f)(x + se; + tej) .
Speziell fiir s = ¢t = 0 ergibt dies die Behauptung. O

7.15. FOLGERUNG. Sei f € C®°(Q,RM). Dann gilt fir alle Permutationen m von
1,...k, alle iy, ... ix € {1,..., N} und alle x € Q:

(Diﬂl)Diﬂ(Q) e Diﬂ(k)‘f) (I’) = (DilDiz Ce lef) (ZE) .
Dies zeigt man durch vollstindige Induktion nach k£ unter Verwendung von Satz 7.14

und der Tatsache, daf sich jede Permutation als eine Hintereinanderausfithrung von Trans-
positionen schreiben 148t.

7.16. FOLGERUNG. Ist Q C R? offen und f € C*(Q), so gilt
rot(gradf) = (0,0,0).
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BEWEIS. Es ist gilt nach Satz [7.14:
82f B an 62f . an an i 82f ) — (O O 0)
8x28x3 61’381’27 8x38x1 89518953’ 8x18x2 8%281‘1 - T )
U

rot(gradf) = (

7.17. DEFINITION. Ist Q2 C RY offen und f € C*(Q,RM), so definiert man

N82f

ox?’

Af =

Im Fall M =1 hat man insbesondere A f = div gradf. Der Differentialoperator

heifit Laplace—Operator und die partielle Differentialgleichung
Af=0

die Potentialgleichung. Thre Losungen heiflen harmonische Funktionen.

Man kann zeigen, dafl die harmonischen Funktionen schon beliebig oft stetig partiell
differenzierbar sind.

7.18. BEISPIEL. Sei f € C?((0,00)). Wir betrachten die Funktion for mit r(z) = |z|

fiir alle z € RY. Nach Beispiel 7.12 (b) ist f o r auf RV \ {0} partiell differenzierbar und
es gilt (V(for))(x) = ’:((;)) - . Mit der Produktregel [7.11 fiir den Divergenz-Operator
folgt: V(f or) ist partiell differenzierbar und

A(for)(x) =(divV(f or))(x)

) 1
_< r(z) x’r(x)x>

=f"(r(x)) + f'(|=])

Ist N >3 und f(t) := t>=V fiir alle t > 0, so folgt fiir die Funktion hy : RV \ {0} — R
mit hy(z) := |z*7V fiir alle 0 # 2 € RY:

N -1

]

(Ahy)(z) = (Ar*™Y)(@) = (2 = N)(1 = N)[a| ™ + (2 = N) |2 =0.

hy ist also eine auf RY \ {0} harmonische Funktion.
Im Fall N = 2 gilt mit f = log fiir die Funktion hy : x — log(|z|):
(Ahg)(z) = (A(log or))(x) = —z[7* + |2[* = 0.

Also ist auch hy eine auf R? \ {0} harmonische Funktion.
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2. Totale Differenzierbarkeit und totales Differential

7.19. DEFINITION. Eine auf einer offenen Menge 2 C RY definierte RM-wertige Funk-

tion heiflt in einem Punkt xy € € total differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung
T :RY — RM gibt mit:

1
(7.6) lim

T

’f(a:) — f(zo) = T(x — 1‘0)‘ =0.
f heifit auf € total differenzierbar, falls f in allen Punkten von €2 total differenzierbar ist.

Im Spezialfall N = 1 ist jede lineare Abbildung 7' : R — R" von der Gestalt T : u
uyr mit einem Vektor yr € RM. Die Aussage (7.0)) ist in diesem Fall dquivalent zu:

lim | (f(x) — f(z0)) — yr| =0

a—ao | |x — x¢|

d.h. zur Differenzierbarkeit von f in xy und zu f'(xq) = yr. Die Abbildung x — f(xq) +
f'(x0)(z — xp) ist dann die Tangente in (xo, f(zo)) an den Graphen von f.

Entsprechend werden wir auch im Fall N > 1 die Abbildung = — f(x¢) + T (z — zo)
mit 7" wie in (7.0) die Tangente in (xg, f(x¢)) an den Graphen von f nennen. Im Fall
M =1 ist hierdurch eine Hyperebene in RY*! erklirt.

Wir schreiben im folgenden die Vektoren des RY und R als Spaltenvektoren. Aus
der linearen Algebra ist bekannt: Ist 7' : RV — R eine lineare Abbildung, so gibt es
genau eine Matrix A7 aus der Menge M/« n(R) aller M x N Matrizen iiber R,

ari ... ay N
Apr =
apmi --- AMN
mit
N
a1 ... QN Ui Zkzl a1 kU Uy
Tu= Apu = ; : ] = : firalleu=| : | e RV,
N
apil --- QAQMN un Zkzl ap Uk un
bil
Ist also f = : : Q) — RM ¢ine in einem Punkt 2y € Q total differenzierbare Funktion
0
fu

und ist 7' wie in (7.0)), so gilt fiir die zugehérige Matrix Ay = (a;) ;-1
=
nach (7.0)

,,,,,

1 N M
! 1) = 7o) = ( —a0r) [ =0
Y, g 1) = 7o) = (D emalon = 20))
und daher auch
1 N
I () = fiwo) = 3 agulan — ‘ —0
M i) = filwo) 2 a5k (T — Tok)
fiir j = 1,..., M. Aus der totalen Differenzierbarkeit von f in xy folgt also die totale

Differenzierbarkeit von fi,..., fas in xy. Sind umgekehrt die Funktionen fi,..., fa; in xg
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total differenzierbar, so gibt es lineare Abbildungen 7; : RY — R mit

lim = |£,(@) = f(a) = T = z0)| = 0

T—To

fir yj=1,..., M. Zu Tj gibt es eindeutig bestimmte a;1,...,a;y € R mit

Uy Uy

Tju=(aj,...,an) | : firalle u=| : | e RY.

Es folgt also fiir j =1,..., M

lim ——
z—10 |£L‘ — x|

fi(x) — fi(zo) Za]k x — Tox)| =0

und somit auch

) 1
T—T0 ’.%—1'0’ f( (Z(l]kl'k Tok >g 1’_

lim

|f(x) = f(xo) — A(x — 20)| =0,

.....

wobei A = (a;x) =1....c € Marn(R). Die durch A
k=

T:RY - RM, ur— T(u):= Au

definierte lineare Abbildung RY nach RM erfiillt also (7.6) und es folgt die totale Diffe-
renzierbarkeit von f in xy. Wir halten also fest:

fi
7.20. LEMMA. FEine Funktion f = | : Q — RM st genau dann in einem Punkt
fu
xo der offenen Menge ) total differenzierbar, wenn die R—wertigen Funktionen fi,..., fu
m xq total differenzierbar sind.
fi
7.21. SATZ. Sei Q C RN offen und sei f = : :Q — RM in 2y € Q total
fu

differenzierbar, so daf$ also

(7.7) lim

T :v0|

|[f(z) = f(z0) = Alz = z)| = 0

qilt mit einer Matrix A = (asz{;)j:l,“.,M € Myxn(R). Dann gilt:
k=1 N

(a) f ist in zq stetig.
(b) f ist in xo partiell differenzierbar und man hat

Of:
aj,kza_fzf‘; fﬂrallejzl,...,M,kzl,...,N.
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Insbesondere ist also die Matrix A aus (7.7) und somit auch die lineare Abbildung T
aus (7.0) eindeutig bestimmt. Man nennt 7' dann das totale Differential von f in xo und
schreibt

T = (Df)(xo)-
Die zu T gehorige Matrix heiBt die Jacobi-Matriz" und wird mit J; (o) bezeichnet. Es ist
e oh o
Oxy T Oy
Jr(zo) = | ¢ :
9fum Ofu
95, " Oin

BewEIs. (a) Aus (7.7) folgt insbesondere auch
f(x) = f(wo) = f(x) = f(xo) — A(r — x0) + A(x — 29) — 0 fiir  — o,
da

M
A(r — o) = (Z ajp(xp — xO,k))J,:l — 0 fir z — xo.

f ist also in z( stetig.
(b) Firj=1,...,M,k=1,...,N gilt (mit z = zq+tey , e, der k—te Einheitsvektor)

hm

N
| il + ter) = fi(wo) > ajvlalﬁk( —0
=1

wobel

das Kroneckersymbol bezeichnet. Es folgt also
fi(xo + tey) — fi(wo)
t~>0 t
f; ist daher in xy nach der k-ten Variablen partiell differenzierbar und es gilt

af;
(%k

—CLng :O
——(x9) = aj firallej=1,... M, k=1,....,N.

Offensichtlich ist (mit x = xo + £) die Aussage (7.0) dquivalent zu

m L (f(w0 +€) — fzo) — TE[ =0

e g

und (7.7) ist dquivalent zu

Wir werden dies im folgenden haufig verwenden.

Natiirlich kann die Jacobimatrix fiir alle in zy partiell differenzierbaren Funktionen
f : Q — RM gebildet werden. Das Beispiel 7.3/ einer in 0 unstetigen aber in 0 partiell
differenzierbaren Funktion f : R? — R zeigt jedoch wegen Satz/7.22, dafl aus der partiellen
Differenzierbarkeit in xy nicht die totale Differenzierbarkeit in xy folgt. Es gilt jedoch:

LCARL GusTAV JACOB JACOBI (10.12.1804-18.2.1851).
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fi
7.22. SATZ. Sei Q CRY offen und sei f = | | : Q@ — RM auf Q partiell differen-

fm
zierbar. Sind die partiellen Ableitungen ngi fir alle j =1,...,M und alle k =1,...,N
in xo stetig, so ist f in xg total differenzierbar.

BEWEIS. Da f genau dann in xg total differenzierbar ist, wenn die Komponenten-
funktionen f1,..., f, in xq total differenzierbar sind, geniigt es nach Lemma [7.20, den
Fall M =1 zu betrachten. Sei also nun f als reellwertig vorausgesetzt.

Da Q offen ist gibt es ein § > 0 mit Us(zg) = {z € RY; |z — x| < 6} C Q. Wir
definieren fiir j = 0,1,..., N und alle £ € RN mit |¢] < 0:

J
§i=xz0+) &ey,
v=1

wobei e, den v—ten Einheitsvektor in RY bezeichne. Dann liegen die Punkte wuo(§) =
2o, u1(§), ..., un(§) = xo + £ alle in Us(xp) und u;(&§) unterscheidet sich von wu;_q(§)
nur in der j-ten Komponente, u;(§) = wu;j_1(§) + &e;. Nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, angewendet auf die Funktion ¢ — f(u;_1(§) + t€;e;) gibt es ein
f(u;(€)) = f(uj—1(€)) = &(D; f)(v;(€))  mit v;(§) == u;1(§) + 0;(E)&;e; -
Wegen uy(€) = zo und uy(§) = xg +£ folgt also
N
(7.10) flao+€) - Z flu flu;1(9) = D &(Df)(3(9)).
Jj=1 j=1
Fir € — 0 gilt u;(§) — 2o und v;(§) — zo und daher (wegen der Stetigkeit von D;f in

xo):

lin(D; )(03(€)) = (D) (wo) fiir j =1, N.

Wir erhalten

N
Oﬁi‘f@o—i‘g)— f(xo —Z D; f)(x0)&;] <
=1

€] J
S%‘f(xwf) ZDf vi(€)&] + |£!’Z (D f)(v;(€)) — (D f)(w0))&;] <
<0+ (3 (0N - D,NE)) " =0 forg o,

wobei bei der letzten Ungleichung (7.10) und die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung ver-
wendet wurden. Also ist (7.8) mit der linearen Abbildung

N

T:RY =R, £ T(6) =) (D;f)(x0)é
j=1
erfiillt und es folgt die totale Differenzierbarkeit von f in x. O

7.23. FOLGERUNG. Jede auf einer offenen Menge Q C RN stetig partiell differenzier-
bare Funktion f : Q — RM st auf Q total differenzierbar.
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Der Beweis der folgenden Rechenregeln ist inzwischen Routine und mufl daher hier
nicht ausgefiihrt werden.

7.24. LEMMA. Sei Q C RY offen und seinen f, g : Q@ — RM™ zwei in dem Punkt zo € )
total differenzierbare Funktionen.
(a) Fir alle o, B € R ist die Funktion of + Bg in xq total differenzierbar und es gilt

(D(af + Bg))(w0) = a(Df)(x0) + B(Dg)(zo) -
(b) Ist M =1, so ist auch die Funktion fg in xo total differenzierbar und es gilt

(D(f9))(wo) = f(x0)(Dg)(wo) + g(20)(Df) (o)

7.25. BEISPIELE. (a) Sei T': RY — RM eine lineare Abbildung. Dann ist 7" auf RV
total differenzierbar und es gilt (DT)(a) = T fiir alle a € RY.
(b) Wir kénnen die Menge My n(R) der (VN x N)-Matrizen identifizieren mit dem

RM’. Der euklidische Betrag stimmt mit der in den Ubungen eingefiihrten Frobeniusnorm
|| - ||2 iiberein. Die Abbildung

[ Myan(R) = Myxn(R), A f(A) = A
ist auf My n(R) total differenzierbar und es gilt fiir alle A, C' € Myyn(R):
(DAA))(C) = AC+ CA.

BEWEIS. (a) Dies ist unmittelbar klar, denn fiir alle a € RY gilt:
E?EﬂTa+® T(a) =T()| =0.
(b) Fiir alle A € Myxn(R) und 0 # C' € Myxn(R) gilt:

_HQMVA+C f(A)—AC - CA|, = (A4 C)* — A% — AC — CA|,

||0||2|
_ 1 yny < IO
||C||z 27 Cl2
fir ¢ — 0. O
7.26. SATZ (Kettenregel). Seien Q; C RN und Qo C RM offen und seien g : Q; — RM
und f: Qy — R zwei Funktionen mit g(Qy) C Qq. Ist g in einem Punkt xo € Qy und f

in dem Punkt g(xo) € Qs total differenzierbar, so ist auch die Hintereinanderausfiihrung
fog:Q —RE 2 (fog)(x):= f(g(x)), in xo total differenzierbar und es gilt

(D(f 0 g))(wo) = (Df)(g(x0)) o (Dg)(o)

Fir die Jacobimatriz Jyo4(xo) erhdlt man also
Jrog(z0) = J(g(w0)) Jg(z0) -
BEWEIS. Wir setzen A := (Dg)(xg), B := (Df)(g(wo)) sowie fiir £ € RY
p(€) = g(zo +&) - ( 0) = A(§) fiir § € RY

=[Cllz =0

und
¥(n) = flg(xo) +n) — flg(ao)) — B(n) fir n € RY.
Wegen der totalen Differenzierbarkeit von g in zq und von f in g(xo) gilt

L209] R v

sowie — —0 firn—0.
€] Inl
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Also ist die durch 1
0o(€) = {?SO(Q fiir 0 # ¢ € RN

0 fir £ =0
definierte Funktion g : RY — RM stetig in 0 und auch 1y : R® — RL mit
1
—w(n) fir 0#neRY
Po(n) == 4 [l
0 firn=20

ist stetig in 0. Die Kettenregel folgt, wenn wir zeigen kénnen, dafi mit

X&) == f(g(zo + &) — flg(w)) — B(A(E))  fiir £ € RY
gilt
(7.11) % 0 fir € —0.
Wegen g(zo + &) — g(xo) = A(§) + ¢(£) und
fg(zo+€)) =f(
( )—i—B(g(xo—l—f)—g(l‘o)) +¢( (l’o—i‘f) g(x ))
) + B(A©) +¢(€)) + ¥ (g(wo + &) — g(0))
9(x0)) + B(A()) + B((&)) + 1 (g(xo +5) g9(z0))
folgt
x(€) :B(SO(Q) + 1/’(9(% +&) - Q(Io))
=[¢] - B(go(€)) + |A(€) + I€]wo(€) |0 (g(zo + €) — g(x0))

und hieraus mit der Dreiecksungleichung fiir [¢| > 0 unter Verwendung der in den Ubungen
eingefithrten Matrixnorm || - ||:

0< |X( )| <|B(900(f))’ 4 |A(‘£’71£)+¢0<€)‘ . ’wo(g(xo—i-f) —9(960))‘

e
<|IBIl - o) + (1Al + [0o(E)]) - [0 (g(z0 + &) — g(w0))| -
Wegen der Stetigkeit von ¢ in xy und der Funktionen ¢ und ¢y im Nullpunkt folgt (7.11)
und damit die Behauptung. 0

7.27. FOLGERUNG. In der Situation von Satz|7.20| ist die Funktion f o g in xq partiell
differenzierbar und es gilt

I(f og)
8xj

(xo)—zgyi( (xo))g%’;(xo) firj=1,...,N.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Satz 7.26 durch Berechnung der j—ten Spalte von
Jrog(0) = J5(g(w0)) Jg(x0). O

7.28. FOLGERUNG. Sei Q C RY offen und sei f : Q — R eine in dem Punkt xo € €
total differenzierbare Funktion. Dann existiert fiir alle u € RN mit |u| = 1 die Richtungs-
ableitung (Dyf)(xo) von f in xo und es gilt

(Duf) (o) = (u, (V) (w0)) -
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Bewers. Fir alle t € R mit « + tu € Q definieren wir g(t) := zo + tu. Da Q offen ist,
ist g in einer Umgebung von 0 definiert und offensichtlich differenzierbar. Nach Definition
der Richtungsableitung gilt

f(zo + tu) — f(x0)
t

(D f) (o) = lim
Der letzte Grenzwert existiert nach der Kettenregel und es folgt

(Duf)(w0) = J1og(0) = J1(9(0))J4(0) = Z g—i(xo)uj = (u, (Vf)(0)) -

Ist (Vf)(xo) # 0, so ist der Winkel ¢ zwischen w und (V f)(zo) gegeben durch
(u, (Vf)(@0))
ul - |(V f)(xo)|

Die Richtungsableitung wird also am gréfiten fiir ¢ = 0. Der Gradient gibt somit die
Richtung des steilsten Anstiegs an.

cos(ip) =

3. Der Mittelwertsatz und der Taylorsche Satz in mehreren Verédnderlichen

In Analogie zum Fall einer reellen Veréinderlichen (vergl. Def. 5.15) definieren wir: Sei
0 #Q CRY und sei f : Q — R eine reellwertige Funktion auf 2. Ein Punkt xy € Q heifit
lokale Mazimumstelle (bzw. lokale Minimumstelle) von f, falls es ein € > 0 gibt mit

(7.12) Ve € QN U (xo) \ {zo} : f(z) < f(xo) (bzw. f(z) > f(xg)).

f(xo) heifit dann ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum) von f. Ist zy lokale
Maximums— oder Minimumsstelle von f, so nennen wir xy auch eine lokale Extremstelle
und f(xg) ein lokales Extremum von f. Gilt in (7.12)) das <—Zeichen bzw. das >—Zeichen,
S0 nennen wir x, eine isolierte lokale Maximum— bzw. Minimumstelle von f.

7.29. SATZ. Sei f : Q — R eine auf einer offenen Menge Q C RY definierte reellwertige
Funktion, die in dem Punkt xq € Q) eine lokale Extremstelle besitze. Ist f in xy partiell
differenzierbar, so ist (VF)(zo) = 0.

BEWEIS. Da Q offen ist gibt es ein € > 0 mit U.(xg) C Q. Fiir j = 1,..., N betrachten
wir die Funktion

p;: (—e,e) = R, t— p;(t) == f(zo + te;),

wobei e; wieder den j-ten Einheitsvektor in RY bezeichne. Da f nach Voraussetzung in
o partiell differenzierbar ist, ist ¢; in 0 differenzierbar mit ¢’(0) = (D;f)(zo). Aus der
Tatsache, dal f in x( eine lokale Extremstelle hat, folgt dafl 0 eine lokale Extremstelle
von ¢; ist. Nach Satz 5.10 muB also fiir j = 1,..., N gelten: 0 = ¢;(0) = (D;f)(xo). O

7.30. SATZ (Mittelwertsatz der Differentialrechnung in mehrereren Verdnderlichen).
Sei 0 C RY offen und sei f € CH(Q,RM). Sind x € Q und £ € RY so gegeben, daf die
Strecke {x +t£; 0 <t < 1} ganz in Q enthalten ist, so gilt

(7.13) fla+€) — fla) = /0 Jo(a + )€ dt
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und daher auch?

(7.14) [f(x+&) = fl2)| Stzl[éli]HJf(ﬂﬁthé)H 1€l

BEWEIS. Die Funktion
g 0.1 =RY,  tg(t) = fz+t)
ist nach der Kettenregel auf [0, 1] differenzierbar und mit h(t) := x +t£ gilt wegen Jy,(t) =
&
g (t) = J,(t) = Jp(x + &) Ju(t) = Jp(x + t€)E  fiir alle t € [0,1].
Es folgt daher

f(z+6) — fz) = g(1) — g(0) = / J (t)dt = / Jo(o + 1€)Edt

und hieraus

1 1
@t €) - fla)] < / (o + 16)€ldt < / Vs +t€)] - [€lde < sup [Ty + €] - [€].

te(0,1]

O

Im Spezialfall M = 1 gibt es nach dem Mittelwertsatz in einer Verdnderlichen ein
0 € (0,1), so dal mit den Bezeichnungen aus dem obigen Beweis gilt:

&
fl@+&) = fz) =g(1) — g(0) = ¢'(6) = Jy(x + 65)
v

Za—f (v +06)& = (& (V) (z +08)) .

Damit erhalten wir:

7.31. SATZ (Mittelwertsatz der Differentialrechnung in mehrereren Verénderlichen fiir
reellwertige Funktionen). Sei Q C RY offen und sei f € CYQ,RM). Sind z € Q und
€ € RY so gegeben, daf$ die Strecke {x +t&; 0 <t < 1} ganz in Q enthalten ist, so gibt
es ein 0 € (0,1) mit

(7.15) f@+8) = fx) = (& (V) +08)) .

Eine Menge €2 C R"™ heifit konvez, falls fiir alle Punkte x,y € 2 die Verbindungstrecke
{z+1t(y—x); 0 <t <1} in Q enthalten ist.

7.32. FOLGERUNG. Sei §) eine offene, konvexe Teilmenge des RY. Ist f € C*(Q, RM)
eine Funktion mit (Df)(x) =0 fir alle x € 0, so ist f auf Q) konstant.

’Die Matrixnorm | - || wurde in den Ubungen eingefiihrt. Wegen der stetigen partiellen Differenzier-
barkeit von f auf  ist die Abbildung ¢t — J¢(z + t&) auf [0, 1] stetig. Es gilt also fiir alle ¢ € [0,1] fiir
s — t unter Verwendung der Ungleichung zwischen Matrixnorm und Frobeniusnorm:

0 < g (@ + ) = 15 (@ + sE)Ill < T (@ + ) = Ty ( + sE) | < VN[ g (w + ) = Jp(a + 5) |2 — 0.
Insbesondere ist also auch die Funktion ¢ — ||J;(z + t£)]| auf [0, 1] stetig und somit

sup ||J;(z + )] < oo.
te[0,1]
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BEWEIS. (Df)(x) = 0 fir alle z € Q ist dquivalent zu J¢(x) = 0 auf Q. Sind u,v € Q
beliebig, so gilt wegen der Konvexitit von Q auch {u+t(v—u); 0 <t <1} C Q und wir
erhalten aus Satz [7.30 (mit z = v und £ = v — u):

1
fw) = f(u) = /0 Je(u+t(v—u))(v—u)dt =0.
f muf} also auf §2 konstant sein. O

Allgemeiner gilt:

7.33. FOLGERUNG. Sei Q C RY offen mit der Eigenschaft, daf$ sich je zwei Punkte aus
Q durch einen ganz in Q verlaufenden Polygonzug verbinden lassen. Ist f € C*(Q,RM)
eine Funktion mit (D f)(x) =0 fir alle x € Q, so ist f auf Q konstant.

BEWEIS. Seien u,v € 2 beliebig. Nach Voraussetzung gibt es einen ganz in 2 verlau-
fenden Polygonzug der u und v verbindet. Seien ug = w,uq,...,u,_1,u, = v die Ecken
dieses Polygonzuges. Da die Strecke von u;_; bis u; ganz in € verlduft konnen wir Satz7.30
(mit = u;_; und £ = uj—u;_) anwenden und erhalten wie im Beweis zu Folgerung 7.32:

f(u]) _f(uj—l) =0 furj = 1,...,7’L
und somit f(u) = f(ug) = f(ur) = -+ = fun—1) = f(un) = f(v). Also ist f auf Q
konstant. O

Um bei der Formulierung des Taylorschen Satzes den Schreibaufwand in Grenzen zu
halten und die Ubersichtlichkeit zu verbessern, fithren wir die abkiirzende Multiindex-
schreibweise ein:

7.34. BEZEICHNUNGEN (Multiindexschreibweise). Die Elemente von N} nennen wir
Multiindizes. Fiir einen Multiindex o € N} definieren wir die Ordnung von « durch

lal :=a1 + s+ -+ an

(Vorsicht: Nicht mit dem euklidischen Betrag verwechseln!) und

N
al = H a;!
j=1

sowie
D :=D{"D5? ... DY = o
e S Vo VS Y
Ist R ein kommutativer Ring mit Einselement 1 und h = (hy,...,hy) € RY, so sei

N
he =] A5 = hiths® .. hgY.
=1
Hierbei vereinbaren wir 9 := 1 im Fall a;; = 0.

7.35. SATZ (Polynomischer Satz). Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement 1
und sei h = (hy,...,hy) € RY. Dann gilt fiir alle k € N:

k!
(7.16) (-4 hy)f = > =h.

la|=k
Hierbei bedeutet 37, . dafs dber alle Multiindizes o = (..., an) € NY mit |a] =
a1+ ...+ ay = k summiert werden soll.
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BeEweEis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach k. Fiir £ = 1 ist
die Aussage (7.10) offensichtlich richtig. Sei nun p € N so, daf§ (7.16)) fiir 1 < k < p erfiillt
ist. Es ist zu zeigen, daf (7.16) dann auch fir k = p + 1 gilt.

Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung und Ausmultiplizieren und Ordnen
nach den Potenzen h® erhalten wir eine Darstellung der Form:

(7.17) (hi+ -+ hy)?* = (hy + -+ + hy) Z —ha = ) Ch
ja=p ! |Bl=p+1
Hierbei ist fiir alle 8 € N mit |3| =p + 1:
Csh? = > by r e,
Sz A Bl (B = D)1Bjal! - B!

Bj>1

wobei e; der j-te Einheitsvektor sei. Es folgt

Cﬁhﬁf Z pﬂjhﬁ Zpﬁjhﬁ |5|

1<j<N /8'
Bi=1
Ié]
Setzen wir dies in (7.17) ein so folgt die Giiltigkeit von (7.16) fiir £ = p + 1 und damit
die Behauptung. 0

7.36. BEMERKUNG. Sei 2 C RY offen und ¢ € R¥. Der Differentialoperator

N N P
V)=> &D;= Zﬁj%
j=1 j=1 J
sei definiert durch
N N of
&V =D &Dif =) &5
j=1 j=1
d.h. durch
((¢, Zgy (D;f)( Z@

fir alle f € C1(Q,R), z € Q. Wegen der Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge
(vergl. die Folgerungen [7.15 und [7.10) erhalten wir mit einem zu dem Beweis von Satz[7.16
analogen Beweis durch vollstédndige Induktion nach p:

(7.18) f—(ny ) 1= Y Sy

laf=k

fir 1 <k <peN,feCrQR). Man ersetze im Beweis zu Satz [7.16 einfach h; durch
&;D;. Wir definieren noch (&, V)°f := f.
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7.37. SATZ (Satz von Taylor in mehreren Veranderlichen fiir skalarwertige Funktionen).
Sei Q@ C RN offen, p € Ny und f € CPT(Q,R). Sind xy € Q und £ € RN gegeben, so daf
die Strecke {xo +t&; t € [0,1]} in Q enthalten ist, so gilt

flao+& =Y k,<<£ V) F) (o) + Ry(x0,€)
(7.19) oo )
=3 3 S D) + Byl €).
k=0 |a|=k
Fiir das Restglied Ry,(zo,€) gilt mit einem 6 € (0,1):
1 pHl
Ry (0, €) BrES] (& V)P ) (o + 66)
(7.20) ¢o
= Y (D f)(wo +08)
laj=p+1

und die Integraldarstellung

Ry (20.) :ﬁ / (1= 8)P((€. D) ) (o + 56)ds

=(p+1) Z /1—3 (D f)(zo + s&)ds

|ex] p+1

BeEwEeIs. Wir definieren die Hilfsfunktion ¢ : [0,1] — R durch ¢(t) := f(x¢ + t£)
fir alle ¢ € [0.1]. Durch vollstdndige Induktion zeigt man mit der Kettenregel: ¢ €
CP*1([0,1],R) und

(7.22) (1) = (& V)" f) (o + £6)

fir alle t € [0,1], 0 < k < p+ 1. Wenden wir nun den Satz von Taylor in einer
Veranderlichen mit der Lagrange-Restglieddarstellung bzw. der Integralrestglieddarstel-
lung auf ¢ an, so erhalten wir fiir ein 6 € (0, 1) (unter Verwendung von (7.22)):

(7.21)

1p+1 )
flzo+€) =p(0+ 1) Zk'¢k) t o ()
p : g 1 p+1
:kzo H((ﬁ,V> (o) + (p+1>!(<5,v> (o + 6€)
p ! k 1 1 P ,(pt+1
f(xo+€) =p(0+1) = 2 01" + o / (1 — 5)Po®*D(s)ds
=3 g6 90+ [P T )

Unter Verwendung von Bemerkung [7.30 folgt die Darstellung (7.19) mit den Restglied-
darstellungen (7.20)) und (7.21]). O

Die Restglieddarstellung (7.20)) hat den Nachteil, daf} sie im R —wertigen Fall bei kom-
ponentenweiser Anwendung von Satz [7.37 fiir jede Komponente f; von f = (f1,..., fu)
ein womdglich anderes 6; liefert. Wenden wir jedoch (7.19) mit der Integralrestglieddar-
stellung (7.21)) komponentenweise an, so folgt:
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7.38. SATZ (Satz von Taylor in mehreren Veréinderlichen fiir RY-wertige Funktionen).
Sei Q C RY offen, p € Ny und f € CPTHQ,RM). Sind zo € Q und £ € RY gegeben, so
daf die Strecke {xo +t&; t € [0,1]} in Q enthalten ist, so gilt

p

(7.23) f(xo+€) Z Z ‘ Daf o) + Ry(20,§) -

k=0 |a|= k:
mit der Integralrestglieddarstellung

(7.24) Ry(w0,&) =(p+1) ) ga/ (L= s)P(Df)(xo + s€)ds

o] =p+1
Als Folgerung hieraus erhalten wir die folgende qualitative Variante des Taylorschen
Satzes (vergl. auch Satz [6.28 fiir den Fall einer Verénderlichen):

7.39. FOLGERUNG. Sei Q C RY offen, p € Ny, zo € Q und f € CP(Q,RM). Dann gilt
fiir alle ¢ € RN mit xy+ & € Q:

flzog+&) = ZZ D f)( $0 ©(§)

k=0 |a|=k

mit (&) = o(|EP) fiir &€ — 0, d.h. mit

(£ )
—0 fir & — 0.
€17
BEWEIS. Wir vermerken zunéchst
(7.25) |é| | <1 fiir alle o € NJ' mit || = p und alle £ € RY \ {0} .

In der Tat gilt wegen |«a| = p:
1€°] — H (@) "<,
e~ L {g

Da Q offen ist, gibt es ein € > 0, so daf zo + £ € Q fiir alle £ € RY mit || < . Wenden
wir den Taylorschen Satz [7.38 an fiir p — 1 statt p, so folgt fiir alle £ € RY mit [£] < e:

@(&) =f(zo+ &) — Z Z D f

k=0 |a|=k

>3 & [0 0+ s - T 0

la|= p la|=p

O{

Wegen

1
p/ (1—s)Ptds=1
0
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folgt fiir 0 < |§\ < 1 unter Verwendung von (7.25):

LY o [ (1 s (DR ) + 5€) — (D)) fds
|5| ‘| ou|5|/

€7
- Z Oé'|§|p

<y al‘/ (1— )P (D) (o + ) — (Daf)(xo))ds)

le|=p

| [ = (D" e+ 56) = (D))

Da nach Voraussetzung fiir alle o € NY¥ mit |a| = p die Funktion
(5,6) = (D" f) (w0 + s€) — (D f)(xo)
auf [0,1] x {£ € RY; |€] < e} stetig ist, folgt unter Verwendung von Satz [7.9:

(O]
&% ey 0

und damit die Behauptung. 0

In dem Spezialfall p = 2 und M = 1 erhalten wir aus Folgerung [7.39:

f 1 N N 82f
f(@o + &) =f(=o +fo,8 (w0 +522@5k8x6xk<x0>+¢<s>
J

=f(z0) + (f,(Vf)(xoD (Hy(x0)€, &) + (&)

<.
Il
-
Eonl
Il
-

. (©
¥ ..
— =0 fiir £ — 0.
€l ¢
Hierbei sei Hy(zo) die Matrix
0% f 0% f 0% f
8_95% (z0) 01101 (z0) 0xr10r N (z0)
Py e P (20)
Hy(xo) = | 0201y 0 O3 0 x0Ty "
i i R ROt P
dryOx, ) drndzy T

H (o) heift die Hesse-Matriz® von f in . Sie spielt bei der Untersuchung auf lokale
Extrema eine wichtige Rolle. Wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen (nach
dem Satz7.14 von H. A. Schwarz) ist H () fiir f € C?(Q, R) eine symmetrische® Matrix
mit reellen Eintrégen.

Wir benotigen einige Bezeichnungen und Hilfsmittel aus der Linearen Algebra.

7.40. DEFINITION. Eine symmetrische Matrix A € My, y(R) iiber R heifit

(a) positiv definit, falls (A€, €) > 0 fiir alle 0 # ¢ € RY gilt.
(b) negativ definit, falls (A€, €) < 0 fiir alle 0 # £ € RY gilt.
c) positiv semidefinit, falls (A&, &) > 0 fiir alle € € RY gilt.
() 8
(d) negativ semidefinit, falls (A€, €) <0 fiir alle £ € RY gilt.

3SLupwiG OTTO HESSE (22.4.1811-4.8.1874)
“Eine quadratische Matrix A = (ajk)jk=1,.,N € Mnxn(K) iiber einem Kérper K heifit bekanntlich
symmetrisch, wenn fur alle j,k € {1,..., N} gilt a; 1 = ay ;.
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(e) indefinit, falls es &, € RY gibt mit (A&, &) < 0 < (An,n).

Fiir eine Matrix A = (a;x)j=1...nsr € My« (K) tiber einem Kérper K bezeichnen wir
k=1 N

yeeey

mit A’ die zu A transponierte Matrix A’ := (a;x)s=1..8v € Mpyxn(K). Eine quadrati-
j=1,....M

.....

sche Matrix A = (a;k)jk=1,.,
symmetrisch, wenn A" = A gilt. Eine Matrix A = (a;x)jr=1,..8 € Mnxn(K) heiBt or-
thogonal, falls A'A = Ey gilt, wobei Ey die Einheitsmatrix in My y(K) bezeichnet.
Eine Matrix A = (aj)jr=1...8 € Mnxn(K) mit a;, = 0 fiir alle j,k € {1,..., N} mit
j # k nennen wir eine Diagonalmatriz. Sind A, ..., Ay € K gegeben, so bezeichnen wir
mit diag(Aq, ..., Ay) die Diagonalmatrix, die auf der Diagonalen die Eintrége Aq, ..., Ay
hat. Eine Zahl A € K heiflt ein Figenwert der quadratischen Matrix A = (a;);x=1
My« n(K), falls die Gleichung

(7.26) AL = X

eine Losung 0 # ¢ € KV besitzt. Die Eigenwerte sind gerade die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms q4(A) = det(A — AEy). Ist £ eine vom Nullvektor verschiedene
Losung von (7.26), so nennen wir £ einen Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Aus der
Linearen Algebra ist bekannt (siehe z.B. in [16]):

.....

7.41. SATZ. Zu jeder symmetrischen reellen Matriz A € My.n(R) gibt es eine ortho-
gonale Matrix U € My«n(R) und eine Diagonalmatriz D = diag(Aq, ..., Ay) mit

A=U'DU.

Hierbei sind Ay, ..., Ay die Eigenwerte von A die entsprechend threr algebraischen Viel-
fachheit (als Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A) aufgefiihrt sind.

Die beiden folgenden Kriterien sind niitzlich bei der Untersuchung von quadratischen,
reellen Matrizen auf ihre Definitheitseigenschaften:

7.42. LEMMA. Fir eine symmetrische, reelle Matriz A € Myyn(R) gilt:

(a) A ist positiv (bzw. negativ) definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv
(bzw. negativ) sind.

(b) A ist positiv (bzw. negativ) semidefinit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A
nicht negativ (bzw. nicht positiv) sind.

(c) A ist genau dann indefinit, wenn A sowohl positive als auch negative Eigenwerte
besitzt.

BEWEIS. (a) Wir beweisen die Aussage nur fiir den positiv definiten Fall. Die andere
Aquivalenz zeigt man analog.

“=—"": Sei also A positiv definit und sei A ein Eigenvektor von A. Dann gibt es einen
Eigenvektor £ # 0 von A zu diesem Eigenvektor. Es folgt

0 < (Ag,€) = A¢?
und daher A > 0. Also sind alle Eigenwerte von A positiv.
“«=": Sind alle Eigenwerte von A positiv, so gilt nach Satz 7.41

A=U'DU

mit einer orthogonalen Matrix U und einer Diagonalmatrix D = diag(Aq, ..., Ay), deren
Eintrige auf der Diagonalen alle positiv sind. Sei nun 0 # ¢ € RV. Es folgt

N
(AL,&) = (U'DUE, &) = (DUE,UE) =Y~ A;b?
j=1
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mit positiven Aq,..., Ay und
b
=UE#0 wegen 0 # & = UUE.
bn

Also folgt (A€, &) > 0.
(b), (c) als Ubung. O

Ist A = (a;x)jkr=1..n €eine quadratische Matrix iiber einem Korper K, so heiflen fiir
k=1,...,N die Zahlen

a1 ... Ok

die Hauptminoren von A. Den Beweis des folgenden Kriteriums fiir positive Definitheit
einer symmetrischen Matrix A € My.y(R) findet man in Lehrbiichern zur Linearen
Algebra, z.B. in [10], p. 328.

7.43. SATZ. Eine symmetrische Matriv A € My«n(R) dber R ist genau dann positiv
definit, wenn alle IThre Hauptminoren positiv sind.

b
Speziell fiir N = 2 hat man also: A = <Z
c

) € Msy2(R) ist genau dann positiv

definit, wenn a > 0 und ac — b* > 0 erfiillt ist.

Eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer lokalen Extremstelle wird gegeben
durch:

7.44. SATZ. Sei Q C RY offen und sei f € C?*(Q,R). f habe in dem Punkt xy € Q
eine lokale Extremstelle. Dann ist (V f)(xo) = 0 und es gilt:

(a) Ist zg eine lokale Maximumstelle, so ist Hy(xy) negativ semidefinit.
(b) Ist zo eine lokale Minimumstelle, so ist H(xo) positiv semidefinit.

BeEwEIS. Nach Satz [7.29/ist (V f)(zo) = 0. Sei nun z, eine lokale Maximumstelle.
Annahme: Hy(xo) ist nicht negativ semidefinit. Dann gibt es ein £ € RY mit

(Hy(x0)€, &) > 0.
Insbesondere ist € # 0. Wegen f € C?*(Q, R) ist die durch
h(z) = (H¢(x)E, ) fir alle z € Q2

definierte Funktion h : Q — R stetig. Es gibt also ein § > 0, so daf} fiir alle v € RY mit
lu| <6 gilt

zo+ueQ und (Hp(xo+u)&, &) > 0.
Sei t € (0,9) beliebig. Fiir n := é—‘f gilt nach dem Taylorschen Satz 7.37 mit dort p = 1:

f(xo+mn) = f(zo) + (0, (Vf)(x0)) + Ri(xo,n) = f(w0) + Ra(z0,7)
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mit der Restglieddarstellung

N N
" e 1 32
Ri(zo,m) = ) PN +0n) = 5 3 o, xo + 0n)n;mk
laj=2 j=1 k=1
2

mit einem 6 € (0,1). Wegen |977] = 0t < 0 folgt Ry(xp,n) > 0 und somit
o+
oot ig

im Widerspruch dazu, dafl xq nach Voraussetzung eine lokale Maximumstelle ist. Also war
die oben gemachte Annahme falsch. Hy(xo) mufl negativ semidefinit sein.
Die Behauptung in (b) beweist man analog oder durch Betrachten von — f statt f. O

) > f(xo) fir alle ¢ € (0,0)

7.45. SATZ. Sei Q@ CRY offen, f € C?*(Q,R), 29 € Q und (Vf)(zo) = 0.
(a) Ist Hy(zo) positiv definit, so ist xy eine isolierte lokale Minimumstelle.

(b) Ist H¢(xo) negativ definit, so ist xo eine isolierte lokale Mazimumstelle.
(c) Ist H¢(xg) indefinit, so ist xo keine lokale Extremstelle.

BEWEIS. (a) Sei also Hy(xg) positiv definit. Wir zeigen zunéchst

(i) & := inf{{Hy(z0)¢, ) ; € € RY, [¢] = 1} > 0.
Die Menge S := {£ € RY [£]| = 1} ist eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge
des RY. Da die Funktion

g:S—R f»—>g(§) = <Hf(x0)f,f>,

auf S stetig ist, nimmt sie in einem Punkt & € S ihr Minimum an. Wegen |{| = 1 ist
¢ # 0 und es folgt nach Voraussetzung

0 < e := (Hy(20)60,&0) = min{Hy(z0)¢, €) -
(ii) Wegen f € C?(,R) ist die Abbildung x — H(z) von Q nach My« n(R) stetig.
Es gibt also ein § > 0, so daf fiir alle v € RY mit |u| < ¢ gilt:
VueRY :|ul<d = zo+u€Q und |H(wg+u)— Hi(z)|s<e,

wobei fiir A = (a;)jr=1

.....

= (35"

j=1 k=1

wieder die Frobeniusnorm von A sei. Dann gilt fiir alle u € RY mit |u| < ¢ und alle
¢ € S (unter Verwendung der in den Ubungen hergeleiteten Beziehungen zwischen der
Matrixnorm || - || und der Frobeniusnorm || - ||2):

(Hy(zo +u)é, &) =(Hp(20)€, &) + ((Hp(2o +u) — Hp(20))E,€)
>e — |€] - [(Hy (o + u) — Hy(zo))E]
>e — |[[Hy(xo +u) — Hy(wo)|| > € — |[Hy(xo +u) — Hy(wo)][2 > 0.

(iii) Sei nun u € RY beliebig mit 0 < |u| < §. Dann gilt nach dem Taylorschen
Satz [7.37| (wie im Beweis zu Satz [7.44) fiir ein 6 € (0,1):

Fla +u) = Fw0) + (u, (V) (wou) + 5 (o + Oy, u) = (o) + 5 {H (o + Bulus, u)
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mit
1 2 1 1
§(Hf(x0 + Ou)u, u) = %<Hf(x0 + HU)MU, mu> >0

nach (ii) (wegen |Qu| = 0|u| < §). ¢ ist also eine isolierte lokale Minimumstelle.
(b) behandelt man analog oder durch Anwenden von (a) auf die Funktion —f.
(c) folgt unmittelbar aus Satz [7.44. O

7.46. BEISPIELE. (a) f : R? — R sei definiert durch f(z,y) := 1+ 2%+ 2y +2y> + 19¢°
fiir alle (z,y) € R?. Man rechnet nach:

(V1)(0,0) = (8) und  H,(0,0) (i i) |

Mit Satz 7.43/sieht man, da8 H (0, 0) positiv definit ist. Es liegt also in (0, 0) eine isolierte
lokale Minimumstelle vor.

(b) Sei nun f : R* — R definiert durch f(x,y) := 1 + 2 + 3y — y* + ¢° fiir alle
(z,y) € R% Man rechnet nach:

0 2 3
(V£)(0,0) = <0> und  H(0,0) = (3 _2> .
Es folgt

ron) ()< o foma) ()2

H¢(0,0) ist also indefinit. Nach Satz [7.45 liegt daher in (0,0) keine lokale Extremstelle
VOr.

7.47. BEMERKUNG. Man beachte, dal Satz [7.45 im semidefiniten Fall keine Aussage
liefert.

Hierzu einige Beispiele:

7.48. BEISPIELE. (a) Die Funktion f: R? — R mit f(z,y) := 2* +¢* fiir alle 7,y € R
hat in (0,0) eine isolierte lokale Minmumstelle mit

(7.27) (V£)(0,0) = (8) und  H(0,0) = (8 8) .

H¢(0,0) ist also positivsemidefinit und negativ semidefinit.

(b) Die Funktion f : R? — R mit f(z,y) := —x* — ¢ fiir alle 7,y € R hat in (0,0)
eine isolierte lokale Maximumstelle und erfiillt ebenfalls (7.27).

(c) Die Funktion f :R? — R mit f(z,y) := z* — y* fiir alle 2,y € R erfiillt ebenfalls
(7.27), besitzt aber in (0,0) keine lokale Extremstelle, denn fiir alle ¢ > 0 gilt

f(t,0)=t*>0= f(0,0) > —t* = f(0,1).



KAPITEL 8

Metrische Raume

1. Definition und erste Eigenschaften, Stetigkeit

Sei E ein Vektorraum iiber dem Korper K = R oder K = C. Eine Abbildung || - || :
E — [0,00) heiit eine Norm auf E, falls sie den folgenden Bedingungen geniigt:

(N1) Vo € X : |z]| =0 <= 2 =0.

(N2) Ve e XVA e K: I x| = |A| - [|z]].

(N3) Va,y € X : |z +y| < |lz|| + ||yll. (Dreiecksungleichung)
Wir nennen E versehen mit dieser Norm dann einen normierten Raum und schreiben
(E,|| - ||) um anzudeuten, daB £ mit der Norm || - || versehen ist.

BEISPIELE. (a) (RY,|-]) ist ein normierter R—Vektorraum.
(b) Sei @ # K € RY abgeschlossen und beschriinkt. Dann ist der Raum der stetigen,
K-wertigen Funktionen versehen mit der Supremumsnorm auf K

= Ifllx == sup|f(2)]
reK
ein normierter K—Vektorraum.

(Beweis als Ubung).

In einem normierten Raum (E, || - ||) kann fir 2,y € E der Wert ||z — y|| als Abstand
von x zu y angesehen werden. Wir fithren einen noch allgemeineren Abstandsbegriff ein:

8.1. DEFINITION. Sei X eine nicht leere Menge. Eine Abbildung d : X x X — [0, 00)
heifit Metrik auf X, falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(M1) Va,y € X : dz,y) =0 < z=y.
(M2) Vz,y € X : d(xz,y) = d(y, x). (Symmetrie)
(M3) Va,y,z € X : d(x,z) < d(x,y) + d(y, z). (Dreiecksungleichung)

(X,d) heifit dann ein metrischer Raum.

8.2. BEISPIELE. (a) Sei (E, ||-||) ein normierter Raum. Dann ist (E, dj.|) mit d.(z,y) :=
|z — y|| fiir alle z,y € X ein metrischer Raum. Wir nennen dj. die von der Norm || - ||
induzierte Metrik auf E. Insbesondere ist also RY versehen mit der durch den euklidischen
Betrag induzierten Metrik d|| ein metrischer Raum.

(b) Sei ) # F C R? und p € F. Wir definieren die Zentralismus-Metrik d, : F x F —
[0,00) durch

dy(z,y) = lz —p|+|p—y| fallsz#y
T 0 falls z =y

fir alle z,y € F. Man rechnet leicht nach, da8 die Bedingungen (M1)—(M3) erfiillt sind.
(c) Sei X eine nicht leere Menge. Wir definieren die diskrete Metrik d : X x X — [0, 00)

durch
0 fallsz =
d(z,y) == Y
1 fallsx #vy

166
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fir alle z,y € X. Auch hier rechnet man unmittelbar nach, daf die Bedingungen (M1)-
(M3) erfiillt sind.

8.3. BEMERKUNG. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei ) # Y C X. Man rechnet
unmittelbar nach, da dann (Y, d|y«y) ebenfalls ein metrischer Raum ist. Wir nennen
d|y «xy die von d auf Y induzierte Metrik. Insbesondere wird also jede nicht leere Teilmenge
Y eines normierten Raums, versehen mit der durch d|.; auf Y induzierten Metrik zu einem
metrischen Raum.

Auch die aus dem RY bekannten topologischen Begriffe wie der Umgebungsbegriff
und die Begriffe der offenen und der abgeschlossenen Mengen lassen sich miihelos auf
allgemeine metrische Rdume iibertragen.

8.4. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum und zy € X.

(a) Fiir € > 0 heifit die Menge U.(x¢) := {zx € X ; d(z,x¢) < €} die e-Umgebung von
zo in (X, d).

(b) U C X heifit Umgebung von x, falls es ein € > 0 mit U.(xy) C U gibt.

(c) 2 C X heifit offen in (X,d), falls Q Umgebung eines jeden Punktes von 2 ist,
d.h. falls es zu jedem x € Q ein € = e(x) > 0 gibt mit U.(x) C Q.

(d) zo heifit innerer Punkt einer Teilmenge M von X, wenn M eine Umgebung von
xg ist, d.h. wenn es ein € > 0 gibt mit U.(xq) C M.

(e) Fiir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M :=int(M) := {z € M ; x ist innerer Punkt von M}

der inneren Punkte von M das Innere oder der offene Kern von M in (X, d).

(f) Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen0 in (X, d), falls ihr Komplement
X \ A offen in (X, d) ist.

(g) zo heiit Berihrungspunkt einer Menge M C X, falls fiir jede Umgebung U von
zo in (X, d) gilt: UN M # (.

(h) Fiir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M :={z € M ; x Beriihrungspunkt von M in (X,d)}

der Beriihrungspunkte von M in (X,d) die abgeschlossene Hiille oder die Ab-
schlieffung von M in (X, d).

BEMERKUNGEN. Sei (X, d) ein metrischer Raum und z € X.
(a) Die Mengen X und ) sind sowohl offen als auch abgeschlossen in (X, d).
(b) Fiir jedes € > 0 ist die e-Umgebung U.(z() von zq in (X, d) offen.
(c) Fiir jedes € > 0 ist die Menge
B.(xg) :={r € X; d(x,z0) <€}
abgeschlossen in (X, d).

BEWEIS. (a) ist klar, da sowohl X als auch () die Bedingung in Definition 8.4 (c)
erfiillen.

(b) Sei € > 0 beliebig und y € U.(x¢) beliebig. Dann ist 6 := ¢ — d(y, zo) > 0 und fiir
alle € Us(y) gilt nach der Dreiecksungleichung:

d(ﬂf, SL’()) S d(‘ra y) + d<y7 .’110) < d + d(y7 'TO) =e.

Es folgt Us(y) C U-(z0). Us(xp) ist also Umgebung fiir alle in U.(xy) enthaltenen Punkte
und ist somit offen nach Definition 8.4/ (c).
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(c) Wir miissen zeigen, dafl X \ B.(z) offen in (X, d) ist, daf es also zu jedem Punkt
y € X \ Be(xg) ein 0 > 0 gibt mit Us(y) C X \ B.(z). Sei also y € X \ B:(x¢) beliebig.
Dann gilt 0 := d(y, zo) — € > 0. Nach der Dreiecksungleichung gilt fiir alle x € Us(y)

d(z, xo) + d(y,z) > d(y, xo)

und somit
d(z,x9) > d(y, zo) — d(y,x) > d(y,z9) — 6 = €.
Also ist Us(y) € X \ B:(zo) und wir haben gezeigt, dal B.(z() abgeschlossen ist. O

BEISPIELE. Wir betrachten in (R, d),) die Menge M := (0,1]. Es ist 1 € M aber fiir
alle ¢ > 0 ist U.(1) € M. Also ist M nicht offen. Es ist 0 € R\ M aber fiir alle ¢ > 0 ist
U.(0) € R\ M. Also ist R\ M nicht offen und M daher auch nicht abgeschlossen. Man
rechnet leicht nach, daf int(M) = (0,1) und M = [0,1] gilt.

(b) Sei X eine nicht leere Menge und d : X x X — [0, 00) die diskrete Metrik auf X
(vergl. Beispiel 8.2/ (¢)). Dann gilt fiir alle € € (0, 1] und alle z € X: U.(x) = {z} und fir
alle e > 1ist U.(z) = X. Sei M C X beliebig. Es folgt fiir alle z € M: Uy (z) = {z} C M.
Also ist M offen in (X,d). Da dies auch fiir X \ M gilt, ist M auch abgeschlossen in
(X, d). Alle Teilmengen von X sind somit beziiglich der diskreten Metrik auf X sowohl
offen als auch abgeschlossen.

Das folgende Lemma enthélt Aussagen iiber Durchschnitte bzw. Vereinigungen von
offenen und von abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums.

8.5. LEMMA. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

(a) Der Durchschnitt von endlich vielen in (X, d) offenen Teilmengen von X ist offen
in (X,d).

(b) Die Vereinigung von beliebig vielen in (X, d) offenen Teilmengen von X ist offen
in (X,d).

(c) Die Vereinigung von endlich vielen in (X, d) abgeschlossenen Teilmengen von X
ist abgeschlossen in (X, d).

(d) Der Durchschnitt von beliebig vielen in (X, d) abgeschlossenen Teilmengen von X
ist abgeschlossen in (X, d).

BEWEIS. (a) Seien Gj,...,G, endlich viele offene Mengen in (X,d) und sei z €
j=1 G beliebig. Zu jedem j € {1,...,n} gibt es ein ¢; > 0 mit U, (z) C G;. Mit
e = min{ey,...,&,} gilt dann: &€ > 0 und U.(x) € (j_, G;. Nach Definition 8.4/ (c) ist
;=1 G; also offen.

(b) Sei (G;);er eine beliebige Familie von in (X, d) offenen Teilmengen von X und sei
& € |J;e; Gi beliebig. Dann gibt es ein iy € I, so dafl x € G;,. Da G, offen ist, gibt es ein
e > 0 mit U.(z) C Gy, € U;e; Gi- Also ist | J,.; Gi offen in (X, d).

(¢) und (d) erhélt man aus (a) bzw. (b) durch Ubergang zum Komplement. O

Dieses Lemma legt eine noch allgemeinere Begriffsbildung nahe: Sei X # () eine Menge
und O eine Menge von Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften:

(T1) )€ Ound X € O.

(T2) Endliche Durchschnitte von Elementen aus O liegen in O.

(T3) Vereinigungen von beliebig vielen Elementen aus O liegen in O.



1. DEFINITION UND ERSTE EIGENSCHAFTEN, STETIGKEIT 169

Dann heit O eine Topologie auf X und (X, O) ein topologischer Raum. Die Elemente von
O heiflen die in (X, O) offenen Mengen.

Die Bezeichnungen offener Kern und abgeschlossene Hiille in Definition 8.4 werden
gerechtfertigt durch das folgende Lemma:

8.6. LEMMA. Sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X.
(a) int(M) ist die grifite in M enthaltene offene Teilmenge von X. Es gilt

(8.1) int(M) = U{G C M; G st offen in (X, d)}.

(b) Es gilt: M =int(M) <= M ist offen in (X,d).
(c) int(M) = int(int(M)).
(d) M st die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M enthilt. Es gilt

(8.2) M = ﬂ{A CY; M C A und A ist abgeschlossen} .

(e) Es gz’lt;M =M <= M ist abgeschlossen.
(f) I = 3.

BeEWwEIS. (a) Wir zeigen zunéchst, dafl int(M) offen in (X, d) ist. Sei also xy € int(M)
beliebig. Nach Definition von int(M) gibt es dann ein ¢ > 0 mit U.(zg) € M. Sei y €
U.(zo) beliebig. Dann ist § := ¢ — d(zo,y) > 0 und Us(y) C U.(xg) € M (vergl. den
Beweis zu Teil (b) der Bemerkungen nach Definition 8.4). Daher ist auch y ein innerer
Punkt von M. Es folgt U.(zo) C int(M). int(M) ist also offen.

Ist nun G eine beliebige in (X, d) offene Teilmenge von M, so gibt es zu jedem x € G
ein ¢ > 0 mit U.(z) € G C M. Also sind alle Punkte aus G innere Punkte von M und es
folgt (8.1)).

(b) “=" folgt unmittelbar aus (a) und “<=" ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition der offenen Mengen und des offenen Kerns.

(c) folgt aus (a).

(d) Wir zeigen zundchst M C M. Ist z € M beliebig, so gilt fiir alle Umgebungen
U von z in (X,d): € UN M und somit U N M # (). Jeder Punkt aus M ist also
Beriihrungspunkt von M.

Wir zeigen nun, dafl M abgeschlossen ist in (X, d), indem wir zeigen, dal X \ M offen
ist. Sei also 29 € X \ M beliebig. Da z kein Beriihrungspunkt von M ist, gibt es eine
Umgebung U von x mit U N M = (). Nach Definition der Umgebung gibt es ein € > 0 mit
Us(xg) € U. Wir zeigen, dal U.(zg) keine Beriihrungspunkte von M enthélt und somit
in X \ M enthalten ist. Sei hierzu y € U.(z0) beliebig. Es folgt mit  := ¢ — d(xg,y) > 0,
dal Us(y) € U.(zg) C U gilt (vergl. den Beweis zu Teil (b) der Bemerkungen nach
Definition 8.4). Es folgt Us(y) N M C U N M = (). y ist somit kein Beriihrungspunkt von
M und es ist U.(79) € X \ M. Also ist X \ M offen und somit M abgeschlossen.

Sei nun A eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von X mit M C A. Da X \ A offen
ist gibt es zu jedem z € X \ A ein € > 0 mit U.(z) C X \ A, also auch U.(z) C X \ M.
Die Punkte aus X \ A sind daher keine Beriihrungspunkte von M. Also ist M C A und
es folgt die Behauptung.

(e) folgt unmittelbar aus (d) und (f) ist eine Konsequenz von (d) und (e). O

Auch die Begriffe Konvergenz und Stetigkeit lassen sich ohne Schwierigkeiten im Rah-
men der Theorie metrischer Rdume formulieren.

8.7. DEFINITION. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,,)2% ; heifit

n=1
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(a) Cauchy—Folge in (X, d), falls gilt:
Ve>0 dngeN Vn,m >ng: d(xp, Tm) < €.
(b) konvergent gegen ein y € X bzgl. d, falls gilt:
Ve>0 dngeN Vn>ng: d(x,,y) < €.

Wir schreiben dann auch z, — y fiir n — oo. Dies ist also genau dann der Fall,
wenn d(z,,y) — 0 in R fir n — co.

BEMERKUNG. Das Element y ist durch die Bedingung in (b) eindeutig bestimmt; sind
Y,z € X mit x,, — y und z,, — 2z fiir n — oo, so folgt mit der Dreiecksungleichung

0 <d(y,z) <dy,z,) +d(nz) -0 firn— oco.

Wir nennen daher y wie in (b) den Grenzwert oder den Limes der Folge (x,)32; und
schreiben y = lim,, o, ©,,.

Jede konvergente Folge (z,)0%; in einem metrischen Raum (X,d) ist eine Cauchy—
Folge. Ist etwa x, — y fiir n — oo, so gibt es zu beliebigem £ > 0 ein ng € N, so dafi fiir
alle n > ng gilt d(z,,y) < £/2. Dann folgt mit der Dreiecksungleichung fiir alle n, m > ny:

Az, Tm) < d(@n, y) +d(y, Tm) < % + % =e.

Also ist (2,)%; in der Tat eine Cauchy—Folge.

Ein metrischer Raum (X, d) heiit vollstindig, falls jede Cauchy—Folge in (X, d) kon-
vergent ist. Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) heifit vollstindig, falls der
metrische Raum (M, d|arx ) vollsténdig ist.

Nach dem Cauchy—Kriterium 3.23 ist (R, dy.|) ein vollstandiger metrischer Raum.

BEMERKUNG. Jede vollstandige Teilmenge A eines metrischen Raums (X, d) ist ab-
geschlossen.

BEWEIS. Sei x ein beliebiger Beriihrungspunkt von A. Dann gibt es zu jedem n € N
ein x, € ANUyp(x). Wegen 0 < d(z,x,) < 1/n — 0 fiir n — oo folgt x,, — x fiir n — oo.
Insbesondere ist (z,,)7°, eine Cauchy-Folge in X. Fiir alle ¢ > 0 existiert also ein ny € N
mit

Yn,m > ng : dlaxa(Tp, Tm) = d(Ty, ) < €.

(,)22, ist daher auch eine Cauchy—Folge in (A, d|axa) konvergiert also wegen der Voll-
standigkeit in (A, d|axa) gegen ein a € A fiir n — oco. Wegen

0 <d(z,a) <d(xz,z,)+ d(z,,a) — 0 fiir n — oo

ist d(x,a) = 0 und somit z = a € A. Damit ist gezeigt, da A mit der Menge seiner
Beriihrungspunkte iibereinstimmt. Nach Lemma 8.6/ ist A daher abgeschlossen. 0

BEMERKUNG. Sei (X, d) ein vollstandiger Raum. Dann ist jede abgeschlossene Teil-
menge A von X vollstindig.

BewEIs. Ist (z,)5%, eine Cauchy—Folge in (A, d|axa), so ist (z,)5, offensichtlich
auch eine Cauchy—Folge in (X, d). Da (X, d) nach Voraussetzung vollstandig ist, gilt also
T, — xg € X fiir n — oo fiir ein 2y € X. Sei U eine beliebige Umgebung von zy. Dann
gibt es ein £ > 0 mit U.(xg) C U. Wegen d(z,, o) — 0 fiir n — oo gibt es ein ng € N,
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so daf fiir alle n > ng gilt, d(z,,29) < ¢ und daher z,, € U(x) N A C U N A. Wegen
U N A # () fiir alle Umgebungen U von zq ist also zp € A = A. Ferner gilt

d|laxa(Tn, o) = d(xy, x9) — 0 fiir n — oo

und somit x, — xo in (A, d|axa). Jede Cauchy—Folge in (A, d|sx4) ist also in (A, d|sxa)
konvergent und die Vollstandigkeit von A ist bewiesen. 0

Insbesondere ist also jede abgeschlossene Teilmenge des (RY, d.|) vollsténdig.

8.8. DEFINITION. Seien (X,d) und (Y,d') zwei metrische Rdume. Eine Abbildung
f: X — Y heifit
(a) stetig in einem Punkt xy € X, falls fiir jede Umgebung U von f(zy) in (Y, d’) die
Menge f~!(U) eine Umgebung von g in (X, d) ist.
(b) stetig auf einer Menge M C X, falls f in allen Punkten von M stetig ist.
(c) eine Homdomorphie, falls f bijektiv und stetig ist und auch die Umkehrabbildung
stetig ist.

Wie im RY gibt es eine Reihe von dquivalenten Bedingungen fiir die Stetigkeit in
einem Punkt:

8.9. LEMMA. Seien (X,d) und (Y,d') zwei metrische Riume. Fir eine Abbildung
f: X — Y und einen Punkt zo € X sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:
(a) f istin xq stetig.
(b) Ve>036>0  f(Us(zo)) € U:(f(20)).
() Ve >030 >0V € X d(x,z9) <= d'(f(x), f(z0)) < €.
(d) f ist folgenstetig in o, d.h. fir jede gegen xy konvergente Folge (x,)5, in (X, d)
gilt f(a) — f(zo) filr n — oo,

BEWwEIS. “(a)==-(b)”: Sei € > 0 beliebig. Da U.(f(x)) eine Umgebung von f(zy) in
(Y, d') ist, ist f~(U.(f(x0))) eine Umgebung von zg in (X, d). Es gibt also ein § > 0 mit
Us(wo) € 1 (U(f(20))). Hieraus folgt £(Us(z)) C U (f(z0)).

“(b)==(c)” ist offensichtlich.
“(c)==(d)”: Sei (x,)22, eine beliebige in (X,d) gegen xy konvergente Folge aus X
und sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ > 0 mit

(8.3) VeeX: d(z,mg) <6 = d(f(2), f(z0)) < &.
Wegen x,, — x¢ fiir n — oo gibt es ein ng € N mit
Vn>mng:d(x,,xg) <9.

Zusammen mit (8.3)) folgt fiir alle n > no: d'(f(x,), f(z0)) < €. Also konvergiert die Folge
(f(xn))22, in (Y,d') gegen f(xo) fiir n — oo und (d) ist erfiillt.

“(d)==(a)”: Sei nun (d) erfiillt und sei V" eine beliebige Umgebung von f(z¢) in (Y, d’).
Dann gibt es ein € > 0 mit U.(f(x)) C V.

Annahme: f~1(V) ist keine Umgebung von zy in (X,d). Dann gilt fiir alle § > 0:
Us(zo) € f~1(V). Zu jedem n € N gibt es also ein z,, € Uy, (o) mit f(z,) ¢ V und daher
mit d'(f(z,), f(xg)) > . Wegen d(x,,, x9) < 1/n — 0 fiir alle n € N folgt x,, — x¢ fiir n —
oo und somit nach Voraussetzung f(x,) — f(zo) im Widerspruch zu d'(f(z,), f(zo)) > €
fir alle n € N. Da die obige Annahme zu einem Widerspruch gefiihrt hat, muf§ f=1(V)
doch eine Umgebung von z; in (X, d) sein. O

Auch den Begriff der gleichméfligen Stetigkeit konnen wir fiir Abbildungen zwischen
metrischen Rdumen einfiihren:
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DEFINITION. Seien (X, d) und (Y, d’) zwei metrische Rdume. Eine Abbildung f : X —
Y hei3t gleichmdifig stetig auf X, falls gilt:

Ve>036>0Vr,y € X: dz,y) <d = d(f(x),fly) <e.

Seien (X,d) und (Y,d') zwei metrische Rédume. Eine Abbildung f : X — Y heifit
Lipschitz—stetig auf X, falls es ein L > 0 gibt mit

(8.4) Yu,v € X : d'(f(u), f(v)) < Ld(u,v) .
L heifit dann eine Lipschitz—Konstante zu f.

BEMERKUNG. Seien (X, d) und (Y, d’) zwei metrische Rdume.

(a) Jede Lipschitz—stetige Abbildung f : X — Y ist gleichméBig stetig auf X.

(b) Fiir alle u,z,y € X gilt
Insbesondere ist die Abbildung x + d(u, x) Lipschitz—stetig mit Lipschitz—Konstante
L =1 und daher nach (a) gleichméfig stetig auf X.

(c) Wie man leicht nachrechnet, wird X x X zu einem metrischen Raum vermoge
der durch

dy: X x X — [0,00), (z,y), (u,v)) — da((z,y), (u,v)) := d(z,u) + d(y,v),

definierten Metrik. Die Abbildung d : X x X — R ist Lipschitz—stetig mit der
Lipschitz—Konstanten L = 1 und daher nach (a) gleichméfig stetig auf X x X.

BEWEIS. (a) Sei also (8.4)) erfiillt mit einer Lipschitz—Konstanten L > 0 und sei ¢ > 0
beliebig. Dann gilt fiir alle u,v € X mit d(u,v) < d :=¢/L: d'(f(u), f(v)) > Ld(u,v) < ¢.
f ist also gleichméBig stetig auf X.

(b) Fiir alle u, z,y gilt nach der Dreiecksungleichung

d(u,z) — d(u,y) < d(y,z) und d(u,y) —d(u,z) < d(z,y).

Hieraus folgt die behauptete Ungleichung.
(c) Fiir alle (z,y), (u,v) € X x X gilt unter Verwendung der Ungleichung aus (b):

|d(z, y) — d(u,v)| <|d(z,y) — d(z, v)| + |d(z,v) — d(u,v)]
Sd(y7 U) + d(l’, u) = d2<(.§€, y>7 (U’v U)) :
Hieraus folgt die Behauptung. 0

Im folgenden Lemma werden einige dquivalente Bedingungen fiir die Stetigkeit von
Abbildungen zwischen zwei metrischen Rdumen angegeben.

8.10. LEMMA. Seien (X,d) und (Y,d') zwei metrische Raume. Fir eine Abbildung
f: X —Y sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:
(a) f ist stetig auf X.
(b) Fiir jede Teilmenge M von X ist f(M) C f(M).
(c) Fiir jede in (Y,d') abgeschlossene Menge A C Y st f~1(A) abgeschlossen in
X,d
(d) ;’ur j)ede in (Y,d') offene Menge G CY ist f~H(G) offen in (X, d).

BEWEIS. “(a)==(b)": Sei f auf X stetig und sei M C X beliebig. Ist x ein beliebiger
Punkt aus M und V C Y eine beliebige Umgebung von f(x) in (Y,d’), so ist wegen
der Stetigkeit von f in z die Menge f~!(V) eine Umgebung von = in (X, d). Da z ein
Beriihrungspunkt von M ist, gibt es daher ein u € f~*(V)NM. Es folgt f(u) € VN f(M)
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und somit VN f(M) # 0 fiir alle Umgebungen V' von f(x). Also ist f(z) € f(M) fiir alle
x e M.

“(b)==(c)": Ist (b) erfiillt und ist A eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von Y,
so folgt mit M := f~'(A) (wegen A = A nach Lemma [8.6) aus (b)

fM)C f(M)CA=A

und hieraus
fHA) =M C M= f1(A)C f(A).
Nach Lemma 8.6 ist f~!(A) also abgeschlossen in (X, d).

“(c)==(d)”: Sei (c) erfiillt und sei G C Y eine beliebige in (Y, d’) offene Menge. Dann
ist Y\ G abgeschlossen in (Y,d') und daher nach Voraussetzung auch f~1(Y \ G) =
X\ f7Y(G) abgeschlossen in (X, d). Also ist f~*(G) offen in (X, d).

“(d)==(a)”: Ist schlieBlich (d) erfiillt und = € X sowie ¢ > 0 beliebig vorgegeben,
so ist U.(f(z)) offen in (Y, d') und daher f~'(U.(f(z))) offen in (X, d). Es gibt also ein
6 > 0 mit Us(z) C f~(U-(f(x))). Es folgt f(Us(x)) € U.(f(z)). Nach Lemma 8.9 ist f
in z stetig. Da dies fiir alle z € X gilt, ist f auf ganz X stetig. 0

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Intervallschachtelungsprinzips 3.18.

8.11. CANTORSCHER DURCHSCHNITTSSATZ. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer
Raum und sei (A,)22, eine Folge abgeschlossener Teilmengen von X mit den folgenden
Figenschaften:

(i) Yn e N : 0+ A1 C A,
(ii) Es gibt ein ng € N, so daf fir alle n > ng der Durchmesser

d, = diam(A,,) := sup d(z,y)

T, YyEAnL

endlich ist, und es gilt d,, — 0 fiir n — oo.

Dann qibt es genau einen Punkt x € ﬂ A, und fir jede Folge (a,)3, mit a, € A, fir
n=1
allen € N qilt a,, — x fiir n — oo.

BEWEIS. Sei also (a,,)2, eine Folge mit a,, € A, fiir alle n € N und sei € > 0 beliebig.
Wegen d,, — 0 fiir n — oo gibt es ein n; € N, so daf} fiir alle n > ny gilt d,, < . Fiir alle
n,m > n; folgt dann wegen a,, € A,, C A,, und a,, € A,, C A,z d(xy, ) < dp,, < £. Die
Folge (a,)2, ist also eine Cauchy—Folge in (X, d) und daher wegen der Vollstéandigkeit
von (X, d) konvergent gegen ein x € X.

Wir zeigen z € ﬂ A,: Sei n € N beliebig und U eine beliebige Umgebung von zx.

n=1
Dann gibt es ein € > 0 mit U.(z) C U. Zu ¢ existiert ein ko € N mit d(z,ax) < ¢ fiir alle
k > ko. Fir k := max{ko,n} gilt also ap € A, NU.(x) C A, NU. Es folgt x € A, = A,

fiir alle n € N und damit x € ﬂ A,.

n=1

Zur Findeutigkeit: Sind z,y € ﬂ A, so folgt fiir alle n € N: 2,y € A, und daher

0<d(z,y) <d, — 0 fur n — oo. Daherglltd(x y) = 0 und somit z = y. O

8.12. LEMMA. Sei (X,d) ein metrischer Raum und ) # M C X. Fir G C M sind
dquivalent:
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(a) G ist offen in (M, d|rrsnr)-
(b) Es gibt eine in (X,d) offene Menge G' C X mit G =G N M.

BEWEIS. Fiir alle x € M und alle € > 0 bezeichne
Uc(x) ={y € X; d(z,y) < e} die e-Umgebung von z in (X, d) und
Vi(z) ={y € M ; d(x,y) < €} die e-Umgebung von x in (M, d|prx ).

Offensichtlich gilt V.(z) = U.(z) N M.
“(a)=(b)”: Ist G C M offen in (M, d|prxnr), 0 gibt es zu jedem x € G ein e(x) > 0
mit V., (x) C G. Es folgt

G = Vew (@) = J Wen(@) M) = (| Ve (@) nM =&/

zelG zeG zeG

wobei G’ := | J, . Us() () als Vereinigung von offenen Mengen offen ist in (X, d).
“(b)y==(a)”: Ist G = G’ N M mit einer in (X, d) offenen Menge G' C X, so gibt es zu

jedem z € G ein ¢ > 0 mit = € U.(x) C G'. Also ist V.(z) C G’ N M = G. Dies zeigt, daf

G offen in (M, d|pr«ar) ist. O

2. Kompakte metrische Raume

8.13. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X.

(a) Eine Familie (G;)ie; von Teilmengen von X heiBt eine Uberdeckung von M, falls
M C U,e; Gi- Wir sprechen von einer offenen Uberdeckung, falls alle Gy, i € I,
offen in (X, d) sind. Eine Uberdeckung (G;)ie; von M heiit endlich, falls I eine
endliche Menge ist. Ist (G;)ie; eine Uberdeckung von M und J C I mit M C
Ujcs Gj, so nennen wir (G;)jes eine Teiliberdeckung von (Gi)ier.

(b) (X, d) heit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Eine nicht leere Teilmenge M eines metrischen Raums (X, d)
heifit kompakt, falls (M, d|pr«ar) ein kompakter metrischer Raum ist.

8.14. LEMMA. Eine nicht leere Teilmenge K eines metrischen Raums (X, d) ist genau
dann kompakt, wenn jede in (X,d) offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliberdek-
kung besitzt.

BEWEIS. “=": Sei ) # K C X und K kompakt, d.h. (K, d|xxx) ist ein kompakter
metrischer Raum. Sei (G;);cs eine beliebige in (X, d) offene Uberdeckung von K. Dann
ist (G; N K);e; nach Lemma 8.12 eine in (K, d|xxx) offene Uberdeckung von K, besitzt
also nach Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung (G; N K) ey (J C I eine endliche
Teilmenge von I). (G}),c s ist dann eine endliche Teiliiberdeckung der Uberdeckung (G;)cr
von K.

“<=": Sei nun (b) vorausgesetzt und sei (G;);c; eine beliebige in (K, d|kxx) offene
Uberdeckung von K. Nach Lemma 8.12 gibt es in (X,d) offene Mengen G, i € I, mit
G'NK =G, fiir alle i € I. (G);cs ist dann eine in (X, d) offene Uberdeckung von K, aus
der wir nach Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung (G);e; auswihlen konnen.
(G)jes ist dann eine endliche Teiliiberdeckung der Uberdeckung (G;)icr von K. Damit
ist gezeigt, daBl (K, d|kxx) ein kompakter metrischer Raum ist. O
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8.15. DEFINITION. Ein metrischer Raum (X, d) heifit prakompakt, falls es zu jedem
e > 0 endlich viele zy,...,x, € X gibt mit

X | JU.(xy).
j=1
{z1,...,2,} heiBt dann ein endliches e-Netz fiir X. Eine nicht leere Teilmenge M eines
metrischen Raum (X, d) heiit prakompakt, falls (M, d|yr«ar) ein prakompakter metrischer
Raum ist.

BEISPIEL. ((0,1),d) mit d(x,y) := |z — y| fiir alle x,y € (0,1) ist prikompakt aber
nicht kompakt.

BEWEIS. Zu beliebigem ¢ > 0 gibt es ein n € N mit 1/n < e. {£,2, ..., %=1} ist
dann ein endliches e-Netz. Der metrische Raum ((0, 1), d) ist jedoch nicht kompakt, denn
((+, %))ZOZQ ist eine offene Uberdeckung von (0, 1), die keine endliche Teiliiberdeckung
zuléft. O

Im folgenden Satz geben wir einige dquivalente Beschreibungen der kompakten metri-
schen Raume an.

8.16. SATZ. Fir einen metrischen Raum (X, d) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) (X,d) ist ein kompakter metrischer Raum.

(b) (X,d) hat die endliche Durchschnittseigenschaft, d.h. fir jede Familie (A;)ier von
in (X,d) abgeschlossenen Mengen mit (\,c; Ai = 0 gibt es bereits eine endliche
Teilmenge J von I mit (), Aj = 0.

(c) Jede Folge aus (X, d) besitzt eine konvergente Teilfolge. (Man sagt auch: (X, d)
ist folgenkompakt.)

(d) (X,d) ist prakompakt und vollstindig.

BEWwEIS. “(a)==(b)": Sei (X, d) kompakt und sei (4;);e; eine Familie von in (X, d)
abgeschlossenen Mengen mit (7),.; A; = 0. Dann gilt

Ux\4a)=x\[4=X.

el el

el

Durch (X \ Ai)ie ; ist also eine offene Uberdeckung von X gegeben, aus der wir wegen der

Kompaktheit von (X, d) eine endliche Teilitberdeckung {X \ A;,,..., X \ A;,} auswéhlen
konnen. Es ist dann

X=Jx\4,)=x\[A4,.

Also ist (;_; A;, = 0. Damit ist gezeigt, daB (X, d) die endliche Durchschnittseigenschaft
hat.

“(b)==(c)”: Sei nun (b) erfiillt und sei (x,)3°, eine beliebige Folge in (X,d). Dann
ist fiir alle n € N die Menge

Ap={xy; k>n}

eine in (X, d) abgeschlossene Menge mit A, C A, fiir alle n € N. Wére ()72, A, =0, so
gabe es nach Voraussetzung endlich viele ny, ..., n, € N mit ﬂ;zl Ay, = 0 im Widerspruch
dazu, dafl z, € A,, C ﬂ;zl Ay, fiir alle n > m = max{ni,...,n.}. Also gilt (), A, # 0.

Sei nun z € (), A, beliebig. Wir konstruieren induktiv eine gegen = konvergente
Teilfolge (z,, )72, von (x,)re . Zunéchst gibt es wegen = € A; ein n; € N mit z,,, €
Uy (xz) N A;. Seien nun schon ny, ..., ng € N konstruiert mit



176 8. METRISCHE RAUME

(i) nj <njpq furalle j e {i e N; 1 <i < k}.

(i) d(z,z,) < 5 fiir alle j € {i € N5 1 < <k},

Wegen z € A, 11 gibt es dann ein ngyy € N mit ngy > np + 1 > ng und T, €
Uresy () N Ay g1 also mit d(z, z,,,,) < jﬁ Dann sind die Bedingungen (i) und (ii)
auch fiir £+ 1 erfiillt. Wegen d(z, z,,) < % — 0 fiir j — oo konvergiert die so konstruierte
Teilfolge gegen x. Also ist (c) erfiillt.

“(c)==(d)”: Sei (c) erfiillt. Wir zeigen zunéchst, daf (X, d) dann vollsténdig ist. Sei
also (z,)5°, eine beliebige Cauchy—Folge in (X, d). Nach Voraussetzung besitzt diese eine
gegen ein x € X konvergente Teilfolge (z,,)52,. Wir zeigen, daB8 dann auch die Folge
()52 gegen x konvergiert. Sei hierzu € > 0 beliebig. Wegen z,, — z fiir k — oo gibt es
ein kg € N mit

VE >kt d(z,za,) < g
Da (z,)%2, eine Cauchy-Folge in (X, d) ist, gibt es auch ein ny € N mit
Vn,m > ng : d(zp, ) < g.
Fiir alle m > mg := max{kq, no} gilt dann nach der Dreiecksungleichung:
d(z, zm) < d(z,Tp,,) + d(@n,,, Tm) < g + % =c.

Also folgt x,, — x fiir n — oco. Damit ist die Vollstandigkeit von (X, d) gezeigt.
Annahme: (X, d) ist nicht prakompakt, d.h.

(8.5) Je>0 YmeN Viy,...,z,€X: JUez)) # X
j=1

Wir konstruieren induktiv eine Folge (u,,)5, in X mit
(8.6) d(xp, Tm) > € fiir alle n,m € N mit n # m.

Sei hierzu u; € X ein beliebiger Punkt. Sind wq,...,u; € X schon konstruiert, so dafl
(8.0) fur alle n,m < k aus N mit n # m erfiillt ist, so gibt es wegen (8.5) ein ux1 € X
mit

Upy1 & U Ue(un) -

Damit ist (8.6) auch fiir alle n,m < k+ 1 aus N mit n # m erfiillt. Nach Voraussetzung
besitzt die so induktiv konstruierte Folge (u,)>2; eine in (X, d) konvergente Teilfolge
(un;)32,. Diese ist insbesondere eine Cauchy—Folge im Widerspruch dazu, dafl wegen (8.6)
fiir alle i,7 € N mit ¢ # j gilt: d(z,,,7,,) > €. Also hat die obige Annahme zu einem
Widerspruch gefiihrt. Der Raum (X, d) mufl daher doch priakompakt sein.

“(d)==(a)”: Sei nun (X,d) ein vollstdndiger und prakompakter metrischer Raum.
Dann gibt es zu jedem n € N endlich viele xy,, ..., Ty@x),, mit

k(n) k(n)
X g U Ul/n<$j,n) g U Bl/n(xj,n)
j=1 J=1
mit Bl/n(ffj,n) = Ul/n(xj,n)' .
Annahme: Es gibt eine offene Uberdeckung (U;);cr von X, die keine endliche Teil-

tiberdeckung besitzt. Sei Ay := X. Wir konstruieren induktiv eine Folge (A,)%, von
abgeschlossenen Teilmengen von X, so daf§ fiir alle j € N gilt:

(i) Ajr 2 A5 =A; #0.
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(iii) Die Uberdeckung (U;);er von A; besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.
Wegen X = [ Jf) Bi(x;1) gibt es ein j; € {1,...,k(1)}, so daB8 die Uberdeckung (U;)er

=1
von By (z,1) kjeine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Mit A; := By(xj, 1) sind dann die
Bedingungen (i)—(iii) fiir j = 1 erfiillt. Seien nun schon die Mengen Ay, ..., A, so kon-
struiert, daf§ die Bedingungen (i)—(iii) fur alle j = 1,...,n erfiillt sind. Wegen
k(n+1)
X = Bynsi(@jni1)
j=1
folgt
k(n+1)
A, = U (Bl/n+1 (xj,n-kl) N An) .
j=1
Da (iii) fiir j = n erfiillt ist, gibt es ein j,41 € {1,..., k(n + 1)}, so daB die Uberdeckung
(Ui)ier von Apy1 = Bi/(n41)(Tj,, 1 n+1) N Ay keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. A, 4
erfiillt nach Konstruktion offensichtlich die Bedingungen (i) und (iii) fiir j = n + 1. Mit
der Dreiecksungleichung rechnet man nach, daf auch (ii) fir j = n + 1 gilt.

Die so definierte Folge (A,)22, erfiillt die Voraussetzungen zum Cantorschen Durch-
schnittssatz. Da (X, d) nach Voraussetzung vollstéindig ist, gibt es also genau ein Element
T € ﬂzozl A,. Wegen X = Uiel U; gibt es ein iy € I mit z € U,,. Da U, offen ist gibt es
ein € > 0 mit U.(x) C U,,. Sei nun n € N beliebig mit n > 2/e. Dann folgt fiir alle y € A,:
d(xz,y) < d, <2/n <e. Es folgt daher A,, C U.(x) C U;, im Widerspruch dazu, daf die
Uberdeckung (Us)ier von A, keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Die Annahme war
also falsch. Es folgt, daB jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt, d.h. daf} (X, d) ein kompakter metrischer Raum ist. O

8.17. FOLGERUNG. Jede kompakte Teilmenge K eines metrischen Raums (X,d) ist
vollstindig und abgeschlossen.

BEWEIS. Nach Satz 8.10/ist (K, d|kxx) vollstindig und nach der zweiten Bemerkung
nach Definition 8.7 somit abgeschlossen in (X, d). O

8.18. FOLGERUNG. Jede abgeschlossene Teilmenge A eines kompakten metrischen Raums
(X, d) ist kompakt.

BEWEIS. Sei (x,)72, eine beliebige Folge aus A. Da (X, d) kompakt ist, besitzt diese
eine in (X, d) konvergente Teilfolge (2, )52 ;. Insbesondere ist (z,, )52, eine Cauchy—Folge
in (X,d), deren Glieder in A liegen, also auch eine Cauchy-Folge in (A, d|ax4). Nach
Satz[8.16/ist (X, d) vollstindig. Nach der Bemerkung unmittelbar vor der Definition [8.8/ist
daher auch (A, d|ax4) vollstindig und somit die Folge (z,, )52, konvergent in (A, d|axa).
Da jede Folge aus A eine in (A, d|ax4) konvergente Teilfolge besitzt, ist (A, d|axa) nach

Satz 8.16 kompakt. O

8.19. SATZ. Seien (X, d) und (Y,d') zwei metrische Raume und sei f : X — Y eine
stetige Abbildung. Dann ist fir jede kompakte Teilmenge K von (X,d) auch die Menge
f(K) kompakt in (Y,d').

BEWEIS. Sei (U;);er eine beliebige offene Uberdeckung von f (K). Nach Lemma .10
ist dann f~1(U;) offen in (X, d) fiir alle i € I. Wegen

K C Uffl(Uz)

icl
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ist (f~'(U;))ier eine in (X,d) offene Uberdeckung von K, aus der wir wegen der Kom-
paktheit von K eine endliche Teiliiberdeckung f~!(Uy,),. .., f~'(U;,) auswihlen kinnen.
Es folgt

n

f(K) < U Ui -
j=1
(U3,)?, ist also eine endliche Teiliiberdeckung der Uberdeckung (U;)ie; von f(K). Nach
Lemma 8.14/ist f(K) kompakt. O
Sei (E,|| - ||) ein normierter Raum. Eine Menge B C E heiit beschrankt, falls
sup ||b]] < oo
beB
8.20. LEMMA. Jede kompakte Teilmenge K eines normierten Raums (E, || - ||) ist ab-

geschlossen und beschrinkt.

BeEWwEIS. Nach Folgerung 8.17 ist K abgeschlossen. Durch (U, (0) N K)$2, ist eine in
(K, dj.|kxx) offene Uberdeckung gegeben, aus der wir wegen der Kompaktheit von K eine
endliche Teilitberdeckung (U, (0) N K)I™; auswihlen konnen. Es folgt K C |, U,(0) =
Upn(0) und damit

sup |lz|| < m < 0.
TeK

K ist also beschrankt. O

In R gilt auch die Umkehrung:

BEMERKUNG. Eine Teilmenge K # @ des RY ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrankt und abgeschlossen ist.

BEWEIS. Wegen Lemma 8.20) ist nur die Riickrichtung zu zeigen. Sei also () # K C RV
beschrankt und abgeschlossen. Ist (z,)%, eine beliebige Folge aus K, so ist diese be-
schrinkt, besitzt also nach dem Satz[3.34 von Bolzano und Weierstra8 eine in RY konver-
gente Teilfolge (z,,, )72 ;. Diese ist Cauchy—Folge in RY also auch in (K, d|||xxr). Da K als
abgeschlossene Teilmenge des RY vollstindig ist (vergl. die Bemerkung unmittelbar vor
Definition 8.8), ist (,, )72, auch in (K, d}.||kxx) konvergent. K erfiillt also die Bedingung
(¢) in Satz 8.16 und ist daher nach diesem Satz kompakt. O

Da wir C¥ mit R?” identifizieren konnen, gilt auch:
FOLGERUNG. FEine nicht leere Teilmenge des CN ist genau dann kompakt, wenn sie

beschrdnkt und abgeschlossen ist.

Wir wollen dieses Ergebnis auf alle endlich dimensionalen, normierten Raume iibertragen.
Hierzu zeigen wir zunéchst:

8.21. SATZ. Sei (E,|| - ||) ein normierter Vektorraum tber K = R oder K = C mit
N :=dim F < oo. Dann ist (E, | - ||) topologisch isomorph zu (K¥,|-|), d.h. es gibt eine
lineare Homoomorphie T : KN — E.

BEWEIS. Sei ey, ..., ey eine Basis von E. Dann ist die Abbildung
N
T:KN - FE, (21,...,2N)r—>T(21,...,zN)::szej,
j=1

ein K-Vektorraumisomorphismus. Wie man unmittelbar nachrechnet, ist durch

1N KY = [0,00), (21,05 2n) = Mz, -zl = 1T (e, - 2w
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cine Norm auf KV gegeben. In den Ubungen (Aufgabe 46) wird gezeigt, daB diese zum
euklidischen Betrag dquivalent ist. Es gibt also Konstanten ¢ > 0 und C' > 0 mit

(8.7) Vi= (a1, o) €KY s cle] < ll2lll = 7)) < el
Aus der rechten Ungleichung folgt fiir alle u,v € KV:
1T (w) = T()[| = IT(u = )| < Clu— |
T ist also Lipschitz—stetig und somit stetig (vergl. die Bemerkung vor Lemma 8.10)). Die
Abbildung 77! : E — K" ist ebenfalls linear und erfiillt wegen (8.7)
_ 1 _ 1
(53) Vo€ B [T a)] < |7 @) = el
Daher ist auch 7! Lipschitz-stetig und somit stetig, denn fiir alle z,y € E gilt
_ _ _ 1
77 @) =T W) = 1T (= = y)l < —lle =yl

T ist also eine lineare Homoomorphie. 0

8.22. FOLGERUNG. Sei (E, || - ||) ein endlich dimensionaler normierter Vektorraum
iiber K =R oder K = C. Fiir ) # K C E sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) K ist beschrinkt und abgeschlossen.
(b) K ist kompakt.

BEWEIS. “(a)==(b)” Sei K beschrinkt und abgeschlossen und sei 7" wie im Beweis
zu Satz 8,21l Da T stetig ist, ist K := T—1(K) abgeschlossen und wegen (8.8) folgt aus der
Beschranktheit von K die von K. Wie vor Satz 8.21 gezeigt wurde, ist K daher kompakt.

Wegen der Stetigkeit von 7" ist nach Satz 8.19 auch K = T'(K) kompakt in (E,||-||). O

Im unendlichdimensionalen Fall ist diese Aquivalenzaussage nicht mehr giiltig. Bevor
wir dies zeigen stellen wir ein Lemma von F. Riesz bereit:

8.23. LEMMA (von Riesz). Sei (E,|| - ||) ein normierter Vektorraum diber K = R oder
K = C und sei F' C E ein echter abgeschlossener Untervektorraum von E. Dann gibt es
zu jedem e € (0,1) ein x € E\ F mit

=1 und infllz—y|>1-c.
| und  infllz—yl>1—e

BEWEIS. Wegen F' # E gibt es ein g € E'\ F. Da E \ F offen ist, folgt
d := inf — )
Inf f|lzo —y[| > 0

Wegen d(1+¢) > d gibt es nach Definition des Infimums ein yy € F mit ||zo—yo| < d(1+4¢).

Der Vektor .

~ Tlzo — wol
erfiillt dann ||z|| = 1. Da F ein Untervektorraum ist und xy ¢ F, folgt wegen

€T (o — o)

o = Yo + [lzo — wollz,

daf} x nicht in F liegt. Ist nun v € F' beliebig, so folgt
1
Ty —

N i

1
o = ull = = (w0 = o) = ull = 0 = (9o + w0 = yollu) | =
[0 — sol [0 — wol v

er

d 1
> >
[z —wol = 1+e€

>1-—¢
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Also gilt inf,cp ||z —ul| > 1 —e. O

8.24. LEMMA. Sei (E,|| - ||) ein endlich dimensionaler K-Vektorraum (K = R oder
K =C). Dann ist (E,| - ||) vollstindig.

BEWEIS. Sei also dim F = N < oo. Nach Satz 8.21/ und dem zugehorigen Beweis gibt
es einen stetigen K-Vektorraumisomorphismus 7' : K — E und Konstanten ¢ > 0 und
C' > 0 mit

clzl < |T(2)]] < Cl7] fiir alle z € K¥.
Sei nun (x,,)7°,; eine beliebige Cauchy—Folge in (E, || -||) und sei € > 0 beliebig. Dann gibt
es ein ng € N, so daB fiir alle n,m > nq gilt: ||z, — x| < ce. Hieraus folgt [T~ (z,) —
T z,)| < e fiir alle n,m > ng. Die Folge (T~'(x,))%, ist also eine Cauchy-Folge in
K und daher konvergent in KV gegen ein 2y € K. Wegen der Stetigkeit von T gilt
dann z,, = T(T"(z,)) — T(z0) fiir n — oo. Damit ist gezeigt, daB jede Cauchy-Folge
aus (E,| - ||) in (£, || - ||) konvergent ist. (£, || - ||) ist daher vollstandig. O

8.25. SATZ. Fiir einen normierten K—Vektorraum (E, | - ||) sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) dim £ < oo.

(b) Die Einheitskugel B1(0) := {x € E; ||z|| < 1} ist kompakt.

BewEis. Da B;(0) beschrankt und abgeschlossen ist, ergibt sich die Aussage “(a)==(b)”
unmittelbar aus Folgerung 8.22.

“(b)==(a)”: Sei nun E unendlichdimensional. Wir konstruieren induktiv eine Folge
()22, in By(0) mit ||z,]| = 1 und ||z, — x| > 1/2 fiir alle n,m € N mit m # n. Wir
wihlen zunéchst einen beliebigen Vektor z; € E mit ||z1|| = 1. Seien xy,...,z, schon
gefunden mit

1
(8.9) |lz;l=1 und |z; — ;| > 5 fir alle 4,5 € {1,...,n} mit i # j.
Dann hat der von xy, ...z, erzeugte Untervektorraum F' die Dimension < n < oo ist

also nach Lemma 8.24 vollstdndig und daher nach der Bemerkung vor Definition 8.8
abgeschlossen. Nach dem Lemma 8.23/ von Riesz gibt es also ein z,,1 € E\ F mit ||x,.1|| =
1 und infyep ||zn41 — ul| > 1/2. Insbesondere gilt also ||z,4+1 — ;|| > 1/2 fir alle j =
1,...,n. Daher ist nun (8.9) fiir n + 1 statt n erfiillt.

Wiire nun By (0) kompakt, so hitte die so induktiv konstruierte Folge (z,)5°, nach
Satz/8.16/eine konvergente Teilfolge (z,, )32, . Insbesondere wiirde folgen ||z, — 2y, || — 0
im Widerspruch zu ||z, ,, — @, || > 1/2 fiir alle & € N. Also kann B,(0) nicht kompakt
sein. U

8.26. DEFINITION. Eine Teilmenge M # () eines metrischen Raums (X, d) heiflt rela-
tivkompakt, falls M kompakt ist.

8.27. DEFINITION. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei (z,)2, eine Folge aus
X. Ein Punkt v € X heiit Hdiufungswert der Folge (x,)%,, falls diese eine gegen u
konvergente Teilfolge besitzt.

8.28. LEMMA. Sei (X,d) ein metrischer Raum und ) # M C X.

(a) Ist M relativkompakt, so ist M auch prikompakt.
(b) M ist genau dann relativkompakt, wenn jede Folge aus M wenigstens einen Hdu-
fungswert in X besitzt.
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BEWEIS. (a) Nach Voraussetzung ist M kompakt, also ‘auch prékompakt. Es gibt also
zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 endlich viele z4, ..., 2, € M mit

M Q M g U U€/2<l’j) .
j=1
Da die Punkte z; Beriihrungspunkte von M sind, gibt es einen Punkt w; € U/a(x;) N M
fir y = 1,...,n. Dann folgt mit der Dreiecksungleichung

Usja(z) C Us(uy) firj=1,...,n

und damit .
MC | U(uy).
j=1
Ui, . .., Uy, ist also ein endliches e-Netz fiir M.

(b) Sei M relativkompakt und sei (z,,)3%, eine beliebige Folge aus M. Da M kompakt
ist besitzt diese eine in M und damit auch in (X, d) konvergente Teilfolge und somit auch
einen Haufungswert in X.

Hat umgekehrt jede Folge aus M einen Héufungswert in X und ist (x,,)2%, eine belie-
bige Folge aus M, so ist fiir alle n € N der Punkt x,, Berithrungspunkt von M. Es gibt
also zu jedem n € N ein u,, € Uy/n(x,) N M. Die Folge (u,)52, hat nach Voraussetzung
eine in (X,d) gegen ein v € X konvergente Teilfolge (u,, )32 ,. Es ist v € M und

1
d(zp,,v) < d(Xn,, Un,) + d(tn,,v) < — + d(up,,v) -0 fiir k — co.
M

Also besitzt (z,)3, eine in M konvergente Teilfolge. Nach Satz 8.16 ist M also kompakt
und M somit relativkompakt. [l

In vollstdndigen metrischen Rdumen gilt in (a) auch die Umkehrung. (Beweis als
Ubung).



KAPITEL 9

Folgen und Reihen stetiger Funktionen

1. Punktweise und gleichmiflige Konvergenz

9.1. DEFINITION. Sei X eine nicht leere Menge und sei (Y, d) ein metrischer Raum.
Eine Folge (f,,)5, von Abbildungen f, : X — Y heifit

(a) punktweise konvergent auf X gegen eine Abbildung f : X — Y, falls fiir alle
r € X gilt: f(z) = lim,_o fu(x), d.h.
(9.1) Ve € XVe > 03dng=ne(r,e) e NVn >ng:  d(f(z), fu(z)) <ce.
(b) eine punktweise Cauchy—Folge auf X, falls fiir alle z € X die Folge (fn(x))22,
eine Cauchy—Folge in (Y, d) ist, d.h. falls gilt:
(9.2) Ve e XVe > 03ng =no(r,e) e NVn,m >ng:  d(fu(z), fr(x)) <e.
(c) gleichmdfig konvergent auf X gegen eine Abbildung f : X — Y, falls gilt:
(9.3) Ve > 03ng =ng(e) e NVe € XVn >ng:  d(f(z), fu(z)) <e.
(d) eine gleichmdfige Cauchy—Folge, falls gilt:
(9.4) Ve > 03ng =ng(e) e NV € XVn,m >ng:  d(fu(x), f(z)) <e.

9.2. BEMERKUNGEN. (a) Offensichtlich folgt (9.1) aus (9.3) und (9.2)) aus (9.4)). Jede
auf X gleichméfig konvergente Folge von Abbildungen ist also insbesondere punktweise
konvergent auf X und jede gleichméffige Cauchy—Folge von Abbildungen ist insbesondere
eine punktweise Cauchy—Folge.

(b) Es gibt hochstens eine Abbildung f : X — Y mit (9.1) und daher auch héchstens
eine Abbildung f: X — Y mit (9.3).

(c) Die Bedingung (9.3)) fiir die gleichméBige Konvergenz ist dquivalent zu

(9.5) Ve >0dng € NVn >ng: supd(f(x), fu(x)) <e
zeX

und die Bedingung (9.4) fiir das Vorliegen einer gleichméigen Cauchy—Folge ist dquivalent
zu

(9.6) Ve >0dng € NVn,m >ng:  supd(fn(z), fm(z)) <c.

zeX

9.3. BEISPIELE. (a) Die Funktionen f, : R — R seien definiert durch:

€r — —
n

1} fiir alle z € R, n € N.

fn(z) == max {0, n —n?

Offensichtlich gilt f,(x) — 0 fiir alle z € R, d.h. die Folge (f,)5, ist punktweise auf
R konvergent gegen die Funktion f = 0. (f,)22, ist aber nicht gleichméBig gegen 0
konvergent, denn
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(b) Die Funktionen g, : [0,1] — R seien definiert durch g,(z) := 2™ fiir alle x €
0,1],n € N. Fiir alle z € [0, 1] gilt dann fiir n — oo

0 firo<z<l1
1 firz=1.

gn(x) — g(x) = {

Die Folge (g,)%°, ist also punktweise auf [0,1] konvergent gegen die Funktion g. Die
Grenzfunktion g ist in 1 unstetig.

Bei gleichméfBiger Konvergenz ist die Situation besser. Gleichméfiige Limites Folgen
stetiger Abbildungen sind stetig:

9.4. SATz. Seien (X,d) und (Y,d') zwei metrische Riume und sei ()52, eine Folge
von auf X gleichmdflig gegen eine Abbildung f: X — Y konvergenten stetigen Abbildun-
gen f, : X — Y. Dann ist auch f auf X stetig.

BEwEIS. Wir miissen zeigen, dafl f in allen Punkten von X stetig ist. Sei also z € X
beliebig und £ > 0 beliebig. Da die Folge (f,,)°, gleichméfBig auf X gegen f konvergiert,
gibt es zu ¢’ :==¢/3 > 0 ein ny € N, so dafl

Vn >noVu € X : d'(fo(u), f(u)) <€/:§.
Da die Abbildung f,, in z stetig ist, gibt es zu &’ :==¢/3 > 0 ein § > 0, so daB
Yu € Us(x) : JU%@%%J@)<5:§.

Fiir alle v € Us(x) gilt dann nach der Dreiecksungleichung:

d'(f(x), f(w) <d'(f(2), fno(€)) + d'(fay (%), fro () + d'(fug (), f(w))

<£+§+E—e
3 3 3

f ist also in x stetig fiir alle z € X. 0

9.5. SATZ. Sei X eine nicht leere Menge, (Y, d) ein metrischer Raum und (f,)% eine
auf X gleichmdfig gegen eine Abbildung f : X — Y konvergente Folge von Abbildungen
fn: X =Y. Dann ist (f,)22, eine gleichmdfige Cauchy—Folge auf X .

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein ng € N, so daf} fiir alle n > ng aus N
gilt:
Vo € X : d(f(z), falz)) < g .

Fiir alle n,m > ny aus N gilt dann mit der Dreiecksungleichung;:

Ve € X 1 d(f(@), fu(2)) < (@), F2)) +d(f (@), fule)) < 5+ 5 =2

Also ist (f,,)>2 eine gleichméBige Cauchy—Folge auf X. OJ

Ist (Y, d) vollstandig, so gilt auch die Umkehrung:

9.6. SATZ (Cauchy—Kriterium fiir die gleichméfige Konvergenz). Sei X eine nicht
leere Menge und (Y, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Ist (f,)22, eine gleichmdiflige
Cauchy—Folge von Abbildungen f, : X — Y, so gibt es genau eine Abbildung f: X — Y,
so daf f, — [ gleichmdf$ig auf X fiir n — oo.
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BeEwEIS. Da (f,,)52, insbesondere auch eine punktweise Cauchy—Folge ist, ist fiir alle
r € X die Folge (f.(x))s, eine Cauchy—Folge in dem vollstindigen metrischen Raum
(Y,d) und daher in (Y, d) konvergent gegen einen Wert f(z) € Y. Hierdurch ist eine
Abbildung f : X — Y definiert. Zu zeigen ist noch die gleichméaflige Konvergenz der
Folge (f)22, gegen f. Sei also € > 0 beliebig. Da (f,,)%; eine gleichméBige Cauchy-Folge
ist, gibt es ein ng € N, so daf fiir alle n, m > ny gilt

VeeX:  dlfule) ful@)) < .
Wegen f,,(z) — f(x) in (Y, d) fiir m — oo und der Stetigkeit der Abbildung
d(fn(x)v) Y — R, de<fn(I)7y)u

erhalten wir mit Lemma 8.9 fiir m — oo fiir alle n > nq:
Vre X dmmmmmgg<a

Also ist (fn)52, gleichméBig auf X konvergent gegen f fiir n — oo. O

Aus Satz 9.6/ und Satz 9.4 erhalten wir unmittelbar:

9.7. FOLGERUNG. Seien (X, d) und (Y, d') zwei metrische Riume, sei (Y, d') vollstindig
und sei (f,)5, eine gleichmdiflige Cauchy—Folge stetiger Abbildungen von X nach Y.
Dann ist (f,)22, gleichmdfSig auf X konvergent gegen eine eine stetige Abbildung f :
X =Y.

Sind (X,d) und (Y,d') zwei metrische Rdume, so bezeichnen wir mit C(X,Y) die
Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y. Ist X kompakt, so kénnen wir C'(X,Y")
mit einer natiirlichen Metrik versehen:

9.8. SaTz. Sei (Y,d') ein metrischer Raum und sei (K,d) ein kompakter metrischer
Raum. Dann ist durch
di : C(K,)Y) x C(K,Y) — [0, 00)
mat
dic(f,9) :=supd(f(x),g(x))  fiir alle f,g € C(K,Y).

eine Metrik auf C(K,Y') gegeben. Fine Folge ()22, aus C(K,Y) ist genau dann eine
Cauchy—Folge bzgl. dy (bzw. genau dann bzgl. dx gegen eine Abbildung f € C(K,Y)
konvergent), wenn sie auf K eine gleichmdfige Cauchy—Folge ist (bzw. wenn sie auf K
gleichmdfsig gegen f konvergiert.)

Ist (Y, d') vollstindig, so ist auch (C(K.,Y),dr) vollstindig.

Bewels. Sind f,g € C(K,Y), so ist, wie man leicht verifiziert, auch die Abbildung
z+— (f(z),g(x)) stetig von K nach Y x Y, wobei wir Y X Y versehen mit der Metrik

p: (Y xXY)x (Y xY)—|[0,00)
die gegeben ist durch
p((u1, uz), (v1,v9)) :=d'(uy,vy) + d (ug,v5) fiir alle uy, ug, vy, v9 € Y.

Dad :Y xY — [0,00) stetig ist (sogar gleichmé&Big stetig, vergl. Teil (¢) der Bemer-
kung nach der Definition der gleichméBigen Stetigkeit und Lemma 8.9), ist die Abbildung
x +— d'(f(x),g(x)) als Hintereinanderausfithrung stetiger Abbildungen wieder eine ste-
tige Abbildung und somit wegen der Kompaktheit von K auf K beschrankt. Also folgt
dik(f,g) € [0,00) fiir alle f,g € C(K,Y). Dafl di eine Metrik ist, rechnet man nach. Nach
Bemerkung 9.2]ist eine Folge (f,,)22, aus C'(K,Y) ist genau dann eine Cauchy—Folge bzgl.
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dy (bzw. genau dann bzgl. di gegen eine Abbildung f € C'(K,Y’) konvergent), wenn sie
auf K eine gleichméfige Cauchy—Folge ist (bzw. wenn sie auf K gleichmifliig gegen f
konvergiert.)

Die Vollstandigkeitsaussage ergibt sich aus Folgerung 9.7. 0

Einen vollsténdigen normierten Raum (Y, || - |) nennt man auch einen Banachraum.

9.9. SATz. Sei (X, d) ein metrischer Raum und (Y, ||-||) ein normierter K-Vektorraum
(K = R oder K = C). Dann ist C(X,Y) beziiglich der punktweisen Operationen der
Addition und der Multiplikation mit Skalaren ein K-Vektorraum. Ist (X, d) kompakt, so
wird C(X,Y) durch

I llx s C(X,Y) = [0,00), - fr [ fllx = sup | ()]

zu einem normierten Raum. Dieser ist vollstindig, falls (Y, || - ||) vollstindig ist.

BewEIs. Sind f,g € C(X,Y) und A € K| so sind auch die Funktionen f + ¢g und \f
stetig: Sei hierzu € > 0 und = € X beliebig. Da f, g stetig in x sind, gibt es ein § > 0 mit

VueUs(x):  |f@) = F)l < 5 und [lg@) = g(u)]| <
bzw. .
VueUs(@): @) = F@l < 5
Dann folgt fiir alle u € Us(x):
I(F +9)(@) = (f + D@l < IF(@) = F)l + lg(x) = glw) < 5 +5 ==

bzw.

AN @) = AN ) = A - 1 (@) = F(w)]] < IAIW% <e.

Dies zeigt die Stetigkeit von f + g und Af. C(X,Y) ist also ein Untervektorraum des
K—Vektorraums aller Abbildungen von X nach Y.

Sei nun (X, d)ein kompakter metrischer Raum. Dafl || - ||x eine Norm auf C'(X,Y)
definiert rechnet man nach. Der Rest folgt durch Anwenden von Satz 9.8 auf (Y, dj. ). O

9.10. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum und (Y, || -||) ein Banachraum. Eine
Reihe Y7 f, von Abbildungen f, : X — Y heifit gleichmdifig konvergent auf X gegen
eine Abbildung f : X — Y/, falls die Folgen der Partialsummen der Reihe gleichméfig auf
X gegen [ konvergiert. Die Reihe )7 f,, heifit gleichmdfig absolut konvergent, falls

> sup £u(0)] < oo

n=0 re

9.11. SATzZ. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei (Y, || -||) ein Banachraum.

(a) Sind die Abbildungen f, : X —Y stetig und ist Y., f, gleichmdfSig konvergent
auf X gegen eine Abbildung f: X — Y, so ist f nach Satz 9. stetig.
(b) Sind die Abbildungen f, : X — Y stetig und ist Y - [, absolut gleichmdfSig

konvergent auf X, so ist Y >~ fn gleichmdfSig konvergent auf X gegen eine (nach
(a) dann) stetige und beschrinkte Abbildung f: X — Y.
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BEWEIS. Zu (b): Nach Folgerung 9.7/ geniigt es zu zeigen, dafl die Folge (s,)5,, der
Partialsummen s, = Y, _ fu, n € Ny, eine gleichméBige Cauchy-Folge ist. Sei also € > 0
beliebig. Wegen der Konvergenz der Reihe Y > i sup,.x || fn ()| gibt es ein ng, so daf fiir
alle n,m > ng (mit O.B.d.A. m <n) gilt

Z sup || fe(2)|| < €.
k:mzeX

Dann gilt fiir alle n,m > ny (mit m < n) nach der Dreiecksungleichung;:

Ve Xt sl —sal=| X A@|< Y sl <<

k=m+1 k=m-+1 zeX

Also ist (8,)02 eine gleichméBige Cauchy—Folge. Nach Folgerungl9.7 konvergiert (s, )n—o00
also gleichméfig auf X gegen eine stetige Abbildung f : X — Y. Fiir alle u € X und alle
n € Ny gilt

Isa(ll = || 3 few)]| < - sup @)l <> sup i)
=0 =0 zeX k=0 zeX
Also auch
£ @l = lim sa(w)]l < Y sup [lfil)]
=0 zeX

wegen der Stetigkeit der Norm || - || : Y — R. O

Als Folgerung erhalten wir:

9.12. FOLGERUNG (Majorantenkriterium). Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei
(Y|l - |l) ein Banachraum. Ist (f,)22, eine Folge stetiger Abbildungen von X nach'Y, fir
die es eine Folge (¢,)5%, in [0,00) und ein ny € Ny gibt, so daf die Reihe > c, in R
konvergiert und so daf$ fir alle n > nqg gilt

sup || fu(z)|| < ¢,

reX
so ist die Rethe Y o f, gleichmdfig konvergent auf X gegen eine stetige Abbildung f
X —-Y.

BEWEIS. Die Reihe ZZO:”O fn ist offensichtlich gleichmé&fig absolut konvergent, kon-
vergiert also nach Satz 9.11 gleichméfig auf X gegen eine beschriankte stetige Abbildung
g : X — Y. Die Gesamtreihe ) > f,, ist daher gleichméfig auf X konvergent gegen die

stetige Abbildung f := g+ ZZOZBI fr- O
Eine beidseitig unendliche Reihe > 7 a, in einem normierten Raum (Y || - ||) heiit
konvergent, falls die Reihen ) > ja, und > 7 a_, in (Y,| - ||) konvergieren. Konver-

giert die Reihe Y 2 |a,|| in R, so nennen wir die Reihe Y >° @, absolut konvergent.
Ist (Y,|| - ||) vollstéindig, so ist jede absolut konvergente Reihe in (Y, || - ||) auch konver-
gent. Entsprechend definiert man punktweise Konvergenz, gleichméflige Konvergenz und
gleichméBig absolute Konvergenz fiir beidseitig unendliche Reihen > f, von Abbil-
dungen f,, : X — Y zwischen einem metrischen Raum (X, d) und einem normierten Raum
VAR

Mit Satz[9.11] erhalten wir:
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9.13. FOLGERUNG. Sei > >~ a, eine absolut konvergente Reihe in C. Dann ist die
durch

t— f(t) = Z a, exp(int)
definierte Funktion f : R — C stetig und beschrinkt auf R. Die Reihe ist offensichtlich
eine auf R gleichmdf$ig absolut konvergente Reihe stetiger Funktionen.

Funktionenreihen der Form Y >° _ a, exp(int) nennt man auch Fourierreihen.

2. Vertauschung von Differentiation und Grenzwertbildung

9.14. BErIsSPIEL. Fiir alle n € N und x € R definieren wir
1 .
folz) = - sin(nz) .

In den Ubungen wird gezeigt, daB die Folge ( fn)22, gleichméfig auf R gegen die Funktion
f = 0 konvergiert, dafl aber die Folge (f/)>; der Ableitungen mit

fl(x) = cos(nx) fur allez € Ryn e N

n

noch nicht einmal punktweise gegen die Ableitung f’ = 0 der Grenzfunktion konvergiert.

Die Vertauschung von Grenzwertbildung und Differentiation wird also nur unter be-
sonderen Voraussetzungen moglich sein.

9.15. SATZ. Sei I = [a,b] ein nicht ausgeartetes, kompaktes Intervall und sei (f,,)5,
eine Folge von auf I differenzierbaren reellwertigen Funktionen, fir die gilt

(a) Die Folge (f])>2, der Ableitungsfunktionen konvergiert gleichmdflig auf I gegen
eine Funktion g : I — R.
(b) Es gibt ein xo € I, so daf8 die reelle Folge (fn(20))5, in R konvergiert.
Dann konvergiert (f,)5, gleichmdifig auf I gegen eine differenzierbare Funktion f : I —

R und es gilt f' = g.

BEwEIs. Als differenzierbare Funktionen sind die Funktionen f,, insbesondere auf
I stetig. Wir zeigen zunéchst, dafl sie gleichméfig auf I gegen eine stetige Funktion
f I — R konvergieren. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Da die Folge (f))r, der
Ableitungsfunktionen gleichméflig konvergent ist, ist sie insbesondere eine gleichméfige
Cauchy-Folge (vergl. Satz 9.5). Es gibt also ein ng € Ny, so dafl gilt

£
9.7 Vn > Vp € Ny : ! —f! :
(9.7) n>mny VpeN ilél;lfn+p(w) fa(@)] < 20— a)
Da die Folge (fn(20))s, in R konvergiert, gibt es ein n; € Ny mit
3
(98) Vn > ng \V/p € Np: |fn+p(l'0) — fn(1‘0)| < 5 .

Fiir alle n > mg := max{ng,n1}, alle p € Ny und alle x € I erhalten wir unter Verwendung
des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung und unter Verwendung von (9.8) und (9.7):

[ frtp(2) = Fu()] <[frip(20) = Fu(20)| + [ frsp(®) = ful@) = (fasp(@0) = ful@0))|

<g + |fE - J]0| : |(fn+p - fn),(£>|
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mit einem ¢ zwischen = und zy. Die Folge (f,,)2, ist also eine gleichméBige Cauchy—
Folge auf I und konvergiert daher nach Folgerung 9.7/ gleichméfig auf I gegen eine stetige
Funktion f: 1 — R.

Wir miissen noch zeigen, da8 f auf I differenzierbar ist und dafi f'(u) = g(u) fiir alle
u € I gilt. Sei also u € I beliebig und im folgenden fest. Fiir alle n € Ny definieren wir
die Funktion h,, : I — R durch

fn(u) = fn(2)
hn(l') = u—2x

fr(u) fiir z = u.

fir x #u,x € 1,

Nach Definition der Ableitung und des Grenzwertes ist h,, eine auf I stetige Funktion fiir
alle n € Ny. Wir zeigen, dafl die Folge (h,)>2, eine gleichméfige Cauchy—Folge ist. Sei
hierzu € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung gibt es ein ny € Ny mit

Vn>ny VpeNy, Veel: | frip(@) = fr(z)] <e.

Fiir alle n > ngy, p € Ny und alle = € I\ {u} gilt dann mit einem £ zwischen x und u nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

(fn-l—p - fn>(u) - (fn+p — fn)(x)

u—x

| ip(2) = ()| =

= |frip(&) = fr()] <€
und fir x = v erhalten wir ebenfalls

|nsp(u) = B ()] = | fr1(u) = fr(u)] <e.

Die Folge (h,)22, ist also eine gleichméBige Cauchy—Folge auf I und konvergiert daher
gleichméfig auf I gegen eine stetige Funktion h : I — R. Nach den Grenzwertrechenregeln
gilt fiir alle x € I\ {u}:

o) — T ()t Fo0) = Fule) _ F) = F ()

n—oo n—oo u—= u—2x

Fiir £ = u erhalten wir

h(u) = lim h,(u) = lim f)(u) = g(u).

Da h in u stetig ist, folgt
lim Jw) = J(x) = lim h(z) = h(u) = g(u).
T—Uu u—2x T—U
f ist also in u differenzierbar und erfiillt f'(u) = g(u). O

Auch in mehreren Verdnderlichen kann man eine entsprechende Aussage beweisen:

9.16. SATZ. Sei ) # G C RN offen, beschrinkt und konvex und sei (f,)2, eine Folge
von Funktionen aus C*(G,R) mit den beiden folgenden Eigenschaften:

(a) Die Folge (V f,)22, konvergiert gleichmdfSig auf G gegen ein Vektorfeld g : G —
RY.
(b) Es gibt ein xo € G, fiir das die Folge (f,(20))5, in R konvergent ist.
Dann konvergiert die Folge (f,)°2, gleichmifSig auf G gegen eine Funktion f € C*(G,R)
und es gilt Vf =g auf G.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist

0<C:=suplz| <.
xelG
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Da die Folge (Vf,)o, gleichméfBig auf G konvergent ist, ist sie auch eine gleichméafige
Cauchy-Folge. Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 gibt es also ein ny € Ny mit
£
(9.9) Yn>nyg VpeN: sup [(V foap) (@) — (V) (2)| < — .
zeG 4C
Auch (fn(x0))2, ist konvergent und somit eine Cauchy—Folge in R. Es gibt also ein
ny € NO mit
€
(910) Vn > n Vp eN: ’fner(xo) — fn<$0)‘ < 5 .
Aus (9.9) und (9.10) erhalten wir unter Verwendung des Mittelwertsatzes [7.31] (mit
einem 6 € (0,1)) fiir alle n > mg := max{ng,n1}, alle p € Ny und alle z € G-

|fn+p(x) - fn(x)| S|fn-&-p(l’0) - fn(x0)| + |fn+p(x) - fn(x) - (fn+p($0) - fn(xo)”

<§ + (@ — 20, (V(farp — fa) (o + 0(z — 20)))]

<5z = 2ol 1V fap = fu)) o + 6z — 20))
<5 205 |(V fuip) (@) = (V) (0)]

€
S +20— =¢.
<2+C4C €

Die Folge (f,)22, ist also eine gleichméfiige Cauchy—Folge und daher nach Folgerung 9.7
gleichméfig auf G' gegen eine stetige Funktion f : G — R konvergent.
Zu zeigen bleibt noch, da} f auf G stetig partiell differenzierbar ist und daf fiir alle
r € Gund alle j =1,...,N gilt (D,f)(z) = gj(x), wobei g; die j-te Komponente des
Vektorfelds g bezeichnet. Da g nach Satz 0.4/ stetig ist, folgt dann auch f € C*(G, R).
Seien also x € G und j € {1,..., N} beliebig und bezeichne e; den j-Einheitsvektor
in RY. Da G offen ist, gibt es ein § > 0, so daB z + te; € G fiir alle t € [ := [—4,0]. Wir
definieren nun Funktionen ¢,,, v, ¥ : [—0,0] — R durch
en(t) = fulz +te;), o(t) = f(z+te;), ¢(t):=gj(x+te;)  firalletel01].
Dann folgt ¢, € C'([—4, ], R) mit
of
onlt) = 5= (a +tej) — gj(@ +tej) = P(t)
L
gleichméBig auf [—4, d] fiir n — oo. Damit sind fiir ¢,, ¢ und ¢ die Voraussetzungen an
fn, fund g in Satz 9.15 erfiillt und es folgt: ¢ ist auf [—4, §] differenzierbar mit ¢’ =
auf [—4, d]. Insbesondere folgt

lim flz+tej) — f(x)

t—0 t

und damit die Behauptung. 0

9.17. DEFINITION. Sei € eine nicht leere Teilmenge des RY. Eine Folge (f,)%, von

Funktionen f, : Q — RM heifit lokal gleichmdfig konvergent auf € gegen eine Funktion
f:Q — RN falls es zu jedem z € Q ein § > 0 gibt, so daB (f,)>2, auf Us(x) N Q
gleichméfig gegen f konvergiert.

In den Ubungen wird gezeigt:

9.18. BEMERKUNG. Ist (f,)%, eine auf () # Q C RY lokal gleichmiiBig gegen eine
Funktion f : Q — RM konvergente Folge von auf ) stetigen RM-wertigen Funktionen, so
ist auch die Grenzfunktion stetig.
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9.19. FOLGERUNG. Sei (f,)2, eine punktweise auf einer offenen Menge O # Q C RN
gegen eine Funktion f : Q) — RM konvergente Folge von Funktionen aus C*(Q,RM). Fiir

alle j = 1,..., N sei die Folge (%)Oo lokal gleichmdfsig auf 2 gegen eine Funktion
7/ n=0

g; : Q@ — RM konvergent. Dann ist f € CH(Q,RM) und es gilt 867]; = g; auf Q fir alle
j=1... N.

BEWEIS. Nach Bemerkung 9.18 sind die Funktionen g¢i,...,gx : Q — RM stetig auf
Q. Sei x € () beliebig. Dann gibt es ein § > 0, so da} die Folge (%) gleichméfig auf
7/ n=0

Us(z) N2 gegen g; konvergiert fiir j = 1,..., N. Da 2 offen ist, gibt es ein > 0 mit n <9,
so dal U, (xz) C QN Us(z). Wir wenden nun Satz9.16/ an auf die Komponenten von f und
die konvexe Menge G := U, (). Es folgt die stetige partielle Differenzierbarkeit von f auf
U,(x). Da f in einer Umgebung eines jeden Punktes aus Q stetig partiell differenzierbar
ist, folgt f € C*(Q,RY). O

3. Potenzreihen

Sei im folgenden K = R oder K = C. Ist (a,)°, eine Folge aus K und ist zy € K,
so nennen wir die Reihe ZZO:O fn der Funktionen f,, : z — a,(z — 2)", n € Ny, die
Potenzreihe mit den Koeffizienten a,, n € Ny, und dem FEntwicklungspunkt z,. Statt
Y02 o Jn schreiben wir auch > 7 Ja,(z — 2z0)™.

9.20. SATZ. Sei (a,)5, eine Folge aus K und sei zg € K. Ist z; € K\ {2} ein
Punkt fir den die Reihe Y~ a,(z1 — zo)" konvergiert, so konvergiert die Potenzreihe
> g an(z — z0)™ mit dem Entwicklungspunkt zo gleichmdflig absolut auf B,(z9) = {z €
K |z — 20| < p} fiir jedes p € (0,21 — 20]). Die durch

(9.11) f(z) = Zan(z —2)" fir alle z mit |z — zo| < |21 — 20
n=0

definierte Funktion f : U, _.,(20) — K ist auf U}.,_,|(20) stetig.

BEWEIS. Da die Reihe Y  a,(z1 — 29)" konvergiert, muB die Folge (a,(z1 — 20)")22,
insbesondere beschrankt sein. Es gibt also ein M > 0 mit

Vn e Ny : lan(z1 — 20)"| < M.

Fiir die auf ganz K definierten stetigen Funktionen f,, : z — a,(z — 20)" und 0 < p <
|21 — 20| gilt dann:

Sup ()] =lanly” = Jan(21 = 20" ()" < M(—L—)".

z€U,(z0) |21 — 20| |21 — 2o

Da die Reihe )~ M (m)n wegen ﬁ < 1 konvergent ist, folgt nach dem Majo-
rantenkriterium .12 die gleichméBig absolute Konvergenz der Reihe ) ° , f, gegen eine
stetige Grenzfunktion auf B,(z). Da dies fiir alle 0 < p < |21 — 2| gilt, ist die durch

(9.11) definierte Funktion f auf U, _.(2) stetig. O

9.21. DEFINITION. Fiir eine Potenzreihe ) a,(z — 2)" mit Entwicklungspunkt
2o € K und Koeffizienten a,, € K, n € Ny, heif3t

R :=sup {|z — 2|5 z € K, Zan(z — 2zp)" ist konvergent}
n=0

der Konvergenzradius der Potenzreihe > jan(z — 20)™.
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9.22. FOLGERUNG. Gegeben sei eine Potenzreihe Y an(z — 29)" mit Entwicklungs-
punkt zo € K, Koeffizienten a,, € K, n € Ny, und Konvergenzradius R. Dann gilt:

(a) Firallep € [0,R) st " an(z—20)" gleichmifig absolut konvergent auf B,(zp).
Insbesondere ist die Potenzreihe Y - an(z — z0)" auf U,(20) lokal gleichmifig
konvergent.

(b) Die durch z — Y 7 an(z — 20)" auf Ur(z0) definierte Funktion ist auf Ug(zo)
stetig.

Dies erhilt man in nahe liegender Weise aus der Definition des Konvergenzradius und
Satz 9.20.

9.23. SATZ (von Cauchy und Hadamard"). Fir den Konvergenzradius einer Potenz-
reihe Y o o an(z— 29)" mit dem Entwicklungspunkt zo € K und den Koeffizienten a,, € K,
n € Ny, gult:

1

R—— —
lim sup /| a|

k—o0

(9.12)

mat der Vereinbarung % = 00 und é = 0.

BeEWEIS. Sei R der Konvergenzradius von S°°°  a,,(z—2)" und bezeichne R die rechte
Seite von (9.12)). Wir zeigen zunéchst

(a) R < R.Ist R = oo oder R = 0 so ist dies offensichtlich. Sei nun 0 < R < oo und
sei z € K beliebig mit 0 < |z — 2| < R. Dann gilt:

limsup {/|ax(z — 20)%| = |2 — 20| limsup /|ax| = % <1.

k—o0o k—oo
Nach dem Wurzelkriterium 3.57/ und der anschlieBenden Bemerkung 3.58 ist also die Reihe
> gan(z — z)™ absolut konvergent und daher |z — zg| < R. Da dies fiir alle z € K mit
0 < |z — 20| < R gilt folgt R < R.
(b) Zu zeigen ist noch: R < R. Fiir R = oo ist dies offensichtlich. Sei nun R < oo und
2z € K beliebig mit |z — z| > R. Dann gilt

limsup v/ |ax(z — 20)¥| = |z — 20| limsup /|ax| > 1.

k—o00 k—o0

Fiir unendlich viele n € Ny gilt also {/|ax(z — 20)¥| > 1 und damit auch |a(z — z)*| > 1.
Die Reihe Y07 a, (2 — 29)" ist also divergent, da ihre Glieder keine Nullfolge bilden. Da
dies fiir alle z € K mit |z — 29| > R gilt folgt R < R. O

9.24. LEMMA (Cauchy—Produkt von Potenzreihen). Gegeben seien zwei Potenzreihen
Yo gan(z — 20)" und Yo7 bu(z — o)™ mit positiven Konvergenzradien R, und Ry, mit
Koeffizienten in K und mit dem gleichen Entwicklungspunkt zo. Mit

Cp = Z b1 fiir alle n € Ny
k=0

gilt fir den Konvergenzradius R der Potenzreihe Y~ ¢,(z — 29)™: Es ist

R 2 min{Ra, Rb}

1JACQUES SALOMON HADAMARD (8.12.1865-17.10.1963).
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und fiir alle z € K mit |z — zo| < min{R,, Ry} hat man

chz—zo (Zanz—zo )(gbn(z—zo)")

BEWEIS. Sei also z € K beliebig mit |z — 29| < min{R,, R}. Nach Folgerung [9.22
sind dann die Reihen Y ja,(z — 2z)" und Y~ b,(z — 2p)" absolutkonvergent. Nach
dem Cauchyschen Produktreihensatz 3.67/ ist dann auch die Reihe

ZZak 2 — 20) by (2 — 20)" :Z(Zakbn k)z—zo)

n=0 k=0 n=0

absolutkonvergent gegen < Yo gan(z— zo)"> ( Yo g bn(z— zo)”> .Esistalso |z—z)| <R
fir alle z € K mit |z — 29| < min{R,, Ry} und wir erhalten R > min{R,, R;}. O

9.25. SATZ. Seiy " an(z—20)" eine Potenzrethe mit positivem Konvergenzradius R,
mit Koeffizienten in K und mit dem Entwicklungspunkt zo € K. Sei f : Ug(zy) — K die
durch

— Zan(z — 2)" fiir alle z € Ugr(2o)

definierte, nach Folgerung 9.22 stetige Funktion. Ist zy ein Hdaufungspunkt der Nullstel-
lenmenge von f, d.h. gibt es eine Folge (z,)5, in Ur(zo) \ {20} mit f(z,) =0 fir alle n
und mit z, — 2y flir n — oo, so gilt schon a,, = 0 fiir alle n € Ny und somit f = 0.

BEWEIS. Sei also (2,)%, eine Folge in Ur(2o) \ {20} mit f(z,) = 0 fur alle n und mit
z, — 2o fiir n — oo. Wir verfahren nach der Methode des kleinsten Verbrechers:
Annahme: Es gibt ein n € Ny mit a, # 0. Dann existiert

m :=min{n € Ny; a, # 0} .

Es ist also
o0

f(z):= Z an(z — 29)" fiir alle z € Ug(2o) .

n=m

Nach den Grenzwertrechenregeln folgt fir 0 < |z — 29| < R:

E aern Z_ZO
Z—ZO

Insbesondere ist der Konvergenzradius der rechten Seite > 0. Die durch

O fiir alle = € Un(z0) \ {20}
glz) =4 =

am, fir z = 29

definierte Funktion g : Ug(z9) — K ist also nach Folgerung 9.22] stetig auf Ug(zp). Insbe-
sondere folgt

: f(zn)

m = = ]_ B —————
o =l = f 7
im Widerspruch zur Wahl von m. Es gibt also keinen “kleinsten Verbrecher” m, d.h. es
ist a,, = 0 fiir alle m € Nj. O

=0
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9.26. SATZ. Sei Y " an(z — xo)" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius
R, mit reellen Koeffizienten und mit dem Entwicklungspunkt xq € R. Dann ist die durch
f(x) =) an(x—mz)" fir alle x € (xg — R, x0 + R)
n=0
definierte Funktion f : (xo— R, xo+ R) — R auf (xo— R, zo+ R) beliebig oft differenzierbar
und es gilt fir alle k € Ny:

- ! = k)!
o (z) = ; ﬁan(aj T HZ:O (n Z! ) Api (T — 20)".

Insbesondere ist also
8 (20) = klag fir alle k € Ny

und daher

£ (
f(z) = Z / k(! 0) (x —xo)" fir alle x € (xg — R,z0+ R).

Die Funktion f wird also auf Ug(xo) durch ihre Taylorreihe um xo dargestellt.

BEWEIS. Nach dem Satz 9.23] von Cauchy-Hadamard gilt fiir die Konvergenzradien
Rvon " ja,(x — x9)" und R; der gliedweise differenzierten Potenzreihe

Z nay(x — 20)" " = Z(n + Dayi1(x — 20)",
n=1 n=0

da R =1/p, Ry = 1/py mit

= Tlimsup {/Jax]

k—o0
w1 =limsup v/ (k + 1)]ags1]|
k—o0

Nach Definition des Limes superior gibt es eine eine streng monoton wachsende Folge

(9.13) = lim 4/ (ko Dlas, | = lim /a0
wegen
hIIl k«{/kj—i‘l: 1.

J]—00

Nach den Grenzwertrechenregeln gilt fiir « # z¢: Die Reihe Y~ ja,(z — zo)" ist genau
dann konvergent,wenn die Reihe Y 7 | a,(z — x¢)" konvergiert und dies ist genau dann

der Fall, wenn Y 07 a,(x — x0)" 1 = > 07 any1(x — 20)™ konvergiert. Also gilt auch

po = limsup {/|agi1].
k—o00

Wegen (9.13) folgt also p; < p und somit R; > R. Insbesondere sind die gliedweise
differenzierte Reihe und die Ausgangsreihe auf Ug(z) lokal gleichméfig konvergent. Mit
Folgerung [0.19 erhalten wir fiir alle z € Ug(zy):

f(z) = Z nay,(x — x0)" = Z(n + Dap(x — z0)".

Denn Rest beweist man durch vollstdndige Induktion nach der Ableitungsordnung.  [J
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9.27. FOLGERUNG. Fir alle x € (—1,1) und alle n € N gilt:

e =2 (1)

Jj=n

BeEWwEIS. Fiir die Funktion h: (—1,1) — R mit

h(x) :== ZO:L’J =12 fir alle z € (—1,1)
J_
zeigt man durch vollstdndige Induktion:
|
ho) (z) = OJLW fiir alle 2 € (—1,1),n € Ny .
Mit Satz 9.20 folgt
n! = ! .

- @@ @ @ = h(n) — J—n

(1 — )+t ) ; G—n)"
Division durch n! ergibt die Behauptung. O

9.28. DEFINITION. Sei K = R oder K = C und sei €2 C K offen in K. Eine Funktion
f:Q — K heifit auf Q lokal in eine Potenzreihe entwickelbar oder K—analytisch , falls es
zu jedem zp € Q ein r > 0 mit U,(z) C Q und eine in U,(z) konvergente Potenzreihe
Yoo an(z — 29)" gibt, so daB fiir alle z € U,(z) gilt:

f(z) = Z an(z — 29)".

9.29. SATZ. Sei ) # I C R ein offenes Intervall. Fiir eine Funktion f : I — R sind
die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist auf I reell analytisch.
(b) f € C*(I,R) und fir alle xy € I gibt es positive reelle Zahlen §, M und q mit
Us(zo) C I und
(9.14) Vn € Ny Vo € Us(xo) : |f™ ()| <nl- M- g™

Ist eine dieser beiden Aussagen erfillt, so gibt es zu jedem xoy € I einr > 0 mit U,(xg) C 1
und:

£ (2,
(9.15) Ve € Uy (zo) : fla)y=>" S )(:r — zo)".

n!
n=0

Zu jedem Punkt aus xo € I gibt es also eine Umgebung U, (xq) von xq, so daff die Funktion
fin U.(xo) durch ihre Taylorreihe dargestellt wird.

BEWEIS. “ (b)=(a):” Sei (b) erfiillt und sei z € I beliebig. Seien ¢, M, ¢ gemaf (a)
mit (9.14) gewéhlt. Sei x € R mit

|z — 20| < min{d,1/q}.
Mit dem Satz 6.23/ von Taylor folgt fiir alle n € N:

n ) (5, )
fo) =3 0 )+ B,

k

mit
Fr(E)
(n+1)!

n+1

R, (x,z0) = (x — z9) fiir ein & zwischen xo und z .
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Unter Verwendung von (9.14) erhalten wir fiir n — oo wegen |x — z¢|g < 1:
(n+ 1) M- gt
(n+1)!

Damit folgt (b) und die Darstellung (9.15).
“ (a)==(b):” Sei nun f reell analytisch auf I und sei zq € I beliebig. Dann gibt es

ein dp > 0 mit Us,(z9) C I und eine in Uy, (zo) konvergente Potenzreihe Y~ an(x — )"
mit

| R (2, 20)] < @ — @[ = M(Jz — xo|q)""" — 0.

o0

Vo € Usy(20) : f(z) = Z an(z — 29)".
n=0
Nach dem Satz 9.23| von Cauchy—Hadamard gilt also

1

limsup,, .. V/|ax|

1
limsup /|a,| < 5 <00
0

n—oo

dp <

und damit

Dann gibt es ein ng € Ny, so daB fiir alle n > ng gilt:
n\/ |an| < l—i_i: qo -
oo o

Setzen wir also

MO::1+maX{ICL—§;O§j§nO},

%
so folgt fiir alle n € Nj:
2\"n
W< Mo()"
|an| < Mo 5
Fiir alle z € R mit |z — 2| < §p/4 folgt dann mit Satz [9.26 und Folgerung [9.27:
() = J- (x — j—n e — j—n
TRIGIE > gl | < X gl el
— J! 2\ (0p\i~n 2\" = (7)) (1)
<X gtat(G) () =m(s) () G)
_jzn(j—n)! "\ 5, 4 " "\ 4, Jzn n)\2
2\" 1 4\n
(2 (A
e R ) s B WS
Mit 6 := 60/4, q :== 4/ und M := 2M, ist also (9.14) erfiillt. O

9.30. SATZ. Sei Y an(x — xo)" eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten und po-
sitivem Konvergenzradius R. Dann ist die durch

W

fw) =

an(x — x0)" fir alle x € (xg — R, xo + R)

I
o

T

definierte Funktion f : (xg — R,zo+ R) — R auf (xg — R, zo + R) reell analytisch.

BeEwEIs. Wir zeigen, dafl die Bedingung (b) in Satz 9.29 erfillt ist. Sei also uy €
(xo — R,x0 + R) beliebig vorgegeben und sei r € (Jug — x|, R) fest gewéhlt. Mit den
Bezeichnungen

1 _ 1
§:= 5(7“ — |zg —up|) und 7:= 5(7’ + |zo — wo|) = |xo — ug| + 9



196 9. FOLGEN UND REIHEN STETIGER FUNKTIONEN

gilt 6 > 0 und 7 < r < R. Nach dem Satz 9.23/ von Cauchy—Hadamard gilt

also auch

Fiir alle x € Us(ug) ist |z — xo| < |2 — uo| + |ug — xo| < 7 < r und es folgt mit Satz 9.26
und Folgerung 9.27 fiir alle n > ng:

) — e j—n e — j—n
x>|—\2(j_n)!aj<x w0l 7| <3 ylail e — ol

()25 00

r

mit M = —.
r—r

Fiir 0 < n < ng ist f™ auf [ug — 6, uo + J] stetig und damit auch beschrinkt. Es gibt
daher ein M,, > 0 mit

1 n
Vo € fup — 6,u0+ 0] |f™(x)] < nlM, - ( ) .
r—r
Mit M := max{Mo, ..., M,,, M} folgt
1 n
Vne Ny VoeUsu):  |f™()] <nlM- ( )
r—r
Also ist (9.14) erfiillt mit ¢ := —. Nach Satz 9.29 ist f daher reell analytisch auf
r—7
(l’o—R,l’o-'-R). O

9.31. FOLGERUNG. Die Funktionen exp, sin, cos, sinh, cosh sind auf R reell analytisch.

9.32. SATz. Sei I = (a,b) mit —o0 < a < b < oo ein offenes Intervall und sei
f I — R eine nicht identisch verschwindende reell analytische Funktion auf I. Dann hat
die Menge
Ny={xel; f(x) =0}
der Nullstellen von I keinen Hdiufungspunkt in I.

BEWEIS. (a) Wir zeigen zunéchst, dafl die Menge H; der Héufungspunkte von Ny
offen ist.

Sei xy € Hy beliebig. Da f auf I reell analytisch ist, gibt es ein ¢ > 0, so daf
Us(xg) € I und so dal f auf U.(zg) eine Darstellung durch eine in U.(xg) konvergente
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x, hat. Nun ist zy Haufungspunkt von Ny, also auch
Haufungspunkt von Ny, . Nach Satz 9.25 folgt somit f = 0 auf U.(zo). Insbesondere
ist UE(SC()) - Hf - Nf.

(b) Annahme: Es gibt einen Haufungspunkt t, von Ny und Hy C Ny.
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Da f nicht identisch verschwindet, gibt es ein u € I mit f(u) # 0 Wegen der Stetigkeit
von f gibt es dann noch ein ¢ > 0 mit Us(u) C I und Us(u) N Ny = (). Ohne Beschrinkung

der Allgemeinheit kénnen wir u < to annehmen (den Fall u > ¢, behandelt man analog).
Fir

(9.16) v := inf((u, b) N Hy)

gilt dann: vy > u und vy ¢ Hy, da sonst nach (a) ein € > 0 existiert mit U.(vy) C Hy im
Widerspruch zur Definition von vy. Wegen vy ¢ Hy und (9.16) gibt eine Folge (s,)52; aus
(vo,b) N Hy C Ny mit s, — wp fiir n — 00. Dies steht im Widerspruch dazu, daf v, kein
Haufungspunkt von Ny ist.

Ny kann also keine Haufungspunkte haben. U



KAPITEL 10

Nichtlineare Gleichungen

1. Der Fixpunktsatz von Banach

Ist T : X — X eine Abbildung von einer nicht leeren Menge X in sich, so nennen wir
xo € X einen Fixpunkt von T, falls

T(.YJ()) =29
gilt.

10.1. BrispIEL. In den Ubungen zur Analysis 1 zeigt man mit Hilfe des Zwischenwert-
satzes, daB jede stetige Abbildung f : [0, 1] — [0, 1] wenigstens einen Fixpunkt besitzt.

10.2. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung 7" : X — X heifit
stark kontrahierend, falls es eine Konstante K € [0,1) gibt mit
Va,y € X : d(T(z),T(y)) < Kd(x,y) .
Wir nennen K dann auch eine Kontraktionskonstante der starken Kontraktion 7'

Eine Abbildung 7' : X — X ist also genau dann stark kontrahierend, wenn sie
Lipschitz—stetig mit einer Lipschitz-Konstanten K € [0, 1) ist.

10.3. BEISPIEL. Die Abbildung
£:(0,1] — (0,1], IHg,

ist stark kontrahierend mit Kontraktionskonstante 1/2 und besitzt keinen Fixpunkt in
(0, 1].

Ein wichtiges konstruktives Kriterium fiir die Existenz eines Fixpunktes ist der fol-
gende Fixpunktsatz von Banach.

10.4. BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ. Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum
und sei T : X — X eine stark kontrahierende Abbildung mit Kontraktionskonstante
K € [0,1). Dann besitzt T genau einen Fizpunkt a € X. Fir diesen gilt: Ist ©q € X
beliebig, so ist

(10.1) a= lim x, mit z,4 :=T(x,) fir allen € Ny.

n—oo

Man hat die a priori Fehlerabschditzung

(10.2) Vn e N: d(xp,a) < . Kd(atl,:vo)
und die a posteriori Fehlerabschdtzungen

K
(103) VYn e N: d(l’n+1, CL) < qd(%nJﬂ, xn)
und

K
(10.4) Ve e X : d(T(z),a) < md(T(x), x).

198
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BEWEIS. (a) Zur Findeutigkeit: Sind a,b € X mit T(a) = a und T'(b) = b, so folgt
nach Voraussetzung
d(a,b) =d(T(a), T (b)) < Kd(a,b).
Wegen 0 < K < 1 ist dies nur moglich, wenn d(a,b) = 0 und damit a = b gilt. Zu zeigen
bleibt also noch die Existenz eines Fixpunktes.
(b) Sei zy € X beliebig und im folgenden fest und sei (z,,)2, die geméaf (10.1)) induktiv
konstruierte Folge aus X. Durch vollstdndige Induktion zeigen wir:

(10.5) Vn € Ny : d(zpi1,n) < Kd(21,20) -
Fiir n = 0 ist dies trivial. Ist n € Ny mit d(x,41,2,) < K"d(z1,%0), so folgt nach
Voraussetzung

d(Tny2, Tnp1) = A(T(Tp11), T () < Kd(T 41, 70) < K”"’ld(xl, o) -

(c¢) Unter Verwendung von (10.5) und der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir alle
n,p € Ny:

p—1 p—1 n
(10.6) A(Tpip, Tn) < 2 A(Trght1s Tngr) < kZ_OK”*kd(xl,xg) < T Kd(iﬁ'l,l'o)-

Die Folge (z,)32, ist also eine Cauchy—Folge in (X, d). Da (X, d) ein vollstdndiger metri-
scher Raum ist, existiert der Grenzwert
a:= lim z, in (X,d).

Wegen der Stetigkeit der Abbildung d(-,z,) : X — R folgt aus (10.0) fir p — oo die a
priori Abschétzung (10.2).
(d) Wegen T'(z,) = x,41 gilt nach Voraussetzung

0<d(T(a),a) <d(T(a),zpi1) + d(xpi1,a) < d(a,z,) + d(zp1,a) — 0 fir n — oo
und damit d(T'(a),a) = 0, d.h. T(a) = a. Der Punkt a ist also der nach (a) einzige
Fixpunkt von T

(e) Nimmt man z,, als neuen Startwert fiir die Iteration, so erhélt man aus der a priori
Abschétzung (10.2)
KP?
— Kd(xn—l—h xn) .

Vp € Ny : d(Tpip,a) < N

Der Spezialfall p = 1 liefert die a posteriori Abschétzung (10.3).
Sei nun z € X beliebig. Nimmt man als neuen Startwert der Iteration z := z, so folgt
die Abschatzung (10.4) aus (10.2) mit speziell n = 1. O

10.5. BEISPIELE. (a) Die Tangensfunktion besitzt in dem Intervall (7, 27) offensicht-
lich einen Fixpunkt xy. Fiir alle x,y € R gilt jedoch nach dem Mittelwertsatz [5.20/ der
Differentialrechnung mit einem & zwischen x und y:

|z =y
cos(§)

Die Tangensfunktion ist daher auf keiner Teilmenge von R mit mehr als einem Punkt
stark kontrahierend. Es gilt jedoch fiir z € [, 3n]:

| tan(z) — tan(y)| = | tan’(§)] - [z — y| =

tan(z) =2 <= z =tan(zr —7m) <= arctan(z) =z —7 <= g(z) ==z
mit g(t) := arctan(t) + 7. Wegen arctan([0, c0)) C [0, 17] gilt

g(fr, 3m) € [, o).
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ABBILDUNG 1. Die Tangensfunktion im Bereich [0, 37/2].

Da [, %71’] eine abgeschlossene Teilmenge des vollstandigen metrischen Raums (R, d||) ist,

ist ([, 37],d) ein vollstéindiger metrischer Raum, wenn wir mit d die von der euklidischen
Metrik d}| auf [, 37] x [r, 3n] eingeschréinkte Metrik bezeichnen. Fiir alle z,y € [, 37]
gibt es nach dem Mittelwertsatz ein ¢ zwischen x und y mit

lz—y| <

- 1+7T2]:c—y].

9(0) ~ 9| = /)] | vl = 1

g ist also eine stark kontrahierende Abbildung von [, %ﬂ'] in sich mit einer Kontraktions-

konstante Ky < ﬁ < K :=0.092 < 1 und hat nach dem Banachschen Fixpunktsatz
genau einen Fixpunkt a in [, %7?], der dann auch der einzige Fixpunkt der Tangensfunk-
3

tion in [r, ;7] sein mufl. Mit dem im Banachschen Fixpunktsatz angegebenen iterativen
Verfahren konnen wir a ndherungsweise berechnen, wobei wir fiir die Naherungen Fehler-
schranken angeben kénnen. Wir verwenden als Startwert den Wert xy := 4 und erhalten

in den ersten Iterationsschritten folgende Néherungen und Fehlerabschétzungen:
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Fixpunktiteration zur Berechnung des Fixpunktes a von ¢
K™ | | K
-k 1ok
1 ]4.467410318 | 0.04735875469 0.04735875469

n| , |xy — 2p1]

2 14.492175746 | 0.004357005431 0.002509272440

3 | 4.493351224 | 0.0004008444997 | 0.0001191012952

4 14.493406710 | 0.00003687769397 | 0.000005621929515

(b) Sei I :=[0,1]. Dann ist (C(I,R),d;) mit
di(f,9) = If = glr =suwp[f{t) —g(®)]  firalle f,g € C(L,R)

nach Satz 0.8 ein vollsténdiger metrischer Raum. Fiir alle f € C(,R) definieren wir

(T(f)(t) = /0 cos(f(s)st)ds firo<t<1.

Nach Satz 7.9 ist T'(f) wieder eine stetige Funktion auf I. Seien nun f,g € C(I,R)
beliebig. Fiir alle s, ¢ € I gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein &
zwischen f(s) und g(s) mit

| cos(f(s)st) — cos(g(s)st)| = [stsin(&st)] - [f(s) — g(s)| < sdi(f,9)-
Es folgt also

T, T(0) = sup (TN = (T@)@)| < [ sdi(fg)ds = 5dr(7.9)

tel

T ist also eine stark kontrahierende Abbildung von (C(1,R), d;) in sich und besitzt daher
nach dem Banachschen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt, den man ndherungsweise
mit Hilfe des im Banachschen Fixpunktsatz angegebenen Iterationsverfahrens berechnen
kann.

Wir geben noch einige Varianten des Banachschen Fixpunktsatzes an:

10.6. FOLGERUNG. Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum und sei T : X — X
eine Abbildung, so daf$ fir ein m € N die m—malige Hintereinanderausfihrung

T":=ToTo---0T
—
m—mal
eine stark kontrahierende Abbildung von X in sich ist. Dann besitzt T genau einen Fiz-
punkt.

BEwEIS. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat 7™ genau einen Fixpunkt a in
X. Da jeder Fixpunkt von T auch einer von 7™ ist, kann T hochstens einen Fixpunkt
besitzen. Wegen T™(T(a)) = T™ ! (a) = T(T™(a)) = T(a) ist auch T(a) ein Fixpunkt
von T™. Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Banachschen Fixpunktsatz mu a = T'(a)
gelten. O
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10.7. SaTz. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, sei ) # A C X und sei
T :A— X eine Abbildung, fiir die eine Konstante K € [0,1) existiert mit

Ve,y e A: d(T(z),T(y)) < Kd(x,y).
Gibt es ein g € A und ein r > 0 mit B,(z9) = {zv € X; d(z,z0) <r} C A und
(10.7) d(T(zo),z0) < (1 — K)r,

so qilt: Die durch x,1 = T(x,) fir alle n € Ny induktiv definierte Folge konvergiert
gegen einen Fizpunkt a = T'(a) € B.(zy). a ist der einzige Fizpunkt von T in B,(xy) und
es gelten die Fehlerabschitzungen (10.2) und (10.3) aus dem Banachschen Fizpunktsatz.

BEWEIS. (a) Die Eindeutigkeitsaussage folgt wie im Beweis zum Banachschen Fix-
punktsatz.
(b) Durch vollstandige Induktion nach n zeigen wir zunéchst, daf fiir alle n € Ny gilt:

(10.8) T, € B.(zg) und  d(zpy1,2,) < K"d(21,20) -
Im Fall n = 0 ist dies offensichtlich erfiillt. Sei nun k& € Ny, so dafi (10.8) fiir alle
k =0,...,n erfillt ist. Mit dieser Induktionsvoraussetzung und der Dreiecksungleichung

erhalten wir unter Verwendung von (10.7):

d(l’l, Io) . d(T(Io), l’o)
1

j=0

=0
Also ist zp41 € Br(z9) C A und es folgt
d(l’n+2, xn-{—l) = d(T($n+1), T<xn)) S Kd<xn+1a xn) S Kn+ld(x17 ZL’()) .

(c) Wie in Teil (c) des Beweises zum Banachschen Fixpunktsatz erhélt man die Kon-
vergenz der Folge gegen einen Grenzwert a € B,(zg) (man beachte, dafi B,(x() eine
vollstandige Teilmenge von (X, d) ist und in A liegt) und die a priori Abschétzung (10.2).
Auch die Tatsache, dal a ein Fixpunkt von T ist, zeigt man analog wie im Beweis zum
Banachschen Fixpunktsatz.

(d) Durch vollstédndige Induktion nach j zeigt man

Vn,j S N(] . d(xn+2+j7xn+1+j) < Kj+1d<$n+1,$n) .

Fiir alle n, p € Ny erhalten wir also nach (b) und der Dreiecksungleichung

P P
d(Tpi24p; Tny1) < ; d(xn+2+j7 xn+1+j) < ; K]Jrld(anrla Tn) < 1 Kd(anrla Tn) -
Fiir k — oo folgt hieraus die a posteriori Abschétzung (10.3). O

10.8. SATZ (Lokaler Konvergenzsatz). Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum
und sei T : X — X eine Abbildung, die einen Fizpunkt a € X besitze. Es gebe ein € > 0
und eine Konstante K € [0,1) mit

Vo,y € Usa) - d(T(2), T(y)) < Kd(z,y).

Dann gilt fir 0 < r < e: Es ist T(B.(a)) C B.(a) und fir jedes xo € B.(a) konvergiert
die durch x, .1 = T(x,) fir alle n € Ny induktiv definierte Folge gegen a und es gelten
die Fehlerabschditzungen (10.2) und (10.3) aus dem Banachschen Fixpunktsatz.
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BeEwEeIs. Fir 0 < r < e gilt B,(a) C U.(a) und fiir alle x € B,(a) ist auch T'(z) €
B,(a) wegen
d(T(z),a) =d(T(x),T(a)) < Kd(z,a) < Kr <r.

Als abgeschlossene Teilmenge des vollstandigen metrischen Raums (X, d) ist B, (a) vollstandig.
Der Banachsche Fixpunktsatz ist also auf T'|g, (q) : Br(a) — B,(a) und den vollstdndigen
metrischen Raum (B, (a),d|p, (a)xB,(a)) anwendbar und es folgen die Behauptungen [

10.9. DEFINITION. Sei (z,)5%, eine gegen einen Punkt a € X konvergente Folge in
einem metrischen Raum (X, d) und sei p > 1. Die Folge (z,,)%, heiit konvergent von der
Ordnung p, falls eine Konstante C' > 0 existiert mit

Vn € Ny : d(zpi1,a) < Cd(zy,,a)’.

Im Fall p = 1 fordern wir zusétzlich C' < 1 und sprechen von linearer Konvergenz.

Die Konvergenz der Iteration des Banachschen Fixpunktsatzes ist also zumindest li-
near.

2. Das Newton—Verfahren

Wir betrachten die folgende Problemstellung: Gegeben sei eine auf einer offenen Menge
0 # Q C RY definierte Abbildung f : Q@ — €. Es gebe einen Punkt a € Q mit f(a) = 0.
Wir suchen nach einem geeigneten Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung von a unter
geeigneten, noch zu prézisierenden Voraussetzungen an f.

Zur Motivation des Ansatzes im folgenden Satz betrachten wir zunéchst den Fall N = 1
und Q = I, I # () ein offenes Intervall in R. Ist f auf I stetig differenzierbar, so wird sich
fir zy in der “Néhe” von a die Tangente ¢ an den Graphen von f im Punkt (z¢, f(z))
nicht “wesentlich” von f unterscheiden. Die Nullstelle x; von ¢ sollte also eine verbesserte
Néherung fiir a sein. Die Tangente

t:R— R, T = t(l’) = f(l'o) + f/(l’o)(ﬂj - xo)

schneidet die xz—Achse natiirlich nur, wenn f’(zq) # 0 ist. Dies trifft wegen der Stetigkeit
von f"in einer Umgebung von a zu, falls f'(a) # 0 erfiillt ist. Man erhélt fiir x;:

vy =z — 1T0)
f'(xo)
Man fahrt auf diese Weise fort, definiert also induktiv:
f(zn) )
T+l = Ty — m fir alle n € NO.
a ist Fixpunkt von g mit
g(x) =2 — ]]:,((56)> fir alle x € I mit f'(x) # 0.
x

Unter der zusétzlichen Voraussetzung, daf3 f’ Lipschitz—stetig ist, kann man mit Hilfe des
lokalen Konvergenzsatzes10.8 lineare Konvergenz dieses Verfahrens gegen a zeigen. Setzen
wir f € C?(I,R) voraus, so kénnen wir sogar quadratische Konvergenz (also Konvergenz
der Ordnung p = 2) beweisen.
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10.10. SATz (Newton™Verfahren). Sei Q C RY offen und f € C*(Q,RY). Es gebe ein
a € Q mit f(a) = 0. Ferner sei die Jacobi-Matriz Jr(a) von f in a invertierbar. Dann
gibt es Konstanten C > 0 und r € (0,1/C), so daf fir alle xo € Q mit |z — a| < 7 gilt:
Die durch
(109) Tp4+1 = Tp — Jf<xn)_1f($n)
induktiv definierte Folge (x,)2, konvergiert gegen a und erfillt
Vn € Ny : |Tps1 — al < Cla, — al?.

BewEIS. Wie in den Ubungen gezeigt wurde ist die Menge G der invertierbaren Ma-
trizen aus My n(R) offen in My (R) und die Matrixinversion ist als Abbildung von G
in sich stetig. Es gibt daher Konstanten p, m;,my > 0 mit

By(a)={z eRY; |z —a|<p}CQ und Js(B,(a)) CG

sowie

sup ||Jf(z)]] <my und sup ||Jf(x)_1|| < msy.
z€B,(a) z€Bp(a)

Man beachte hierzu, dafl B,(a) eine kompakte Teilmenge des RY ist und stetige Funk-
tionen auf kompakten Teilmengen des RY beschrinkt sind. Da f zweimal stetig partiell
differenzierbar ist, ist J; € C'(Q, Myxn(R)) und daher nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung Lipschitz-stetig auf B,(a). Es gibt also ein L > 0 mit

Va,y € By(x) : ([ Jp(x) = Jr)ll < [1p(x) = Jp(w)ll2 < Lz =yl
Nach dem Satz von Taylor [7.38 gilt fiir alle z € B,(zo):
f(x) = f(a)+ Jf(a)(z — a) + Ri(z,a) = Je(a)(x — a) + Ri(z,a)

mit
_ a 1
|Ri(x,a)] :‘2 Z M/ (1—s)(D*f)(a+ s(z — a))ds‘
=2 a! 0
|z — a|2 .
<2 D I B d
(10.10) |a22 / —s)|(D*f)(a+ s(z —a))|ds
<Clx — a|2,
wobei )
C := — max max | DO‘f )| < 00,

2 |a|=2 ueB,(a
da die zweiten partiellen Ableitungen von f stetlg und somit auf B,(a) beschrénkt sind.
Offensichtlich ist a Fixpunkt der in einer Umgebung U von a definierten Abbildung
g:U—RY, i g(x) =2 — Jp(z) " f(z).

Wir setzen K := myC + mym3L und fixieren r < min{p, 1/K}. Fiir alle z € B,(a) C
B,(a) kénnen wir nun abschétzen:

9(x) — a] =lg(z) — g(a)] = & — J; (&) f(x) = a+ J;(@) " f(a)]
< [Jp(a)" (Jp(a)(@ — a) + fa) — Fa))] + |(Jp(a)" = ;@) ) ()]

g

=:A(x) ::E(LL’)

ISIR Isaac NEWTON (4.1.1643-31.3.1727).
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Fiir den ersten Summanden A(x) erhalten wir nach (10.10):
A(z) < | Jp(a) M - [Ty (a)(@ = a) + f(a) = f(2)| < maCla — af?

und fiir den zweiten Summanden folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes [7.30 der Differenti-
alrechnung in mehreren Verénderlichen wegen f(a) = 0 und der Lipschitz—Stetigkeit von

& J5(€) auf B,(a):
B(x) <llJp(a)™ — Jy(2) |- 1f ()] =
|15 (@) Ty () Ty (@) = Tp(a) T p(@) Tp(a) - f (@) — fa)] <
<5 - 15 (a) = Ty @) - |5(a) -l = al sup [ Ty(a+ e = )] <

<miLmi|z — af*.

Also gilt:

lg(x) —a| < K|z —al]* < Kr|z —a| < qr
mit ¢ := rK < 1 Insbesondere ist g(z) € B,(a) fur alle x € B,(a). Durch vollstandige
Induktion sieht man nun: Die durch (10.9) induktiv definierte Folge nimmt fiir 2y € B,.(a)
ihre Werte in B, (a) an und erfiillt

(10.11) |Tps1 —a| = |g(zn) —a| < K|z, —al* < gz, —al.
Durch vollstédndige Induktion folgt
|z, —al < q"|zg—al — 0 fiir n — oo.

Wegen (10.11)) ist die Konvergenz quadratisch. O

10.11. BEMERKUNG. Damit man nicht in jedem Schritt eine aufwendige Matrixinver-
sion durchfithren muf, geht man in der Praxis wie folgt vor: Multiplizieren wir (10.9) von
links mit J¢(z), so erhalten wir

Jr(@n) i = Jp(zn)zn — f(2n)
also

(10.12) Ji(wn)zn = —f(2n)
mit 2, = x,11 — ,. Man berechnet nun z, als Losung des linearen Gleichungssystems
(10.12) und erhalt x,41 als T,41 = 2, + Tp.

3. Implizite Funktionen und Umkehrfunktionen

10.12. BEISPIELE. (a) Losen wir die Gleichung

(10.13) 20° +3y =0
nach y auf, so erhalten wir y = —%xQ fiir alle x € R. Man sagt, die hierdurch gegebene
Funktion )

g R—-R, T —gscz

ist implizit durch (10.13) definiert. Wollen wir hingegen (10.13) nach x auflésen, so er-
halten wir nur dann reelle Losungen, wenn y < 0 ist. In diesem Fall erhalten wir zwei

Losungen
3 3
z1(y) = —iy und  z5(y) = — —§y.

(b) Die Gleichung x? + y? + 1 = 0 hat fiir keine Werte von z eine reelle Losung y(x)
und fiir keine Werte von y eine reelle Losung z(y).
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Wir wollen in diesem Abschnitt das folgende Problem behandeln: Gegeben sei eine
Funktion f in zwei Verdnderlichen x und y. Unter welchen Bedingungen 148t sich die
Gleichung

(10.14) f(z,y) =0

nach y auflosen, d.h. 148t sich eine Funktion x — g(x) finden mit

fz,g(x)) =07
Im Falle der Auflosbarkeit nennt man ¢ die durch (10.14) bestimmte implizite Funktion.
Was 1483t sich hierbei {iber die Differenzierbarkeitseigenschaften von g sagen, wenn f stetig
partiell differenzierbar ist?
Allgemeiner werden wir RY-wertige Funktionen in Verinderlichen z € R™, y € RY
betrachten.

10.13. SATzZ (iiber implizite Funktionen). Sei Q C RM+N = RM x RN offen und sei
f e CYQRY). Fiir einen Punkt (xq,y0) € Q gelte

f([[‘(), yO) = 0
Ferner sei die Matrix
of of;
A== = (=
Ay (%0,80) (ayk (@o, y0)> i

mvertierbar. Dann gilt:
(a) Es gibt ein &y > 0 und ein §y > 0, so daf$ zu jedem x € Uy := Uy, (xo) genau ein
g(x) € Uy := Us,(yo) existiert mit
[z, g(x)) =0.
(b) Die durch (a) definierte Funktion g : Uy — Uy, C RY st stetig partiell differen-
zierbar und fiir alle x € Uy gilt

(10.15) Jy(z) = —(g—i(x,g(x)))_lg—i(:r,g(x))-

(c) Ist f € C*(Q,RY) fiir ein k € NU {00}, so gilt auch g € C*(U;, RY).

BEwEIS. Da f nach Voraussetzung stetig partiell differenzierbar ist, gibt es 97,2 > 0
mit By (x0) X Bs,(yo) C 2 und

1016 sup {|| 5 0. g0) = o) o~ ul <81 by - ol < 2

Da A = g—g(%, Yo) invertierbar ist und die Menge der invertierbaren Matrizen in My n(R)

.1
204

offen ist, kénnen wir wegen der Stetigkeit von % durch eventuelles Verkleinern von ¢} und
09 erreichen, daf} gilt:

0
(10.17) Vu € By (7o), v € Bs,(yo) a—f(u, v) ist in Myyn(R) invertierbar.
Y

Wegen der Stetigkeit von f in (xg,yo) und wegen f(zo,yo) = 0 gibt es ein 6; € (0, )
mit

(10.18) Vx € By, (x0) : |f(z,90)| < 0

3l A-Y]
Angeregt durch das Newtonverfahren betrachten wir fiir alle x € Bg, (o) die Abbil-
dung

Tx : B52(y0> _>RN> yHTx(ZA ::y_Ailf(xvy)'
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Fiir die Jacobi-Matrix Jz, (y) von T, in y € By, (yo) erhilt man unter Verwendung von
(10.16) die Abschitzung (wobei Ey die Einheitsmatrix in My, y(R) bezeichne):

2. )l =[x = 47 2 )| = |4 (8f<x0,yo> 2w
<A |5 o) - ] < 5

Unter Verwendung dieser Ungleichung folgt fiir alle x € By, (o) und alle y;,y2 € Bs,(yo)
folgt nach dem Mittelwertsatz [7.30 der Differentialrechnung:

1
(10.19) Te(y1) — Ta(yo)| < S%p] |7, (g1 + (g2 — 1))|| - lor — 2] < §|y1 — 1.
te|0,1

Fiir alle y € Bs,(yo) und alle x € By, (z9) erhalten wir mit (10.18) und (10.19)

|Tx(y) - yOl :|Tz(y) - Tx(yﬂ) - A_lf($a y0)|

(10.20 SIT) =T+ 147 1)
J
—\y wl + 5 < 652

Wir halten fest: Fiir alle x € By, (%) ist T, eine stark kontrahierende Abbildung der
abgeschlossenen und daher vollstéindigen Teilmenge Bs,(y9) des RY in sich mit Kon-
traktionskonstante K < 1/2. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz [10.4 gibt es daher
genau ein g(x) € Bs,(yo) mit T,(g(z)) = g(z), dh. mit A~ f(x,g(z)) = 0, d.h. mit
f(z,g(x)) = 0. Insbesondere ist g(z¢) = yo. Wegen T,(g(z)) = g(x) fokgt aus (10.20)
auch g(z) € 3352@0) C Us,(yo) fiir alle x € By, (xp). Damit ist (a) bewiesen.

Definieren wir induktiv die Funktionen g, : Bs, (zo) — RY, n € Ny, durch

go =yo und gpi1(z) :=To(gn(z)) = gn(x)+A_1f(:v,gn($)) fiir alle x € Bs, (79),n € Ny,

so folgt durch vollstdndige Induktion die Stetigkeit von g, fiir alle n € Ny. Aus der a priori
Abschéitzung (10.2) im Banachschen Fixpunktsatz folgt

Va € By, (z0) : lgn(2) — g()] <

und somit
9n = 9llBs, (z0) < 27" [l91 — gollBs, (o) = 0 fiir n — o0
Die Folge (g,)22, ist also eine auf By, (xo) gleichméBig gegen g konvergente Folge von auf

Bs, () stetigen Funktionen. Nach Satz 9.4 ist also auch die Funktion g auf By, (x() stetig.
Ferner gilt g(z) € Bs,(yo) fiir alle x € Us, (z9) und daher

(10.21) Ve € Us(wo) s g(x) = Tal9(x)) € Bss, (%) C Us,(9(20)) = Us,(y0) -
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Fiir alle (z,y) € Q und alle £ € RM 5 € RY gilt
&1

df1 of ofi of

dzl(x y) ... %M(m Y) 8yl(:v y) ... ayN(:U Y) :
J (x y) (i) = : : : : 3

. Ui
Wi(ry) o P (ry) Yy . () |
nn
_of of
—&J%yﬁ+yhtmwn-

Da f auf Q2 stetig partiell und somit auch total differenzierbar ist, folgt fiir alle z € Uy, (),
y € Us,(yo) und alle ¢ € RM e RN mit x + & € Us,(z9) y + 1 € Us,(y0):

(1022)  flatEy+n) = o) + 5@+ o)+ el6n)
mit
(10.23) P&l fiir |(€,7)] — 0.

(€ m)]

)
Speziell mit y = g(x),n = g(z + &) — g(z) erhalten wir fur alle x € Bs, (z9) wegen
)

z)
f(@,9(x) = 0= fz+&9(x

2 (o, )+ O (g o+ ) — g(0) + 9(E 9o +€) — gla).

xr
£)
0=

Da g—g(m, g(x)) invertierbar ist, folgt hieraus

(10.24) oo +€) = gle) = (5 (@) G (@ 9(@)e + 010
mit

of -1
(10.25) 96 = =(5, 9(@) el& 9w +8) = g(x).

Fiir alle 0 # ¢ € RM mit z + ¢ € U, (70) hat man dann

1 e gz + 8 —g@)] (€ gl +8) — g(x)]
1020 I < (S gte) | HEELE LD S €

Wegen der Stetigkeit von ¢ gilt g(z+¢) — g(z) fiir [£] — 0 und somit auch (nach (10.23))

0(€ g(z + &) —g(x)
(€, 9(x + &) — g(x))

Da der erste Faktor in (10.20) von £ unabhéngig ist, folgt

)|| — 0 fir |¢] — 0.

(10.27) %%ﬂﬁo fiir €] — 0,
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wenn wir zeigen konnen, dafl es Konstanten € > 0 und C' > 0 gibt, so dafl U.(x) C Uy, (o)
gilt und

Ve € U.(0)\ {0} : (€90 +& —g@)| ] lglz+8) —g(@)] _

€] \E! €]
(10.28) . lg(z + &) — g()]

€]

ein e1 > 0 mit U, (x) C Us, (z0),

<1+C.

-1

. . of -1
Wegen (1().25) gibt es zu K = H(a_y(x’g@)))
Ue, (9(x)) C Us,(yo) und

(1029)  VEEUL0Lne U0 lp(Enl < SlEm] < (e + ).

Wegen der Stetigkeit von ¢ in = gibt es ein € > 0 mit € < e1, so daf fiir alle £ € U.(0) gilt
lg(z + &) — g(z)| < er. Mit (10.24), (10.25) und (10.29) folgt fiir 0 < |€| < e:

ote+€) = g(a)| <[ (G 0.9(0) G wala)e]+

+ )(%@: g(:c))>_1s0(€,g($ +€) - g())|
(S@g)) g -+
(o)) 5 (el + 1o+ 9 — o)

O (o gt 161+ B+ Sl + ) — o)

Hieraus erhalten wir fiir 0 < [£| < e:

iy %‘ M < 0= (F o)) Hwgtan] + 1.

Also gilt (10.28) und somit auch (10.27). Zusammen mit (10.24) folgt die totale Differen-
zierbarkeit von g in allen = € Uy, (x¢) und (10.15). Mit Hilfe der Cramerschen Regel folgt
hieraus wegen der Stetigkeit von ¢ die Stetigkeit von J, auf Uy, (z9). Also ist g auf Uy, (zo)
stetig partiell differenzierbar. Durch vollstdndige Induktion nach £ schlieffit man mit Hilfe
der Cramerschen Regel und (10.15): Ist f € C*(Q,RY), so ist g auf Us, (7o) ebenfalls k
mal stetig partiell differenzierbar. O

10.14. SATZ (von der Umkehrfunktion). Sei G C RY offen, k € N U {oo} und sei
f € CHG,RY). Ist a € G und ist J¢(a) invertierbar, so gibt es offene Mengen UV CRN
mita € U C G und f(a) €V, so dap fly : U — V bijektiv ist und (flg)™' : V — U auf
V' k—mal stetig partiell differenzierbar ist. Es gilt dann

(10.30) Tty (F(a)) = (Jp(a)) ™"
BEwEIS. Die Menge  := RY x G ist offen in R? = RY x RY und die Abbildung
F:Q—>RN, (x,y) — F(z,y) =z — f(y),

ist auf 2 k—mal stetig partiell differenzierbar. Es ist F'(f(a),a) = 0 und g—g(f(a),a) =
—J¢(a) nach Voraussetzung invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt
es also d; > 0 und dy > 0, so daB es zu jedem x € Uy, (f(a)) genau ein g(z) € Us,(a)
gibt mit F(z,g(x)) = 0, d.h. mit z = f(g(z)) und die hierdurch definierte Funktion
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g : Us,(f(a)) — RY ist k—mal stetig partiell differenzierbar. Wegen der Stetigkeit von f
ist die Menge U := Us,(a) N f~'(Us,(f(a))) eine offene Umgebung von a und f|y : U —
Us,(f(a)) ist bijektiv mit (f|y)~" = g.

(10.30) folgt mit Hilfe von (10.15) oder auch durch Anwendung der Kettenregel auf
x = f(g(x)) fiir alle z € Uy, (a) O

10.15. BEISPIEL. Die Abbildung
fr]0,00) xR—R% (r,0) = f(r, ) == (rcos(p), rsin(yp))

ist surjektiv und beliebig oft stetig partiell differenzierbar mit

cos(p) —rsin(p)
Ji(r, o) =
e <sin(gp) rcos(p)

Wegen f(r,¢) = f(r,¢ + 2m) ist f nicht injektiv, hat aber nach dem Satz von der Um-
kehrfunktion fiir alle 7o > 0 und ¢y € R in einer Umgebung V eines jeden Punktes eine
Umkehrfunktion g : V' — U von V auf eine Umgebung U von (rg, ¢o). Mit (z,y) := f(r, @)

folgt » = y/2% 4+ y? und
Jy(z,y) = Jy(r.p) ™' = (

) und  det(Jy(r, ) =7.

cos(¢p) sin(gp)) 1 <$\/x2—|—y2 y\/x2+y2> |

_sinﬁcp) cosr(go) - x2 + y2 —y T

Im folgenden Abschnitt geben wir eine wichtige Anwendung des Satzes iiber implizite
Funktionen auf die Untersuchung von lokalen Extremstellen bei Vorliegen von Nebenbe-
dingungen.

4. Extrema mit Nebenbedingungen

10.16. SATz (Multiplikatorenregel von Lagrange). Sei Q C RY offen und seien f €
CHLR) und g = (g1,...,91) € CHQRLY) mit L < N. Sei zy € Q mit g(xg) = 0 und
rangJy(xg) = L (also mit maximal méglichem Rang). Ist xy lokale Extremstelle von f auf
{z € Q; g(x) =0}, so gibt es A\1,..., A € R mit

(10.31) ﬁ(xHiA%(x):o firj=1,...N
. ij 0 £ k@xj 0 J AR
d.h. mit
A1
(V) (o) + Jg(xo) [ © [ =0.
AL
BEWEIS. Wegen rang.Jy(x¢) = L gibt es L der Variablen z1, ...,y etwa (nach even-
tueller Umnumerierung) xq,...,xy, mit
Jg;
10.32 det [ == :
(1032 (gaim) , , #0

Schreiben wir z = (2;)I; in der Form z = (%) mit u = (2;)%, € RE und v = (z;), |, €
RY=L und entsprechend z, = (Zg), so gibt es nach dem Satz iiber implizite Funktionen
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Umgebungen U von uy und V' von vy sowie eine Funktion ¢ € C'(V,R¥) mit ¢(vy) = uy
und g(p(v),v) = 0 auf V' sowie mit
dg -10g
(10.33) Jo(v) = —(%(Io)) %(%)
Die durch F(v) := f(¢(v),v) fir alle v € V definierte Funktion F' : V' — R hat

nach Voraussetzung in vy eine lokale Extremstelle. Es folgt daher mit der Kettenregel und
(10.33):

0 =(VE)(w0)" = Telun) = 92 (g, o) Jo(t0) + o2 (ug, o)

of dg -19g of
=_ %(xo) (@(%)) %(%) + %(xo)

Da wegen (10.32) die Zeilen von 22(z) linear unabhiingig sind, gibt es Aj,..., A\, € R

(10.34)

ou
mit
of L g g
(10.35) — = (w) = ; A =(w0) = (M1, An) == (o)
also mit .
of Ogr .

Dies liefert die ersten L Gleichungen in (10.31). Setzen wir nun noch (10.35) in (10.34)
ein, so folgt

_ 9g 99 ~1dg of
0= (s M) (o) (52 (00)) 52 (x0) + (o)
und damit of 5
%(330) + ()\1, Ce ,)\L)a—g(l'o) = 0,

d.h. es gilt auch fir j=L+1,...,N

of ~ Og

8—%(ZE0) + ; )\ka—x](xo) = 0,
Damit ist gezeigt, daf§ (10.31)) erfiillt ist. O

Es gilt also: Ist g : Q — R’ stetig differenzierbar mit rang.J,(z) = L fiir alle z € Q mit
g(z) = 0, so kénnen héchstens solche zy € Q als lokale Extremstellen von f € C'(Q,R)
unter der Nebenbedingung g(zp) = 0 d.h. mit

(10.36) gj(xo) =0 firj=1,...,L,
auftreten, fiir die A1,..., A\, € R existieren mit (10.31). Mit den Gleichungssystemen

(10.3T) und (10.306) stehen uns N+ L Gleichungen zur Berechnung der N+ L Unbekannten
A1, ..., Ay und zg1,. .., 2o N zur Verfiigung.

10.17. BE1sPIEL. Gesucht sind alle Extremstellen der offensichtlich stetig differenzier-
baren Funktion

fiRP=R,  (2,9,2) = f(z,y,2) = 2yz
unter den Nebenbedingungen
(10.37) gz, y,2) =x+y+2—5=0

und

(10.38) g2z, y,2) =2y +yz+z26 —8=0.
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Mit g := (g1, 92) gilt g € C*(R3 R?) und

J,(2) 1 1 1
T)= .
! Yy+z r+z r+vy

Es folgt
991 991
det(f’;(w’y’z) 8y($’y’z)>:x+z—(y+z):x—y
%(xaywz) %_?(xay7z)
und

S (w,y,2) G2(2,y,2)

Jy(z,y, z) hat also hochstens in solchen Punkten (z,y, z) einen Rang < 1, firdiex =y = =
gilt. Fiir solche Punkte gilt aber

g(z,y,2) =3x—5#0 oder gs(z,y,2)=3z>—-8#0.

Fiir alle (z, vy, ), die die Nebenbedingungen (10.37) und (10.38) erfiillen ist also rangJ,(x,y, 2) =
2. Damit ist die Rangbedingung in Satz 10.16! erfiillt. Zu lésen sind nun nach Satz [10.16
die Gleichungen (10.37) und (10.38) und

(10.39) 0= %(x, y,2) + Al%(x,y, z) + )\2%(27, Y, 2) =yz+ A+ Xy + 2)
(10.40) 0= g—;(x,y, z) + Alaiy(x,y, z) + Ag%—g;(x, Y,2) = xz+ A1 + Aoz + 2)
= ( )

(

991 o9
W (g,y,2) (z,y,2
det<3“*’( v2) @y >>:$+y—(y—l—z):x—z.

1
0
(1041) 0= %(w,y,z)%—&% x,y,@%—&%(:&y,z)zﬂcy—i—)\l—l—)\g(x—l—y

Addition der drei Gleichungen (10.39)—(10.41) liefert unter Verwendung von (10.37) und
(10.39):

(10.42) 8+ 31 + 10); = 0
Subtrahieren wir (10.40) von (10.39) und (10.41)), so erhalten wir
(10.43) (y—x)(z4+X) =0 und (y—2)(z+ ) =0.

Hieraus folgt
Fall (a): = y oder
Fall (b): z = —Xs.
In Fall (a) erhalten wir mit (10.37)

z=95—-2x
und hieraus mit (10.38)
2? +22(5—21) —8 =0
Es ergeben sich die Losungen (unter Verwendung der rechten Gleichung in (10.43) und
von (10.42))

U S A Y

und A : \ y
2 2

m=p=g m=g N =-m=-—g#-a, A=

Insbesondere sieht man hieraus, dafl die Félle (a) und (b) nicht beide gemeinsam eintreffen
konnen.

In Fall (b) muf} also x # y gelten. Einsetzen von Ay = —z in der rechten Gleichung
von (10.43) liefert

(y - 2)a—2) =0
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Im Fall y = 2z erhilt man wie in Fall (a):
ys =23 =2 und x3=1
und

Yy = 24 3 un Ty 3

Im verbleibenden Fall x = z erhélt man analog
Ts=25=2 und y;=1

und
= = — d = -
i z un .
6 6 37 Ye 3

Insbesondere folgt
(xjaijzj) € Ng = {(I’,y,Z) € R?)a g(l’,y,Z) = O}
Subtrahieren wir zweimal die Gleichung (10.38)) von der ins Quadrat erhobenen Gleichung
(10.37), so folgt fiir alle (z,y,2) € Ny: 22 + y? + 2% = 3. Die Menge N, ist als nicht
leerer Schnitt einer Ebene mit einer Sphére eine Kreislinie in R? und damit kompakt. Die
Funktion f nimmt also auf N, sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an. Wegen
f(xj,y5,2;) =4 firj=1,3,5 und
112 4

[, 95, 2) =§=4+§ fiir j =2,4,6

folgt: z; ist Maximumstelle fiir j = 2,4, 6 und Minimumstelle fiir j = 1, 3, 5.



KAPITEL 11

Weiterer Ausbau der Integralrechnung

1. Weglinge und Wegintegral

Im folgenden sei [a,b] stets ein abgeschlossenes und beschrinktes Intervall in R mit
—o00 < a<b<oo.

11.1. DEFINITION. Ein Weg im RY ist eine stetige Abbildung v : [a,b] — RY. Die
Menge v([a,b]) = {~v(t); a <t < b} heifit die Spur des Weges . Nach Satz [4.18/ist dies
eine abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge von RY.

11.2. BEISPIELE. (a) Ist f : [a,b] — R eine stetige, reellwertige Funktion, so ist durch
v(t) == (t, f(t)) fiir a < ¢ < b ein Weg in R? definiert, der den Graphen von f durchléuft.

(b) Fiir n € N sei die Abbildung v, : [0,1] — R? (bzw. 7, : [0,1] — C) definiert
durch v, (t) := (cos(2nmt),sin(2nnt)) (bzw. v,(t) := exp(i2nnt)) fir 0 <t < 1. Der Weg
~n durchlauft die Einheitskreislinie genau n mal im mathematischen Drehsinn (gegen den
Uhrzeigersinn).

(c) Sind g, 1, . .., z, Punkte in RY, so ist durch 7 : [0,n] — RY mit

()=t —Jj+Dz; +(J—t)r; firj—1<t<j undj=1,...,n

ein Weg gegeben, der der Reihe nach die Strecken von z;_; nach z; fir j = 1,...,n
durchlauft. Wir nennen 7 den Polygonzug, der die Punkte xq, z1, ..., x, durchlauft.
y(t-)

y(t,)

y(tg)

y(b)

y(ts)

ABBILDUNG 1. Einbeschriebener Polygonzug zu einem Weg

11.3. DEFINITION. Ist 7 : [a,b] — RY ein Weg und sei
d={a=ty<ti <---<t,=0b} €}ab])
214
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eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Dann ist

= (ty) = (tj-)
j=1
die elementargeometrische Lénge des einbeschriebenen Polygonzuges, der die Punkte
V(o) = v(a), v(tr), - -, Y(En1), Y(En) = (D)
in dieser Reihenfolge durchlauft. Der Weg ~ heif3t rektifizierbar, falls

L(v):= sup Lg(y) < 00.
Fedlab)
L() heifit dann die Linge des Weges ~.

Nicht jeder Weg ist rektifizierbar wie das folgende Beispiel zeigt.
11.4. BEISPIEL. Die Abbildung v : [0,1] — R mit

tcos(Z) fir0<t<1
ity = e 8) fr0 <
0 firt=20

ist stetig, aber der hierdurch gegebene Weg in R ist nicht rektifizierbar.
Zum Beweis betrachten wir fiir alle n € N betrachten wir die Zerlegung

1 1 1 1
=40, — =1
I {72n’2n—1’2n—2’ 72’ }

des Intervalls [0, 1]. Man erhélt wegen cos(jm) = (—1)7 und der Divergenz der harmoni-

schen Reihe (Satz [3.9) fiir n — oo:
()
"G U

Ls () = ‘7 (21”) —7(0)‘ +2i1

n
J=1

11.5. LEMMA. Sei vy : [a,b] — RY ein Weg in RY und sei 3, € 3([a,b]) eine beliebige
Zerlequng von [a,b]. Dann gilt fir jede Verfeinerung 3 von 3,:

Ly (7) < I3(7).
0
BEWEIS. Ist 3, = {a =ty < t; < --- < t, = b} und zunéchst 3 = 3, U {s} fir ein

s € [a,b] mit s & {to,t1,...,tn}, soist ty_1 < s < ty fur ein k € {1,...,n} und wir
erhalten mit der Dreiecksungleichung

(11.1)
k— n
Z (-] + () = v(temn) |+ 3 () — (o))
j=k+1
Z (1501 + () = ()] + br(s) = vl + D7 () = v(t)]
§L3( )

Durch vollsténdige Induktion nach p := |3\ 3,| zeigt man nun leicht die Behauptung fiir
beliebige Verfeinerungen 3 von 3,. O
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11.6. SATZ. Ein Weg v : [a,b] — RY ist genau dann rektifizierbar, wenn gilt:
(11.2) AL>0 VYe>0 3F6>0 Vie((a,b]): 03 <6= |L3(7) — Ll <e.

Hierbei bezeichnet
6(3) := max (t; —t;-1)

1<j<n

die Feinheit der Zerlegung 3= {a = to,t1,...,t, = b} € ¥[a,b]). Es gilt dann L = L(v).

BEWEIS. ,,<=*“: Sei also (11.2)) erfiillt und sei L wie in (I1.2). Sei ¢ > 0 beliebig und
sei 6 = d(e) > 0 wie in (11.2). Ist 3 eine beliebige Zerlegung von [a, b], so gibt es eine
Verfeinerung 3, von 3 mit §(3,) < d. Wegen Lemma [T1.5 und (11.2) folgt:

La(y) < L3 (v) < L+e.

Also gilt fiir alle € > 0:
sup La(y) < L+e.
ded(lart)

~y ist also rektifizierbar und es ist L(y) < L.

,==": Sei nun ~ : [a,b] — RY rektifizierbar. Wir zeigen, daf§ (11.2) erfiillt ist mit
L = L(y).

Sei also € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen L = SUP{L3(7)§ 3 € 3([a,b])} gibt es eine
Zerlegung 3, = {a = so < s1,- -+ < 5,5, = b} € 3([a, b]) mit

(11.3) L- % <Ly <L,

Als stetige Funktion auf dem abgeschlossenen und beschriankten Intervall [a, b] ist v nach
Satz 4.38 schon gleichméfig stetig. Es gibt also ein ¢ > 0 mit

(11.4) Vst €la, bl |s—t] <6 = |y(s) — ()] < ﬁ

Seinun 3={a =1ty <t <--- <t,=>b} €3(a,b]) beliebig mit 6(3) < §. Wie in (IL.1) im
Beweis zu Lemma [11.5 erhdlt man, wenn k € {1,...,n} so gewahlt ist, daf t;,_1 < s; <t
gilt:

0 < Lg iy (1) = L3(7) <|v(s1) = vt + () = (s1)]

% % = % (unter Verwendung von (11.4)).

Induktiv zeigt man durch sukzessive Hinzunahme der Punkte si, So, ..., S;m_1:
€ €
, < - ) < =
(11.5) 0< Lgugo(v) Lg(y) < (m 1)2m <3

Da jU3, eine Verfeinerung von 3, ist, folgt nach (11.3) mit Lemma[11.5/und der Definition
von L

3
= < <
L-g<L3()<lzp(y) <L
und hieraus mit (11.5)

L= Lyl < |L =Ly (Ml +ILg 5 () = Lg)| < 5 +5 =<

Also ist (11.2)) erfiillt. O

Wir wollen nun zeigen, dafl jeder stetig differenzierbare Weg schon rektifizierbar ist.
Hierzu bendtigen wir:
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11.7. LEMMA. Sei v : [a,b] — RY stetig differenzierbar. Dann gibt es zu jedem € > 0
ein d > 0, so daf fir alle s,t € [a,b] mit 0 < |s —t| < § gilt:
1
s—1

(v(s) =2(1)) =7'(1)| <e.

BeEwEIs. (a) Wir fithren den Beweis zunéchst fiir den Spezialfall N = 1. Da die
Ableitung ' : [a, b] — R stetig ist, ist 4" nach Satz/4.38 schon gleichméBig stetig auf [a, b].
Es gibt also ein ¢ > 0 mit

Vo, € [a,b]: lo—7|<d = |¥(o)—+(1)|<e.

Sind nun s,t € [a,b] beliebig vorgegeben mit 0 < |s — t| < J, so gibt es nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung [5.20/ ein ¢ zwischen s und ¢ mit

Damit folgt
= (o) =) <e.

(b) Sei nun N € N beliebig, also v(t) = (y1(t),...,yn(t)) mit stetig differenzierbaren
Funktionen 71,...,vn : [a,0] — R und sei € > 0 beliebig. Indem wir (a) auf die Wege
Y1, --.,n : [a,b] — R anwenden, finden wir zu &' := £/+/N positive Zahlen 6y, ..., oy mit

Vsitelab:  0<l|s—t <, :>i(vj(s)—yj(t))—%(t)'<\/%.

fir j =1,..., N. Damit folgt fiir alle s,t € [a,b] mit |s —¢] < 0 := min ¢;:

N <j<N2 b
Sit(v(s)—v(t) ’ (Z_:Sl %(t))—yg(t)> <
N 1/2
(E@) -

O

11.8. SATZ. Jeder stetig differenzierbare Weg v : [a,b] — RY rektifizierbar und hat die

Weglinge
b
- [ W

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Wegen Satz [11.60 geniigt es zu zeigen, dafl es ein 6 > 0
gibt, so daB fiir alle 3 € 3([a, b]) mit §(3) < ¢ gilt:

(11.6) ’ /w |dt‘<s

Nach Lemma [11.7 gibt es ein § > 0 mit

1 €

(11.7) Vs,t€a,b]: 0<|s—t|<d = (v(s) —v(t)) =~ ()| < —a)

s—1
Durch eventuelles Verkleinern von ¢ konnen wir wegen der gleichméfligen Stetigkeit von
~" auf [a, b] erreichen, daf§ zusétzlich gilt:

(11.8) Vs,t €la,b]: 0<|s—t|<d = [y (s)—~(@1)]<
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Seinun 3= {a =1ty <t; <--- <t, = b} eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a, b] mit
d(3) < 0. Wir erhalten unter Verwendung von (I1.7) und (11.8) die folgende Abschétzung:

‘Lg(y)—/abh’(t)]dt’ = anlv(tj)—v(tj—l)l—zn:/:jl 1y (t)] dt

n

tj 1 t
<[ [Z=ow |- [ o
j=1 [/ti-1 1" b1 tio1
n i 1 /
<Y [ o2 o) -] - o a
j=1 ti—1 J j—1
/
<Y [ [ -t - o)
j=17ti-1 1" Jj—1
- tj 1 / / /
< (== 0) = i) =7t + ) =7/ 0)] )t
j=1vt-1 ~ j—1 ! vg
5 <
3(b—
= 2(b—a) (b—a)
< > zn:(t —tj1)=—-e<c¢
T 6(b—a) & UG
Also gilt (11.6) und damit die Behauptung. O

11.9. LEMMA. Sei a < ¢ < b und sei v : [a,b] — RN stetig. Genau dann ist v
rektifizierbar, wenn die Teilwege Y|(q,q und 7|y rektifizierbar sind. Es gilt dann:
L(v) = L(V[ja.q) + L(Ve.0))-
BEWEIS. “==": Sei 7 rektifizierbar. Dann gilt fiir alle 3, € 3([a, c]), 3, € 3([c, b]):

Ls (Ya,g) + Ls Yew) = L 3. (v) < L(v)-

Durch Ubergang zum Supremum beziiglich 3, und 3, sieht man, daB v|jq und 7|y
rektifizierbar sind und da L(y) > L(7V|ja,q) + L(V][e)) gilt.

“=": Seien nun die Wege 7|, und 7|y rektifizierbar und sei 3 € 3([a, b]) beliebig.
Dann gilt mit 3, := (3N [a,c]) U {c} und 3, :== (3N [c, b]) U{c}:

La(y) < Ly, (7) = L3 (1) + L3 (7) < L(Vfwa) + L(3]je)-
Also ist v rektifizierbar und es gilt L(y) < L(7|(a.q) + L(V|je.0))- O

11.10. DEFINITION. Eine stetige Funktion f : [a,b] — RY heifle stickweise stetig
differenzierbar , falls es eine Zerlegung {a =ty < t; < --- < t, = b} von [a,b] gibt,
so daB fiir alle j = 1,...,1 die Funktion f| [ti—1,t;] — RY auf [t;_1,t;] stetig
differenzierbar ist.

j—lvtj] .

Aus Satz 11.8 und Lemma [11.9 erhalten wir unmittelbar:

11.11. FOLGERUNG. Sei 7y : [a,b] — RY ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg.
Dann ist v rektifizierbar und es gilt:

L) = [ Wl
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11.12. FOLGERUNG. Sei f : [a,b] — R stickweise stetig differenzierbar. Dann ist der
durch v;(t) == (t, f(t)) definierte Weg ~y; : [a,b] — R? rektifizierbar und es gilt:

Lop) = [ VIF @R,

11.13. BEISPIELE. (a) 7 : [0,1] — R? sei definiert durch
v(t) := (cos(3nt), sin(3nt), 47t) fir alle ¢ € [0, 1].
Dieser Weg ist stetig differenzierbar mit
v (t) = (—3msin(3xt), 3w cos(3t), 47).
Nach Satz [11.8 ist v also rektifizierbar und es gilt:

1 1
L(’y)=/ Iv’(t)\dt:/ V9r2 + 1672dt = 57.
0 0

(b) Fiir n € N sei 7, : [0,1] — C(= R?) definiert durch ~,(t) := exp(2nmit) fiir
0 <t < 1. Auch dieser Weg ist stetig differenzierbar und somit rektifizierbar. Wegen
v (t) = 2nmiexp(2nmit) folgt fir die Weglidnge nach Satz [11.8:
b

b
L(v) :/ h;l(t)|dt:/ 2nmdt = 2nr .

11.14. SATz. Sei vy : [a,b] — RY ein rektifizierbarer Weg und sein ¢ : [c,d] — [a, ]
eine bijektive, stetige Abbildung mit p(c) = a und p(d) = b. Dann ist der Weg vy o ¢ :
[c,d] — RY rektifizierbar mit Spur(y o ) = Spur(y) und es gilt L(y o ) = L(7).

BeEWwEIS. Dafl v und v o ¢ die gleiche Spur haben, ist offensichtlich. Ist 3= {c =t <
ty < -+ <t, =d} € }(c,d]) beliebig, so folgt wegen der strengen Monotonie von ¢ (vergl.
Satz 4.32) fiir j = 1,...,n, daB ¢(t;_1) < @(t;) gilt. (3) = {a = (ty) < p(t1) < --- <
@(t,) = b} ist also eine Zerlegung von [a, b] und es folgt

Ly(yop) = ; (e(t)) = Ye(ti-)| = Lz (1) < L(7) -

o ist also rektifizierbar und L(yop) < L(vy). Wenden wir dies auf o statt v und ¢ *
statt o an, so folgt auch L(y) = L((yop)op™) < L(yop) und somit L(yop) = L(y). O

11.15. DEFINITION. Zwei Wege 7 : [¢,d] — RN und 7y : [a, b] — RY heiflen dquivalent
(in Kurzform: 7, ~ =), falls es eine bijektive, stetige Abbildung ¢ : [¢,d] — [a,b] gibt
mit ¢(c) = a, p(d) = b und 3 = v, 0 p. Die Abbildung ¢ : [¢,d] — [a, b] heifit dann auch
eine Parametertransformation. Man rechnet unmittelbar nach, dafi “~” tatséchlich eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Wege in RV definiert.

Eine Kurve I in RV ist eine Aquivalenzklasse von Wegen in RV . Die Elemente dieser
Aquivalenzklassen nennen wir auch Parametrisierungen der Kurve I'. Eine Kurve I' in RV
heifit rektifizierbar, falls sie eine rektifizierbare Parametrisierung v : [a,b] — RY besitzt.
Wir definieren dann die Kurvenlinge von I" durch L(I') := L(~v). Nach Satz [11.14] ist
diese unabhéngig von der speziellen Parametrisierung. Die Spur einer Kurve I' ist per
Definition die Spur einer beliebigen Parametrisierung von I'. Nach Satz [11.14 ist auch
diese unabhéngig von der speziellen Parametrisierung. Eine Kurve I' heifit stickweise
stetig differenzierbar, falls sie eine stiickweise stetige Parametrisierung besitzt.
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Durch ein Beispiel zeigen wir nun, dafl nicht alle Parametrisierungen einer (stiickweise)
stetig differenzierbaren Kurve (stiickweise) stetig differenzierbar sein miissen.

11.16. BEISPIEL. Die Wege v, : [0,7] — R? t +— v(t) := (cos(t),sin(t)), und , :
[—1,1] — R2, ¢t — (t) := (—t,v/1 —¢?), sind &quivalent denn ¢ : [0,7] — [0, 1] mit
o(t) = —cos( ) fiir 0 < ¢ < 7 ist stetig mit p(0) = —1, p(7) = 1, ist wegen ¢'(t) =
sin(t) > 0 auf (0, 7) streng monoton wachsend, auf [0, 7] also bijektiv und erfiillt 7, = 20
©. 71 ist sogar stetig differenzierbar, aber 5 ist in den Randpunkten nicht differenzierbar.

Die folgende Definition von Wegintegralen ist zwar nicht die allgemeinst mogliche,
reicht aber fiir viele Anwendungen aus.

11.17. DEFINITION. Sei K = R oder K = C und sei v : [a,b] — K ein stiickweise
stetig differenzierbarer Weg.

(a) Fiir stetige Funktionen f : Spur(y) — K definieren wir das Wegintegral erster Art
iiber f langs des Weges ~ durch

[f@Mw—AUw®WﬁMt

(b) Ist F : Spur(y) — RY eine stetige RY—wertige Funktion, so ist das Wegintegral
zweiter Art iiber F ldngs des Weges ~ definiert durch:

ﬂﬂmm»a/wmmw@w.

Physikalisch kann man dies interpretieren als die Arbeit, die entlang des Weges v bei
Einwirkung der d&ufleren Kraft F' geleistet wird.

11.18. LEMMA. Die in Definition [11.17 definierten Wegintegrale dndern sich nicht
bei stetig differenzierbaren Pammetertransformationen. Ist ¢ : [e,d] — [a,b] bijektiv und
stetig differenzierbar mit p(c) = a und p(d) = b, so gilt

/f dm—/ fla /7<F(x),dx>:/w<F(x),dx>.

BEwEIS. Nach Definition der Wegintegrale gilt:

[ s i = [ 16266t fwmwwz/?wmmww@wwﬁ
:/so(@ Tot ds_/f

| F@nde) = [FGe0). o0 O = [P0 ol

w(d)
=/ www»ﬂmwszwﬂw.

(c) v

0

11.19. LEMMA (Rechenregeln). (a) Seiy : [a,b] — KN ein stiickweise stetig dif-
ferenzierbarer Weg. Dann gilt fir alle stetigen Funktionen f,g : v([a,b]) — K:

<nwweK:/@ﬂwm x—a/fdmw/<>
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mﬂ/}@stLhwﬂﬂww

(b) Seiy:[a,b] — RN ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt fiir alle
stetigen Funktionen F,G : v(|a,b]) — RV :

(i) Vo, eR: /((aF+ﬁG)(x),da:> = a/(F(a:),dx) +ﬁ/<G(x),dx>.

(m‘/wmkw>§LhNﬂMmm

BeEWEIS. (i) folgt in beiden Féllen aus den entsprechenden Rechenregeln fiir das Rie-
mann—Integral.

Zu (ii) Nach Definition der Wegintegrale und unter Verwendung von Lemma (6.8 und
Folgerung [11.11! erhalten wir:

/7 F(a)dz

/ f(v(t))v’(t)dt'é JAICOREO

b
SHﬂMmm/WV@W#=LWWﬂM@m

sowie

[tF@). )

Y

/ (F(v(t))m’(t»dt‘ < / (P () ()dt < / F(y()] - |/ (1)t
< Floay | W0t = L) F oy

O

Analog wie in Satz [7.9 erhalten wir auch fiir Wegintegrale, deren Integrand stetig von
einem Parameter abhéingt, eine Stetigkeitsaussage:

11.20. SATZ. Sei K C RM beschrinkt und abgeschlossen.

(a) Seiy:la,b] — KN ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt fiir alle
stetigen Funktionen f : ~([a,b]) x K — K: Die durch

h(u) := /f(x, u)dzx fir allew e K
g

definierte Funktion h : K — KV ist gleichmdfig stetig.

(b) Seiy:[a,b] — RN ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann gilt fiir alle
stetigen Funktionen F : v([a,b]) x K — RY: Die durch

h(u) = /(F(:v,u),dx) fir alle w € K

Y

definierte Funktion h : K — R ist gleichmdfig stetig.

BeEwEIS. Da auch H := v([a,b]) x K beschrénkt und abgeschlossen ist, mufl f bzw.

F schon gleichméafig stetig auf H sein (vergl. Satz 1.38)). Zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0
gibt es also ein 6 > 0, so daB fir alle z,y € v([a,b]), u,v € K mit |(z,u) — (y,v)| < I gilt
[f(z,u) = f(y,0)| <

L(v)+1

3

bzw. |F(x,u) — F(y,v)| < OESE
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Fiir alle u,v € K mit |u — v| < 0 folgt mit Lemma [11.19 (und dem zugehorigen Beweis):

) — 1) =| [ Faw) = fGo0)de| < [ 15600 = Fa(0.0)]- b (0]
€
< WL(V) <e¢
bzw.
|h(u) = h(v)| = < (z,u) = F(z,v),dz) / [F'(y F(y(t),0)] - | (t)]dt
< WL(V) <€
In beiden Féllen ist also h auf K gleichméafig stetig. 0

2. Integration in mehreren Verdnderlichen
Seien I, := [a;,b;], j =1,..., N, kompakte Intervalle, 2 < N € N und sei
Q=1 x---xIy
der von diesen Intervallen aufgespannte achsenparallele Quader in RY. Ist f : Q — RM

eine stetige Funktion und 7 eine Permutation von 1,2,..., N, so existiert das Riemann-
Integral

$ra
h1<§>:=/ U eyt Ty Enr )y €= (G ) € Q.

Ar(1)

Die hierdurch definierte Funktion h; : Q — R™ ist nach dem Hauptsatz der Differential -

und Integralrechnung beziiglich der Variablen &, (;)stetig partiell differenzierbar und es gilt
Ohy

agﬂ'(l)

(&) =ho(&) == f(§),  firalle{ €Q.
Wir zeigen:
hy ist stetig auf Q.

BEWEIS. Seien ¢ € Q und € > 0 beliebig vorgegeben. Nach dem Satz [7.9 iiber die
stetige Parameterabhéingigkeit bei Riemann—Integralen gibt es ein 9; > 0, so daf fiir alle
Punkte (N1, ..., Me()=1: Ta(1)41s - - - v) € RY"H mit n; € I, und |§; — n;] < &; fiir alle
j=1,...,m(1)=1,7(1)+1,..., N gilt:

€
|h1(§)_h1(7]17"'77]7r 17571’ 777r(1)+17~-777N)| < 5
Mit
€

5= min {6, —°
min 400, S+ 1

folgt also fiir alle n € @ mit | —n| < :

1h1(§) — ()] <[h1(§) = Pa(mus - -+ s Ne(1)—1, Ex (1) M) 415 - - - IN) |
|h1(7717 o 77771' 17§7T(1) 7]7r (1)+15 - - - 77]]\/) - hl(n)|

g
<< +dlflo<e

womit die Stetigkeit von h; gezeigt ist. U
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Die Funktion h; kann nun beziiglich der m(2)-ten Variablen integriert werden und
durch

Ern(2
h2(f) = / . (51, cee 75 V=15 L7 (2) 5 £7r +17~--7€N)dx7r(2)7 §= (51,---751\/) €qQ.

n(2)

ist eine stetige Funktion hy : Q — RM gegeben, die beziiglich &r(2) stetig partiell differen-
zierbar ist mit

Ohs B .
T (&) = hi1(¢), fiir alle € € Q.

Nach dem Satz iiber die Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration (Folge-
rung [7.8) ist hy auch weiterhin beziiglich & (1) stetig partiell differenzierbar und es gilt

Ohs /6”2) Ohy
_ s &n@)=1 Tr2), En (@) 415 - - - EN) AT,
&x(1) . & (& (2)-1, Tr(2)s Sm(2)+1 N)dT (2

&r(2)
:/ f€ o &r@=1, Tr2), §n@)1s - - - EN)dTr(2)

n(2)

fiir alle § € Q. Insbesondere folgt mit & = (&1,...,6n) € @, &) = bz), &r2) = br(2)
Sowie in den inneren Integralen z = (xq,...,zy) mit z; := §; fiir alle ] E {1,...,N}\
(2)}, daB gilt:

w(2> w(l)
/ / 2)dt ) drsgy = ha6)
e (2) (1)

(1) ah
:/ 5 2 (T1, ., Tr2)—1,bx(2), Tr(1)+15 - - - TN)dTr(1)
L (1)

(1)

71'(1) 7r(2)
/ / d:l,}r ) dxﬁ(l)
Ar(1) A7 (2)

Vertauschen der Integrationsreihenfolge fithrt also zum gleichen Ergebnis. Da sich jede
Permutation von 1,2, ..., N als Hintereinanderausfithrung von endlich vielen Transposi-
tionen schreiben laft, erhalten wir:

11.21. SaTz (Elementare Form des Satzes von Fubini). Seien I; := [a;,b;], j =
1,...,N, kompakte Intervalle und sei Q = I, x --- x In. Ist f : Q — RM stetig, so
existiert fiir alle Permutationen m von 1,2,..., N das iterierte Riemann—Integral

b () bﬂ-(N—l) W(Q) (1)
[,r = / (/ / / dl}r ) dxw(2)> dl'rr(N—l)) dQ}W(N)
G (N) Gn(N-1) m(2) m(1)
und es gilt
bN bN—l b2 bl
Iﬂ:/ </ (/ < f(iE)dflfl) d[L‘Q)...dI'N_1> dl‘N

an aN-—1 a2 al

Der Wert des Integrals ist also von der Rethenfolge der Integrationen unabhdingig.
Aufgrund dieses Satzes definieren wir fiir stetige Funktionen f : Q — RM:

[rar= [ ([ ([ wan)an) i) an,

) An—1 as a

Eine sehr viel allgemeinere und besser anwendbare Fassung des Satzes von Fubini
werden wir in Analysis 3 nach der Einfiihrung des Lebesgues-Integrals kennenlernen.
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Ist f:RY — RM eine Funktion, so ist der Tréiger supp(f) (englisch bzw. franzosisch:
support) definiert als die Abschliefung der Menge aller z € RY mit f(x) # 0, also:

N
supp(f) := {z € RN; f(z) # 0} .
Ist f: RY — RM ecine stetige Funktion mit kompaktem Triger und ist @ C RY ein
achsenparalleler Quader mit supp(f) C @, so definieren wir

- f(z)dx :/Qf(x) dx .

Diese Definition ist offensichtlich unabhéngig von der speziellen Wahl des achsenparallelen
Quaders @, solange nur () den Tréger von f enthélt.

Das folgende Beispiel in zwei Verdnderlichen zeigt, dal der Satz von Fubini im allge-
meinen nicht fiir beliebige iterierte Riemann-Integrale gilt selbst, wenn beide iterierten
Integrale existieren.

11.22. BEISPIEL. (Vergl. [17] Chapter 10, Exercise 2.) Zu jedem beschrénkten, offenen
Intervall (a,b) mit —co < a < b < oo gibt es eine stetige Funktion ¢ : R — R mit

supp ¢ C (a,b) und [*_o(t)dt = fabgp(t) dt = 1, z.B. die durch

gp(t) ::maX{O,%<1_bfa a;b_tD}

fiir ¢ € R definierte Zackenfunktion. Fiir alle k£ € N gibt es also eine stetige Funktion
1-k

¢r : R — Rmit Triger in (277, 2'%) und [y (t) dt = f;_k or(t) dt = 1. Wir definieren

f:R? — R durch

Fla,y) =) (er(@) = erpa(@))ery) = e1(@)er(y) + Y or(@)(r(y) = er-1(y))

fiir alle z, y € R. Offensichtlich gilt supp f C [0,1] x [0, 1] und f ist auf R*\ {(0,0)} stetig.
Man beachte hierzu, dafl die Trager der Funktionen ¢y, k € N, paarweise disjunkt sind.
Fiir y € R und alle x € R gilt
0 falls y <0
flz,y) =<0 falls y > 0
(or(m) — orr1(x))pr(y) falls 0 <y <1 mit 27F <2 < 2'* fiirein k € N

und somit [*°_ f(x,y)dz = 0.
Fiir x € R und alle y € R gilt

(0 falls z <0
0 falls x > 0
flz,y) =< o1(x)p1(y) falls 27! <z <1
or(@)(r(y) — or_1(y)) falls 0 <z < 27! mit 27%F < o < 21°F
L fiir ein £k € N mit k£ > 2.

und damit [*_ f(z,y) dy = ¢1().

Es folgt: Fiir alle y € R ist die Funktion z — f(z,y) stetig auf R mit Tréger in [0, 1]
und fiir alle z € R ist die Funktion y — f(z,y) stetig auf R mit Tréger in [0, 1]. Fiir die
iterierten Riemann—Integrale gilt jedoch

/Z(/Zf(x,y)dx>dy=07é1=/:</Zf(x,y)dy>dx‘
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Es liegt nahe die Definition des mehrdimensionalen Riemann—Integrals fiir stetige
Funktionen mit kompaktem Trager zu erweitern auf Funktionen, die sich in geeigneter
Weise durch Stetige Funktionen mit kompakten Tragern approximieren lassen. Der rich-
tige Rahmen hierfiir ist die Theorie des Lebesgue-Integrals, die wir in der Analysis 3
behandeln werden. Wir betrachten hier nur ein einfaches Beispiel, in dem die Approxima-
tion naheliegend ist.

Mit S bezeichnen wir den Standard-N-Simplex im RY, der definiert ist durch

SN2:{I:(Jfl,...,xN)E]RN;xl‘i‘""i‘xNS17Ik20fﬁrk:17~--7N}-

Ferner bezeichne W := [0, 1]V den Standardwiirfel der Kantenlinge 1 im R™. Mit diesen
Bezeichnungen gilt:

11.23. SATZ. Sei f € C(SY,RM) und sei F: WY — RM die durch

) f(x) firxe SN
Flz):= {0 fiir ¢ € WN\ SN

definierte, im allgemeinen unstetige Fortsetzung von f auf W». Dann ezistiert das Integral

f(z)dx = / F(z)dx
SN wN
als iteriertes Riemann—Integral und ist von der Integrationsreihenfolge unabhdngig.

BEwEIS. Fiir 0 < 6 < 1 definieren wir
1 firt<1-—4¢
ps(t) =95 firl—d<t<
0 firt > 1

und

F5(z) = ps(x1 + -+ aon)F(z) firalle z = (zy,...,25) € WV,
Die so definierte Funktion Fj ist nun stetig auf W*. Jeder Punkt x € W hat eine
eindeutige Darstellung der Form x = (2, zy) mit 2’ € WN=1 ay € [0,1]. Ist 2/ € WL
beliebig, so ist die Menge der xy € [0,1] mit F(2/',xy) # Fs(2’,x,) entweder leer oder
ein Intervall der Linge < 4. daher folgt mit

1 1
hy(2') = / F(x' zy)dzy, hys(x') := / Fs(z',zy)dzy (' e W1,
0 0

1
I (2) — By s(2)] < / F(2/, on) — Fy(a!, zw)| don
0

11.9 !
Y :/ (1 =p(z1+ - +an)) P, ay)| doy
0
<O Flwx = 6[l.f[ls~,
wobei || -+ |ly~ bzw. || - ||gv die Supremumsnorm auf W bzw. SV sei. Insbesondere ist

hy stetig auf WY~ da die Folge hy /n gleichméBig auf WN=1 gegen hy konvergiert fiir
n — oo. Die weiteren Integrationen bereiten also keine Schwierigkeiten. Aus (11.9) folgt
fiir alle 0 < 0 < 1:

| /W F(x) dr - /W Fiz) da| < 8] flls»

Da nach Satz[11.21/ das Integral fWN Fs(x) dx von der Integrationsreihenfolge unabhéngig
ist, muB dies auch fiir [j,y F(z)dx gelten. O



226 11. WEITERER AUSBAU DER INTEGRALRECHNUNG

Wir wollen nun einen Transformationssatz fiir iterierte Riemann-Integrale bei Varia-
blenwechsel herleiten. Wir beginnen mit einfachen Variablensubstitutionen.

11.24. DEFINITION. Sei  C RY offen. Eine einfache Abbildung ® : Q — RY ist eine
Abbildung der Form

T
N Trp—1
P(z) = Z zje; +g(v)er =z + (9(x) — wx)er = | g(x)
=1,k
Tht1
TN
Hierbei sei 1 < k < N und g : 2 — R eine reellwertige Funktion. eq,...ey seien die

kanonischen Einheitsvektoren. Eine einfache Abbildung ist also eine Abbildung, die nur
eine Koordinate verdndert. Sei nun ¢ in einem Punkt a € () total differenzierbar. Dann
unterscheidet sich die Jacobimatrix Jg(a) von ® Im Punkt a von der Einheitsmatrix nur
in der k—ten Zeile. Diese hat die Eintrage

g dg
2w a).
Fiir die Determinante von Jg(a) erhélt man also
g
det =—(a).
et (0) = 5 (a)

Jo(a) ist also genau dann invertierbar, wenn %(a) # 0.

Ein weiterer einfacher Typ sind lineare Abbildungen V : RY — R", die zwei Variablen
vertauschen, fiir die es also j, k € {1,2,..., N} gibt mit.

V(z) =a+4 (x; —x)eg + (v — z))€; fiir alle z € RY.

Im Fall 7 = k ist dies die Einheitsmatrix. Da es sich um lineare Abbildungen handelt,
stimmen sie mit ihrem totalen Differential iiberein. IThre Matrixdarstellungen beziiglich
der kanonischen Basis im R” sind Permutationsmatrizen und haben (im Fall j # k)
die Determinante —1, da sie aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen zweier Zeilen
entstehen.

Ferner fiihren wir die Projektionen P, : RY — R ein mit
k
Py(z) =0, Pj(z):= ijej
j=1

fiir z = (z1,...,2y) € RV, 1 < k < N. Fiir diese Projektionen gilt nach Definition:
ker P, = LH(ey1,...,en), ranP, =LH(ey,...,ex).
(Hierbei bezeichnet LH die lineare Hiille).

11.25. SATZ. Sei Q C RY offen mit 0 € Q und sei F € CY(Q,RY mit F(0) = 0 und
invertierbarer Jacobimatriz Jg(0) in 0 gibt es eine Umgebung U von 0, in der F eine
Darstellung der Form

(11.10) Fz)=Vio---oVy_10®Pyo0---0dy)(x) (x e U)



2. INTEGRATION IN MEHREREN VERANDERLICHEN 227
besitzt mit einfachen C*(U,RYN)-Abbildungen, fir die gilt
®;(0) =0, detJg,(0) #0, (x eU)

und linearen Abbildungen Vi,...,Vn_1 die entweder zwei Variablen vertauschen oder
gleich der Identitit sind.

BEWEIS. Wir konstruieren induktiv fiir & = 1,..., N Nullumgebungen W, in R,
Abbildungen Fy, € C' (W, RY) mit Fy(0) = 0, invertierbarer Jacobimatrix Jg, (0) und
(1111) PklekQ’E) = Pk,ILU fir alle z € Wk

Fiir £ = 1 sind diese Bedingen erfiillt mit W, := Q, F} := F.

Sei nun 1 < k < N und sei Wy, eine Nullumgebung in RY und sei F}, € C*(W,, RY)
mit F}(0) = 0 und invertierbarer Jacobimatrix Jr, (0), so da8 (11.11) erfiillt ist. Dann gilt
nach der Induktionsvoraussetzung fiir alle x € W

N
(11.12) Fiu(z) = Paca(2) + Y aj(x)e
j=k
mit ayg,...,ay € CY (W, R). Es folgt
O
(DE)(0)ey, = Jg (0 Z I

a{L‘k

Da Jp, (0) nach Induktionsvoraussetzung 1nvertlerbar ist, kann dieser Ausdruck nicht Null
sein. Es gibt also ein m € {k+1,..., N} mit %"T;"(O) # 0.

Sei V} die lineare Abbildung die genau die Variablen z; und z,, vertauscht. Im Fall
k = m ist dies die Einheitsmatrix, sonst ist es eine echte Vertauschungsmatrix. Wir setzen
nun

Op(x) ==+ (am(x) — 21 ) €8 (x € Wy).

Dann ist @y, eine elementare Abbildung mit ®,(0) = 0 und det Jg, (0) = ao‘m( ) # 0. Nach
dem Satz [10.14 von der Umkehrfunktion gibt es eine offene Umgebung Uk C Wy von 0,
so daf} ¢, die Umgebung U bijektiv auf eine Umgebung Wy, von 0 abbildet und @,;1
stetig partiell differenzierbar auf Wy, ist. Wir definieren nun

Fiea(§) = Vi(F o @.1)(€)) (€ € Wipa)

Dann ist Fy,q € C*(Wyyq, RY) mit Fiy1(0) = 0 und mit der Kettenregel und dem Mul-
tiplikationssatz fiir die Determinanten erhalten wir

det Jp, ., (0) = (det Vi) (det Jp, (0))(det Jo, (0)) " # 0.
Fiir alle x € Uy, gilt
Py Frq(Pp(x)) =P Vi Fi () = Pro(Peo12 + g ()€ + Bry1€k41 + - - + Onven)
=P 17 + ap(x)er, = PPy(z)
mit §;(z) = a;(z) firm # j € {k+1,..., N} und §,, = oy, falls m # k. Also folgt
PiFya(y) = Py fiir alle y € Wi

Nachdem wir diesen Schritt fiir £ = 1,..., N — 1 durchgefiihrt haben erhalten wir schlief3-
lich
F(z) =Fi(z) = ViF3(P1(z)) = ViV (F3 0 Py 0 Oy)(x) =
:Vi e VN_1<FN o q)N—l ©---0 CI)l)(ZL')
fiir alle  in einer Umgebung U von 0. Da nach Konstruktion Py_1 F,,(z) = Py_y fiir alle
x € U gilt, ist ® := Fy eine einfache C*(U, RY)-Abbildung und es folgt die Behauptung.
O
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Mit Hilfe des folgenden Satzes werden wir stetige Funktionen f mit kompaktem Tréger
zerlegen konnen in eine Summe von Funktionen mit “kleinen” Tréagern.

11.26. SATZ (Zerlegung der Eins). Sei (Uy)aca eine offene Uberdeckung einer kompak-
ten Menge K C RN . Dann gibt es endlich viele stetige Funktionen ¢1, ..., o, € C(RY,R)
mit den folgenden Eigenschaften:

(a) @;(RN) C[0,1] fiir allej =1,...,N.

(b) Zu jedem j € {1,...,m} gibt es ein o € A, so daf§ supp @; eine kompakte Teil-

menge von U, 1st.
(¢) Fiir alle ¢ € RY gilt o1(x) + -+ + @om(x) = 1.
Ist also f: RN — RM eine stetige Funktion mit supp(f) C K, so gilt

f=eif+ - +onf
mit supp(p; f) € Uy fiir ein oo = a(j) € A firj =1,.

Wir nennen ¢, ..., ¢, dann auch eine endliche Zerlegung oder Partition der Eins zur

Uberdeckung (Us)aca-

BEWEIS. Zu jedem z € K fixieren wir ein a(x) € A mit & € Uy(,). Dann gibt es ein
e(x) > 0 mit Use(z) () € Uq(y). Die Funktion 9, mit

1 fir |€ — 2| <e(x)
V(&) = 1—% fir e < |§ — 2| < 2e(x)
0 fir |£ — x| > 2¢(x)

hat dann kompakten Trager in Usc(y)(2) C Uy und nimmt nur Werte zwischen 0 und 1
an. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele x4, ..., z,, € K mit

K C Uz—:(zl)(ffl) Uu...U Ug(xm)(xm).

Wir definieren nun fiir alle € RY: ¢1(z) := 1, (x) und fiir 2 < j < m:

7j—1

i() =1y, (2) [J(1 = o, (2)).

k=1
Dann sind (a) und (b) fiir ¢y, ..., ¢, erfiillt und es gilt fir 1 <k <m

k

(11.13) Z pi(x) =1-J[1 =t (x))  (xeRY).

j=1

Fiir £ = 1 ist dies offensichtlich. Ist (I1.13)) fiir ein £ € {1,...,m — 1} erfiillt, so folgt
wegen

k1 k k
S i) =1 =T = v, (@) + oy (2) [J( = 0, (& (z € RY)
Jj=1 j=1 j=1

die Gultlgkelt von (11.13) auch fiir k + 1. Ist # € K so folgt € U.(,)(x;) fiir wenigstens
ein j € {1,...,m}, also auch 1 — ¥,,(x) = 0 und somit nach (I1. 15) auch die Aussage
(c). O

Wir konnen nun zumindest in einem einfachen Fall den Transformationssatz beweisen:
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11.27. SATz (Transformationssatz). Sei Q@ C RY offen und sei ¥ € C*(Q,RY) eine
injektive Abbildung mit det Jy(x) # 0 fiir alle x € Q. Dann gilt fiir alle stetigen Funktionen
f:Q — RM mit kompaktem Triger und mit supp f C U(Q):

(11.14) RO /RN F(0 ()| det o ()| de

BEWEIS. Wegen det Jy () # 0 ist nach dem Satz von der Umkehrfunktion die Menge
U(Q) wieder offen und die Umkehrabbildung U—! : ¥(Q) — Q stetig differenzierbar.
Insbesondere ist daher der Integrand der rechten Seite von (11.14) stetig mit kompaktem
Tréager in €.

Ist ® : Q — RY ecine einfache Abbildung im Sinne von Definition [11.24 auf einem
offenen Quader Q = (a1, by) x -+ x (an, b,) C RV,

O(r) = Z z;e; + g(v)ey (x € Q)

J=1,j#k

fir ein k € {1,..., N} mit ;Tgk(:c) # 0 fur alle z € @, so hat man fiir jede stetige Funktion

h: Q — RN mit kompaktem in ®(Q) enthaltenen Triger mit der Variablensubstitution
yp = g(x) und y; :==x; fiir k #j € {1,..., N}

9
/ B(® ()] det Jo(x)] day = / ()| 2 ()| da
[akvbk] [ak,bk] axk

= /_OO h(y) dyk

[e.9]

und daher nach Satz[11.21
/ h(y) dy = / h(® ()| det Ja ()| da.
RN Q

Ist V' eine Abbildung, die genau zwei Variablen vertauscht, so ist | det Jy (z)| = |det V| =1
fiir alle z € RY und nach Satz [11.21 folgt fiir alle stetigen Funktionen A : RN — R mit
kompaktem Trager

/RN h(y) dy = /RN h(V(m))| det Jv($)| — |det V‘ dz.

Also gilt der Satz fiir alle einfachen Abbildungen und alle Variablenvertauschungen. Ist
T : RN — RY eine Verschiebung x — T'(z) := x +b fiir ein b € RY, so folgt durch direkte
Berechnung des iterierten Riemann-Integrals fiir alle stetigen Funktionen h : RY — RM
mit kompaktem Trager:

/RN h(y) dy = /RN h(z +b) do = /RN (T (x))|det Jp(z)| dx

Ist der Satz richtig fiir zwei Abbildungen W, W5 und ist ¥y = W, o Uy, so folgt fiir alle
stetigen Funktionen A mit kompaktem Trager im Bild von Wy:

/RN h(y) dy :/RN h(T(€))| det Jy, (€)] dé
:/RN B0y (D (2)))| det Ju, (Us()] - | det Ju, ()| dz

:/RN h(Wo(2))| det Ju, ()] da
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denn nach der Kettenregel und dem Multiplikationssatz fiir Determinanten gilt
det(Jy, (Va(z))) - det(Jy,(z)) = det(Jy, (Va(x)) Sy, (z)) = det Jy, ().
Nun hat nach Satz [11.25 jeder Punkt a € Q2 eine Umgebung U, in der gilt
U(x)=V(a)+ (Vio---oVi10P0---0®)(z—a)

mit Variablenvertauschungen Vi, ..., V,_; und elementaren Abbildungen ®4,... ®;. Mit
W := U(U) folgt also nach dem, was bisher gezeigt wurde, fiir alle stetigen Funktionen
f: RY — RM mit kompaktem in W enthaltenen Triger die Giiltigkeit von (11.14). Es
folgt also: Zu jedem Punkt y € U(12) gibt es eine Umgebung W, von y, so daf§ (11.14)
richtig ist fiir alle stetigen Funktionen mit kompaktem Trager in W,,.

Sei nun f : RY — RM eine beliebige stetige Funktion mit kompaktem Triger K :=
supp f C ¥(Q). Nach dem Satz [11.20 iiber die Zerlegung der Eins gibt es dann endlich
viele stetige Funktionen ¢y, ..., ¢, mit kompakten Trégern, so dafl supp p;(x) C W, fiir
einy; € ¥(Q), j=1,...,m, und

fl@)=pi(@)f(@) + -+ om(z)f(z) (v €RY).
Also gilt (L1.14) fur alle p; f, j =1,...,m und somit (wegen der Linearitit des iterierten
Riemann—Integrals) auch fiir f. O

Die bewiesene Fassung des Transformationssatzes ist noch zu restriktiv. Wir werden
spéter eine besser anwendbare Fassung (im Rahmen der Theorie des Lebesgues—Integrals)
beweisen. Durch approximatives Vorgehen wie in Satz 11.23 kann man jedoch auch schon
interessante Aussagen erhalten.

11.28. BEISPIEL. Sei ¥ : [0, R]x[0, 27r] — R? definiert durch ¥(r, ) := (r cos p, r sin ¢)
fir alle r € [0, R], ¢ € [0,27]. Dann bildet ¥ das Rechteck @ := [0, R] x [0, 27| surjektiv
auf die abgeschlossene Kreisscheibe D := Ug(0) in R? ab, ist injektiv auf dem Inneren von
Q) und erfillt dort det Jy(r, ) = r # 0. Indem man dhnlich wie in Satz [11.23 verfihrt,
zeigt man, daf fiir alle f € C'(D,RM) gilt:

/f dy—/ /%f ©))rdrde.



KAPITEL 12

Der Approximationssatz von Weierstrafl

Ziel dieses kurzen Abschnittes ist es, zu zeigen, dafl sich jede auf einem kompakten
Intervall stetige Funktion gleichméfiig durch Polynomfunktionen approximieren 1&3t. Wir
beweisen zunéchst einen abstrakten Approximationssatz.

Sei I := [a,b] mit —oo < a < b < oo ein kompaktes Intervall, K := R oder K := C.
Eine lineare Abbildung K : C(I,K) — C(I,K) heiit positiv, falls fiir alle reellwertigen
f e C(I,K) mit f > 0auf I auch gilt (K f)(x) > 0 fiir alle z € I. Sind dann f, g € C(I,K)
mit f(z) — g(x) > 0 fiir alle x € I, so folgt dann (Kg)(z) < (K f)(z) fir alle x € I. Sei
ferner 7 : I — K die Funktion z +— z* auf I (k € Np).

12.1. SATz (Korovkin, 1953). Sei (K,,)5, eine Folge von positiven Operatoren, so dafl

n=1
firk =0,1,2 gilt: K,, : C(I,K) — C(I,K) mit K7, — 7 gleichmdfig auf I fiirn — oo.
Dann gilt schon fiir alle f € C(I,K):

K,f — f gleichmdf$ig fiir n — oc.

BEWEIS. (a) Sei zunichst f € C'(I,R) und sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der
Kompaktheit von [ ist f schon gleichméBig stetig auf I. Es gibt also ein § > 0 mit

Ve,yel |o—yl<d=|f(x) = f(y)] < =.

Dann gilt fiir alle z,t € I: i
5 falls |z —t| < 6
(@) = 7o)l < 2Hf|]1<x7t)2 falls |z — ¢| > 6
und daher ,
7@ = fo1 < 5+ 2071 (5)
also auch

rx—1

£ =5 =20l () < fw) < f0+ 5 2 ()

Wenden wir hierauf beziiglich der Variablen x bei festem ¢t € I den Operator K, an, so
folgt
m — t

(0 = 5 =201 (P50) ) @) < (@) < K (£ + 5+ 2070 (P) ) @)

Da die Argumente der dufleren Ausdriicke als Polynome vom Grad < 2 Linearkombina-
tionen von 7y, 7y, me sind, gibt es nach Voraussetzung ein ng € N, so daf} fiir alle n > ng
gilt

€ T — t\?2 € T — t\?2 €
lrw =2 =2 (F=) - ma(ro =5 =200 (P—) )| <5
Wir erhalten also fiir alle n > ng, x,t € I:
€ r—1t\2 ¢ € r—1t\%2 ¢
F6) =5 =2l (=) =5 < Wah)l@) < FO + 5+ 20l () + 5

231
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Speziell mit ¢t = x folgt fiir alle n > ng, x € I:

flz) —e < (Knf)(x) < f(z) +¢

und somit || f — K, f||; < €. Also konvergiert K, f gleichméBig auf I gegen f fiir n — oo.
(b) Ist f komplexwertig, so wenden wir (a) auf Re f und Im f an und erhalten ebenfalls
die Behauptung. 0

Sei nun [ = [0, 1]. Fiir f € C(I,K) und n € N definieren wir, das n—te Bernsteinpoly-
nom" By(f,-) zu f durch

Bu(f, ) = f: (Z)f(%)xk(l —k)E (zel).

Die Abbildung B, : f — By(f,-) ist offensichtlich linear. Ist f > 0 auf I, so ist auch
B, (f,z) > 0 fiir alle z € I. B,, ist also eine positive lineare Abbildung fiir alle n € N.

12.2. LEMMA. Fiir alle x € I, n € N gilt:

(a) By(mo,x) =1 =mo(x).
(b) B,(m,x) =x = m(x).
(¢) Bu(ma,7) = 2% + 212 = () + 212,

Insbesondere gilt B, (m;,-) — m; gleichmaflig auf I fiir n — oo.

BEWEIS. (a) Bu(mo,2) = Y p_y (H)2"A — k)" F=(z+ (1 —2))" =1.
(b) Fiir alle x,y € I, n € N, gilt:

nx(x+y)“=xa(xa;xy) ;Ii< ) Zk( )

Speziell fiir y = 1 — x folgt also (nach Division durch n):

= i % (Z) (1 — 2

und damit die Behauptung.
(c) Fiir n = 1 rechnet man dies unmittelbar nach. Fiir n > 2 schliefen wir, wie folgt:

B 821._’_ n 82 n . .
”“"2”(”‘”(“””QZI‘Q%”‘Q@Z() A Z’f ‘1(> e
k=0

Speziell fir y = 1 — z folgt also (nach Division durch n(n — 1)):
" k(k—1) (n _
2 _ vy k 1 — )" k‘
‘ n(n —1) (k)m (1-2)

ISERGEI NATANOVICH BERNSTEIN (5.3.1880-26.10.1968)
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Nach Definition von B, (s, z) gilt also fiir alle n > 2, x € I:

Batra) =3 5 1)kt - oy

k=0 k=0
= 1 " —B, )
n n(n —1) (k)x (1—2)"" + n (71,2)
k=0
:n_le—i—lx:xQ z(l —x)
n n n

und damit die Behauptung.

Mit diesem Lemma und dem Satz von Korovkin erhalten wir unmittelbar:

233

12.3. SATZ (Approximationssatz von Weierstrafl). Jede auf [0, 1] stetige Funktion kann

gleichmdssig auf [0, 1] durch eine Folge von Polynomfunktionen approximiert werden.

BeweEls. Nach Lemma [12.2] und dem Satz von Korovkin gilt fiir alle f € C(]0, 1], K):

B,(f,x) — f(z) gleichm&Big auf [0, 1] fiir n — oo.

O
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in metrischen Réumen, [170
Limes inferior, 51
Limes superior, 51
Lipschitz—Bedingung, 70
Lipschitz—Konstante, [70} [172
Lipschitz—Stetigkeit, [172
Logarithmus, 183
Lokaler Konvergenzsatz, 202
Ludolphsche Zahl, [79

Méchtigkeit
von gleicher, (62
Majorantenkriterium

fiir uneigentliche Integrale, [138

fur Reihen, [57
Matrix
Diagonalmatrix, [162
indefinite, (162
negativ definite, 161
negativ semidefinite, [161
orthogonale, [162
positiv definite, [161
positiv semidefinite, [161
symmetrische, [161
Maximum, [17
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Maximumstelle
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Mehrfachintegrale, [222
Menge
iiberabzéhlbare, [62
abzahlbar unendliche, 62
abzahlbare, (62
endliche, 62
konvexe, [156
prakompakte, (175
Metrik, [166
metrischer Raum, [166
kompakter, [174
vollstéandiger, [170
Minimum, [17
lokales, 99, [155
Minimumstelle
lokale, [99) [155
Minorante
divergente, |58
Mittelwertsatz

der Differentialrechnung, [101
in mehreren Verdnderlichen, (155, [156

verallgemeinerter, [102
der Integralrechnung

erster, 127

zweiter, 127

monoton fallend, 43
monoton wachsend, 43
monotone Folgen, [43
monotone Funktion, [81
Monotoniekriterium

fiir Folgen, 143

fur Reihen, [56
Multiindex, [157
Multiindexschreibweise, [157
Multiplikatorenregel von Lagrange, 210

negativ definit, 161
negativ semidefinit, 161
Newton—Verfahren, 204
Norm, [166
Nullstellensatz, [76

0,131

0,131
Oberintegral, (113
Obersumme, [112
offen, 76, 167
offener Kern, (167

Parametertransformation, 219

Parametrisierungen einer Kurve, 219

Partialbruchzerlegung, [133

Partialsummen, [54

partielle Ableitung, [141

partielle Differenzierbarkeit nach einer
Variablen, [141

Partition, [112

Partition der Eins, 228

Pascalsches Dreieck, 25

Periode, [80

periodische Funktion, 80

Pi (), 79

Polygonzug, 214

positiv definit, [161

positiv semidefinit, [161

Potentialgleichung, 148

Potenzmenge, 5

Potenzreihe, 190

prakompakt, [175

Produktmenge, |7

Produktregel, 195

Produktzeichen, 21

punktweise Konvergenz, [182

Quotientenkriterium, 58
Quotientenregel, 95

Realteil, 36
reelle Achse, [360
Regeln von de 'Hospital, [103
Reihe
alternierende harmonische, |56
geometrische, 54
harmonische, 54
konvergente, [54
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unendliche, 54
rektifizierbar, 215
relativkompakt, 180
Restglied, [128], 159

Cauchy—Darstellung, 129

Integraldarstellung, (159

Integralrestglieddarstellung, 128

Lagrange—Darstellung, [129
Richtungsableitung, 140
Riemann-Integral, [114

iteriertes, (222
Riemann—integrierbar, (114
Rotation, [145
Russelsche Antinomie, 4

Satz
Approximationssatz von Weierstraf}, 233
Cantorscher Durchschnittssatz, [173
Erster Mittelwertsatz der Integralrechnung,
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Lokaler Konvergenzsatz, 202
Mittelwertsatz
der Differentialrechnung, [101
Mittelwertsatz der Differentialrechnung in
mehreren Verédnderlichen, (155, (156
Multiplikatorenregel von Lagrange, 210
Newton—Verfahren, 204
Nullstellensatz, [76
Regeln von de I'Hospital, [103
Transformationssatz, 229
iiber die Zerlegung der Eins, 228
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Umordnungssatz, |65
Verallgemeinerter Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, [102
von Bolzano und Weierstrafl
fiir beschrankte Folgen in R, 50
fiir beschriinkte Folgen in RV, [52
fiir beschréankte Mengen in R, 53
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7
von der Umkehrfunktion, 209
von Fubini
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von Taylor, 128, [132
in mehreren Verdnderlichen fiir
RM —wertige Funktionen, 160
in mehreren Verédnderlichen fiir
skalarwertige Funktionen, [159

Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung,
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Schranke
obere, [16
untere, 16
Sinus—Funktion, |59
Skalarkorper, [32
Spiegelung am Kreis, [38
Spur einer Kurve, 219
Spur eines Weges, 214
stiickweise stetig differenzierbar, 218
Stammfunktion, 123
Standard—N-Simplex, 225
Standardskalarprodukt, [33
stark kontrahierend, 198
Stetigkeit
auf einer Teilmenge eines metrischen Raums,
171
auf einer Teilmenge von R, [69
einseitige, 89
gleichméfige, 172
gleichméfige, 84
in einem Punkt, [69, [171
linksseitige, 189
rechtsseitige, 89
streng konkav, [108
streng konvex, [108
streng monoton
fallend, 43, 81
wachsend, [43] 81
Summenzeichen, 21
Supremum, (17
Supremumsaxiom, [17
Supremumsnorm, [112
surjektiv, [10

Taylorpolynom, [129
Taylorreihe, (131
Teilfolge, 149

Teilmenge, |3
Teiliiberdeckung, [174
Topologie, [169
topologischer Raum, [169
total differenzierbar, 149
totales Differential, 151
Trager einer Funktion, 224
Transformationssatz, 229

Uberdeckung, 174
endliche, [174
offene, [174
Umgebung, [167
e—Umgebung, 40, [167
Umkehrfunktion, [10
Ableitung, 97
Umordnung von Reihen, (64
Umordnungssatz, |65
uneigentliche Grenzwerte
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unstetig, 69
Unterintegral, [113
Untersumme, [112
Urbildmenge, |8

Vektorfeld, 145
Vektorraum, (32
Verallgemeinerter Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, [102

Vereinigung von Mengen, 6
Verfeinerung einer Zerlegung, [112
vollstandige Induktion

Beweis durch, 21

Definition durch, 20
vollstandiger metrischer Raum, [170

Weg, 214

Wegintegrale, 220

Weglange, 215

Wendepunkt, 111

Wertebereich einer Abbildung, 8
Wurzelkriterium, [60

Zerlegung, 112
dquidistante, [116
Feinheit einer, [112

Zerlegung der Eins, 228
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