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KAPITEL 0

Der Korper C der komplexen Zahlen.

Wir erinnern zunéchst an den Kérper C der komplexen Zahlen.
Versieht man den R? mit den Operationen der komponentenweise definierten Addition
+: (2, 9), (u,0)) = (z,9) + (u,v) = (z +u,y +v)
und der durch

- ((2,y), (u,0) = (2,y) - (u,0) = (zu — Yo, 20 + yu)

definierten Multiplikation, so ist (R?, +,-) ein Kérper, der iiblicherweise mit C bezeichnet
wird und Koérper der komplexen Zahlen genannt wird. Das neutrale Element der Addition
ist (0,0) (wieder mit 0 bezeichnet) und das Einselement des Korpers C ist (1,0) (was wir
auch wieder mit 1 bezeichnen). Dabei ist fiir (0,0) # z = (z,y) € R? das beziiglich der
Multiplikation zu z inverse Element z~! gegeben durch

- ()
x2+y2’x2+y2 :
Man rechnet leicht nach, daf§ C tatséchlich aller Kérperaxiome erfiillt.

Die komplexe Zahl i := (0, 1) heiBt die imagindre Einheit. Fiir diese gilt i* = —(1,0) =
—1. Die in R nicht 16sbare Gleichung X2 + 1 = 0 besitzt also in C eine Lésung. Vermoge
der Einbettung z +— (x,0) wird R zu einem Teilkérper von C.

Da {(1,0),(0,1)} eine Basis des R-Vektorraums R? ist, besitzt jedes Element z =
(z,y) € C (mit =,y € R) eine eindeutige Darstellung der Form

z=2x(1,0) +y(0,1) = =z + 1y,

wobei wir die obige Identifikation von R als Teilkorper von C verwenden. Wir nennen
{(z,0); x € R} die reelle Achse und {(0,z); x € R} die imagindre Achse in der komplexen
Zahlenebene.

Ist z =2 +iy € C (mit z,y € R) gegeben, so heifit

e Rez := x der Realteil und

e Imz := y der Imagindrteil von z sowie

e Z := 1 — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Die Abbildungen Re,Im : C — R und ~: C — C sind offensichtlich reell-linear. Geome-
trisch gesehen ist ~: C — C gerade die Spiegelung an der reellen Achse. Man rechnet ferner
nach, da z-w =z -w fir alle z,w € Cund z- 2 =22 + y*> = |z|* fiir alle z = z + iy € C
(mit z,y € R) gilt. Insbesondere folgt fiir 0 # 2z € C: 271 = |2|72z.

Sei (X, d) ein metrischer Raum, d.h. eine nicht leere Menge X, die mit einer Metrik
d: X x X — [0,00) versehen ist, so daf also die folgenden Aussagen gelten:

(M1) Fiir alle z,y € X ist d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y,
(M2) Vz,y € X : d(x,y) = d(y,z) (Symmetrie)
(M3) Vz,y € X : d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).
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4 0. DER KORPER C DER KOMPLEXEN ZAHLEN.

ABBILDUNG 1. Zur stereographischen Projektion

Eine Teilmenge €2 von X heifit bekanntlich offen, wenn zu jedem x € €2 ein § > 0 existiert
mit Us(z) :={y € X; d(z,y) <0} CQ.
Wir versehen C wie iiblich mit der durch den euklidischen Betrag gegebenen Metrik
d(z,w) = |z — w| (z,weC).

Durch Hinzunahme eines uneigentlichen Punktes oo werden wir nun C in einen kom-
pakten metrischen Raum einbetten.

DEFINITION 0.1. Wir nennen C := CU {o0} die Finpunktkompaktifizierung der kom-
plexen Ebene. Eine Menge 2 C (C heifle offen in C falls 2 N C offene Teilmenge von C
ist und falls im Fall oo € Q gilt : C \ © ist kompakt in C

~ Wir vereinbaren im folgenden 1/00 = 0 und 1/0 = oo. Ist © C C offen in C, so auch
Q:={1/z; z € Q}.

Wir zeigen nun mit Hilfe der stereographischen Projektion wie man C mit der Struktur
eines kompakten metrischen Raums versehen kann (vergl. Aufgabe (.2). Wir betrachten
hierzu die komplexe Zahlenebene als z1-z5—Ebene im R? und legen auf diese die Sphire

N2 1
S := {(I’l,ZL‘Q,ZEg) ER?:x? + 22+ <x3—§> :é_l}



0. DER KORPER C DER KOMPLEXEN ZAHLEN. 5

Der Siidpol dieser Sphére ist also gerade der Ursprung (0,0, 0) und der Nordpol der Punkt
Too := (0,0,1). Als abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge des R ist S beziiglich der
euklidischen Betragsmetrik im R3 kompakt. Wir nennen S die Riemannsche Zahlenkugel.

Ist z € C so trifft die Verbindungsgerade von x., nach (Rez,Imz,0) die Sphére S in
genau einem weiteren Punkt ¢(z) € S. Umgekehrt gibt es zu jedem x = (x1, 29, x3) € S
genau ein ¢ (z) € C, so da8 (Rey)(z), Imi)(z),0) der Schnittpunkt der Geraden durch z
und x mit der x;-zo—Ebene ist. Man berechnet (vergl. Aufgabe 0.2/ (a))

p(z) = (

fiir alle z € C

Rez Imz | 2|2
L+ ]2 1422 1+ |z[2>
und _
1+ 122
1— 23
Man rechnet nach dafl die hierdurch definierten Abbildungen

0:C—S\{zx} und ¢ :S\{ze} —C

stetig und invers zueinander sind. Somit kénnen wir C identifizieren mit S \ {z}. Eine
Teilmenge 2 von C ist offen genau dann, wenn ¢(€2) offen ist in S\ {7}, versehen mir der
durch den euklidischen Betrag im R? induzierten Metrik. Wir definieren noch ¢(00) := x4,
und ¢ (zy) 1= oo.

Versehen mit der chordalen Metrik

d. : C — [0, 00) (z,w) = do(z,w) = |p(2) — p(w)]

(xy, X9, 23) = fir alle © = (21, 29,23) €S.

ist nun C ein kompakter metrischer Raum, der C als offene Teilmenge enthélt. C versehen
mit der auf C x C eingeschréinkten chordalen Metrik besitzt die gleichen offenen Mengen
wie C versehen mit der Betragsmetrik. Fiir die chordale Metrik berechnet man:

|2 — wl
VP + w]P)

1
de(z,00) = d(00,2) = ——— fir alle z € C

V1422

de(z,w) = do(w, z) = fir alle z,w € C

und

(vergl. Aufgabe 0.2 (b)).

Wir benétigen fiir die Vorlesung einige weitere Hilfsmittel aus der Topologie. Insbe-
sondere gehen wir auf die verschiedenen Zusammenhangsbegriffe ein.

DEFINITION 0.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) X heiit zusammenhingend, falls X und die leere Menge ) die einzigen Teilmengen
von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

(b) G C X heifit zusammenhéngend, falls (G, d|gx¢) als metrischer Raum zusam-
menhédngend ist.

(¢) G C X heiit Gebiet, falls G offene und zusammenhéngende Teilmenge von X ist.

(d) (X,d) heit wegzusammenhingend, falls es zu je zwei Punkten z,y € X einen
stetigen Weg 7 : [a,b] — X gibt mit y(a) = z und v(b) = v.

(e) G C X heifit wegzusammenhéngend, falls (G, d|gx¢) als metrischer Raum weg-
zusammenhéangend ist.

LEMMA 0.3. Jeder wegzusammenhingende metrische Raum (X, d) ist auch zusammen-
hingend.



6 0. DER KORPER C DER KOMPLEXEN ZAHLEN.

BEWEIS. Ist (X,d) nicht zusammenhéngend, so gibt es eine nicht leere offene und
abgeschlossene Teilmenge A von X, fiir die X \ A nicht leer ist. Dann ist auch X \ A offen
und abgeschlossen. Insbesondere gibt es Punkte u € A und v € X \ A.

Annahme: Es gibt eine stetige Abbildung v : [a,b] — X mit v(a) = u und y(b) = v.
Dann sind die Mengen 7~ *(A) und v~ !(X \ A) als Urbilder von abgeschlossenen Mengen
unter der stetigen Abbildung « ebenfalls abgeschlossen. Ferner a € v~ !(A) und b €
71X\ A). Also existiert ¢ := miny~ (X \ A) und es gilt v(c) € X\ A sowie v([a,c)) C A.
Wegen () — v(c) € A = A fiir t — c ergibt dies einen Wiederspruch. Daher kann X
nicht wegzusammenhéngend sein. O

Bekanntlich heifit ) # I C R ein Intervall, falls I von der Gestalt [a,b) mit —co <
a <b< oo, (ab mit —oco<a<b< oo, [ab mt—oco<a<b< oooder (a,b) mit
—o0 < a<b< oo ist.

LEMMA 0.4. Fiir ) # I C R sind dquivalent:

(a) I ist ein Intervall.
(b) I ist wegzusammenhdingend.
(c) I ist zusammenhdngend.

BEWEIS. Ist I ein Intervall so enthélt I mit je zwei Punkten auch die Verbindungs-
strecke zwischen diesen Punkten. Somit ist I wegzusammenhéngend. Nach Lemma 0.3 gilt
(b) = (c). Zu zeigen ist also nur noch die Implikation (¢) = (a). Sei also @ # I C R
zusammenhéngend. Offensichtlich gilt: I ist genau dann ein Intervall, wenn

Ve,y € I mit x <y : [z,y] CI. (0.1)

Seien also z,y € I beliebig mit x < y und sei t € [z,y]| beliebig. Ist ¢t ¢ I, so ist
A= 1nN(—00,t) = IN(—00,t] offen und abgeschlossen in (1, d)|;xr). Wegen x € A ist
A # (). Da I zusammenhingend ist, mufl / = A gelten im Widerspruch zu y ¢ A. Also
muB (0.1) gelten und damit I ein Intervall sein. O

DEFINITION 0.5. Eine stetige Abbildung v : [a,b] — KV (mit K = R oder K = C)
heifit (endlicher) Polygonzug, falls es eine endliche Zerlegung 3 = {a =ty < t; < --+ <
t, = b} von [a,b] gibt, so daB mit z; := v(¢;), j =1,...,n, gilt:

t—1,_
’}/(t) = Zj-1 + —jl(z] — Zj—l) fir tj—l S t S tj, j = 1, Lo,
tj — tj—l
Eine Menge G C K% heifit polygonzugzusammenhingend, falls es zu je zwei Punkten

u,v € G einen Polygonzug v : [a,b] — KV gibt mit y(a) = u, y(b) = v und v([a,b]) C G.

Nach Lemma 0.3 ist jede polygonzugzusammenhédngende Menge auch zusammenhén-
gend.

SATZ 0.6. Fiir eine offene Menge ) # G C KV sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) G ist ein Gebiet in KN (also offen und zusammenhingend).
(b) G ist wegzusammenhdngend.
(c) G ist polygonzugzusammenhdngend.

BeEwEIS. Die Implikation (¢) = (b) ist offensichtlich und die Aussage (b) = (a)
gilt nach Lemma 0.3, Sei also nun () # G C K¥ offen und zusammenhingend. Wir nennen
zwei Punkte z,w € G wverbindbar in G (durch Polygonziige), falls es einen Polygonzug
vt a,b] — KV gibt mit y(a) = z, y(b) = w und ¥([a, b]) C G. Fiir alle z € G bezeichnen
wir die Menge der mit z in G verbindbaren Punkte aus G mit M (z). Wir zeigen nun fiir
alle z € G:



0. DER KORPER C DER KOMPLEXEN ZAHLEN. 7

M(z) #
M(z) ist offen (also auch offen in (G, d||axa))-
M (z) ist abgeschlossen in (G, d|.||axc))-

i): Esist z € M(2), denn t — ~(t) := z, t € [0,1], verbindet z mit sich.

Zu (ii): Sei w € M(z) beliebig vorgegeben und sei 7 : [a,b] — K ein Polygonzug
in G mit y(a) = z und v(b) = w. Da G offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit U.(w) := {u €
KV Ju—w| <e} CG. Ist v € U(w) beliebig vorgegeben, so ist 7, : [a, b+ 1] — K mit
Y(t) = (t) fir a <t < bund mit 1.(t) =w+ (t—0)(v—w) fir b <t <b+1ein
Polygonzug der z und v in G verbindet. Also gibt es zu jedem w € M(z) ein € > 0 mit
U.(w) € M(z), d.h. M(z) ist offen.

Zu (iii): Sei v € G\ M(z) beliebig. Wegen (ii) ist dann M (v) eine offene Umgebung
von v. Wir zeigen M (v) C G\ M(z). Ist dies fiir alle v € G\ M (z) gezeigt so ist G\ M (z)
offen und es folgt die Behauptung (iii).

Annahme: M(v) N M(z) # 0, d.h. es existiert ein w € M(v) N M(z). Dann gibt es
Polygonziige v, : [a,b] — G und v, : [¢,d] — G mit v.(a) = z,7.(b) = w,y,(c) =
v,7(d) = w. Dann ist aber durch

(1) = 7. (1) fira<t<b
M= pd+b—1t) firb<t<b+d—c

(i)
(1i)
( ii)

u

ein Polygonzug in G gegeben, der die Punkte z und v in GG verbindet im Widerspruch
zuv & M(z). Also war die Annahme falsch und wir erhalten (wie oben gezeigt) auch die
Aussage (iii).

Da G zusammenhéngend ist, folgt aus (i)—(iii), da8 M(z) = G fiir alle z € G gilt, d.h.
G ist polygonzugzusammenhéngend. O

DEFINITION 0.7. Sei €2 C C eine offene Menge. Eine nicht leere, offene und zusam-
menhéngende Teilmenge G von Q heifit Zusammenhangskomponente von €1, falls auch
'\ G offen ist.

LEMMA 0.8. Sei Q) C C offen. Dann ist fir alle z € Q) die Menge M (z) der in 2 durch
einen stetigen Polygonzug mit z verbindbaren Punkte eine Zusammenhangskomponente
von Q. Es gilt fir alle z,w € Q: Entweder ist M(z) N M(w) = 0 oder es ist schon
M(z) = M(w).

BEWEIS. Dies sieht man durch ahnliche Schliisse wie im Beweis zu Satz 0.6l O

FOLGERUNG 0.9. Eine offene, nicht leere Teilmenge €2 von C hat hochstens abzihlbar
unendlich viele verschiedene Zusammenhangskomponenten.

BeEwEIs. Die Menge Q +i1Q = {z = 2 + iy € C; z,y € Q} ist abzéhlbar, da Q
abzéhlbar ist. Da QQ in R dicht liegt, ist Q + ¢Q in C dicht. Ist also G eine Zusammen-
hangskomponente von €, so gibt es ein z € Q + iQ N G. Nach Definition von M (z) und
wegen Satz (0.6 hat man G C M (z). Da M(z) \ G = M(z) N (2\ G) offen ist und auch
M (z) ein Gebiet ist, mufl M(z) = G gelten. Jede Zusammenhangskomponente von {2 ist
also von der Form M (z) fiir ein z € Q + iQ. Also hat Q hochstens abzéhlbar unendlich
viele Zusammenhangskomponenten. 0

LEMMA 0.10. Sei K C C kompakt. Dann hat C\ K genau eine unbeschrinkte Zusam-
menhangskomponente.
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BeEWwEIS. Wir setzen ) := C\ K. Da K kompakt ist gibt es ein r > 0 mit K C D(0, r).
Dann ist C\ D(0,r) C €2 ein Gebiet in C. Fiir alle z, w € C\ D(0, ) gilt also M (z) = M (w).
Es kann also nur eine Zusammenhangskomponente G von © mit G N (C\ D(0,r)) #

geben. O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 0.
AUFGABE 0.1. Beschreiben Sie fiir » > 0 die Menge

A, = {z e C; Re(é) > r}

geometrisch.

AUFGABE 0.2. Die stereographische Projektion. Sei

N2 01
S:= {(55'1,9527953) R’ :af + a3+ <953_ 5) = Z}

die Riemannsche Zahlenkugel und ., := (0,0, 1) ihr Nordpol. Zeigen Sie:
(a) Die Abbildungen

0:C— $*\ {rs}, z|—><

Rez Imz |2|? )
T4+ 2271422 14 |22
und I
T +ix
w : S\{SCOO} - C; (:C1>x27x3) — 11 T 2
— I3
sind stetig und invers zueinander. Deuten Sie  und ¢ geometrisch. Wir definieren
noch p(00) := xe und Y(xy) := oco.
(b) Fiir die durch d.(z,w) := |p(2) — p(w)| fiir alle z,w € C definierte chordale
Metrik gilt:

de(z,w) = d.(w, z) = |z — vl fir alle z,w € C

V[P + [w]?)

1
d.(z,00) = d.(00,2) = —F——= fir alle z € C

V14 ]|z)?
(c) Geraden in C werden von ¢ in Kreislinien in S durch den Nordpol tiberfiihrt.
Umgekehrt wird jede Kreislinie in S durch den Nordpol von ¢ in eine Gerade in
C iberfiihrt.

Hinweis: Eine Kreislinie in S ist der Schnitt von S mit einer Ebene in R?.
(d) Kreislinien in C werden von ¢ in Kreislinien in S\ (0,0, 1) iiberfiithrt. Umgekehrt
werden Kreislinien in S\ (0,0, 1) von % in Kreislinien in C iiberfiihrt.

und

AUFGABE 0.3. Fiir w € C sei Uee(w) :=={z € C; d.(w,z) < ¢} die e~Umgebung von
w in C beziiglich der chordalen Metrik.

(a) Zeigen Sie: Fiir w € C und € < d.(w,00) ist U..(w) eine offene Kreisscheibe in
C. Geben Sie den euklidischen Mittelpunkt und den euklidischen Radius dieser
Kreisscheibe an.

(b) Beschreiben Sie U, .(w) fiir w € C und ¢ := d.(w, 00) geometrisch.

(¢) Beschreiben Sie U, .(w) fiir w € C und € > d.(w, 00) geometrisch.

(d) Beschreiben Sie U, .(c0) fiir alle ¢ > 0 geometrisch.
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AUFGABE 0.4. Seien a,b € C mit |a|* + [b]* > 0 und sei ¢ : C — C definiert durch
az—b ~
Z) == z€C).
o) =2 (ze0)
Zeigen Sie, dafl ¢ eine Isometrie beziiglich der chordalen Metrik d. ist, d.h. daf} gilt

do(¢(2), p(w)) = d.(2z,w) fiir alle z,w € C.

Insbesondere ist also die Abbildung z — 1/z eine isometrische Abbildung von C auf sich.

AUFGABE 0.5. Zeigen Sie: Die Menge
1
K = {t+isin <¥> ; t e (0, 2007]} u{it; te[-1,1]} cC
ist kompakt und zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend.
AUFGABE 0.6. Zeigen Sie, daf fiir alle a € D = {z € C; |z| < 1} und alle z € C gilt:

a—z
1—az

a—z
1—az

<l<=|z| < 1; =l<|z|=1.




KAPITEL 1

Komplexer Differentialkalkiil und die komplexe Form des
Greenschen Satzes

Sei QO C C(= R?) offen und sei f : 2 — C eine in einem Punkt w € € reell differen-
zierbare Abbildung

frz=atiye— f(2) = fe+iy) = fz,y).

Insbesondere existieren also die partiellen Ableitungen nach den reellen Variablen x und
y in w. Dann sind die Pompeiu—Wirtinger—Ableitungen von f in w definiert durch

of of of

s = (- i w) (L)
und

o) =5 (G + iz w) 12)

Mit Hilfe der aus der Analysis bekannten Rechenregeln (Summenregel, Produktregel und
Kettenregel) fiir die partiellen Ableltungen und d rechnet man leicht die entsprechen-
den Rechenregeln fiir die Pompelu—ertmger Ableltungen Yo und = nach. Hinzu kom-

men noch Rechenregeln fiir den Ubergang zur konjugiert— komplexen Funktion. (Vergl.
Aufgabe [1.2).
Fiir die Funktionen z — z und z +— z erhélt man

0z 1 (0(x+iy) .O(z+iy)

E_i( or dy >_07
9z 1 (O(x—l—iy) _Z,é?(:v—l—z'y)) _

0z 2 Ox oy ’
0z 1 (0(x—1 O(r —1
525((833 y)—|-2 <ay y))zlund
0z 1 (0(x—1iy) .Ox—iy)

525( o dy )ZO'

Hiermit rechnet man leicht mit Hilfe der Produktregeln nach (Aufgabe [1.3), daf} fiir alle
n,m € Ny gilt:

8 n=m n—1-m 8
—(2"2™)=nz""" 2" und 2"z mz"zZm 1
5, <"2") 5; ") =
% und a* verhalten sich also auf den Polynomen in z und z tatsédchlich wie ,partielle

Ableitungen nach z und Z.

10
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Fiir Funktionen f € C?*(,C) gilt nach H. A. Schwarz: ;j—aj; = %. Man erhélt
hiermit fiir die Pompeiu—Wirtinger—Ableitungen:

aﬁé) 2(@?‘&) <&x+ww+%gw+w0

2

:&(a$@+au+%%@+w0::%Aﬁ@V

Ebenso sieht man %(z) = 1(Af)(z) und somit
0*f 1 O f
=—(Af) = fQ. 1.
570z~ 18 =592 ™ (13)

Gegenstand dieser Vorlesung ist die Theorie der holomorphen Funktionen, deren De-
finition wir jetzt angeben:

DEFINITION 1.1. Sei 2 C C offen Elne stetig partiell differenzierbare Funktion f :
Q — C heiBt auf Q holomorph, falls 2 F = 0 auf Q. Die Menge aller auf {2 holomorphen
komplexwertigen Funktionen bezeichnen wir mit O(f2).

LEMMA 1.2. O(Q) ist eine Unteralgebra der Algebra C*(Q2,C) der auf Q stetig partiell
differenzierbaren Funktionen.

BEWEIS. Wegen der Linearitdt der Pompeiu—Wirtinger—Ableitung

5_ CH(Q,C) — C(Q,C)
ist O(Q) = ker £ ein Untervektorraum von C*(€2, C). Mit der Produktregel
afg 3f
f Yoz
sieht man, daf fiir alle f,g € O(Q2) auch fg € (’)(Q) gilt. O

Seien nun §2; und €2y zwei offene Teilmengen von C und selen f e Cl(2,0),g €
C'(,C)) gegeben mit g(€;) C Q. Aus den Kettenregeln fiir 2 und % (vergl. Aufga-
be [1.2)), ndmlich

9z

Of og of dg of Jg
29y = g2+ g Pe) (14)
und
P29y = L2+ g 2e) (15)

erhalten wir unmittelbar den ersten Teil des folgenden Lemmas.

LEMMA 1.3. (a) Sind Q1,Qy C C offen und sind Funktionen f € O(Qs),g € O(§)
gegeben mit g(21) C Qy, so ist auch die Hintereinanderausfihrung fog auf €y holomorph.
(b) Ist g € O(Q) (11 € C offen) mit g(Qy) € C\ {0}, so ist auch die Funktion

Z é(z) = g(l) auf 4 holomorph.

z
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BEWEIS. Zu (b): Fiir die Funktion h: C\ {0} — C\ {0} mit

) 1 1 T — 1y
z:x+zy|—>h(2):;:x+iy:x2+y2

gilt:

oh 10 z—iy 0 z—1y
—_(Z) ==\ = + 11—
0z 2\ 0z a?+y?  Oya?+y?
1 /(2> +y?) —22% = 2xy
== i
9 (22 + y2)2 (22 + y2)2
_ 2ay (2 +y?) — 297
—i
(#* +92) (#* +92)?
=0
Also ist h auf C\ {0} holomorph und mit (a) folgt die Holomorphie von é = hog auf
Q. O
Ist Q C C offen und f € C'(Q,C), so sind die durch u(z) = Ref(2),v(z) := Imf(2)
fiir z € Q definierten reellwertigen Funktionen wu, v : {2 — R ebenfalls auf ) stetig partiell
differenzierbar und es gilt auf (2:

ﬁ—l %—F@ +f @—F@
9z 2\az or) T 2\ay oy

Lo oy i (o o
2\0r Oy 2\0y Ox)

Hierbei sind die Ausdriicke in den Klammern der zweiten Zeile jeweils reellwertig. Da
eine komplexe Zahl genau dann Null ist, wenn ihr Real- und ihr Imaginérteil Null sind,
erhalten wir mit Definition 1.1:

LEMMA 1.4. Sei Q C C offen. Fiir eine Funktion f = u +iv € C1(Q,C) mit u,v €
CLHQ,R) sind dquivalent:

(a) f€0(9Q).
(b) % =0 auf Q.
(c) w und v erfilllen die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen
ou  Ov ou v
— = — d —=—— 1.6
or Oy u dy ox (16)
auf €.

DEFINITION 1.5. Eine auf einer offenen Menge 2 C C definierte Funktion f: Q — C
heifit in einem Punkt zq € Q komplex differenzierbar, falls

F(zo+h) = f(z0) + ah +o(|h]) fiir |[B] — 0 (1.7)

1
fiir ein a € C gilt. « ist durch (1.7) eindeutig bestimmt und wird mit f’(zo) oder %(
bezeichnet.

Zo)
Die Bedingung (1.7) ist offensichtlich dquivalent dazu, da8 der Grenzwert
df f(z0+h) — f(2) f(z) — f(20)

—(20) := f'(2) := lim = lim

1.8
dz h—0 h z—20 z— 2 (1.8)

in C existiert. g—f;(zg) = f'(20) heiBit dann die kompleze Ableitung von f im Punkt z.
Nach Aufgabe [1.5list (1.7) genau dann erfiillt, wenn f in zj reell (total) differenzierbar
ist und %(ZO) = 0 gilt.
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Sei f:Q — Cin zy € Q komplex differenzierbar. Dann gilt wegen (1.8) auch
f(zo+h)— f(20) Of .

Fz0) = im 102N = L () (19)
heR
e Flo-+ i) = f(z0) _ 10
J/(z0) = limy TR = ST (o). (110)
heR

Aus (1.9) und (1.10) sowie der Definition der Pompeiu-Wirtinger—Ableitungen folgt wei-
ter:

) =5 (G0~ 5 ) ) = S o) (111

Wie im reellen Fall fithrt man induktiv héhere komplexe Ableitungen ein: Ist f : 2 — C
in allen z € Q komplex differenzierbar und ist die dann durch (1.8)) definierte Funktion
f .= f = le—J; : 2 — f'(z) ebenfalls in allen Punkten von € komplex differenzierbar, so sei

f@ == i%{ definiert durch f®(2) := (f')(2) fiir z € Q. Existiert f(2) = ZZ—,{(Z)
fiir alle z € © und ist die hierdurch definierte Funktion f™ : Q@ — C auf Q komplex
differenzierbar, so ist die (n + 1)-te komplexe Ableitung f"*Y(z) = %(z) von f in
z € Q definiert durch f*9(2) := (f™)(2) fiir alle z € Q.

Wir erhalten nun:

SATZ 1.6. Fir eine auf einer offenen Menge 2 C C definierten Funktion f : ) — C
sind dquivalent
(a) f ist auf Q holomorph, d.h. f € C1(Q,C) und % =0 auf Q.
(b) f ist auf Q stetig komplex differenzierbar.

BEWEIS. Ist (a) erfullt so ist f nach Aufgabe [1.5 auf 2 komplex differenzierbar.
Wegen der Stetigkeit von 2L und (1.9) ist f’ stetig auf €.

Die Riickrichtung erglbt sich ebenfalls unmittelbar aus Aufgabe 1.5 und den Darstel-
lungen (1.9) und (1.10) der komplexen Ableitung. O

Wir werden spéter (in Satz(3.5) sehen, dafl bereits aus der komplexen Differenzierbar-
keit (ohne der zusétzlichen Voraussetzung der stetigen partiellen Differenzierbarkeit) von
f auf der offenen Menge €2 schon die Holomorphie von f auf Q2 folgt.

Die aus der reellen Analysis bekannten Rechenregeln fiir die Differentiation iibertragen
sich sinngemé&f auf den komplexen Fall. Wir zeigen hier nur die Kettenregel:

LEMMA 1.7. Sei f : Q@ — C eine auf einer offenen Menge 2 C C komplex differen-
zierbare Funktion.

(a) Ist Q1 C C offen und g : Q1 — C eine auf Q1 komplex differenzierbare Funktion
mit g(€21) C Q, so ist auch fog:Qy — C auf Qy komplex differenzierbar und es gilt

Vze: (fog)(z) = f(9(2))g'(2).
(b) Ist v : [a,b] — C differenzierbar mit vy([a,b]) C Q, so ist f o~y : [a,b] — C auf
[a,b] differenzierbar und es gilt fiir alle
Vi€ fa,b] 1 (fo)(t) = f(v(1)(1).

BEWEIS. (a) Aus der Kettenregel fiir die reelle Differenzierbarkeit folgt die reelle
Differenzierbarkeit von f o g auf €. Mit der Kettenregel fiir die komplexen Pompeiu—
Wirtinger—Ableitungen folgt

af o Jdf o 0
220 = 0 sowie 2229(5) = g 2.
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Mit (1.11) folgt hieraus die Behauptung.
(b) Aus der reellen Kettenregel folgt die Differenzierbarkeit von f o~ auf [a, b] sowie
(mit Hilfe von (1.9) und (1.10))

(Fo)® =5 GOV 0 + 5 ) T 0
= (1 (0)) (Re) (1) + 2" ((0) Iy (1)
=) (1)
fiir alle t € [a, b]. O

—_—~ o~

Es soll nun an den aus der Analysis bekannten Begriff des Wegintegrals erinnert wer-
den. Wir beschrianken uns dabei auf stiickweise stetig differenzierbare Wege (obwohl viele
der spéter bewiesenen Aussagen auch fiir allgemeinere rektifizierbare Wege giiltig bleiben).

DEFINITION 1.8. Sei €2 C C offen. Ein stetig differenzierbarer Weg in €0 ist eine
Abbildung v € C*(I,C) mit v(I) C Q. Hierbei sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall in
R. Eine stetige Abbildung v : I — Q heifit stickweise stetig differenzierbarer Weg in €2,
falls es eine Zerlegung 3={a=1t< t1 <o < t, = b} von I = [a,b] gibt, so dafl
'7|[J 1 ]GC ([] 1) ],(C) fir j=1,.

Stiickweise stetig differenzierbare Wege v : I = [a,b] — C sind insbesondere rektifi-
zierbar und es gilt fiir ihre Weglédnge:
b
~ [ Weat.

Das Wegintegral von f € C(y(I),C) lings ~y ist definiert durch

/f )dz —/ fly (1.12)

~ hat auch eine eindeutige Darstellung der Form v = 7, + i, mit stiickweise stetig
differenzierbaren reellwertigen Funktionen 71,72 : I — R, wobei 7, (t) = Rey(t), 12(t) =
Im~y(¢) fur alle t € I. Fir reellwertige stetige Funktionen u,v € C(y(/),R) definiert man
dann

b
/U(%y)dﬂvav(%y)dy 12/ (u(y()71(8) + v(y(E)72(t))dt - (1.13)

Die in (1.12) und (1.13) definierten Wegintegrale erster und zweiter Art sind un-
abhéngig von der speziellen Parametrisierung, d.h. fiir jede stetig differenzierbare, bijek-
tive Funktion ¢ : [¢,d] — [a,b] mit ¢(c) = a und ¢(d) = b gilt:

/f dz—/f )dz

[ uteyis + @y = [ utepde -+ ooy,
vy vop
Dies sieht man leicht mit Hilfe der Substitutionsregel fiir Riemann—Integrale.

Die durch (1.12) und (1.13)) definierten Abbildungen

und

f»—>/f(z)dz und (u,v)H/u(x,y)dx+v(x,y)dy
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sind linear und erfiillen folgende Abschétzungen:

/ f(2)d / @) - Ol < [l L) (1.14)

wobei || fl|,) = sup,e ) | f(2)| die Supremumsnorm von f auf y(I) sei, und

[ atete+uten] < [ eO1i6) + oo

< [t oo pow

QMMMIW%
Schreibt man f € C(y(I),C) in der Form f = u+dv mit u = Ref,v =Imf € C(y(I),R),
so hat man fiir den Integranden der rechten Seite von (1.12):
FO@) (@) = (uyO)7) = v(y()9(0) + i (w(y(£)1a(t) + vy ()7 (@) |
wobei die Terme in den Klammern reell sind. Geht man also in (1.12) zum Real- und
Imaginérteil iiber, so erhélt man:

Re/f dz—/ Re( £ (v(£)7/ (£))dt = Au(x,y)dx—v(m,y)dy .

Im / f(2)dz = / T (f (4 (6))/(£))dt = / o(z, y)de + ulz, y)dy

o

Héaufig will man endlich Summen und Differenzen von Wegintegralen iiber verschiedene
stiickweise stetig differenzierbare Wege bilden. Zu diesem Zweck fithren wir den Begriff
der Kette von stiickweise stetig differenzierbaren Wegen (kurz Wegkette oder Kette) ein:
Sind 71, . .., 7 stiickweise stetig differenzierbare Wege in einer offenen Menge 2 C C und
sind ny,...,n, € Z, so bilden wir die formale Summe

k
j=1

Einen Ausdruck der Form (1.17) nennt man ein Kette (eigentlich 1-Kette) in . Fiir
Funktionen f € C(2,C) und u,v € C(2,R) definiert man dann

/Ff(z)dz = inj /W f(2)dz (1.18)

k

/r u(z,y)dx + v(z,y)dy := Zn]/ u(z,y)dr + v(z,y)dy . (1.19)

7j=1

und

Zwei Ketten I' und T werden identifiziert (wir schreiben dann auch I' = T'), falls gilt:

Yu,v € C(Q,R) : /Fu(:c, y)dx +v(x,y)dy = ﬁu(m,y)dw +o(z,y)dy . (1.20)

T

Mit Hilfe von (1.16) sieht man: Stimmen zwei Ketten T' und " von stiickweise diffe-
renzierbaren Wegen im Sinne von (1.20) iiberein, so gilt auch

VfeC(Q,C): /f dz—/f (1.21)
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Umgekehrt folgt (1.20) auch leicht aus (1.21)).

Wir benétigen einige Aussagen iiber die Vertauschbarkeit von Grenzprozessen mit der
Integration.

Ist K C KY kompakt (mit K = R oder K = C und N € N), so ist C'(K,C) versehen
mit der Supremumsnorm

I [l = C(K, C) — [0, 00)
=l = ilellglf(xﬂ

bekanntlich ein Banachraum (also ein vollsténdiger normierter Raum). Eine lineare Ab-
bildung J : C(K,C) — C ist genau dann stetig, wenn

171 := sup{|J(f)]; f € C(K,C), || fllx <1} < o0
Es gilt dann
Vie CK,C): TN Iflx -

Im Rahmen dieser Vorlesung sind wir besonders interessiert an:

BEISPIEL 1.9. Sei I' = Z?Zl n;y; eine Kette von stiickweise differenzierbaren Wegen
v; * laj,b;] — C. Dann ist K := Spur(I') := Ule v;([aj, b;]), die Spur von I, als endliche
Vereinigung von kompakten Teilmengen von C kompakt. Durch

Jo(f) == /Ff(z)dz = an/‘f(z)dz fiir f € C(K,C)

wird eine lineare Abbildung Jr : C(K,C) — C erklart. Diese ist wegen

k
Ve CK,C): ()l < Z [ [ Lyl £l

stetig mit
k

1Jel < ) InlL(;) =: L(T) .

j=1

LEMMA 1.10. Sei K C KY kompakt, @ C RM offen und sei J : C(K,C) — C eine
stetige lineare Abbildung sowie f eine auf K x Q stetige komplexwertige Funktion. Dann
qgilt:

(a) Die durch y — f(-,y) definierte Abbildung von Q nach C(K,C) ist stetig. Also ist
auch die Funktion

H:Q—C mitH(y) = J(f(-,y)) firy e (1.22)
als Hintereinanderausfiihrung von stetigen Abbildungen wieder stetig. Insbesondere gilt

vyO € Jllrylo ‘](f(ay)) = J(f(v?JO)) :

(b) Ist f firalle j=1,...,M und alle (z,y) € K xQ in (x,y) partiell differenzierbar
beziiglich y und (x,y) g—;j(x,y) auf K x Q) stetig, so ist die Funktion H aus (1.22) stetig
partiell differenzierbar auf Q) und es gilt fir j=1,...,M:

oOH 0
Vy e Q: a—yj(y) =J <a—i(-,y)> :
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BeEwEIs. (a) Wir definieren h : Q@ — C(K,C) durch h(y) := f(-,y) fir alle y € Q
und haben zu beweisen, dafl i auf €2 stetig ist. Hierzu geniigt es, die Stetigkeit von h auf
allen kompakten Teilmengen A von €2 zu zeigen. Sei also A C 2 kompakt und sei € > 0
beliebig. Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f auf K x A gibt es dann ein § > 0 mit

V(z,y),(7,9) e KxA: |(z,y) = (2,9)| <6 = |f(z,y) — f(@,9)] <e
Fiir alle y, 5 € A mit |y — g| < ¢ folgt dann

1h(y) = h(@)lx = max|f(z.y) - f(z,9)| <e.

Damit ist gezeigt, dafl h auf A stetig ist.
(b) Sei y. € Q beliebig und sei p > 0 mit 4 := K,(y.) := {y € RM; |y —y.| < p} C Q.

Wegen g—;j € C(K x Q,C) gibt es wie im Beweis zu (a) zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0

ein 0 > 0, so daB fiir j =1,..., M gilt:

of 5
Vu,v e A Ju—w <5:>H U < .
| | aZ/J u) ayj( ) x  IJI+1
Sei F': K — C definiert durch
1 of
Yj
wobei e; der j-te Einheitsvektor in R sei, so erhalten wir fiir 0 # ¢ € (—4,0):
of
= (x,y. + ste X, Ys )ds
2l | / )= g o)
af af €
< ——(z,y, + ste;) — ——(x,y,)|ds < ———.
o 10y 7y 1] +1
Es folgt also
€
Flx <
und daher
1 af
T (H (ye +tey) — H(y.)) = J a—y(-,y*) =[J(E) < (I - [[Fll s
j
_ el
— I+
Also ist H in y, partiell differenzierbar nach v, ..., yy und es folgt fiir j =1,..., M:
0oH 1 af
—(ys) =lim—(H(ys +te;) — H(ys)) = J | =—(, ) | -
ayj@ )=ty 0+ 10) = 1100) = (5 ))
Die Stetigkeit von $— folgt nun durch Anwendung von Teil (a) auf statt f. U
BEMERKUNGEN 1.11. (a) Ist in der Situation von Lemma [1.10) die Funktion f beziig-
lich der Variablen vyy,...,yy k mal partiell differenzierbar und ist fiir alle Multiindizes
a=(ag,...,ay) € NY¥ mit |a| :=a; + -+ + ay < k die Funktion 8 f . Wﬁ‘% auf

K x Q stetig, so ist (wie man mit Hilfe von [1.10/ (b) durch vollstandlge Induktion nach k
zeigt) die Funktion H aus Lemma [1.10 ebenfalls k£ mal stetig partiell differenzierbar auf
Q und es gilt fiir alle y € Q und alle @ € N} mit |o| < k:

O J(f(,y)) i
oy~ J(f?y S y)) '
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(b) Ist speziell M = 2, ist  eine offene Teilmenge von C = R? und erfiillt f : K xQ —
C die Voraussetzungen zu [1.10 (b) sowie %(w, z) =0 auf K x Q, so daB also z — f(z, 2)
fiir alle z € K eine auf 2 holomorphe Funktion ist, so ist auch die Funktion z — J(f(:, 2))
auf 2 holomorph und man hat
dJ(f(,2)) of
U VA i B '
dz 82( 2
Dies folgt mit Hilfe von [1.10 (b) und (1.9) — (1.11).
Mit Hilfe von [1.10 und 1.11 erhalten wir nun die

FOLGERUNG 1.12. Sei I' eine Kette von stiickweise stetig differenzierbaren Wegen in
C und sei f € C(Spur(l"),C). Fir alle n € Ny definieren wir Funktionen h,, : Spur(I') x
(C\ Spur(I)) — C durch

hn(z,w) = % fiir z € Spur(l") und w € C\ Spur(")
sowie F, : C\ Spur(I') — C durch
Fo(w) = n_‘ Ldz = i hp(z,w)dz
270 Jp (z — w)ntt 27 Jp

fiir w e C\ Spur(T'). Dann ist F,, auf C\ Spur(I') holomorph und fiir alle n € Ny gilt
F! =F,1 auf C\ Spur(T).
BEWEIS. Nach Beispiel 1.9 ist die durch

J(g) = % /Fg(z)dz fir g € C(Spur(T"), C)

definierte Abbildung J : C'(Spur(I'),C) — C linear und stetig mit

L(T)
JI| < —.
1< 2
Fiir alle z € Spur(I') ist die Funktion w — —— nach Lemma 1.3/ (und dessen Beweis) auf

C\ Spur(I") holomorph. Also sind (nach Lemma[1.2) auch die Funktionen w +— h,(z, w) =
n!f(2)

(z—w)nt+1

dort holomorph. Durch vollstdndige Induktion sieht man

%}Z (z,w) = hpt1(z,w) fiir alle z € Spur(I'),w € C\ Spur(T").

Nach Lemma 1.10 und Bemerkung [1.11/ (b) ist also F,, € O(C \ Spur(I')) und es gilt fiir
alle w € C\ Spur(T")

, OF, Oh,,
Fifw) = Gt (w) = 7 (G2600) = T G 0) = Favalw)
und somit die Behauptung. U

Wir zeigen nun zunéchst die reelle Fassung des Greenschen Integralsatzes, wobei wir
uns der Einfachheit halber auf einen fiir uns ausreichenden Spezialfall beschrianken und
definieren zu diesem Zweck:

DEFINITION 1.13. Eine kompakte Menge E C R? heile Greenscher Elementarbereich,
falls es Intervalle [a,b], [c,d] und stetige Funktionen ¢1, ¢y : [a,b] — R sowie ¢y, 1y :
[c,d] — R gibt mit ¢ < g auf (a,b), 11 < 1y auf (¢, d) und

E={(z,y) eR* a <z <bpi(r) <y < pox)}
—{(z,y) e R% ¢ <y < d,n(y) <z < a(y)}
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" N

a b
ABBILDUNG 1. Ein Greenscher Elementarbereich

Hierbei wollen wir fiir die Funktionen ¢, s, 11, 105 stiickweise stetige Differenzierbarkeit
auf den offenen Intervallen (a,b) bzw. (c,d) voraussetzen, d.h. es gebe eine Zerlegung
I3={a=ty <t < - <t, =">b} von [a,b] mit v;|@pnpe_t] € C((a,b) N [tx_1, k], R)
fir j=1,2und k =1,...,n (analog fiir ¢y, ¥s).

Der Rand OF eines solchen Greenschen Elementarbereiches £ kann dann so stiickweise
stetig parametrisiert werden, dafl er einmal im mathematischen Drehsinn umlaufen wird.
Mit den Bezeichnungen von Definition [1.13 {iberlegt man sich, dafl zwei Parametrisierun-
genI', = Z?Zl Ve, und Iy, = Z?Zl Yy.j gegeben sind durch

Yo (t) :==(t, p1(t)) fira <t <0,

7%2(75) ::(ba t) fiir Qol(b) S t S 902(b> )

Yo3(t) :=(b—t,pa(b—1t)) fir0<t<b-—a,

Youa(t) :=(a, p2(a) — 1) fiir 0 <t < pa(a) — pi(a),
sowie

Y1 (t) = =(12(t), 1) firc<t<d,

bi(d—1t),d—1) fir0<t<d—c,

Yap 4 t) I:<t, C) fir wl(C) S t S wz(c> .
Weiter tiberlegt man sich, daf8 (auch in dem Fall, dal eine oder mehrere der Funktionen
©j, ¥, in den Randpunkten senkrechte Tangenten besitzen) fiir alle stetigen Funktionen
u,v € C(OE,R) gilt

/r u(z,y)dx + v(z,y)dy :/ uw(z,y)dxr +v(z,y)dy.

Ly

(t) == (ta(

Vo2(t) :=(2(d) —t,d) fiir 0 < ¢ < 4ho(d) — ¥(d),
(t) =¥ (
(

In dem Spezialfall, da8 eine oder mehrere der Funktionen ¢;, 1, in Randpunkten senkrech-
te Tangenten besitzen, zeigt eine kleine Zusatzbetrachtung, daf§ die Integrale auch dann
noch Sinn machen und {ibereinstimmen. Wir identifizieren daher die beiden Wegketten,
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bezeichnen sie mit 0, F und nennen sie den positiv orientierten Rand von E. Mit diesen
Definitionen und Bezeichnungen gilt nun:

SATZ 1.14 (Satz von Green). Sei E ein Greenscher Elementarbereich und seien u,v €
C(E,R) auf int(E) stetig partiell differenzierbare Funktionen, deren partielle Ableitungen
1. Ordnung stetig auf E fortsetzbar sind. Dann gilt

// y(i’f yy)de dy = /8+E u(x,y)dr +v(z, y)dy .

BEwEIS. Wir berechnen zunéchst:
// (z,y)dx dy = // xydyda:
8 e1(z)
= [ e o) — e )
bra d(b—1t) b dt
= — u(y,3(t dt — /uy,t—dt
|t = [uam)f

:—/ u(:v,y)dx—/ u(z,y)dx
Ye,1 Ye,3
:—/ u(z,y)dx,

Ly

da die Ableitungen der ersten Komponenten von 7,5 und 7, 4 verschwinden. Wir erhalten

also
ou
// —(x,y)dxdy:—/ w(w,y)d (1.23)
g 0y OLE

O d pia(y) v
//E%(m,y)dﬂfdy—/c /1@) %(x,y)dwdy

= / v(z,y)dy
LB

Subtraktion der Gleichung (1.23) von (1.24) ergibt die Behauptung. O

Analog zeigt man

(1.24)

Der Satz von Green gilt auch fiir allgemeinere Bereiche. Wir definieren hierzu:

DEFINITION 1.15. Eine kompakte Teilmenge E des R? heifle Greenscher Bereich, falls
E sich zerlegen 148t in endlich viele Elementarbereiche, d.h. E = U?:1 E; mit Green-
schen Elementarbereichen E, ..., E,, so daf intE; NintEy, = 0 fir j # k, j,k=1,...,n
Der positiv orientierte Rand 0, F ist dann die Wegkette aller positiv orientierten Rénder
0, FE1,...,0,F,, wobei die im Inneren von F verlaufenden Wegstrecken weggelassen wer-
den, da sich die Wegintegrale hieriiber aufheben.

Mit Hilfe dieser Bezeichnung erhalten wir aus Satz 1.14

FOLGERUNG 1.16 (Satz von Green). Sei E C R? ein Greenscher Bereich. Dann gilt fiir
alle u,v € C(E,R), die auf int(E) stetig partiell differenzierbar sind und deren partielle
Ableitungen 1. Ordnung sich stetz’g auf E fortsetzbar lassen:

// y(x ,y)dx dy —/ w(z,y)dz + vz, y)dy .

O E
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ABBILDUNG 2. Ein Greenscher Bereich

Fiir eine noch allgemeinere Fassung des Greenschen Satzes sei auf das Buch von Apo-
stol [4], Chapter 10, verwiesen.

Die folgende komplexe Variante des Greenschen Satzes wird Grundlage der weiteren
Theorie der holomorphen Funktionen sein.

SATZ 1.17 (Komplexe Fassung des Satzes von Green). Sei E C C = R? ein Greenscher
Bereich. Dann gilt fir alle Funktionen f € C(E,C), die auf int(E) stetig partiell diffe-
renzierbar sind und deren partielle Ableitungen 1. Ordnung sich stetig auf E fortsetzbar
lassen:

20 //E%(z)dx dy = . f(z)dz. (1.25)

BEWwWEIS. Mit u(z,y) = Ref(z),v(z,y) = Imf(2) fir z =z + iy € F (x,y € R) gilt
fiir jeden stiickweise stetig differenzierbaren Weg « : [a,b] — C mit v([a,b]) C E unter
Verwendung von (1.16):

/f(z)dz = /u(:v,y)dx —v(z,y)dy + i/v(a:, y)dx + u(z,y)dy . (1.26)

v Y
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Geht man nun auf der linken Seite von (1.25) zum Realteil {iber, so erhilt man unter
Verwendung von Folgerung [1.16 und (1.26))

e (3 [ 2 oaer) - //Re(ax 2510

ou
(x,y) - a—y(x,y)dﬂs dy

=/ u(z,y)dr — v(z,y)dy
OLE

~ e B i)

Ebenso rechnet man nach, daf fiir den Imaginérteil der linken Seite von (1.25) gilt:

Im (22 / 2)dz dy) _ Im( y f(z)dz)

und erhilt so die Behauptung. 0J

Als wichtige Folgerung erhalten wir eine erste Fassung des Cauchyschen Integralsatzes:

SATz 1.18 (Integralsatz von Cauchy). Sei E C C ein Greenscher Bereich und sei
f: E — C eine auf E stetige und auf int(E) holomorphe Funktion, fir die f' stetig auf
E fortsetzbar ist. Dann gilt:

f(2)dz=0.
04 E
BEWEIS. Wegen
o 00 _10f
or  idy
(vergl. (1.9) und (1.10)) sieht man, daf die partiellen Ableitungen von f stetige Fortset-
zungen auf E haben. Mit Satz [1.17 folgt wegen 3 8f = 0 die Behauptung. U

Zur Herleitung einer allgemeinen Integralformel fiir stetig differenzierbare Funktionen
auf Greenschen Bereichen benétigen wir einige Hilfsaussagen. Fiir alle w € C und r > 0
bezeichne D(w,r) die offene Kreisscheibe um w mit Radius r.

LEMMA 1.19. Fiir allew € C, n € Z und r > 0 gilt:
1 1 firn=-1
— (z —w)'dz = ﬁfr "
210 Jo, D(w,r) 0 firn+#—1.
BEWEIS. Wir parametrisieren 0, D(w,r) durch v : [0,1] — C mit v(¢) = w +
rexp(i2nt) fiir t € [0, 1]. Es folgt
1 I

- —w)"dz =— " 2mnat)2me 2mat)dt
57 6+D(w,r)(z w)"dz 2mi /. r" exp(2mnit)2mir exp(2mit)

1 .. _
:r”“/ exp(2m(n + 1)it)dt = {1 fiir n = —1
0

0 firn#—1.

LEMMA 1.20. Sei f € C(D(w, R),C) fir einw € C, R > 0. Dann gilt:

lim—/ /() “——dz = f(w).
N0 277 8+D(wr)z—w
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BEwEIs. Fiir 0 < r < R gilt unter Verwendung von Lemma 1.19 und der Stetigkeit
von f mit der gleichen Parametrisierung wie im Beweis zu Lemma 1.19:

1 1 1
‘—/ &) dz = f(w)| = —/ JG) 4, _ —f(w,)/ -
271 Jo, Dwyr) 2 — W 2710 Jo, Dy 2 — W 210 Jo, D) 2 — W

f w + rexp(2mit)) — f(w)
r exp(2mit)

27T

2mir exp(?wit)dt'

g/ f(w + 7 exp(2it)) — f(w)|dt — 0 fiir r — 0
0

Damit folgt die Behauptung. O

LEMMA 1.21. Seiw € C, R > 0 und sei h eine auf D(w, R) stetige Funktion. Dann
1st die Funktion

2 g(z2) =

auf D(w, R) Lebesgue-integrierbar und es gilt:

[

BewEIs. Wir fithren Polarkoordinaten um w ein: Die Abbildung ® : (0, R) x (0, 27) —
D(w,R) \ {z; x € [0,R)} mit ®(r,¢) = w + rexp(ip) ist ein Diffeomorphismus mit
|det Jo (7, )| = r. Die Funktion g ist also nach dem Transformationssatz genau dann auf
D(w, R) beziiglich des ebenen Lebesgemafies integrierbar, wenn die Funktion

(r,0) = g(@(r, p))r = h(P(r, p)) exp(—i¢p)

auf (0, R) x (0,27) Lebesgue—integrierbar ist. Da dies aus Stetigkeitsgriinden der Fall ist,
erhalten wir:

da:dy’ < 27 R|[|h|| 5 my

2 27r
// z)dx dy‘ ©))rdp dr ©)) exp(—ip)dp dr
(w,R)
Damit ist die behauptete Ungleichung bewiesen. U

Nun koénnen wir die angekiindigte Integralformel beweisen:

SaTz 1.22 (Cauchy-Stokes—Integralformel von Pompeiu). Sei E C C ein Greenscher
Bereich. Ist f € C(E,C) auf int(E) stetig partiell differenzierbar und sind die partiellen
Ableitungen von f stetig auf E fortsetzbar, so gilt fir alle w € int(E):

f(w):%/aﬂ fozl)udz—%//]ﬂg—ﬁ(z)z_lw vdy. (1.27)

BEWEIS. Sei w € int(E) beliebig und sei € > 0 mit D(w,e) C int(E). Wir setzen zur

Abkiirzung
1 af 1 1 of 1
—;//Ea(z)z_w I, '_ﬂ—//D(w,a) 82(Z)Z—wdxdy'

Zu e gibt es eine Funktion ¢ € C'(C,R) mit ¢(C) C [0,1],¢(z) = 1 fiir |z — w| > /2
und ¢(z) = 0 fir |z — w| < £/4. Unter Verwendung der komplexen Form des Greenschen
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Satzes erhalten wir:

. // !
E\D(w,e) 32 ZF—w
1 fe) 1 _1// A(fy) 1
77// 0z (z)z_wdxdy s (w 0z (Z)z—wdxdy

€)
=kt / 82 z—gpz(uz d dy — //we) 0z z—gpfuZ)>dxdy
gk [ G, L 0,

2 Jo, g 2 W z—w

Nach Wahl von ¢ ist ¢ = 1 auf OFE U 9D (w, ¢) und es folgt;

K /() e,

2T Jo, D(we) 2 — W 2m Jo, p 2 — W

Da fiir ¢ — 0 die linke Seite dieser Gleichung nach Lemma [1.20 gegen f(w) und I. (nach
Lemma [1.21) gegen 0 konvergiert, erhalten wir die Cauchy—Stokes—Formel (1.27). OJ

Ubungsaufgaben zu Kapitel 1.

AUFGABE 1.1. Fiir diejenigen unter IThnen, denen die komplexe Exponentialfunktion
exp : C — C noch nicht bekannt ist, definieren wir diese durch

exp(z) := e”(cos(y) + isin(y)),
fiir alle z = x + iy € C mit x,y € R. Zeigen Sie:
(a) exp(z + w) = exp(z) exp(w) fur alle z,w € C.
(b) Die Funktion exp ist auf C holomorph und es gilt exp’ = exp auf C.
(c) Jedes z € C\ {0} hat eine eindeutige Darstellung der Form z = rexp(ip) mit
r > 0und 0 < ¢ < 27. Man nennt ¢ dann das Argument von z und schreibt

Arg(z) = .

AUFGABE 1.2. Sei U C C offen und seien f,g: U — C zwei in einem Punkt zy reell
differenzierbare Funktionen. Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln:

) af 0 of
@ GoGn) = GG wd 2o) = o
a(f9) 0g of

(b) Z5 % (z0) = £(20) 52 (20) + S (20)g(20);

(c) ist V' C C offen, ist f(z) € V, und ist h: V — C in f(zg) reell differenzierbar,
so gilt

ohof), . oh of oh oF
P (20) = E(f(zo))g(zo) + g(f(zo))a(zo)‘

Wie lauten die zu (b) und (c) analogen Rechenregeln fiir die partielle Ableitung nach z7

AUFGABE 1.3. Bestimmen Sie g—ﬁ und % fiir folgende Funktionen f : C — C:
(a) f(z):=z"z" (n,m € Np);
(b) f(z) =21 —[2[°);
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AUFGABE 1.4. Zeigen Sie, da} die durch
z+ 1>

f:C\ {1} - C, z|—>exp<z_1

definierte Funktion f auf C\ {1} holomorph ist. Geben Sie fiir alle ¢ > 0 die geometrische
Beschreibung der Hohenlinien

Hy(c) :={z € C; |f(2)| = c}

an und zeigen Sie, daf} f(D) = D\ {0} und f(T \ {1}) = T gilt. Hierbei bezeichne
D := {z € C; |2| < 1} die offene Einheitskreisscheibe und T := {z € C; |z| = 1} deren
Rand.

AUFGABE 1.5. Sei U C C offen, sei zy € U, und sei f: U — C eine Funktion. Zeigen
Sie:
(a) f ist genau dann reell differenzierbar in 2y, wenn «, 3 € C existieren mit
f(zo +h) = f(z) + ah + Bh + o(h) fiir h — 0;
in diesem Fall sind o und (8 eindeutig bestimmt, und es gilt

Q= Z_J;(Zo) und f= %(Zo)-

(b) f ist genau dann komplex differenzierbar in zp, wenn f in zy reell differenzierbar
ist und %(zo) =0 gilt.
(c) Es gibt eine iiberall reell, aber nirgends komplex differenzierbare Funktion f :

C — C.

AUFGABE 1.6. (a) Sei S:={z=re¥ € C;r > 0,0 < ¢ < a}, wobei a € [0,27).
Sei f: S — C eine stetige Funktion, fiir die der Grenzwert L := lim .~ zf(2) existiert.
z€S

Zeigen Sie
lim [ f(2)dz =iaL,
wobei 7, (@) 1= rexp(iyp) fir 0 < ¢ < a.

(b) Sei f eine auf der oberen Halbebene H := {z € C; Im(z) > 0} stetige Funktion, fiir
die lim:1~ zf(z) = 0 gilt. Zeigen Sie, dafl dann fiir jedes s > 0 gilt
z€H

lim/ exp(isz)f(z)dz =0,
r—oo ).

wobei 7, der im positiven Sinne durchlaufene Halbkreisbogen {z € C;Im(z) > 0, |z| =1}
sel.

AUFGABE 1.7. Sei v der Weg, der den Rand des Gebietes
G:={2z€C;1<]z] <2,Im(z) > 0}

im positiven Sinn durchléuft. Berechnen Sie fiir alle n € N das Integral / c i
ZTL
v

AUFGABE 1.8. Sei 2 C C offen. Eine Funktion f : @ — C heifit auf Q0 harmonisch,
falls Af = 0 auf Q2 gilt. Zeigen Sie

(a) Ist f € C*(Q,C) auf Q holomorph, so sind die Funktionen f, Ref und Imf auf
(2 harmonisch.

(b) Die Funktion f : C\ {0} — C, z + log(|z]) ist auf C\ {0} harmonisch.
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AUFGABE 1.9. Verifizieren Sie den Satz von Green fiir das Integral
/(2xy — 2%)dx + (z + y*)dy,
v

wobei v der im positiven Sinne durchlaufene Rand des in [0, 1] x [0, 1] enthaltenen Gebietes
ist, welches zwischen den Kurven y = 2% und 3? = z liegt.

AUFGABE 1.10. Sei 2 C C offen und K C Q kompakt. Zeigen Sie, dafl es einen
Greenschen Bereich E C Q gibt mit K C int(E).
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, da3 die Vereinigung von endlich vielen achsenparallelen
Rechtecken ein Greenscher Bereich ist.

AUFGABE 1.11. (a) Berechnen Sie das Integral

/ (8% + 32)dz

v

wobei vy den Rand von E := {z + iy | T3 +ys < ag} (a > 0) im positiven Sinn
durchlauft.

(b) Zeigen Sie: Ist E ein Greenscher Bereich, so ist die Fliche A(E) von E gegeben
durch

A(E) = /8 Lz

+E 2
AUFGABE 1.12. Berechnen Sie das Integral

/(Zy + 2%)dx + (32 — y)dy,

”
wobei v ist definiert durch

(a) v:={2t+i(t*+3) |t €[0,1]}.
(b) v :=[3i,2 + 3i] + [2 + 34,2 + 44].

AUFGABE 1.13. Fiir R > 1 seien
ne(t):=t (te[-R,R]) und  ypp(t):=Re™ (te0,7]).

(a) Skizzieren Sie g := y1,r + Y2,r und berechnen Sie

1
/ 2dz.
7R1—1—2

(b) Berechnen Sie mit Hilfe von Teil (a) und Aufgabe 1.6/ das uneigentliche Integral

< 1
| e
U




KAPITEL 2

Grundlegende Eigenschaften holomorpher Funktionen

Aus der Cauchy—Stokes—Integralformel erhalten wir nun zwei niitzliche Integraldar-
stellungsformeln fiir holomorphe Funktionen.

Satz 2.1. Sei Q C C offen und w € Q beliebig. Sei o € C*(Q2) mit p(z) =1 in einer
Umgebung von w und ¢ = 0 auferhalb einer kompakten Umgebung K C €2 von w. Dann
gilt fiir alle f € O(Q):

f(w) = ;//gf(d%(z)z_lwdxdy.

BEwEIs. Wir setzen die Funktion z +— ¢(2)f(z) auBerhalb von K durch 0 zu einer
auf ganz C einmal stetig differenzierbaren Funktion fort, wenden auf diese Fortsetzung
und eine hinreichend grofie abgeschlossene Kreisscheibe F mit K C int(F) die Cauchy—
Stokes—Integralformel an und beachten schliellich noch die Produktregel fiir die Pompeiu—

Wirtinger—Ableitung und % = (0 auf Q2. U

Auch die folgende erste Fassung der Cauchyschen Integralformel ergibt sich unmittel-
bar aus Satz 1.22l

SaTz 2.2 (Cauchysche Integralformel). Sei E C C ein Greenscher Bereich und sei f
eine auf E stetige und auf int(E) holomorphe Funktion, deren komplexe Ableitung stetig
auf E fortsetzbar ist. Dann gilt fir alle w € int(E):

flw) = L/a Mdz. (2.1)

2mi BZ—W

Mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel und Folgerung 1.12 zeigen wir nun:

SaTz 2.3 (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel). Sei E C C ein Greenscher
Bereich und sei f eine auf E stetige und auf int(E) holomorphe Funktion, deren komplexe
Ableitung stetig auf E fortsetzbar ist. Dann gilt:

(a) f ist auf int(E) unendlich oft stetig partiell komplex differenzierbar.
(b) Fiir alle w € int(E) und alle n € Ny gilt:

) = =g [ Lo, 22)

(c) Fiir jede kompakte Teilmenge K von int(E) und alle n € Ny gilt die Abschitzung

nLOE) g
2 - dist(K, 9E)n+1 ' 10E

wobei dist(K, OF) := inf{|C —n|; ( € K,n € OFE} der euklidische Abstand von K
zum Rand von E ist.

17 < (2.3)

27
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BEWEIS. (a) und (b) folgen unmittelbar aus der Cauchyschen Integralformel (2.1) und
Folgerung 1.12. Aus der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel (2.2) erhélt man
fiir alle w € K:

" n! e
| £ (w)| SgL(aE) 1fllop sup [z —w|"!
z€0F
nLOE) g
= 2m - dist (K, 9F)n+1 Y NOE

wodurch man durch Ubergang zum Supremum beziiglich w € K die Abschitzung (2.3)
erhélt. ]

FOLGERUNG 2.4. Sei Q@ C C offen. Dann ist O(Q) C C*(Q,C) und jede auf 2
holomorphe Funktion ist auf ) beliebig oft stetig komplex differenzierbar.

BEWEIS. Sei f € O(Q2) und w € Q beliebig. Wir wihlen ein € > 0 mit D(w,e) C 2.
Nach Satz 2.3 (angewendet auf E := D(w,¢)) ist f auf D(w, ¢) beliebig oft stetig partiell
und komplex differenzierbar. ]

DEFINITION 2.5. Sei 2 C C offen und f € C(Q2,C). Eine Funktion F' : 2 — C heifit
(komplexe) Stammfunktion zu f auf Q, falls F' auf Q komplex differenzierbar ist und
F'= f auf Q gilt.

FOLGERUNG 2.6. Ist f : Q — C eine auf einer offenen Menge Q) C C stetige Funktion,
die auf ) eine Stammfunktion F' besitzt, so ist f schon auf 2 holomorph.

BEWEIS. Da jede auf €2 komplex differenzierbare Funktion insbesondere stetig ist, und
wegen der Stetigkeit von F’ = f auf Q folgt f € O(2) nach Folgerung 2.4. O

Anders als im reellen Fall besitzt also nicht jede stetige Funktion eine komplexe
Stammfunktion. Wir werden im néchsten Kapitel zeigen, dafl jede holomorphe Funkti-
on auf einer offenen Menge ) lokal (also in einer Umgebung eines jeden Punktes aus )
eine komplexe Stammfunktion besitzt.

Mit Hilfe der Abschétzungen in Satz 2.3 zeigen wir nun:

SATZ 2.7 (Satz von Liouville). Ist f eine auf ganz C holomorphe und beschrdnkte
Funktion, so ist f schon konstant.

BeEWEIS. Nach Voraussetzung ist M := sup,.¢|f(2)| < 00. Sei w € C beliebig. Mit

n=1, K :={w} und E := D(w,r) folgt aus (2.3) in Satz 2.3

L(OD
|f(w)] < MM:—%O fiir r — co.
27r? r
Also ist f’ = 0 und daher auch % =0, % = 0 (nach (1.9), (1.10)) auf C. Also muf f auf
C = R? konstant sein. O

DEFINITION 2.8. Eine auf ganz C holomorphe Funktion nennt man auch eine ganze
Funktion.

Mit Hilfe des Satzes von Liouville erhalten wir nun einen schonen Beweis des Funda-
mentalsatzes der Algebra:

SATZ 2.9 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom p € C[Z] mit komplexen
Koeffizienten vom Grad > 1 hat wenigstens eine komplexe Nullstelle.
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BEWEIS. Sei p ein Polynom in z vom Grad n > 1 mit Koeffizienten in C, also

p(z) = Zakzk (z € C)
k=0

mit ag, ay,...,a, € C, a, # 0. Wir fithren den Beweis indirekt
Annahme: p hat keine Nullstelle in C. Dann ist die Funktion f := 1/p nach Lemma(1.3
(b) eine ganze Funktion. Wegen

n—1
n Ak k—n
p(2)] = fanl - |27 1+ 37 24 | = o
k=0

n
—0

fir |z| — oo folgt f(z) — 0 fiir |2| — oo. Es gibt daher ein r > 0, so daB fiir alle z € C

mit |z| > r gilt |f(2)] < 1. Wegen der Stetigkeit von f auf D(0,r) folgt
sup | f(2)] < max {1, llfn|g><|f(2)|} <oo0.
zeC Z|=r

Nach dem Satz von Liouville muf f also auf C konstant sein im Widerspruch zu Grad(p) >
1. Die Annahme war also falsch und es folgt die Behauptung. U

BEMERKUNG 2.10. Mit dem Euklidischen Algorithmus und dem Fundamentalsatz der
Algebra folgt, daf§ sich jedes Polynom vom Grad n > 1 in ein Produkt von n Linearfak-
toren zerlegen laft.

DEFINITION 2.11. Sei © C C offen und zy € Q. Ist f € O(Q\ {20}), so nennen wir
2o eine isolierte Singularitat von f. Diese heit hebbar, falls eine Funktion F' € O(Q)
existiert mit f(z) = F(2) fiir alle z € Q \ {20}.

SATz 2.12 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei 2 C C offen, zp € Q und f € O(Q\

{z0}). Genau dann ist zy eine hebbare Singularitit von f, wenn es einr > 0 mit D(zo,r) C

Q gibt, so daf

sup | f(2)] < 0.
0<|z—z0|<T
BEWEIS. = Ist z; eine hebbare Singularitdt von f, so gibt es eine Funktion F' €
O(Q) mit f = Flo\z3- Ist 7 > 0 mit D(z,7) C €, so folgt wegen der Stetigkeit von F
auf D(zg,7):

sup  |f(2)[ < sup [F(z)] < o0.

0<|z—20|<r |z—z0|<r

<=: Sei nun ein r > 0 gegeben mit D(z,r) C 2 und gelte

M := sup |f(z)| <00
0<|z—z0|<r
Wir definieren
f(Z) ﬁiI‘ZEQ\D(ZOaT)
= 1
F(z): _/ f(w) dw fir z € D(z,r)
20 Jo, Dzory W — 2

und zeigen F' € O(Q) sowie F(z) = f(z) fir alle z € Q\ {z}. Sei z9g # z € D(z,7)
beliebig. Fiir 0 < € < |z — 2o ist Ee := D(zo,7) \ D(20,¢) ein Greenscher Bereich und wir
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erhalten aus der Cauchyschen Integralformel (Satz 2.2):

10 =g [ I

2mi Jo, g W — 2

1 1
L gy, L S,
211 0. D(z0r) W — 2 211 0. D(20,e) W — 2

177 f(20 + e explip))
21 Jo 2o +eexp(ip) — 2

—F(2) -

ic exp(ip)dy .
Hieraus folgt durch Abschéitzung des Integrals auf der rechten Seite:
|F(2) = f(2)|

€
<
~ dist(z, D(20,¢))

fir e — 0 (wegen dist(z, D(29,€)) — |z — 20|). Also folgt F' = f auf Q\ {z}. Insbesondere
ist F' dort auch holomorph. Nach Folgerung [1.12 ist F' auch auf D(zg,r) holomorph und
es folgt F' € O(R). Also ist zy eine hebbare Singularitéit von f. O

M—0

Eine weitere interessante Eigenschaft der holomorphen Funktionen ist die Mittelwer-
teigenschaft:

DEFINITION 2.13. Wir sagen: Eine auf einer offenen Menge €2 C C stetige komplex—
wertige Funktion f hat die Mittelwerteigenschaft auf 2, falls fiir alle w € 2 und alle r > 0
mit D(w,r) C Q gilt:

fw) = 5- [ flw+resip)d. (2.4

SATz 2.14. Sei f eine auf einer offenen Menge Q@ C C holomorphe Funktion. Dann
haben f, f,Re(f), und Im(f) die Mittelwerteigenschaft.

BEWEIS. Seien also w € Q und r > 0 mit D(w,r) C Q beliebig. Aus der Cauchyschen
Integralformel folgt:

1 f(2) [ _
= dz = — d
fw =g | =g [ et
wobei wir 04 D(w, r) parametrisiert haben durch v : [0, 2] — C mit () := w+7r exp(ip)
fiir 0 < ¢ < 27. Also hat f die Mittelwerteigenschaft. Geht, man in (2.4) zum konjugiert—
komplexen bzw. zum Real- bzw. zum Imaginérteil iiber, so erhélt man die verbleibenden
Behauptungen. 0

SaTz 2.15 (Lokale Form des Maximumprinzips). Sei f eine auf einer offenen Menge
Q) C C stetige C—wertige Funktion, die auf ) die Mittelwerteigenschaft habe. Besitzt | f| in
einem Punkt w € Q eine lokale Mazimumsstelle (d.h. es gibt eine > 0 mit |f(z)] < |f(w)]
fiir alle z € D(w,€)), so ist f schon in einer Umgebung von w konstant.

BEWEIS. Sei w € Q) eine Maximumsstelle von |f|. Im Fall f(w) = 0 ist die Aussage
trivial. Sei nun f(w) # 0. Indem wir notfalls statt f die Funktion z — f(z)/f(w) betrach-
ten, konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit f(w) = 1 annehmen. Da w eine

Maximumsstelle von |f] ist, gibt es ein R > 0 mit D(w, R) C Q und [f(2)| < [f(w)] =1
fir alle z € D(w, R). Fiir 0 < r < R setzen wir

M(r):= sup |f(w+rexp(ip))] <1=f(w).

0<p<2r
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Da f auf 2 die Mittelwerteigenschaft besitzt, gilt fiir 0 < r < R:

M) £ 1= fw) =5 [ Flw-sresaliods

=Re <i K flw+r exp(iw))dw)

2m Jo
1 2m

=5 | Re(f(w + rexp(ig)))dy

<M(r).
Hiermit folgt
1

0=(w) - - / "Re(f(w + rexpliv))dy

1 21

=or | ()~ Re(f(w + rexplic)) dy.

Wegen f(w) — Re(f(w + rexp(ip))) > 0 fir 0 < r < R ist dies nur moglich, wenn
Re(f(w + rexp(ip))) = f(w) =1 fir alle r < R, ¢ € [0, 27]. Aus
1=f(w)> = M(r)* > |f(w+rexp(ip)|?
=Re(f(w +rexp(ip)))” + Im(f(w + rexp(ip)))*
=1+ Im(f(w + rexp(ip)))*

folgt auch Im( f(w+rexp(ip))) = 0 fiir aller < R, ¢ € [0,27], d.h.es gilt f(z) = f(w) =1
fiir alle z € D(w, R). O

Auf beschriankten Gebieten gilt auch eine globale Form des Maximumprinzips:

SATZ 2.16 (_Globale Form des Maximumprinzips). Sei G C C ein beschrinktes Gebiet
und sei f € C(G,C) eine Funktion, die auf G die Mittelwerteigenschaft besitze. Dann gilt:

Vwe G |fw)] < | fllac = max|/(2)]. (2.5)

Gibt es ein w € G mit | f(w)| = || fllag, so ist f schon auf G konstant.

BEWEIS. Wegen 0G C G ist ||f|loc < ||f|lg- Da G kompakt ist gibt es ein w € G mit

()] = [Ifllg- Sei mun
A:={ze€G; [f(z)| = |f(w)l}.

Wegen der Stetigkeit von f ist A abgeschlossen in (G, d|. ’ O G) und nach der lokalen Form
des Maximumprinzips aber auch offen. Da G zusammenhingend ist, mufl A = () oder A =
G gelten. Im letzteren Fall ist mit festem zy € G die Menge B := {z € G; f(z) = f(20)}
nach der lokalen Form des Maximumprinzips offen, nicht leer und wegen der Stetigkeit
von [ auch abgeschlossen in (G, d,,| axe)- Alsoist B = G und daher f auf G (und damit
auch auf G) konstant. Ist A = () so ist w € G eine Randmaximumsstelle. Damit folgen
die Behauptungen. O

BEMERKUNG 2.17. Die Voraussetzungen der Beschrénktheit von G und der Stetigkeit
von f auf GG sind beide notwendig (wie Aufgabe 2.15 zeigt).

Eine wichtige Anwendung des Maximumprinzips ist das folgende Schwarzsche Lemma.
Wie meistens werden wir mit D die offene Einheitskreisscheibe bezeichnen. Wir schreiben
fir deren Rand auch T := 0D := {z € C; |z| = 1}.
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LEMMA 2.18 (von H. A. Schwarz). Sei f € O(D) mit f(D) C D und f(0) = 0. Dann
gilt
|f(2)] < |2| fiir alle z € D und |f(0)] < 1.
Ist |f(2)] = |#]| fir ein z € D\{0} oder |f'(0)| =1, so ist f eine Drehung, d.h. es existiert
ein ¢ € R mit f(z) = exp(ip)z fir alle z € D.

BEWwEIS. Die Funktion g : D — C mit

& fir0#2¢€D
g(z) =4 =z
f(0) firz=0

ist nach Lemma 1.2/ und Lemma 1.3/ auf D \ {0} holomorph und wegen der komplexen
Differenzierbarkeit auch in 0 stetig. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz (Satz 2.12)
muf g also auf D holomorph sein. Wenden wir nun fiir 0 < ¢ < 1 das Maximumprinzip 2.16
an auf die Funktion g und G = D(0, 1 — ¢), so folgt

lg(2)| < % fir [z <1—cundallee € (0,1).
Fiir ¢ — 0 erhalten wir also: |g(z)| < 1 auf D und damit auch |f(z)| < |z| auf D und
lf(0)] = |g(0)] < 1. 1Ist |f(2)] = |2| fiir ein z € D oder |f’(0)] = 1, so hat g in D
eine Maximumsstelle zy, mufl also (nach Satz 2.16) auf D(0,1 — ) konstant sein fiir alle
e € (0,1 — |20]). Die Funktion g ist also auf D konstant und vom Betrag 1. Es gibt also
ein p € R mit g(z) = exp(ip) auf D. Hieraus folgt f(z) = exp(ip)z auf D. O

DEFINITION 2.19. Eine Abbildung f : G — G von einem Gebiet GG in sich heifit
Automorphismus von G, falls gilt

(i) f ist bijektiv und
(ii) f und f~' sind holomorph auf G.

Mit Aut(G) bezeichnen wir die Menge aller Automorphismen von G. Nach Lemma [1.3
ist die Hintereinanderausfithrung von Automorphismen von G wieder ein Automorphis-
mus von G. Somit ist Aut(G) eine Gruppe (als Untergruppe der Gruppe der bijektiven
Abbildungen von G in sich mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung).

Mit Hilfe des Schwarzschen Lemmas 2.18 konnen wir die Gruppe der Automorphismen
der Einheitskreisscheibe D vollstéandig bestimmen.
Fiir a € D sei die Funktion ¢, : D — C definiert durch
zZ—a

Ga(2) == T fir alle z € D. (2.6)

Nach Lemma 1.3/ist ¢, auf D (und sogar auf C\ {a~'} bzw. — im Fall @ = 0 — auf ganz
C) holomorph. Offensichtlich gilt

da(a) =0, ¢a(0) = —a, ¢po(z) = z fiir alle a,z € D. (2.7)
Fir |z| =1 gilt:
zZ—a 1 z—-a a—=z
a — = = - — — 1
[9a(2)] 1—az ’z 1—az zZ—a
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Da ¢, nicht konstant auf I ist, folgt nach dem Maximumprinzip 2.16/ |¢,(2)| < 1 fiir alle
z €D, d.h ¢,(D) C D. Ferner rechnet man fiir alle a,b € D nach:

zZ—a

_p _
_l-—az _(I+ab)z—(a+b)
¢b(¢a(z))_1—52_a B 1+Z_)a—(EL+E)Z N

1—-az
b—(-a)
Z —_ —
_1+ab L—(—a)b) 1+ab z—¢ ,(b) (2.8)
14 ab . b—(—a) 1+ab 1—¢_a(b)z
— | ———= |=
1—(—a)b
14 ab
P AOION
wobei der Vorfaktor
14 ab
1+ab
eine Konstante vom Betrag 1 ist. Insbesondere folgt ¢_, o ¢, = idp. Wir haben also

gezeigt:

{¢a; a € D} C Aut(D).
Ferner enthélt Aut(D) als Untergruppe die Gruppe der Drehungen {p,; ¢ € R}, wobei
po(2) == zexp(iyp) sei fiir alle z € D, ¢ € R. Es zeigt sich nun, da8 jeder Automorphismus
von D schon Hintereinanderausfithrung von einer Drehung und einem gebrochen linearen
Automorphismus wie in (2.0) ist.

Satz 2.20. Aut(D) = {py, 0 ¢a; v € R,a € D}

BEWEIS. Sei also f € Aut(D) beliebig vorgegeben. Dann ist mit a := f~(0) auch
g:=fo¢_, € Aut(D) und es gilt (vergl. (2.7))

9(0) = [ (¢-(0)) = f(a) = 0.
Dann ist auch g~! ein Automorphismus von I mit ¢~*(0) = 0. Nach dem Schwarzschen
Lemma 2.18 gilt also insbesondere

FOI<1 wd |(g) (©0) 1.

1

Wegen g~ o g = idp und g(0) = 0 erhalten wir mit der Kettenregel (¢=')' (0)¢'(0) = 1.
Also folgt |¢'(0)| = 1 und daher aus dem Schwarzschen Lemma 2.18

fop_a=g=p, fiireinpecR
und hieraus f = p, 0 ¢, (wegen ¢—, = ¢y). O
Héaufig ist auch die folgende invariante Form des Schwarzschen Lemmas von Nutzen.

SATz 2.21 (Schwarz-Pick). Sei f € O(D) mit f(D) C D. Dann gilt fir alle z,w € D

mit z # w:

fw) = 1) | | w=- ’o
| Eermibd e 2
EEOIN— (2.10)

1=[f)]P ~ 1=z
Genau dann gibt es zwei Punkte zy, wo € D mit zg # wy bzw. einen Punkt zy € D, so dafs
in (2.9) oder (2.10) das Gleichheitszeichen gilt, wenn f ein Automorphismus von D ist.
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BEWEIS. Sei z ein beliebiger Punkt aus ID. Dann ist auch die Funktion g, := ¢y(.) o
f o ¢_, auf D holomorph und erfiillt ¢g,(D) C D sowie nach (2.7):

9:(0) = (¢5(z) © [)(2) = 1) (f(2)) = 0.
Nach dem Schwarzschen Lemma 2.18] folgt
9. (w)| < Jw| auf D und |g.(0)] < 1. (2.11)

Insbesondere folgt
|g:(02(w))| < |p.(w)] aufD.

Wegen ¢_, o ¢, = idp ist dies (nach Definition von g,) dquivalent zu

f(w)_—f(z)
1— f(2)f(w)

Damit ist (2.9) gezeigt. Nach Division durch w — z erhélt man hieraus fiir w — z auch
die Ungleichung (2.10).

Genau dann gilt fiir ein w # 2z (z,w € D) in (2.9) das Gleichheitszeichen, wenn in
der linken Ungleichung von (2.11) das Gleichheitszeichen gilt. Nach dem Schwarzschen
Lemma 2.18 ist dann g, = p, eine Drehung (fiir ein ¢ € R) und es folgt, daB f =
$_f(z) © g. © ¢, ein Automorphismus von D sein mufl. Ist umgekehrt f = py o ¢, ein
Automorphismus von D mit einem a € D und einem 1 € R, (vergl. Satz 2.20)), so folgt
durch Einsetzen von zy := a und beliebige von a verschiedene Punkte w, € D:

w—z
S‘

1—Zw

e R

1 — f(20)f (wo) ’ 1= Zowo
Fiir alle u, z € D hat man

by u(z—u) I 1= ul?

) = G T T A=
und damit insbesondere
/ 1 / 2
1

o) = (o wd L0 =1

Mit der Kettenregel berechnet man hiermit:

192(0)] = | &y (F(D—=(0))] - [/ (¢—=(0))] - [¢.(0)]

C1-[f(2)P
Genau dann gilt also in (2.10) das Gleichheitszeichen, wenn in der rechten Ungleichung
von (2.11) das Gleichheitszeichen gilt. Nach dem Schwarzschen Lemma 2.18 ist dann

g. = p, fiir ein ¢ € R und daher (wie oben) f ein Automorphismus von ID. Ist umgekehrt
[ = py oo, € Aut(D), so folgt (wegen f(u) = 0)

PO e o — L
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 2.

AUFGABE 2.1. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

2006 4 |
@ [ I
aD(2i,1) zexp(z)

2006
1
o [
oD(1,2) zexp(z)

sin(z)
c ——dz.
© /8D(1,3) (1 + z)2007

Was ist, wenn Sie in (a) den Kreisrand durch den Rand des von den Punkten 3, —1 —
und —1 + 27 aufgespannten Dreiecks ersetzen?

AUFGABE 2.2. Fiir offene und beschrinkte Mengen 2 C C bezeichnen wir mit A((Q2)

die Menge aller auf  stetigen und auf € holomorphen Funktionen.
Sei R> 0 und f € A(D(0, R)). Zeigen Sie:

Vz € D(0, R) f(z)= = /6[)(0 o /(©) ¢ .

27 (—z
Hinweis: Definieren Sie fiir 0 < r < 1 die Funktion f, : D(0, R) — C durch f,(2) := f(rz)
und wenden Sie auf f,. fir 0 < r < 1 die Cauchysche Integralformel an (wieso ist dies

erlaubt?). Nutzen Sie dann die gleichméfige Stetigkeit der Funktion (r, z) — f(rz) aus.
(Wieso liegt gleichméfBige Stetigkeit vor?)

AUFGABE 2.3. Sei R > 0 und sei f € A(D(0,R)) Beweisen Sie die Poissonsche
Integralformel

V2 D(O.R)  f(z) = — /aD(OR) ACOR e 1

T 2mi ¢ l¢—=P
Hinweis: Definieren Sie fiir festes w € D(0, R) die Funktion g € A(D(0, R)) durch
g(z) == % fir alle z € D(0, R)
und wenden Sie auf diese Aufgabe 2.2/ an. Setzen Sie anschliefend w := z fiir festes
z € D(0,R).

AUFGABE 2.4. Sei f € O(C) und sei p € C[Z] ein Polynom vom Grad n. Zeigen Sie:
(a) Ist C' > 0 und gilt

|f(2)] < Clp(2)] (2.12)

fiir alle z € C, so gibt es ein A € C mit f = Ap.
(b) Gibt es Konstanten R > 0 und C' > 0, so daf8 (2.12) fiir alle z € C mit |z| > R
gilt, so ist f ein Polynom vom Grad < n.

AUFGABE 2.5. Sei f eine auf einer offenen Menge 2 C C holomorphe Funktion und
sei zg ein Punkt aus 2. Beweisen Sie: zy ist genau dann eine lokale Minimumstelle von
|f], wenn f(zp) = 0 gilt oder f in einer Umgebung von zy konstant ist.

AUFGABE 2.6. Sei f € O(D) mit lim;—; f(z) = 0. Zeigen Sie, daf f = 0 auf D gilt.
AUFGABE 2.7. Sei f € O(D) mit f(D) C D und sei zgp € D. Fiir alle z € D \{z},

setzt man f() f() L=
T

Zeigen Sie:
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(a) zp ist eine hebbare Singularitét von .
(b) Fiir z € D gilt |p(z)] < 1.
(c) Was konnen Sie iiber f aussagen, wenn |¢(z)| = 1 in einem Punkt z € D gilt?

AUFGABE 2.8. Seien f : D — D eine holomorphe Funktion, so daf} fiir zwei vonein-
ander verschiedene Punkte a,b € D gilt f(a) = a, f(b) = b. Zeigen Sie:

(a) f ist ein Automorphismus von D.
(b) f(2) = z fiir alle z € D.

AUFGABE 2.9. (a) Zeigen Sie, daff Auty(D) := {¢ € Aut(D); ¢(0) = 0} eine
Untergruppe von Aut(D) ist.
(b) Fiir A € T sei ¢ : D — D definiert durch ¢, (2) := Az fiir alle z € D. Zeigen Sie,
daf} die Abbildung A — 1, ein Gruppenisomorphismus ist.
(c) Zeigen Sie, daf fiir jede Untergruppe H von Aut(D) mit Auty(D) C H gilt:
H =Auto(D) oder H =Aut(DD).
Hinweis: Zeigen Sie zunédchst: Ist ¢, € H fiir ein 0 # a € D, so folgt ¢, € H
fir alle b € D mit |b] = |a| und ¢. € H mit ¢ := ¢, (A|a]) fiir alle X € T.
Uberlegen Sie sich weiter, dal dann ein s € (0,1) existiert, so daB ¢q € H fiir
alle d € D mit 0 < |d| < s gilt.

Z—W

AUFGABE 2.10. Fiir z,w € D sei ¢.(w) := 2= Zeigen Sie:
1=z = Jw]?)
1— 3 2 — (
@ 1= o) = =
(b) Fiir die Determinante der Jacobi-Matrix von ¢, im Punkt w gilt:
(1—1]2%)
11— zZw|*

det(Jy.) =

(¢) Durch

p(z,w) = |p,(w)| = % fir alle z,w € D
ist eine Metrik auf D gegeben. p heifit die pseudo—hyperbolische Metrik auf D.
(d) Alle Automorphismen von ID sind Isometrien beziiglich der pseudo—hyperbolischen
Metrik. Fiir alle z,w € D und alle ¢ € Aut(D) gilt also p(¢(2), p(w)) = p(z, w).

(e) Fiir alle z € D und 0 < r < 1 ist die pseudo—hyperbolische Kreisscheibe
Alz,7) = {w € D; plz,w) < 1)

mit dem pseudo—hyperbolischen Mittelpunkt z und dem pseudo—hyperbolischen
Radius r gleich der euklidischen Kreisscheibe D(Z, R) ist mit dem euklidischen

Mittelpunkt
1—12
7 =
1—7r2|z]2
und dem euklidischen Radius
o 1=l
= .
1 —7r2|z|?

AUFGABE 2.11. Wir definieren Funktionen ¢ : C\ {—i} — Cund ¢ : C\ {1} — C
durch , L+
z—i 1+z
o(z) = P und  (2) =i
fir z € C\ {—i} bzw. z € C\ {1}. Zeigen Sie:
(a) ¢ und 1 sind holomorph und invers zueinander.
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4Imz

(b) 1= lp(2)]* = P |fm2€C\%ﬂ

(c) Imy)(z) = 1=z |2 fur z € C\ {1}.

(d) v(D) =H:= {z € C; Imz > 0} und ¢(H) = D.
(e) Berechnen Sie Aut(H).

AUFGABE 2.12. Sei p(z) = Y7 a;2’ ein Polynom vom Grad n mit dem Hochstkoeffi-
zienten a,, = 1. Zeigen Sie:

(@Ig%wwﬂzl

(b) Genau dann gilt in (a) das Gleichheitszeichen, wenn ap = a; = -+ = a,—1 = 0,
d.h. wenn p(z) = 2" fiir alle z € C gilt.
Hinweis: Betrachten Sie die durch p*(z) := z"p(2) fiir 0 # z € C definierte Funktion.

AUFGABE 2.13. Zeigen Sie die folgende Variante der Mittelwerteigenschaft holomor-
pher Funktionen fiir das ebene Lebesguemaf: Ist f auf der offenen Kreisscheibe D(w,r) =
{z € C : |z — w| < r} holomorph und beziiglich des ebenen Lebesguemafles A\, integrier-
bar, so gilt

fw) =2 [ Q) ().
D(w,r)

T
Hinweis: Polarkoordinaten und Verwendung der Mittelwerteigenschaft.

AUFGABE 2.14. Seia € D, @ > —1 und sei f : D — C holomorph. Zeigen Sie: Ist
2z f(2)(1 = |z[*)* auf D integrierbar, so gilt:

(@f@-a+1/fw1—WW%&W)
(b) _ a+1/f 11__Z|z|a)+2 d)\z(z)

Hinweis: ( ) zeigt man wie in Aufgabe 2.13.

Zu (b): Wenden Sie (a) an auf f o ¢_, statt f und fithren Sie anschlieflend in dem
Integral die Substitution w = ¢,(¢) durch. Dabei sind die Teile (a) und (b) von Aufgabe
2.10 niitzlich. Die so gewonnene Formel fiir f(a) wenden Sie sodann auf die Funktion
z— f(2)(1 — az)*"? statt f an und l6sen nach f(a) auf.

AUFGABE 2.15. Abgrenzende Beispiele zum Maximumprinzip:
(a) Sei

f:C\{1} - C, =z exp (jji)
Zeigen Sie: f € O(C\ {1}) mit

=1 (zeT\{1}),
wobei T := {z € C; |z] = 1}. Ist f beschrinkt auf D :={z € C; |2| < 1}?
(b) Die Menge
H:={z € C:Imz > 0}
ist ein Gebiet in C mit OH = R.
Geben Sie eine stetige, unbeschrinkte Funktion f: H™ — C mit f|g € O(H)
an, die auf OH beschriankt ist.



KAPITEL 3

Lokale Existenz von Stammfunktionen

Wir hatten in Folgerung 2.6/ gesehen, dafl jede auf einer offenen Menge 2 C C stetige
komplexwertige Funktion, die eine komplexe Stammfunktion besitzt, schon auf €2 holo-
morph ist. Wir werden in diesem Kapitel zeigen, dafl die holomorphen Funktionen gerade
dadurch charakterisiert sind, dafl sie lokal eine komplexe Stammfunktion besitzen. Wir
beginnen mit einer Charakterisierung von komplexen Stammfunktionen.

SATZ 3.1. Sei f eine auf einer offenen Menge ) stetige, komplexwertige Funktion. Fiir
eine Funktion F' : Q) — C sind dquivalent:

(a) F ist Stammfunktion von f auf Q).
(b) Fir alle stiickweise stetig differenzierbaren Wege v : [a,b] — C mit v([a,b]) C Q
qgilt

/ f(2)dz = F(y(b)) — F(3(a)).

BEWwEIS. Ist F' Stammfunktion zu f auf €, d.h. ist F' komplex differenzierbar mit
F' = f, und ist v : [a,b] — Q ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in 2, so folgt
nach Definition des Wegintegrals

b b
/ f(2)dz = / S () ()t = / Fly () (t)dt
—F(4(8)) - F(1(a).

Sei nun umgekehrt (b) erfiillt und sei zy € Q beliebig. Wir fixieren ein r > 0 mit
D(zp,7) € Q und definieren eine Funktion Fy : D(zg,7) — C durch

Fi(z) = z——z()o fir 2o # 2z € D(zo,7)
f(20) fiir z = 2.

Nach Definition der komplexen Ableitung ist F' genau dann in zy komplex differenzierbar
mit F'(z9) = f(z0), wenn die Funktion Fj in zy stetig ist. Sei daher ¢ > 0 beliebig.
Wegen der Stetigkeit von f gibt es dann ein ¢ € (0,r), so daB fiir alle z € D(z,0) gilt:
|f(2) — f(20)] < e. Damit folgt fiir alle w € D(z,0) \ {20} mit y(t) := 2o + t(w — zp) fiir
0 <t <1 unter Verwendung von (b):

() = Bl = | T )| = |2 f e = s
|55 [ - e
L)

max z2)— Jlz <e€.
_|w—Zo| zeSpur('y)‘f< ) f( 0)|

F} ist also in zg stetig und daher F' in 2y komplex differenzierbar mit F'(zy) = f(z). O

Wir nennen einen Weg v : [a,b] — C geschlossen, falls y(a) = ~(b) gilt. Aus Satz [3.1
erhalten wir unmittelbar:

38
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ABBILDUNG 1. Zum Beweis von Satz 3.3

FOLGERUNG 3.2. Sei Q) C C offen. Besitzt f € C(2,C) auf Q eine komplexe Stamm-
funktion, so gilt fiir alle geschlossenen, stiickweise stetig differenzierbaren Wege v in §2:

Aﬂ@:a

Die Funktion A : C\ {0} — C mit h(z) := 1/z fiir 0 # z € C ist auf ganz C \ {0}
holomorph aber es gilt nach Lemma [1.19

1
/ —dz = 271 .
04D(0,1)

Wegen Folgerung 3.2 kann h keine komplexe Stammfunktion auf C\ {0} haben. Holomor-
phe Funktionen besitzen also im Allgemeinen keine globalen komplexen Stammfunktionen.
Es folgt ein Kriterium fiir die lokale Existenz von Stammfunktionen.

SATZ 3.3. Sei z0 = xo +iyo € C, r > 0 und f € C(D(z,7),C). Gilt fiir jedes
achsenparallele Rechteck R = R C D(zy,r) die Aussage
f(z)dz=0,
O+ R
so besitzt f auf D(zo,7) eine komplexe Stammfunktion.
BewEIS. Fiir z = x + iy € D(zo,r) ist das von den Punkten zy und z aufgespannte

abgeschlossene, achsenparallele Rechteck R, ganz in D(zg,7) enthalten. Wir betrachten
die beiden folgenden Wege 71 .,72.. : [0,1] — C von zy nach z mit

() = 20 + 2t(x — x0) fir 0 <t<1/2
T iy £ (2t — Dy — o)) fir1/2<t <1
und
() = 20 + 2it(y — yo) fir 0 <t <1/2
T2t = ro+ (2t — 1)(x —xp) +iy fur1/2<t<1.

Offensichtlich gilt v, , — 72, = £04 R, (je nach Lage des Punktes z, vergl. Abbildung 1).
Nach Voraussetzung erhalten wir also
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/‘ﬂmxi/fwazi HOdC =0,
71,2 Y2,z B+RZ
Wir definieren daher fiir alle z € D(z, )

F(z) = f@mcz/’fxmc

und zeigen, dafl die so definierte Funktion F' : D(zp,7) — C Stammfunktion zu f auf
D(zg,7) ist. Fiir z € D(zg,7) und b — 0 (in R) hat man

%(F(Hh) — F(2)) zi(/wmf(C)dC—/vg’zf(C)CK)

1! !
:E/O f(z+th)hdt:/0 F(z +thydt — f(2).

und ebenso

pEGEm = Fe) =g ([ soa— [ o)

1
:i/ f(z+ith)dt —if(z).
0

Die Funktion F ist also auf D(zy,r) stetig partiell differenzierbar mit

OF 10F

Z(2) = 3.1

5 ()= 30 ()= ) 3.)
fir alle z € D(zg,r) und erfiillt ‘?ﬁ = 0, ist also holomorph. Wegen (3.1)) folgt auch F’ = f
auf D(zg,r). O

Als Folgerung erhalten wir nun:

SATZ 3.4 (von Morera). Fir eine auf einer offenen Menge Q2 C C stetige komplexwer-
tige Funktion f sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Fir jedes z € Q und jedes r > 0 mit D(z,r) C Q besitzt f auf D(z,r) eine
komplexe Stammfunktion.

(b) Zu jedem z € 2 gibt es ein v > 0 mit D(z,7) C Q, so daff f auf D(z,r) eine
kompleze Stammfunktion besitzt.

(c) f ist auf Q holomorph.

(d) Fiir jedes achsenparallele Rechteck R = R C Q gilt

f(Q)d¢ =0.
04 R
Beweis. Die Implikation (a) = (b) ist trivial, (b) = (c) gilt nach Folgerung 2.6, (c)
= (d) folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz1.18 und (d) = (a) aus dem eben gezeigten
Satz 3.3 O

SATZ 3.5. Sei Q) C C offen. Fiir eine Funktion f : Q — C sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
(a) f ist auf Q holomorph.
(b) f ist auf Q stetig komplez differenzierbar.
(c) f ist auf Q komplex differenzierbar.
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ABBILDUNG 2. Zum Beweis von Satz 3.5

BEWEIS. Die Aquivalenz von (a) und (b) haben wir bereits in Satz 1.6 bewiesen. Da
(c) trivial aus (b) folgt bleibt also nur noch zu zeigen:

(¢) = (a) (Satz von Goursat): Sei also f : Q@ — C auf Q komplex differenzierbar.
Dann ist f insbesondere stetig auf 2. Wegen Satz 3.4 geniigt es also zu zeigen, daf} fiir
jedes achsenparallele Rechteck R = R C 2 gilt:

a(R):= [ f(Qdc=0. (3.2)
4R
Wir zerlegen hierzu R durch Halbierung der Seiten in vier achsenparallele Rechtecke
Ry, Ry, R3, Ry, deren Inneres paarweise disjunkt ist, so dafl R = U?Zl R; und 0;R =
Zj‘zl 04+ R; (vergl. Abbildung 2). Es gilt also

7 dc\ F(0)dC

04 R;

a(R)| =

O+ R

<> la(r)

Unter den Rechtecken R, Ro, R3, Ry gibt es also wenigstens eines, welches wir mit R
bezeichnen, mit

1 1
a(RD)| > {la(R)|.

Wir unterteilen nun R ebenfalls durch Halbierung der Seiten in vier achsenparallele
Rechtecke Rgl), Rél), Rgl), Rz(f), unter denen wir dann wie oben eines (mit R bezeichnet)
finden, fiir das gilt:

1 1
|a(R®)| > 7l |a(RW)] > el )l
Fiir den Durchmesser erhalt man
1 1
d(R®) 5d(R<1>) = 53d(R)

und fiir den Umfang
1 1
L(0,R¥Y) = 5L(a+1~z<1>) = 53 L(O4R).

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir induktiv eine Folge (R("))Zo:1 von ab-
geschlossenen, achsenparallelen Rechtecken mit den folgenden Eigenschaften:

(a) R (n+1) R(n

(b) (R(”)) — 27d(R),

(c) L((9+ M) = 27" L(d, R) und

(d) |a(R™)] = 47"[a(R)|.
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fir alle n € N. Nach dem Cantorschen Durchschnittssatz (oder auch einfach dem Inter-
vallschachtelungssatz) gibt es also genau einen Punkt zy € (), R™,

Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Da f in zg komplex differenzierbar ist, gibt es ein
d > 0, so daB fiir alle z € Q mit |z — 2o < J gilt:

f(Z) _f(ZO) _f/(zo)’ <e.

zZ— 20
Zu & gibt es ein ng € N mit d(R™) < ¢ fiir alle n > ng. Damit erhalten wir (unter
Verwendung von (2) — (4)):

0 o] <[ [ o
¢ =) (P ) g
= /8+R(”) flz) + (6= ZO)f/(ZO)dC‘ "

(.

=0 nach Satz 1.18

/6+R<n>(C ) (W - f/(ZO)) dC’

<d(R™)eL(d,R™)

_|_

d(R
<< 4(n ) Lo, R).
Also folgt |a(R)| < ed(R)L(0+R) fiir alle ¢ > 0. Damit ist (3.2) gezeigt und der Satz
bewiesen. O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 3.

AUFGABE 3.1. Sei Q) C C offen und sei L C C eine Gerade. Zeigen Sie mit Hilfe des
Satzes 3.4 von Morera: Ist f eine auf Q) stetige und auf Q \ L holomorphe Funktion, so ist
f schon auf ganz ) holomorph.

AUFGABE 3.2 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip). Sei 2 C C offen und symmetrisch
zur reellen Achse, d.h. es gilt Z € Q fiir alle z € Q2.

Zeigen Sie: Ist f eine auf Q, := {z € Q; Imz > 0} stetige, auf Q2 N R reellwertige und
auf QY := {z € Q; Imz > 0} holomorphe Funktion, so wird durch

. {f(z) fir z € Q4
(#) = fz) firze )

eine auf ganz Q holomorphe Funktion f : Q — C definiert.



KAPITEL 4

Folgen und Reihen holomorpher Funktionen

Wir erinnern zunéchst an einige Aussagen und Begriffe bzgl. der Konvergenz von
Folgen stetiger Funktionen. Im folgenden sei K stets der Korper der reellen oder der
komplexen Zahlen.

DEFINITION 4.1. Sei Q C KV eine offene Menge. Eine Funktionenfolge (f,), in
C(2, C) heifit kompakt konvergent (oder Cauchy—Folge beziiglich der kompakten Konver-
genz) auf €, falls fir jede kompakte Teilmenge K C €2, die Folge ( fn’ i)no der Restrik-
tionen auf K eine gleichméflige Cauchy—Folge ist, d.h., falls gilt:

Ve > OEI”O € an>m Z N - an - meK = Inealgi‘fn(z) - fm(z)‘ <e.

Die Folge (fn)r, heiit kompakt konvergent gegen eine Funktion f : Q — C, falls fiir alle
kompakten Teilmengen K C € gilt:

Ve>0dng e NVn>ng: | fu—fllx <e.

Eine Reihe > 7 g, von stetigen Funktionen heifit kompakt konvergent auf (2, falls die
Folge ihrer Partialsummen auf {2 kompakt konvergent ist.

LEMMA 4.2. Sei Q C KN offen. Fiir eine Folge (f,)2%, in C(Q,C) gilt:
(@) (fn)sey ist genau dann kompakt konvergent auf 2, wenn es zu jedem z € §) ein

r >0 gibt mit D(z,7) C Q, so daff (f”‘m)zo:o eine gleichmdfige Cauchy—Folge

auf D(z,r) ist.
(b) Ist (fn)22, kompakt konvergent auf Q, so konvergiert (f,)s, schon kompakt auf
Q gegen eine stetige Grenzfunktion f € C(€,C).

BewEIS. (a) Die Beweisrichtung ,,=—* ist klar, da D(z,r) fiir jedes z € Q und jedes
r > 0 kompakt ist.

Ist umgekehrt die Bedingung in (a) erfiillt und K eine beliebige kompakte Teilmenge
von €2, so gibt es nach Voraussetzung zu jedem z € K ein r(z) > 0 mit D(z,r(z)) C €,
so daf (fn‘w>zo:o eine gleichméBige Cauchy-Folge auf D(z,r(z)) ist. (D(2,7(2))).cx
ist dann eine offene Uberdeckung von K, aus der wir wegen der Kompaktheit von K
eine endliche Teiliiberdeckung (D(z;,7(%;)))7, auswihlen kénnen. Zu beliebig vorgege-

j=1
benem € > 0 und j = 1,...,m gibt es dann ein n; € N, so daf fiir alle k,n > n; gilt:
1k = fall gz sy < € Fiir alle w € K gilt dann mit ng := max{n1, ..., nu}:

VEk,n>ng: |fe(w) — folw)] <e.
Also ist ( fn‘ i )neo eine gleichméfige Cauchy-Folge auf K.
(b) Aus der kompakt gleichméBigen Konvergenz folgt insbesondere, da8 fiir jedes z € Q
die skalare Folge (f,.(2))%, eine Cauchy—Folge in C ist und daher gegen ein f(z) € C
konvergiert. Sei K eine beliebige kompakte Teilmenge von {2 und sei ¢ > 0 beliebig

vorgegeben. Dann gibt es also ein ng € N, so daf} fiir alle z € K und alle k,n > nq gilt:
|fi(2) — fu(2)] < e/3. Fiir n — oo ergibt dies

Vk>noVze K |fi(z) — f(2)] <

Wl M

43
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Fiir jedes z € K gibt es wegen der Stetigkeit von f,,, ein 6 > 0 so daB |f,,(2) — fu, (w)| <
/3 fur alle w € D(z,0) N K. Dann folgt fiir alle w € D(z,) N K:

[£(2) = Fw)l <IF(2) = Fuo ()] + [ fao (2) = Fro (W) + [ frg (w) = f(w)]
<§ + % + % =e.

f ist also auf allen kompakten Teilmengen K von €2 und damit auf ganz €2 stetig und die
Folge (f.)>2, konvergiert gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge von 2 gegen f. [

BEMERKUNG 4.3. Sei () # Q C K% offen. Dann gibt es eine Folge (K,)%°, von
kompakten Teilmengen von €2 mit

VneN: K, Cint(Ky)C Ky CQ=|J Ky (4.1)
k=1
(z.B. K, :=={z € Q; dist(z, KV \ Q) > 1/n} N D(0,n)). Eine Folge (K,)°, wie in (4.1)
nennt man auch eine kompakte Ausschopfung von €. Durch

(e 9]

IS —gllk )
d(f,g) = 27" - fir f,g e C(Q,C
19= 22 T - gl o
wird eine Metrik auf C(Q, C) definiert. Eine Folge (f,)72, ist genau dann eine Cauchy-—
Folge beziiglich dieser Metrik, wenn sie kompakt konvergent ist (Beweis als Ubung). Nach
Lemma 4.2 ist (C'(€2,C), d) also ein vollstéandiger metrischer Raum.

SATz 4.4 (Weierstraf). Sei Q C C offen und sei (f,)22, eine kompakt konvergente
Folge aus O(R2). Dann gilt:

(a) Die nach Lemma 4.2 stetige Grenzfunktion f dieser Folge ist auf @ holomorph.

(b) Fiir alle k € Ny ist f}f”) — f®) fiir n — oo mit kompakter Konvergenz.

BeEWEIS. (a) Nach dem Satz 3.4/ von Morera geniigt es zu zeigen, daf fiir jedes ach-
senparallele Rechteck R = R C 2 gilt:

f(z)dz=0. (4.2)
04 R
Sei also R ein solches Rechteck. Wegen f, € O(Q) folgt nach dem Satz von Morera
me fn(2)dz = 0 fiir alle n € Ny. Es folgt fiir n — oo

f(2)dz| =

O+ R

(Z) - fn(z) dz
O+R

<LOR)|f = fallor — 0

wegen der gleichméBigen Konvergenz der (f,,)5%, gegen f auf der kompakten Menge OR.
Also ist (4.2)) fiir jedes achsenparallele abgeschlossene Rechteck in 2 erfiillt und f ist nach
dem Satz von Morera auf {2 holomorph.

(b) Sei w in 2 beliebig und sei r > 0 mit D(w, 2r) C Q. Nach der Ungleichung (2.3)) in
Teil (c) des Satzes 2.3 iiber die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel erhalten wir

fiir die k—ten komplexen Ableitungen:
E'L(OD(w, 2r
"2 - dist(D(w, 1), 0D(w, 2r) )k+T

2k! )
S_;,C”f — falloD@,2ry = 0 fiir n — oo.
,

I.f — falloD(w,2r)
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Nach Lemma [4.2]ist also die Folge ( fék));’fzo kompakt konvergent auf (2 gegen f. O

Satz 4.4 besagt also insbesondere, dafi O(2) eine abgeschlossene Unteralgebra von
C(2,C) (versehen mit der Metrik aus Bemerkung 4.3) ist und daf die Abbildung f — f’
eine beziiglich dieser Metrik stetige Abbildung von O({2) in sich ist.

Wir erinnern im folgenden an einige Grundtatsachen iiber Potenzreihen. Ist zyg € C
und (a,)22, eine Folge in C, so nennt man die Reihe Y7 a,(z — 2)" eine Potenzreihe

mit dem Entwicklungspunkt zy und den Koeffizienten a,,, n € Nj.

SATZ 4.5. Ist die Potenzreihe Y~ a,(z — 20)™ fir ein zy # zy konvergent, so ist sie
auf D(zg, |21—20|) kompakt konvergent, stellt also nach dem Satz/4.4 (a) auf D(2o, |21—20|)
eine holomorphe Funktion f dar,

f(z) = Zan(z —20)"  fir |z — 20| < |21 — 20l -

Wegen Satz|].4 (b) dirfen wir gliedweise differenzieren und erhalten fir die k—te kompleze
Ableitung:

o0

|
FOE) = 3 g (e = )" fir |2 =zl < e~ 2l

n=k

mit kompakter Konvergenz auf D(zq, |21 — 20|). Speziell fiir = = zy hat man also
F®(z0) = klay  fiir alle k € Ny .

BEWEIS. Sei K eine beliebige kompakte Teilmenge von D(z, |21 — 2o|). Dann ist

1
max |z — zo| < 1.

7= ‘21 — 20’ zeK

Da die Reihe )" ; a,, (21 —2)" nach Voraussetzung konvergiert, muf} die Folge der Reihen-
glieder (a,(z1 — 20)"),—, beschrénkt sein in C. Es gibt also ein M > 0 mit |a, (21 — 20)"| <
M fiir alle n € Ny. Es folgt fiir alle n € Ny:

Sl n<M-q”

sup |an<z - ZO)n| = sup |an(21 - ZO)n| ’
zeK zeK

Z1 — R0

Wegen 0 < ¢ < 1 ist die Reihe )7 ja,(z — z)" also gleichméfig absolut konvergent auf
K (da ) ), Mq" eine konvergente Majorante ist). Damit folgen die Behauptungen. [

SATZ 4.6. Gegeben sei eine Potenzreihe y ", an(z— 20)" mit komplezen Koeffizienten
und Entwicklungspunkt zg.

(a) Es gibt ein R € |0, 00|, Konvergenzradius der Potenzreihe genannt, so daf$ gilt:
(i) Die Reihe Y " o an(z—20)" ist auf jeder kompakten Teilmenge K C D(z, R)
gleichmdfig absolut konvergent, stellt also nach dem Satz/4.4| (a) auf D(zo, R)
etne holomorphe Funktion dar.
(ii) In C\ D(zo, R) ist die Reihe divergent.
(b) (Cauchy-Hadamard) Mit

w = limsup {/|a,|

n—oo
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gilt fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe:

0 falls p=o00
R=Ry:=q00 falls =0
% falls 0 < p < 0.

BEWEIS. (a) Wir setzen

R :=sup {|z — zl; Zan(z — 29)" ist konvergent in C} € [0, oc].
n=0

Im Fall R = 0 ist die Behauptung offensichtlich richtig. Seinun R > 0und ) # K C Q, K
kompakt. Dann ist 7 := max,cx |2 — 20| < R. Es gibt also ein z; € C mit r < |27 — 2| <
R, so daB Y an(z1 — 2)" in C konvergiert. Nach Satz 4.5 ist also die Potenzreihe
Yoo g an(z—2)" auf K gleichméBig absolut konvergent, so daf8 also (i) erfiillt ist. Da fiir
|z — 20| > R die gegebene Potenzreihe schon nach Definition von R nicht konvergent ist,
ist auch (ii) erfiillt.

(b) Ist z; € C, so daBl >~ ja,(z1 — 20)" in C konvergiert, so mufl die Folge der
Reihenglieder beschriankt sein. Es gibt also ein M > 0 mit

VneNg: Jan(z1 —20)" < M.
Also folgt fiir n — oo:
121 — 20| /|an| < VM — 1.
Nach Definition von R folgt also Ry < 1 und damit R < R;. Ist umgekehrt z € C mit
|z — 20| < Ry, so gilt plz — 2| < 1, d.h.

limsup v/|a,| - |z — 2" < 1.

n—oo

Nach dem Wurzelkriterium ist dann Y~ a,(z — zp)" konvergent. Also mufl auch By < R
und damit R = R; gelten. O

Fiir das Konvergenzverhalten auf dem Rande 0D(z, R) des Konvergenzkreises ist
keine allgemeine Aussage moglich.

DEFINITION 4.7. Eine auf einer offenen Menge 2 C C definierte Funktion f: Q — C
heifit auf Q (komplex) analytisch, falls es zu jedem z; € Q ein r > 0 mit D(zp,r) C 2
gibt, so dal f in D(zg,r) durch eine konvergente Potenzreihe dargestellt wird.

Es gilt nun

SATZ 4.8. Fiir eine auf einer offenen Menge 2 C C definierte Funktion f : Q0 — C
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist auf Q analytisch.

(b) f ist auf Q holomorph.

(c) Die Funktion f ist auf Q2 beliebig oft stetig komplex differenzierbar und wird auf
jeder offenen Kreisscheibe D(zp,7) C § durch ihre (komplexe) Taylorreihe dar-
gestellt, d.h. es gilt fir alle z € D(zp,7):

< £ (4
)= L gy (43)

n

Auf jeder kompakten Kreisscheibe D(zg,p) C QU ist die Taylorreihe gleichmdfig
absolut konvergent.
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(d) Fir alle zg € Q wird f in der gréfiten noch in Q2 enthaltenen offenen Kreisscheibe
D(zp,7) um zy durch eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius R > r
dargestellt.

Beweis. Die Implikationen (¢) = (d) und (d) = (a) sind offensichtlich und wegen
Satz 4.5 folgt (b) aus (a). Sei nun (b) erfillt, d.h. f ist auf € holomorph. Sei z; € Q
beliebig, sei 0 < r < oo maximal gewahlt mit D(zp,7) C 2 und sei p € (0,r) beliebig.
Wir fixieren ein p; mit p < p; < r. Nach der Ungleichung (2.2) in Satz 2.3 (mit K := {2}
und E := D(zg, p1)) gilt dann fiir alle n € Ny.

f(”)(zo) 1
o < p_?Hfo?D(Zo,pl)
und damit
(n) 1
limsup {' 1 () < —.
n— 00 n' P1

Nach Satz 4.6/ (b) ist also der Konvergenzradius R der Potenzreihe (4.3) grofler oder

gleich p;. Insbesondere konvergiert die Reihe gleichméBig auf D(z, p). Fiir alle (w, z) €

0D(zo, p1) X D(zg, p) gilt ferner

11 1 1 i z—2\"
w—z w— 2z 1_Z—Zo_w—zgn:0 w—2)
w — 2o
wobei die Reihe wegen |2=22| < B < 1 sogar gleichméBig auf (w,z) € 0D(z0,p1) ¥

D(zo, p) konvergiert. Mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel und der verallgemeinerten

Cauchyschen Integralformel erhalten wir fiir alle z € D(zg, p)

1 f(w)
fte) 2w /3+D(Zo,m) w—== w
_ b flw) (z—zo)”dw

20 Jo, Dizopr) W T 20 1 \W  F

n=0
o

1 f(w)
2mi n=0 9+ D(20,p1) (w — z)"*!

£ (4
:Zf (!)(z—zo)".

dw

n
Also gilt (c). O

Man hétte also die Theorie der holomorphen Funktionen auch ausgehend von dem
Begriff der Analytizitét also, der lokalen Entwickelbarkeit in konvergente Potenzreihen,
aufbauen konnen. Diesen Zugang zur Funktionentheorie nennt man den Weierstrafischen
Zugang zur Funktionentheorie.

Mit Hilfe des Satzes 4.8 erhalten wir nun leicht die verschiedenen Fassungen des Iden-
titatssatzes fiir holomorphe Funktionen.

FOLGERUNG 4.9. Sei f eine auf einem Gebiet G C C holomorphe Funktion. Gibt es
ein 29 € G, so dafs
VEeNy: f®(z)=0, (4.4)

so ist f schon identisch verschwindend auf G.
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BEWEIS. Wir setzen

[e.9]

A= ﬂ(f(k))_l({()}) = {w e Q; f®(w) =0 fiir alle k € Ny}
k=0

Dann ist A abgeschlossen in (G, d|.| !GxG), da f® fiir alle k € Ny stetig ist. Nach Satz 4.8
ist A aber auch offen, denn ist zy € A, so folgt fiir alle z aus einer offenen in G enthaltenen
Kreisscheibe D(zg, ) um zy:

)5,
fey =3 L e g

n!

und damit auch f*) = 0 auf D(z,r), d.h. D(20,7) C A. Da G zusammenhiingend ist und
A nach Voraussetzung, nicht leer ist, mufl also A = G gelten und damit f =0 auf G. 0O

SATZ 4.10. Sei f eine auf einem Gebiet G C C holomorphe, nicht identisch verschwin-
dende Funktion. Dann gibt es zu jedem w € G ein m(w) (Vielfachheit oder Ordnung von
w als Nullstelle von f genannt) und genau eine Funktion g € O(G) mit g(w) # 0 und

Ve G f(z)=(z —w)"Wg(2).
BEWEIS. Da f nicht identisch verschwindet, gilt nach Folgerung 4.9 fiir jedes w € G:
m(w) = inf{n € No; £ (w) # 0} = min{n € Ny; f®(w) # 0} < .

Es folgt f®(w) = 0 fir 0 < k < m(w) und damit nach (4.3) in Satz 4.8 in einer
Kreisscheibe D(w,r) C G

% )y
Vz e D(w,r): f(z)= Z / ng )(z—w)”

n=m(w)

00 (n)
( m(w) f (U}) . n—m(w)
=(z —w) _E . - (z —w) :

wobei die Reihe

h(z) := i f(”;('w)(z — w)”_m(“’)
n=m(w) ’

kompakt in D(w,r) konvergiert. Also ist die durch

o h(2) fir z € D(w,r)
9(2) {(Z_w)—m(w)f(z) fir z € G\ {w}

auf G definierte Funktion wohldefiniert und auf G' holomorph und leistet wegen
Fm) ()
m(w)!
das Gewiinschte. Ist umgekehrt ¢ € O(G) mit g(w) # 0 und f(2) = (z — w)™g(w), so

folgt mit der Produktregel fiir die komplexe Differentiation £ (w) = 0 fiir 0 < n < m
und £ (w) = m!g(w) # 0, d.h. m = m(w). Die Eindeutigkeit von g ist klar. O

g(w)

DEFINITION 4.11. Sei f eine auf einer offenen Menge (2 C C holomorphe Funktion
und a € C. Ein Punkt z €  heifit a—Stelle von f, falls f(z) = a.
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SATZ 4.12 (von der Isoliertheit der a—Stellen). Sei a € C und sei f : G — C eine auf
einem Gebiet G C C holomorphe Funktion, die nicht identisch a ist. Dann hat die Menge
M, der a—Stellen von f keinen Hdufungspunkt in G.

BeweEls. Nach Voraussetzung ist die Funktion z +— f(2) — a nicht identisch ver-
schwindend. Sei w € G beliebig. Nach Satz 4.10 gibt es ein m(w) € Ny und g € O(G) mit
g(w) #0und f(2) —a = (z — w)™™g(z) auf G. Aus Stetigkeitsgriinden gibt es (wegen
g(w) #0) ein 0 > 0 mit g(z) # 0 und damit auch f(z) —a # 0 fir alle z € D(w,0) \ {w}.

Also kann w kein Haufungspunkt von M, sein. 0

Als Folgerung erhalten wir:

SATZ 4.13 (Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen). Seien f und g zwei auf einem
Gebiet G C C holomorphe Funktionen und sei A C G eine Teilmenge von G, die wenig-
stens einen Hdufungspunkt in G hat. Gilt f(z) = g(z) fir alle z € A, so ist schon f =g
auf G.

BeEweEIs. Wir wenden Satz 4.12/ an auf die Funktion f — g mit a = 0. U

Fiir die Charakterisierung der relativkompakten Teilmengen von O(€2) fiir offene Men-
gen () C C bendtigen wir den Satz von Arzela—Ascoli, der eine solche Charakterisierung
im Raum der stetigen Funktionen angibt.

SATZ 4.14 (Arzela—Ascoli). Sei K C KY kompakt. Fiir eine Teilmenge H C C(K,C)
des Raums der stetigen Funktionen auf K sind dquivalent:

(a) H ist relativkompakt, d.h. jede Folge aus H besitzt eine gleichmdfig konvergente
Teilfolge.
(b) H ist punktweise beschrdnkt und gleichgradig stetig, d.h.

Vee K: suplh(z)] < oo
heH

und
Ve >030 >0Ve,ye KVhe H: |r—y|<d=|h(x)—h(y)| <e.

Zum Beweis verweisen wir auf die Standardliteratur zur Analysis wie z.B. das Buch
von Kaballo [25]
Wir benoétigen hier die folgende Variante, die sich aus Satz [4.14 herleiten 148t:

SATZ 4.15. Sei Q C KV offen. Fiir eine Teilmenge H von C(Q,C) sind dquivalent:

(a) H ist relativ kompakt in C(§2,C), d.h. jede Folge aus H hat eine auf Q@ kompakt
konvergente Teilfolge.

(b) H ist punktweise beschrinkt und auf jeder kompakten Teilmenge von Q gleich-
gradig stetig.

BeEWwEIs. Ist (a) erfiillt, so hat nach Definition der kompakten Konvergenz jede Folge
aus H eine auf jeder kompakten Teilmenge K von €2 gleichméBig konvergente Teilfolge.
Insbesondere ist also H|K := {h|K; h € H} fiir jedes kompakte K C {2 relativkompakt
in C(K,C). Wir erhalten also (b) indem wir den Satz 4.14/ von Arzela—Ascoli auf jede
kompakte Teilmenge von 2 anwenden.

Sei nun umgekehrt (b) erfiillt und sei (h,)$%, eine beliebige Folge aus H. Wir fixieren
eine kompakte Ausschopfung (K,,)22; von Q (Verg. Bemerkung 4.3)). Nach Satz 4.14 hat
also die Folge (hy)s2, eine auf K gleichméfig konvergente Teilfolge (hy,(x))7e;. Ebenfalls
nach Satz 4.14/ hat (h,, k)52, eine auf K, gleichméBig konvergente Teilfolge (A, k)i -
Induktiv finden wir auf diese Weise fiir alle j € N Teilfolgen (hy,;x))zZ; von (hn)5e; so
daB fiir alle j € N gilt:
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(@) (P, (i) p )52, ist eine gleichméfige Cauchy-Folge auf Kj.

(B) (i) ist Teilfolge von (g, k)32 -
Dann ist die Folge (gx)32; = (hn,x))ie; eine Teilfolge von (h,)52, und fiir alle j € N ist
(P, (k) )72 Teilfolge von (A k)32, - Insbesondere ist (gx )72, auf allen K, eine gleichmiBige
Cauchyfolge. Ist nun K eine beliebige kompakte Teilmenge von €2, so gilt wegen K C ) =
U, int(K,) und der Kompaktheit von K schon K C K, fiir ein n € N. Also ist (gx)72,
auf K,, D K und damit auf K eine gleichméBige Cauchyfolge. (gx)%2, ist also eine kompakt
konvergente Teilfolge von (h,)52 ;. Damit ist gezeigt, dal H relativkompakt in C(2, C)
ist. U

Wir kommen nun zu der angekiindigten Charakterisierung der relativkompakten Teil-
mengen von O(Q).

SATZ 4.16 (von Montel). Sei Q C C offen. Fir eine Teilmenge H von O(2) sind die
beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) H ist relativkompakt in O(Q) (beziiglich der von C(§2,C) induzierten, in Bemer-
kung 4.3 definierten Metrik), d.h. jede Folge aus H besitzt eine kompakt konver-
gente Teilfolge, welche nach dem Satz 4.4 von Weierstrafs kompakt gegen eine auf

Q holomorphe Funktion konvergiert.
(b) H ist lokalbeschrankt, d.h. fir jede kompakte Menge K C ) ist

sup || h||x < oo.
heH

BewEIS. Ist (b) nicht erfiillt, so gibt es eine kompakte Menge K C €2 und eine Folge
(hy)22, in H mit ||h,|[x > n fir alle n € N. Dann kann aber die Folge (h,)5, keine
Teilfolge besitzen die auf K eine Cauchyfolge beziiglich || - ||k ist. Also kann auch (a)
nicht gelten. Damit ist die Implikation (a) = (b) gezeigt.

Sei nun H C O(Q) lokalbeschrankt. Dann ist fiir alle z € Q die Menge H(z) :=
{h(z); h € H} (mit K := {z}) in C beschrénkt. Nach der Variante 4.15 des Satzes von
Arzela—Ascoli geniigt es also zu zeigen, dafi H auf jeder kompakten Teilmenge K von )
gleichgradig stetig ist. Sei also K eine beliebige kompakte Teilmenge von (2. Dann gibt es
nach Aufgabe 1.10 einen Greenschen Bereich £ C Q mit K C int(E). Da E kompakt ist,
folgt nach Voraussetzung:

M :=sup ||h||r < 0.
heH

Sei nun e > 0 beliebig vorgegeben. Mit d := dist(K,dE) > 0 und
5 2rd%e
" L(OE)M +1

gilt fir alle z,w € K mit |z —w| < 0 und alle h € H unter Verwendung der Cauchyschen
Integralformel 2.2:

1 1 1
o) =t =52 | [ 0@ (2 - 25 )
<L(aE)M “up 11 :L(aE)M sup |z — w| -
T 2r cesp|C—2z (—w 2 ceor [¢ — 2[|C — | .

Also ist H auf K gleichgradig stetig fiir alle kompakten K C € und punktweise beschrankt,
hat also nach Satz4.15/ eine auf 2 kompakt konvergente Teilfolge, die dann nach Satz 4.4
auf €2 kompakt gegen eine auf €2 holomorphe Funktion konvergiert. O

Als ein Anwendungsbeispiel zeigen wir:
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FOLGERUNG 4.17. Sei f € LY(D,\), A das ebene Lebesqgue—Maf. Dann gibt es eine
Funktion hy € O(D) mit |ho(2)| < 1 fiir alle z € D und

/f Yho(2)dN(z /f

H :={h € O(D); sup |h(z)] < 1}

z€eD

= sup
heH

wobes

BEWEIS. Zur Abkiirzung sei fiir alle h € H:

_ / F(2)h(2)dA(2)

Sei nun ()92, eine Folge aus H mit |L(h,)| — suppcy |L(h)| fir n — co. Da H sogar auf
ganz D gleichméBig beschrankt ist, hat die Folge (h,,)5; nach dem Satz von Montel eine
Teilfolge (hy, )72, welche gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge von D gegen eine
auf D holomorphe Funktion kg konvergiert. Wegen |ho(z)| = limy . |hn, (2)] < 1 fiir alle
z € D folgt hy € H. Ferner haben wir nach dem Satz von der dominanten Konvergenz:

B, (2)dA(2)

o)1= i |,

= lim [L(hy, )| = sup |L(A)[.
o0 heH

Ubungsaufgaben zu Kapitel 4.

AUFGABE 4.1. Sei ) # Q C K" offen (K = R oder K = C) und sei (K,)%, eine
kompakte Ausschopfung von (). Ferner sei d definiert durch
“+o0o

oo =gl
d(f,9) .—7;2 T gl i f9 € CQ,C).

(a) Zeigen Sie, dal d eine Metrik auf C'(€2, C) ist.

(b) Zeigen Sie, daf die Folge (f,)s, aus C(€2,C) genau dann eine Cauchy-Folge
beziiglich d ist, wenn sie kompakt konvergent ist.

AUFGABE 4.2. Berechnen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:

400 +00 +00
1 n!
a 1——=)"z" b nPz" mit 0 < p e R. ¢ 5t —2".
W 30 > © T

AUFGABE 4.3. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe ) ' Oan . Bestimmen
Sie den Konvergenzradius der Potenzreihen:

(a) ) anz™ (b) ) (an)2".

AUFGABE 4.4. Sei () := C\Z. Zeigen Sie, dafl die Funktionenreihe
+o00 +oo
1

—_— 1 . .
Z (z — n)2 + Z m kompakt konvergent in 2 ist.

n=0 n=1
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AUFGABE 4.5. Sei () C C ein Gebiet mit 0 € 2. Untersuchen Sie, ob es Funktionen
f € O(2) mit den folgenden Eigenschaften gibt:
f(n=2097) = 0 fiir alle n € N mit n=2%7 € Q, aber f # 0.
f™(0) = (n!)? fiir alle n € N.

)
(b)
(c) f(n™Y) = f(=n"') =n2 fiir alle n € N mit +n~! € Q.
(d) f(%>_f(2n11> L fiir alle n € N mit 5, -1~ € Q.
(e) Q=D und f (O)—n n! fiir alle n € N.
f) Q= C und f™(0 —furallenENund lim f(z):OfﬁreinmEN.
( || z

AUFGABE 4.6. Sei 2 C C offen und sei H eine lokalbeschrankte Teilmenge von O(£2).
Zeigen Sie, dafl dann fiir alle & € N auch die Menge H®) := {h®); b € H} lokalbeschrinkt
ist.

AUFGABE 4.7. Zeigen Sie, dafl die Menge H aller f € O(D), die eine Darstellung der

Form
o

f(z) = Zanz” (z€D) mit |a,| <n firalleneN
n=1

besitzen, in O(D) relativkompakt ist.

AUFGABE 4.8. (a) Zeigen Sie, dafl die Funktionenfolge (f,)22, mit f,(2) := 2"
fiir alle n € N lokalbeschréankt auf D ist, aber nicht auf C \ D und auf Gebieten
G C C, die einen Punkt von T := {z € (C . |z| = 1} enthalten.
(b) Sei 2 C C offen und sei H eine nicht relativkompakte Teilmenge von O(2).
Zeigen Sie, daf} ein zy € () existiert, so dafl H in keiner Umgebung von 2z, lokal-
beschrankt ist.

AUFGABE 4.9. Sei G C C ein Gebiet und sei (f,,)%°; eine Folge von Funktionen aus
O(G), so daf gilt:

(a) (fn)22, ist lokalbeschrinkt.

(b) Es gibt eine Menge A C G, die wenigstens einen Haufungspunkt in G hat, so daf§
fiir alle z € A die Folge (f,.(z))n in C konvergent ist.

Zeigen Sie, dafl die Folge (f,)s, dann kompakt auf G gegen eine Funktion f € O(G)
konvergiert.



KAPITEL 5

Windungszahlen und eine allgemeinere Fassung des
Cauchyschen Integralsatzes

Sei v ein geschlossener Weg in C, d.h. eine stetige Abbildung von einem Intervall
I = [a,b] nach C mit y(a) = (b). Sei ferner ein Punkt u € C\ 7(I) gegeben. Dann
ist p := dist(u,y(I)) > 0. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von ~ auf I gibt es eine
Zerlegung
3={a=ty<ty <---<t,=0}

von [ mit
Vi=1,...,n Vs,t€ltj_1,t]: |v(t) —~v(s)| < p. (5.1)
Wir setzen fiir j =1,...,n:
t4 .
w, e ) =0
Y(tj—1) —u
Dann folgt
Y(tj—1) —u [v(tj-1) — ul

Also folgt Rew; > 0. Es gibt daher genau ein p; € (—7/2,7/2) mit w; = |w;|e*?. Wegen

Y(a) = 7(b) ist
T at)—u Alt)—u
wa—}lv@_o-ma@-u—1~

Also gilt:

L= ] ws = [1(wsle) = (H |wj|> ¢3¢
j=1 j=1 j=1
Da die linke Seite reell ist, ist dies nur méglich, wenn Z?Zl ¢, ein ganzes Vielfaches von
2w ist. Die hierdurch definierte ganze Zahl

n(y,u) :=n(y,u,3) = % Zgoj (5.2)

heifit die Windungszahl oder Umlaufzahl von v um w. Wir zeigen, dafl diese Definition
unabhéngig von der speziellen Wahl von 3 ist:

LEMMA 5.1. n(vy,u) ist wohldefiniert, d.h. unabhdngig von der speziellen Wahl der
Zerlegung 3 mit (5.1).

BEWEIS. Seien also 31, 32 zwei Zerlegungen des Intervalls I, die der Bedingung (5.1))
geniigen. Um n(v,u, 3;) = n(vy,u, 3,) zu zeigen, geniigt es zu beweisen, dafl

n(77u73i) = n(77u>31 U32) (53)

fir j = 1,2 gilt. 3, U 3, entsteht aus 3; durch Hinzunahme von endlich vielen Punkten.
Es geniigt daher, die folgende Aussage zu beweisen (aus der man (5.3) durch vollstdndige
Induktion herleiten kann): Fiir jede Zerlegung 3 von [a,b] mit (5.1) und jedes 7 € (a,b)
gilt n(y,u,3) =n(y,u,3U{r}).

53
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Sei also 3 = {a =ty < t; < --- < t, = b} eine beliebige Zerlegung von I = |a, b]
mit (5.1) und 7 € (a,b) gegeben mit (0.B.d.A. 7 # ¢; fir j = 0,1,...,n). Dann ist
T € (tg—1,t) fiir ein k € {1,...,n} und (5.1) ist auch fiir 3 U {7} erfillt. Wir setzen wie
Zuvor

V() —u

w; = ——"—— firj=1,...,n
Toy(tie) —u

P T e B (A B
V(1) —u (7)) =

Wie oben folgt Rew;, > 0 und Rew;, > 0 und damit wk = |wj, |ewk sovvle wy, |w”|e“ﬂk mit

eindeutig bestimmten ¢}, ¢} € (— 7r/2 7/2). Aus w] = wy/wy, folgt ¢} = pr — ¢}, + m2w

mit einem m € Z. Wegen @, )., o) € (—7/2,7/2) 1st also |m2w| < 37/2, woraus m = 0

folgt. Damit erhalten wir

k—1 n
n(v,u,3) = Z% W(Zs@ﬁs@ﬁwh > %’)
j=1

j=k+1
:n(% u,3U{7}).

Wie oben schon vermerkt wurde, geniigt dies zum Beweis des Lemmas. O

und zusatzlich

FOLGERUNG 5.2. Sei~y : I = [a,b] — C ein geschlossener Weg. Dann gibt es zu jedem
u € C\ (1) einen ~y einbeschriebenen Polygonzug o mit n(mo, u) = n(y,u).

BEWEIS. Sei p := dist(u,y(I)). Dann gibt es eine Zerlegung 3 ={a =t; <t; <--- <
t, = b} von I mit
Vi=1,...,n VYsteltnt]: |yt —(s)| < g.

Sei nun 7o := Y7, [v(tj-1),7(¢;)] der Polygonzug, der die Punkte (o), y(t1), ..., 7(tn)
in dieser Reihenfolge durchléuft,

mo(s) = (1) + (s =7 + D(v({t;) = v(t1))

fir j—1 <s<yj,j=1,...,n. Man rechnet unmittelbar nach, daf dist(u, Spur(my)) > p/2
gilt. Insbesondere ist fiir mp und die Zerlegung {0, 1,...,n} von [0,n] die Bedingung (5.1)
erfiillt. Es folgt n(m,u) = n(v,u), da die Punkte wy, ..., w, fiir beide Wege und die
angegebenen Zerlegungen ihrer Definitionsintervalle gleich sind. U

SaTz 5.3. Sei v : I = [a,b] — C ein geschlossener Weg. Dann ist die Abbildung
u— n(y,u) stetig auf C\ ~v(I).

BeEWEIS. Sei u € C\ v(I) beliebig und € > 0 beliebig. Wir setzen p := dist(u,y(1))
und wéhlen eine Zerlegung
3={a=to<ty<---<t,=0}

von I mit

p
Vs, t € [tj—1,t;] 0 |v(t) —v(9)| < B
fir j=1,...,n. Fir alle v € D(u, p/2) setzen wir
V() —v
w;(v) = (]—
V(tj1) —v
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Wir haben dann wieder w;(v) = |w;(v)[e/®) fiir j = 1,...,n mit ;(v) € (—7/2,7/2).
Sei nun ¢ € C\ y(/) beliebig mit |u — (| < p/2. Fiir die Punkte

v(t;) — ¢

vji=—2—=> (j=0,1,...,n)
Tot) —u
gilt ebenfalls
’Uj — 1’ — M <1
7(£5) — ul
und daher v; = |v;]e’ mit eindeutig bestimmten «; € (—7/2,7/2) fir j = 0,1,...,n.

Ferner gilt fiir j =1,...,n

und damit
aj — aj1 = ¢;(C) — ¢;(u) + 2k;m
fir ein k; € Z. Es folgt

2[kjlm < oy | + [agj1| + [ (O] + |@j(w)] < 27
und daher k; =0 fiir j = 1,...,n. Wir erhalten

2mn(y, () = Z% Z% )+ aj — aj1 = 2Tn(y,u) + an — ag = 2mn(y, u)

(wegen vy = vy,). Fiir alle ¢ € D(u, p/2) gilt also
[n(7,¢) =n(y,u)| =0 <e.

n(y,-) ist also in u stetig, sogar in einer kleinen Umgebung von u konstant. U

SATz 5.4. Sei~y : I = [a,b] — C ein geschlossener Weg. Dann ist die Windungszahl
n(v,-) auf jeder Zusammenhangskomponente G von C\ v(I) konstant. Fir alle u in der
unbeschrinkten Zusammenhangskomponente G, von C\ (1) gilt n(y,u) = 0.

BEWEIS. Seien z,w € G beliebig. Da G zusammenhéngend ist, gibt es einen stetigen
Polygonzug 7 : [¢,d] — C mit 7(c¢) = 2,7(d) = w und 7([¢,d]) C G. Als Hinterein-
anderausfithrung von stetigen Abbildungen ist dann die Abbildung ¢ : [¢,d] — R mit
@(t) := n(y,n(t)) fur t € [c,d] stetig. Da das Bild eines kompakten Intervalls unter ei-
ner stetigen reellwertigen Funktion ein Intervall sein mufl und ¢ seine Werte schon in Z
annimmt, mufl ¢ konstant sein und somit auch n(y, z) = ¢(c) = ¢(d) = n(v,w) gelten.
Also ist n(7, ) auf G konstant.

Sei nun u € C beliebig mit |u| > 3||v||;. Mit p := dist(u, (1)) folgt p > 2||7v||; und fiir
alle s,t € I gilt |y(s) — v(t)| < 2||v||r < p. Die Bedingung (5.1) ist also fiir die spezielle
Zerlegung 3 := {a =ty < t; = b} erfiillt und es folgt w; := 15 ; =1, also ¢; = 0. Nach

der Definition der Windungszahl in (5.2) hat man also 27n(y,u) = Zjl':1 0; = ¢1 = 0.
Da n(y,-) auf G konstant ist, folgt n(vy,v) = 0 fiir alle v € G. O

Wir wollen nun den Begriff der Windungszahl auch fiir Ketten von geschlossenen
Wegen einfiihren.
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DEFINITION 5.5. Sei I' = E§:1 m;v; eine Kette von geschlossenen, stiickweise stetig
differenzierbaren Wegen in C. Fiir u € C\ Spur(I") heifit die ganze Zahl

k

n(lu) = Z mjn(vy;, w)

j=1
die Windungszahl von I" beziiglich wu.

Man iiberlegt sich unmittelbar, dafi die Aussagen 5.3 und 5.4/ auch fiir Windungs-
zahlen von solchen Wegketten I' gelten, d.h. n(T',-) ist auf C \ Spur(I") stetig, auf jeder
Zusammenhangskomponente von C \ Spur(I") konstant und auf der unbeschrinkten Zu-
sammenhangskomponente von C \ Spur(I") identisch verschwindend.

Wir hatten gesehen, daB die Funktion z — 1/z keine Stammfunktion auf C \ {0}
besitzt. Wir zeigen nun:

SATZ 5.6. Es gibt genau eine auf Q_ = C\ {x € R; x < 0} holomorphe Funktion
Log: Q) — C mit

1
Log(1) =0 wund Log'(z) = = fiir alle z € Q_.
z

Fiir diese Funktion gilt:

(a) exp(Log(2)) = z fir alle z € Q_ und Log(exp(z)) = z fir alle z € C mit |[Im(z)| <
.

(b) Fir alle z € Q_ gilt Log(z) = log(|z]) + ip, wobei ¢ := Arg(z) der eindeutig
bestimmte Winkel @ € (—m,m) mit z = |z[e? sei.

(c) Jede Stammfunktion L von z — 1/z auf Q_ ist von der Form L(z) = Log(z) + ¢
fiir alle z € Q_ mit einer Konstanten ¢ € C.

(d) An den Schnittkanten hat man fir reelles x < 0:

lim Log(z) = log(|z[) + i
Im(z)>0

und
lim Log(z) = log(|z[) —im.

Im(2)<0

BEWEIS. Wir definieren fiir alle z € _:

1
Log(z) ::/[1 ]ZdC,

wobei [1, z] die durch t — 1+ t(z — 1) iiber [0, 1] parametrisierte Strecke von 1 nach z
bezeichne. Man rechnet unmittelbar nach, dafl die Spur dieses Weges ganz in €)_ enthalten
ist. Sei z € Q_ beliebig. Fiir h € C mit |h| < dist(z,{z € R; 2 < 0}) folgt dann bei h — 0:

B 1
Log(z + h) — Log(2) _ l/ ldC — / 1 dt — 1
h h [z,2+h] C 0o 2T+ th &

Die Funktion Log ist also Stammfunktion zu z +— 1/z auf Q_ und erfiillt auch Log(1) = 0.
Ist L:Q_ — C eine weitere Stammfunktion zu z — 1/z auf Q_, so folgt (L — Log)’ =
auf Q. Zu jedem Punkt aus €2_ gibt es daher eine offene Umgebung auf der L — Log
konstant ist. Da €2_ ein Gebiet ist, mufl L — Log schon auf ganz (2_ konstant sein. Damit
haben wir also die Existenzaussage und die Eindeutigkeit von Log sowie (c¢) bewiesen.
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Fiir alle z > 0 aus R gilt exp(Log(z)) = €°¢(®) = 2. Nach dem Identitétssatz folgt also
exp(Log(z)) = z fiir alle z € Q_. Ebenso zeigt man unter Verwendung des Identitétssatzes
auch die zweite Beziehung in (a). Insbesondere sind also die Abbildungen

Log: Q- —{z€C; |Im(z)| <7}, exp: {2z € C; [Im(2)] <7} — Q_

bijektiv. Ist z € Q_ gegeben und ¢ € (—m,7) der eindeutig bestimmte Winkel mit
z = |z]€", so folgt also wegen exp(log |z|+ip) = |z|e"? = 2z = exp(Log(z)) schon Log(z) =
log |z| 4+ i¢ und damit (b).

Die Aussage (d) folgt nun leicht mit der in (b) gegebenen Darstellung von Log. O

BEMERKUNG 5.7. Natiirlich hitten wir auch ldngs eines anderen Strahls von 0 nach
oo die komplexe Ebene aufschneiden konnen. Sei z.B. Q; := C\ {z € R; 2 > 0} und

Ijggg : 0, — C definiert durch

— 1
Log(z) := / Zd( +m fiir alle z € Q.
[_172]
Wie im Beweis zu Satz 5.6 sieht man, daf I?)E; die eindeutig bestimmte Stammfunktion
zu z — 1/z auf Q, mit Log(—1) = ir ist. Auf Hy := {z € C; Im(z) > 0} sind also
sowohl Log als auch Log Stammfunktionen zu z — 1/z. Da H ein Gebiet ist, muB also
Log — Log = ¢, konstant auf H, sein. Wegen
lim1 Log(z) = im = Log(—1)
Iril(z)>0
folgt also ¢, = 0 und damit Log = IT(\)/g auf H,. Auch auf dem Gebiet H_ := {z €
C; Im(z) < 0} sind sowohl Log als auch Log Stammfunktionen zu z — 1/z und es gilt

Log — Log = c_ fiir eine Konstante c_. Wegen

lim Log(z) = —im = —@(—1)

Im(z)<0

folgt ¢ = —2mi und damit Ija/g = Log — 2mi auf H_. Der Hauptzweig Log 1483t sich also
nach oben und nach unten iiber den Schnitt hinweg holomorph fortsetzen. Die holomorphe
Fortsetzung stimmt aber nicht mehr mit der Ausgangsfunktion iiberein.

Man nennt die durch Satz 5.6 gegebene Funktion Log den Hauptzweig der Logarith-
musfunktion.

LEMMA 5.8. Seiy: I = [a,b] — C ein geschlossener Weg und u € C\ y(I). Dann gilt
fiir allet € 1:

Y(t) = u+ [y (t) — ule® (5.4)

mit einer stetigen Funktion ¢ : I — R. Ist auch o: I >R stetig mit (5.4)), so gibt es ein
keZ mit o — ¢ =2krm auf I. Es gilt

o(b) — ¢(a)
2 )

Ist v stiickweise stetig differenzierbar, so gilt dies auch fir ¢.

n(y,u) = (5.5)
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BeEwEIS. Die Funktion z — z/|z| ist auf C\ {0} beliebig oft stetig partiell differen-
zierbar. Also sind auch die Funktionen z +— Arg(z) := —iLog(z/|z]) auf Q_ = C\ {z €
R;2z < 0} und z — Arg(z) := —iLog(z/|z|) auf @, = C\ {z € R;z > 0} von
der Klasse C*°. Die Funktion Arg nennt man auch den Hauptzweig des Arguments.
Wir setzen wieder p := dist(u,7y([a,b])) und wihlen eine hinreichend feine Zerlegung
3={a=ty <ty <---<t,=>b}von [a,b],sodaB fiir j=1,...,n gilt:

( Vs,t € [tj—1,t;] 0 |v(t) —(s)| < p, d.h. (5.1)) ist erfiillt,
’y’[t ) € C'([tj-1,t;],C), falls v stiickweise stetig differenzierbar ist, und
(c

([t;1t]) —uc Q =C\ {z € R; x < 0} oder
(d

g
2ty t]) —uC 9y =C\ {z € R; 2> 0},
Im Fall (c) setzen wir ¢;(t) := Arg(y(t) — u) fur t € [t;_1,t;]. Ist (c) nicht erfiillt, so

dafB8 also (d) gilt, so definieren wir ¢;(t) := Arg(y(t) — u) fiir t € [tj—1,t;]. Dann folgt
©i(t;) = pj+1(t;) + 2k;m mit einem k; € {—1,0,1}. Die durch

)
(b)
)
)

o(t) == —|—27TZ]€ fiir t € [t;_1,t;],7=1,...,n

definierte Funktion ¢ : [a,b] — R ist dann auf [a, b] stetig (und stiickweise stetig differen-
zierbar falls v stiickweise stetig differenzierbar ist). Fiir die Zerlegung 3 ist die Bedingung
(5.1) erfullt. Wir haben fur j =1,...,n

) e ‘ V() = u | et -otts—)
Toalti) —u |y(t) —u
also nach Definition der Windungszahl
1 ¢ ¢(b) — ¢(a)
n(y,u) = o jz_;(ﬁb(tj) — o(tj-1)) = T or

Damit ist (5.5) gezeigt. Ist auch ¢ : [a,b] — R eine stetige Funktion mit (5.4), so folgt
wegen ¢(t) — @(t) € 27Z fiir alle ¢ € [a,b] und wegen der Stetigkeit von ¢ und ¢ schon
o(t) — o(t) = 2k fiir ein k € Z. O

Mit Hilfe dieses Lemmas erhalten wir nun eine Integraldarstellung fiir die Windungs-
zahl:

SATZ 5.9. Sei I' eine Kelte von stiickweise stetig differenzierbaren, geschlossenen We-
gen in C. Dann gilt fir alle u € C\ Spur(T'):

1 1
n(lC,u) = / dz .
2mi rz—1u

BEWwWEIS. Aufgrund der Definition der Windungszahl fiir Wegketten und der Definition
der Integrale iiber Wegketten geniigt es, die Behauptung fiir stiickweise stetig differen-
zierbare geschlossene Wege zu beweisen. Sei also v : [a,b] — C ein solcher Weg und sei
u € C\ v([a,b]) beliebig. Nach Lemma 5.8 gibt es eine stiickweise stetig differenzierbare
Funktion ¢ : [a,b] — R mit (5.4) und (5.5). Unter Verwendung von (5.4) sieht man:

1 d
_— W)Y 1t
2mi ),z —u dz = 2mi / [y () = uleio® u]e“l5 (h( )~ ule™?)

%;CM%MO—Mﬁ+—/¢

()~ dla)

N 27
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Wegen (5.5) folgt die Behauptung. O

Wir zeigen nun eine Fassung der Cauchyschen Integralformel fiir Ketten von geschlos-
senen, stiickweise stetig differenzierbaren Wegen:

SATz 5.10 (Cauchysche Integralformel). Sei Q C C offen und sei I' = 2521 m;v;
(mit my,...,my € Z) eine Kette von stickweise stetig differenzierbaren, geschlossenen

Wegen in Q, so dafi n(I',u) = 0 fir alle w € C\ Q. Dann gilt fir alle f € O(Q) und alle

z € Q\ Spur(l):
L[ 1)
r =— | Z/——=dC.
n(r2)1() = 5 [ S5
BewEIs. Wir setzen Qg := {z € C\ Spur(I'); n(I', z) = 0}. Da die Funktion n(I’,-) :
C \ Spur(I') — Z nach Satz 5.3 stetig ist, ist g und damit auch 2 N Qy offen. Nach
Voraussetzung ist C \ Q C Q. Wir definieren eine Funktion A : Q x @ — C durch

h(z,w) := w fiir z,w € Q mit z # w
f/(Z) flirz=we€N.

Wir zeigen zunéchst:

(a) h e C*(Q2 x Q,C) und

oh oh
(b) £:Ounda—w:0auf§2><§2.

Dal h auf Q@ x Q\ {(z,2); z € Q} beliebig oft stetig partiell differenzierbar ist und
oh

iE = ( sowie E = 0 erfiillt, ist unmittelbar klar. Sei nun 2, € 2 beliebig und r > 0 mit
z w

D(zp,r) C €. Dann gilt nach der Cauchyschen Integralformel in der Form von Satz 2.2
fir alle z,w € D(z,7) mit z # w:

_ 1 f©) (1 1
h(27w) N %/8+D(zo,r) Z—w (g_ < N C_w) dC

s 7(0)
hzw) =g /wzo,r) o —w % (56)

was nach der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel (Satz 2.3) auch noch fiir z =

w € D(zy,r) giltig bleibt. Aus der Darstellung (5.6) von h folgt nun mit Hilfe von
Lemma [1.10 und den anschliefenden Bemerkungen 1.11

) € C%(D(z,7) x D(20,7))

und damit auch

h | D(z0,r)xD(z0,r
und

oh . Oh _
3 = 0 sowie 0 = 0 auf D(zg,7) X D(29,7).

Damit sind die Aussagen (a) und (b) bewiesen.
Wir definieren nun eine Hilfsfunktion F': C — C durch
1
F(z) = 2miJpC ==

Fy(z) = —]h((, 2)d¢  fir z € Q

21 T
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und zeigen, dafl hierdurch eine wohldefinierte ganze Funktion auf C gegeben ist. Nach
1.10, .11 und den oben bewiesenen Aussagen (a) und (b) ist Fy auf Qq und Fy auf Q
holomorph. Fiir alle z € 5 N gilt wegen n(I', z) = 0 und Satz 5.9:

R =g [ 2L dc -5

1 f(Q) 1 / f(2) 1 /
=— | —2d(—— | —=d{(=— | h d
zm'/F(—z o e = g | MGA) L
:F2<Z) .
Also ist F' eine wohldefinierte auf ganz C holomorphe Funktion. Liegt z in der unbe-

schrinkten Zusammenhangskomponente von C \ Spur(I'), so gilt nach Satz 5.4/ fir die
Windungszahl: n(T', z) = 0, d.h. z € Q. Es folgt daher fiir |z| — oo:

_ NE f(©) L(F)HfHSpur(r)
) = 1R ()] = %/F (—z d ‘ . 2ndist(z, Spur(T))

Die Funktion F' ist also eine beschrinkte auf ganz C holomorphe Funktion und daher

nach dem Satz von Liouville (Satz 2.7) konstant. Wegen lim,,|_, F'(z) = 0 folgt F' = 0.
Insbesondere folgt fiir alle z € Q \ Spur(I’ )

0=F(z) = Bl " i ! Cg it
1 f(¢) f(z 1 _
—z—m/FCTZdC‘z—m NEri
1 [ f(©)
~3 [ ELdc=n (1)
Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Mit Hilfe von [1.10 und [1.11/ erh&lt man aus der Cauchyschen Integralformel [5.10 leicht
die entsprechende verallgemeinerte Cauchysche Integralformel:

FOLGERUNG 5.11 (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel). Sei Q) C C offen und
sei I eine Kette von stiickweise stetig differenzierbaren, geschlossenen Wegen in (), so dafs

n(T,u) =0 fir alle w € C\ Q. Dann gilt fir alle f € O(Q) und alle z € Q\ Spur(T) und

alle m € Ny: | £
(T, 2) " (z) = %/FWCK-

Wir erhalten auch eine entsprechende Fassung des Cauchyschen Integralsatzes:

FOLGERUNG 5.12 (Cauchyscher Integralsatz). Sei Q C C offen und sei I' eine Kette

von stiickweise stetig differenzierbaren, geschlossenen Wegen in €, so dafi n(I',u) =0 fir
alle w € C\ Q. Dann gilt fir alle f € O(Q):

/f )yd¢ =0.

BEWEIS. Sei zp ein beliebiger Punkt aus € \ Spur(I'). Wir wenden die Cauchysche
Integralformel 5.10/ auf die durch

g(z) = (z—20)f(2) firzeQ
definierte Funktion g € O(2) im Punkt z; an und erhalten

[ #0rac =2min [ 2 a¢ —arinr. z)g(0) =0
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und damit die Behauptung. 0

DEFINITION 5.13. Sei 2 C C offen. Eine Kette I' von geschlossenen Wegen in €2 heift
nullhomolog in €, falls fiir alle z € C\ 2 gilt: n(I", z) = 0. Zwei Ketten I'1, 'y von Wegen
in 2 heiflen homolog in €, falls die Kette I'y — I'y nullhomolog in €2 ist.

Ein Gebiet G C C heifit einfach zusammenhdngend, falls fiir jede Kette I' von ge-
schlossenen Wegen in G gilt: n(I', z) = 0 fiir alle z € C\ G, d.h. wenn alle Ketten von
geschlossenen Wegen in GG nullhomolog in G sind.

Mit dieser Definition und dem Cauchyschen Integralsatz erhalten wir:

FOLGERUNG 5.14. Sei 2 C C offen und seien I'1, 'y zwei in 2 homologe Ketten von
stiickweise stetig differenzierbaren Wegen in Q). Dann gilt fir alle f € O(Q):

f(Q)d¢ = [ f(¢)d¢.
It I

Die einfach zusammenhéngenden Gebiete in C kénnen wir wie folgt charakterisieren:

SATZ 5.15. Fiir ein Gebiet G in C sind dquivalent:

(a) G ist einfach zusammenhdngend.
(b) Fir alle f € O(G) und alle Ketten I' von stickweise stetig differenzierbaren
geschlossenen Wege in G gilt

[ =o.
r
(c) Jede Funktion f € O(G) besitzt eine komplexe Stammfunktion.

BeEwEIS. Die Implikation (a) = (b) folgt unmittelbar nach dem Cauchyschen Inte-
gralsatz 5.12/ aus der Definition des einfachen Zusammenhangs in [5.13.

Sei nun (b) erfiillt und sei f € O(G) und 2y € G beliebig. Zu jedem z € G gibt es,
da G polygonzugzusammenhéngend ist (vergl. Satz (0.6), einen stiickweise stetig differen-
zierbaren Weg 7. : [a,b] — G mit 7,(a) = 2o und 7,(b) = z. Ist 7, : [a,b] — G ein weitere
stiickweise stetig differenzierbarer Weg in G mit 4,(a) = z und 7, (b) = z, so ist die Kette
v, — 7. als geschlossener Weg parametrisierbar und wir erhalten nach Voraussetzung

/%f(C)dC—/%f(C)dC—O.

Definieren wir also fiir z € G:
P = [ 10,
Yz

so ist hierdurch eine wohldefinierte Funktion F': G — C gegeben. Fiir z € G und h € C
mit |h| < dist(z,C \ G) erhalten wir, da die Kette 7,1, — 7, — [z, 2 + h] als geschlossener
stiickweise stetiger Weg parametrisiert werden kann, unter nochmaliger Verwendung der
Voraussetzung (b):

F(z+h)—F(z) 1 [
) PG /[ L oa= | rte = se)

bei h — 0. Also ist F' auf G komplex differenzierbar und es gilt F’ = f auf G, d.h. es gilt

(c).
Sei schlieBlich (c) erfiillt und sei v : I = [a,b] — G ein beliebiger geschlossener Weg in
G. Sei zy € C\ G beliebig. Dann ist

dist(zg,v(1)) > po := dist(y(1),C\ G) > 0.
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Wir fixieren nun eine Zerlegung 3 = {a = to < t; < -+ < t,, = b} von I, so daB fiir
jg=1,...,ngilt

Vs,t € [tj—1,t] 0 [y(t) —(s)] < p20

Sei 7 : [¢,d] — C der Polygonzug, der die Punkte ~(to),v(t1),...,7v(t,) in dieser Rei-
henfolge durchlauft. Dann ist Spur(m) C G und nach dem Beweis zu Folgerung 5.2 ist
n(vy,z0) = n(m, z9). Da 7 stiickweise stetig differenzierbar ist, gilt also mit Satz 5.9

77 0 271'2 / C — ZO . (57)

Nach Voraussetzung hat die Funktion ¢ — 1/({ — zp) eine Stammfunktion F'. Also hat
man nach Folgerung 3.2/ und (5.7) schon n(~y, zy) = 0. O

Als Anwendung zeigen wir:

SATZ 5.16. Sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet in C und sei h € O(G)
ohne Nullstelle in G. Dann gibt es eine Funktion H € O(G) mit e = h auf G.

BeEweIs. Die Funktion A'/h hat nach Satz [5.15 eine Stammfunktion F' € O(G). Es

folgt
e\ hEeF —hel  eF [ W
(7)27 h2 (hﬁ_h)zo

auf G. Da G zusammenhingend ist folgt ef’/h = c fiir eine Konstante ¢ € C. Da die
Exponentialfunktion keine Nullstelle in C hat, ist ¢ # 0, hat also die Form ¢ = re# fiir
ein r > 0 und ein ¢ € R. Es folgt h(z) = ¢~ eF(z) = exp(F(z) —log(r) — i¢) Die Funktion
2z H(z) = F(z) —log(r) — iy leistet also das Gewiinschte. O

Eine naheliegende Zusatziiberlegung zeigt, daf§ die Funktion H aus Satz 5.16/ bis auf
additive ganzzahlige Vielfache von 27¢ eindeutig bestimmt ist.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 5.

AUFGABE 5.1. Sei X ein metrischer Raum. Zwei stetige, geschlossene Wege
Yo, 1 [0,1] = X

heifilen homotop in X, falls eine stetige Abbildung ~ : [0,1]> — X - eine Homotopie -
existiert mit folgenden Eigenschaften:
(1) 7(0,t) = yo(t) fiir alle ¢ € [0, 1],
(i) v(1,t) = 7 (¢) fur alle ¢t € [0, 1],
(iii) ~v(s,1) = ~(s,0) fiir alle s € [0, 1].
Sei () # Q C C offen, und seien ~yy und ~v; zwei stetige, geschlossene, in € homotope
Wege. Zeigen Sie:

n(yo,2) =n(m,z) (z€C\Q).
Hinweis: Fiir eine zugehorige Homotopie v : [0,1]* — X sei 7, := (s, ). Uberlegen Sie,
daB fiir z € C\ Q2 die Funktion [0,1] 5 s — n(~s, 2) lokal konstant ist.

AUFGABE 5.2. Sei G C C ein einfach zusammenh#ngendes Gebiet. Zeigen Sie: Jede
nullstellenfreie, holomorphe Funktion auf G hat ein Wurzel, d.h. zu jedem nullstellenfreien
f € O(G) existiert g € O(G) mit f = ¢*.

Geben Sie ein Beispiel eines nicht einfach zusammenhéngenden Gebiets G und einer
nullstellenfreien Funktion f € O(G) an, derart dal f # ¢ fiir alle g € O(G).
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AUFGABE 5.3. Sei G C C ein Gebiet mit der Eigenschaft, daBl zu jeder Funktion
f € O(G) eine Folge von Polynomen existiert, die auf G kompakt gegen f konvergiert.
Zeigen Sie: GG ist einfach zusammenhéngend.

AUFGABE 5.4. Seien (1, 5 zwei nicht leere, offene Teilmengen von C. Eine Abbildung

f Q2 — Q9 heiflt biholomorph, falls sie eine holomorphe und bijektive Funktion ist,
deren Umkehrabbildung ebenfalls holomorph ist. Gibt es eine biholomorphe Abbildung
f Q1 — Qg, so nennen wir 2, und Qy biholomorph dquivalent.

(a) Zeigen Sie: Sind zwei Gebiete biholomorph dquivalent, so sind entweder beide

einfach zusammenhéngend oder beide nicht einfach zusammenhéngend.
(b) Zeigen Sie: C und D sind nicht biholomorph #dquivalent.
(c) Geben Sie ein unbeschrinktes zu I biholomorph dquivalentes Gebiet an.



KAPITEL 6

Laurentreihen, isolierte Singularititen und der Residuenkalkiil

Eine unendliche Reihe der Form )" >° @, mit a,, € C heifit konvergent (bzw. absolut
konvergent), falls die beiden Reihen ) ° @, und > 7 a_, in C konvergieren (bzw.
absolut konvergieren). Thr Reihengrenzwert ist dann > 7 ja, + > -, a_,. Eine Reihe
Yoo o fn von auf einer offenen Menge Q2 C C definierten komplexwertigen Funktionen

fn : © — C heifit punktweise (bzw. kompakt) konvergent auf 2, falls die beiden Reihen
Yoo o found > o, punktweise (bzw. kompakt) auf 2 konvergieren.

DEFINITION 6.1. Sei zy ein Punkt in C. Eine Funktionenreihe der Form

Z an(z — 29)"
mit a, € C fir alle n € Z heiit Laurentreihe mit dem Entwicklungspunkt zo und den
Koeffizienten a,, n € Z. Man nennt

-1

Z an(z — 29)"

den Hauptteil und

Z an(z — 2o)"
n=0
den Nebenteil der gegebenen Laurentreihe.

Fiir 7,79 € [0, 00] und 2y € C werden wir mit
Ry ry(20) i={2€C;ri <|z— 2| <ra}

den offenen Kreisring um zy mit Innenradius 7y und AuBenradius 75 bezeichnen. Offen-
sichtlich ist R, ,,(%0) genau dann nicht leer, wenn r; < ry ist.

SATZ 6.2. Gegeben sei die Laurentreihe Y~ a,(z—z0)" mit dem Entwicklungspunkt

29 € C. Sei
r := limsup {/|a_,|

und sei ro der Konvergenzradius des Nebenteils ZZO:O an(z—20)". Dann ist die Laurentrei-
he >0 an(z — 20)" in dem Kreisring Ry, ,,(20) kompakt und absolut konvergent gegen

n=—oo

eine auf R, ,(z0) holomorphe Funktion und in
C\{z€C;r <|z—2| <m}
divergent. Wir nennen R, ,,(z0) den Konvergenzring der Laurentreihe.

BEWEIS. Nach der Definition von ry und Satz 4.6 ist der Nebenteil > 7 ja,(z —
2p)" kompakt und absolut konvergent in D(zp,7r3) 2 R, r,(20) und divergent fiir alle z
mit |z — 29| > ro. Ebenfalls nach Satz 4.6/ ist der Konvergenzradius R der Potenzreihe
> a_,w™ gegeben durch R = 1/rq (mit den Vereinbarungen 1/co = 0 und 1/0 = c0).

Fiir |z — zo| < 7 ist also die Reihe Y 2 a_,(z — z9) " divergent. Ist K C C\ D(z,71)
64
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kompakt, so ist auch die Menge K := {(z—2)""; z € K} C D(0, R) als stetiges Bild einer
kompakten Menge kompakt. Nach Satz 4.6/ ist also die Reihe >~ a_,w" gleichméBig
und absolut konvergent auf K. Daher ist 3.°° a_,(2 — 2)~" gleichmiiiig und absolut
konvergent auf K. Nach dem Satz von Weierstrafl ist die durch die Laurentreihe auf
R,, +,(2) definierte Funktion auf R,, ,,(29) holomorph. O

Wie im Potenzreihenfall 148t sich keine einheitliche Aussage iiber das Konvergenzver-
halten auf den Kreislinien {z; |z — 29| = r;}, 7 = 1, 2, machen.

Wir zeigen nun, daf sich umgekehrt jede in einem offenen Kreisring R, ,,(zo) holo-
morphe Funktion in eine Laurentreihe um 2z, entwickeln 1aft, deren Konvergenzbereich
den Kreisring R, ,,(2o) enthlt.

SATZ 6.3 (Laurent). Sei 0 < 1y < 1y < oo und sei zg € C. Jede Funktion f €
O(R,, +,(20)) laft sich in eine in R,, ,,(20) kompakt und absolut konvergente Laurentreihe
um zy entwickeln. Es gilt fir alle z € R,, ,,(20)

fz)= ) anlz—2)"
" £©
1
el am=on /M(ZO,T) C= 21 % (6.1)

wobei 1 < r < 1o sei. Die Laurentreihenentwicklung ist eindeutig, d.h. gilt auch f(z) =
Yo Jbu(z = 20)" fir alle z € R, ;,(20), so ist schon b, = a, fir alle n € Z.

BEWEIS. Sei K eine beliebige kompakte Teilmenge von R,, ,,(20) und sei r € (ry,rs)
beliebig. Dann hat man

P1 ::IZIél[I(l|Z_ZO| >ry und  po ::IZnEa[,g(|z—zo| <Ty.

Wir fixieren s1,80 € Rmit 1 < 51 < p1 < po < 89 < ry und s7 < r < So. Nach der
Cauchyschen Integralformel gilt fiir alle z € Ry, 5,(20)

(2) L/aR ( f©) dc

:27T’l ) C— z
1 f(©) 1 f(©)
- d¢ — — d
2m 0+ D(z0,s2) C -z C 2m 0+ D(z0,81) C -z C

:FQ(Z) — Fl(Z)
mit
1 G
Fi(z) := 5 /8+D(20,sj) - d¢ firj=1,2.

Nach Folgerung [1.12/ist F; € O(D(zp, s2)) und F; € O(C \ D(z, s1)).
Wir geben zunéchst eine Reihenentwicklung fiir F, an. Es ist

1 1 1 1 = /z—2\"
(—z (-2 ;_2-2 ¢( Z<<—z0>’

1 205
C—Zo "

wobei die Reihe wegen
Z — 20

¢ — 2o

‘ < % <1 fir z € D(z0,p2),C € 0D(20, S2)
2
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gleichméBig und absolut konvergiert. Setzen wir dies in die Definition von F, ein, so
konnen wir anschlieBend wegen der Stetigkeit des Integrals Integration und Summation
vertauschen und erhalten mit gleichméfiger Konvergenz auf D(zg, p2) D K

Z ey A f);+ aC(z — )"

+D(z0,52)

Rl (©) Ry
B % 2mi /8+D(zo,r) (C - ZO)nJrl dC(Z ZD) ‘

Hierbei gilt das zweite Gleichheitszeichen nach Folgerung 5.14, da die geschlossenen Wege
01 D(zp, s2) und 04 D(2p,7) in R, r,(%0) homolog sind.
Fiir die Betrachtung von F} beachten wir

o0

C—2z  z—2 1_C—Zo_z—zon:0 Z— 2
zZ— 20
mit wegen
¢ — 2o S1 ..
< — <1 fiirzeC\ D(z0,p1),¢ € ID(20,51)
Z = 20 P1

gleichméBiger und absoluter Konvergenz. Wie oben kénnen wir Summation und Integra-
tion vertauschen und erhalten unter Verwendung von Folgerung 5.14

_ ) y— —-n—1
Fi(: sz Lo e

1 D(20,51)
— Z oo /8+D o 1 % dC(z —z9)™"
_Z 5 /3+D -, T)nﬂdg(z — )"
mit gleichméfiger und absoluter Konvergenz auf C\ D(zg, p1) D K. Insgesamt folgt also
f(z) = _fj an(z— )"

mit a,, wie in (6.1), wobei die Konvergenz kompakt in R,, ., erfolgt.
Hat f auch eine Darstellung der Form

Vz € Ry ro(20) Zb (z —z0)",

n=—oo

so muf} die Konvergenz nach Definition der Konvergenz von Laurentreihen und Satz 4.5
schon kompakt in R, ,,(z) erfolgen. Fiir ry < r < 7y gilt dann nach (6.1) und Lem-
ma 1.19:

1 f(¢) 1 o (€ — 20)"
R = — b d
¢ C /8+D(zo ) Z ‘ C

~ 2mi 9. D(z0,r) (€ — 20)" T 2mi (¢ — 2z)"t?

C— )¢ =b,.
:2_: 27” /8+D(z0,r)< 0)

Damit ist auch die Eindeutigkeitsaussage bewiesen. U

k=—o00
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Die Laurentreihenentwicklung einer Funktion f kann in verschiedenen konzentrischen
Ringgebieten, in denen f holomorph ist verschiedene Gestalt haben. Hierzu ein einfaches
Beispiel:

BEISPIEL 6.4. Die Funktion

FiC\{01} > C, 2rs —

z(z—1)
ist auf C\ {0, 1} holomorph. Fiir z € Ry;(0) hat man

—1 —1
f(Z):m— ZZ

n=0 n=-—1

Wir wollen uns nun der Untersuchung isolierter Singularitdten zuwenden.

DEFINITION 6.5. Sei 2 C C offen, zy ein Punkt aus Q und sei f eine auf Q \ {z}
holomorphe Funktion. Fiir die isolierte Singularitit zy, von f bestehen drei Moglichkeiten:
(a) zg ist hebbare Singularitdt, d.h. es gibt eine Funktion F' € O(Q2) mit f(z) = F(z)

fir alle z € Q\ {20}.

(b) 2o ist Polstelle von f, d.h. es gibt ein n € N und eine Funktion g € O(Q2) mit
g(z0) #0und f(z) = g(z)(z — z9) " fur alle z € Q \ {z0}. Die natiirliche Zahl n
heifit die Ordnung der Polstelle zj.

(c) Liegt weder (a) noch (b) vor, so nennt man z, eine wesentliche Singularitit von

£l

Im folgenden Satz zeigen wir, wie man die Art einer isolierten Singularitit zo aus der
Laurentreihenentwicklung in einer punktierten Umgebung von 2, ablesen kann.

SATZ 6.6. Sei Q C C offen, zg € Q und f € O\ {20}). Sei r > 0 mit D(zp,7) C Q

und sei
D

f(2)= ) an(z—2)"
die Laurentreihenentwicklung von f in Ry, (z0) gemdf Satz6.3. Dann gilt:
(a) zo ist genau dann eine hebbare Singularitit von f, wenn a, = 0 fir allen < 0 gilt.
(b) 2o ist genau dann eine Polstelle der Ordnung m € N von f, wenn a_,, # 0 und
a, =0 fir alle n < —m gilt.
(c) zo ist genau dann eine wesentliche Singularitit von f, wenn a, # 0 fir unendlich
viele n < 0 gilt.

BEWEIS. (a) Ist a, = 0 fir alle n < 0, so ist die Laurentreihe von f sogar eine
Potenzreihe und stellt eine in D(zp,7) holomorphe Funktion dar. Die Singularitit zy ist
also hebbar. Ist umgekehrt z; eine hebbare Singularitéit von f, so daf also eine Funktion
F € O(Q) existiert mit f = F auf Q\ {20}, so hat F eine Potenzreihenentwicklung um 2z
mit Konvergenzradius > r. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz 6.3 mufl diese aber
schon mit der Laurentreihendarstellung von f in Ry, (2o) iibereinstimmen.

(b) Genau dann ist z; eine Polstelle der Ordnung m € N von f, wenn eine in D(z, )
holomorphe Funktion g mit g(zg) # 0 existiert, so dafl f(z) = (2 — 20) ™g(z) auf Ry, (20)



68 6. LAURENTREIHEN UND RESIDUENKALKUL

gilt. Nach Satz 4.8 ist dies genau dann der Fall, wenn eine in D(zg,7) konvergente Po-
tenzreihe ) > b, (z — 20)™ existiert mit by # 0 und f(2) = (2 — 20) 7" >, bu(z — 20)"
auf Ry, (2. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz 6.3/ folgt also die Behauptung.

(c) folgt aus (a), (b) und der Definition der wesentlichen Singularitét. O

DEFINITION 6.7. Sei 2 C C offen mit co € (). Eine Funktion f : 2 — C heifit in oo
holomorph, falls die Funktion gy : Q2 := {1/2; 2 € Q} — C mit

) fir0#£2€0
95(2) 1= {f(oo) fir =0

in einer Umgebung von 0 holomorph ist. f heilt auf 2 holomorph, falls f auf QN C und
in 0o holomorph ist. Mit O(§2) bezeichnen wir wieder die Menge aller auf §2 holomorphen
Funktionen.

DEFINITION 6.8. Sei Q2 C C offen mit co € Q und sei f € O(Q N C). Dann heiit der
Punkt oo eine

o hebbare Singularitit von f, falls 0 eine hebbare Singularitét von g ist (g; wie in
Definition 6.7),

e Polstelle der Ordnung m € N von f, falls 0 eine Polstelle der Ordnung m von gy
ist,

o wesentliche Singularitit von f, falls 0 eine wesentliche Singularitét von gy ist.

Durch Anwenden von Satz 6.6/ auf g¢ im Punkte 0 erhalten wir:

SATZ 6.9. Sei Q) C C offen. mit co € Q und sei f € OQNC). Sei r > 0 mit
R, (0) € Q und sei

f(z)= Z a,z"
die Laurentreihenentwicklung von f in R, (0) gemaf$ Satz16.5. Dann gilt:
(a00) 00 ist genau dann eine hebbare Singularitit von f, wenn a, = 0 fir alle n > 0.
(beo) 00 ist genau dann eine Polstelle der Ordnung m € N von f, wenn a, = 0 fir
alle n > m und a,, # 0 gilt.
(Coo) 00 ist genau dann eine wesentliche Singularitit von f, wenn a, # 0 fir unendlich
viele n > 0 gilt.

FOLGERUNG 6.10. Fir ganze Funktionen f : C — C ist die Potenzreihenentwicklung
um 0 auch die Laurentreihenentwicklung um 0. Wir erhalten also:

(al,) oo ist genau dann eine hebbare Singularitit von f, wenn f konstant ist.

(bly) oo ist genau dann eine Polstelle der Ordnung m € N von f, wenn f ein Polynom
vom Grad m ist.

(cl,) oo ist genau dann eine wesentliche Singularitit von f, wenn f keine Polynom-
funktion ist.

Fiir das Werteverhalten einer holomorphen Funktion in der Ndhe einer wesentlichen
Singularitét gilt:

SAaTz 6.11 (Casorati-Weierstrafl). Sei 2 C C offen und sei zg € ) eine wesentliche
Singularitit von f € O(Q\ {z0}). Dann gilt fiir jede in C offene Umgebung U C Q von
20"

F(UNAz}) =C.
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BEWEIS. Da der Fall zy = oo sich durch Betrachtung der oben eingefiihrten Funktion
gy auf den Fall zp = 0 zuriickfithren 148t, geniigt es den Beweis fiir den Fall zp € C
zu fithren. Wir fiihren den Beweis indirekt und nehmen also an, dafl es eine Umgebung
U C Q von zy gibt mit f(U \ {20}) # C, etwa w &€ f(U \ {20}) fiir ein w € C. Dann ist
die Funktion h : U \ {20} — C mit h(z) := (f(z) —w)™ ! fiir 29 # z € U auf U \ {2}
holomorph und wegen sup, .oy [h(2)| < dist(w, f(U \ {20})) < oo auch beschrénkt.
Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz 2.12 ist h also in 2y holomorph ergénzbar. Nach
Satz 4.10 gibt es also eine Funktion h; € O(U) und ein m € N mit hy(zp) # 0 und

VzeU\{z}: h(z)=(2—20)"hi(2).
Mit der Definition von A folgt hieraus

1 w1
f(z)—w—i—W—w—l—(z—zo) e
Da hy(z) # 0 auf U gilt, ist also z; eine hebbare Singularitét oder eine Polstelle von f,
im Widerspruch dazu, dafl z; nach Voraussetzung eine wesentliche Singularitéit ist. Also
muf} doch die Behauptung gelten. U

BEISPIEL 6.12. Fiir die Exponentialfunktion exp : C — C ist co eine wesentliche
Singularitdt. Da die Exponentialfunktion keine Nullstelle besitzt gilt fiir jede Umgebung
U von oo, dafl 0 ¢ exp(U \ {oo}). Dies zeigt dafl auf die AbschlieBung in dem Satz von
Casorati—Weierstrafl nicht verzichtet werden kann.

Eine sehr viel schirfere Aussage als der Satz von Casorati und Weierstraf§ ist der grofie
Picardsche Satz, der besagt, dafl eine holomorphe Funktion in jeder Umgebung einer
wesentlichen Singularitéit alle bis auf hochstens einen komplexen Zahlenwert annimmt.
Den Beweis dieses Satzes findet man z.B. in dem Kapitel IV von [31].

DEFINITION 6.13. Sei Q2 C C offen, zp € Q und f € O(Q\ {z0}). Sei weiter r > 0 mit
D(zg,7) € Q und sei
f(2)= ) an(z=2)"

die Laurentreihenentwicklung von f um 2y in Ry, (zp). Dann heifit

Res(f, z0) i= a1 = —— £(¢) dc (6.2)

2mi 0+ D(20,p)

(mit 0 < p < r, vergl. (6.1)) das Residuum von f in z.

Der folgende Residuensatz hat viele interessante Anwendungen, z.B. auf die Berech-
nung von reellen eigentlichen und uneigentlichen Integralen und das Zéhlen von Nullstellen
und Polen entsprechend ihrer Vielfachheit.

SATZ 6.14 (Residuensatz). Sei Q C C offen und sei f eine Funktion die auf Q holo-
morph ist bis auf isolierte Singularititen. Dann gilt fiir jede in ) nullhomologe Kette T’
von geschlossenen stiickweise stetig differenzierbaren Wegen in €, auf deren Spur keine
Singularitdten liegen:

/F fQdc=2mi Y n(l,2)Res(f, 7). (6.3)

z€Q\Spur(T")
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BEWEIS. Sei € die Menge aller z € C\ Spur(I') mit n(I", z) = 0. Da die Windungszahl
stets eine ganze Zahl ist und stetig in Abhéngigkeit von z ist, ist {2y offen. Ferner ist die
unbeschrinkte Zusammenhangskomponente G, von C \ Spur(I') in €y enthalten und es
gilt C\ Q2 C Qy da I' nullhomolog in €2 ist. Daher ist K := C)\ () eine kompakte Teilmenge
von 2. Nach Voraussetzung gilt fiir alle z € : Es gibt ein ¢, > 0 mit D(z,e,) C
so dafl f auf D(z,e.) \ {20} definiert und holomorph ist. Die Familie (D(z,¢.)),cp ist
dann eine offene Uberdeckung von K, aus der wir wegen der Kompaktheit von K eine

endliche Teiliberdeckung D(z1,¢.,), ..., D(z, €., ) auswihlen konnen. Insbesondere ist
die Funktion f daher auf

(QD(Zj,ezj)) \ {1, o)

definiert und holomorph. Da f auf Spur(I') keine Singularitéten hat, sind z1, ...,z die
einzigen isolierten Singularitdten von f in €\ Spur(I'), fur die von 0 verschiedene Win-
dungszahlen auftreten konnen. Die rechte Seite in (6.3)) ist also gleich der endlichen Summe

k
27i Z n(I, zj)Res(f, ;) .

J=1

Bezeichne Sy die Menge der isolierten Singularitdten w von f in Q mit n(I',w) = 0. Dann
ist 2\ Sy offen und die Kette I ist auch in 2\ Sy nullhomolog. Zu den Punkten z; gibt es

d; > 0mit D(z;,6;) C Qfiir j =1,...,k, so daB die Kreisscheiben D(z1,61), ..., D(z, 6x)
paarweise disjunkt sind. Dann ist die Kette

k
I = n(,2)0:D(z,6;)

j=1
nullhomolog in © \ (So U {z1,..., zx}). Nach Folgerung [5.14 folgt mit (6.2)

k k
/F F(¢)d¢ = Z n(T, z,) /a oy [(©d =270 Do Res(7,2)

j=1
und damit die Behauptung. 0

Wir werden den Residuensatz héufig in der folgenden Variante anwenden:

FOLGERUNG 6.15. Sei Q2 C C offen und ser E C ) ein Greenscher Bereich im Sinne
von Definition [1.15. Seien zy,...,z; € int(E) gegeben und sei f € O\ {z1,...,2k})-
Dann gilt

k
F(C)d¢ =271y Res(f, ).
j=1

o+ E

BEWEIS. Fiir alle z € int(FE) gilt nach Satz 5.9 und der Cauchyschen Integralformel

n(&rE,z):L/ ! d¢ =1

27 8+EC_Z

also auch n(04F, z;) = 1 fir j = 1,..., k. Mit dem Residuensatz folgt die Behauptung.
O

Wie bereits bemerkt, wollen wir den Residuensatz zur Berechnung gewisser bestimmter
und uneigentlicher Integrale verwenden. Der Trick dabei ist, dafl man die Residuen auf
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andere Weise als mit der Formel (6.2) berechnet. Hierzu dienen insbesondere die folgenden
Rechenregeln zur Berechnung des Residuums in Polstellen.

LEMMA 6.16. Sei Q2 C C offen und sei zo € Q, f € O(2\ {20}).
(a) Ist zg eine Polstelle erster Ordnung, so ist

Res(f, z0) = lim (z —20)f(2).

(b) Ist f(z) = g(2)/h(2) auf Q\ {20} mit auf Q holomorphen Funktionen, fir die gilt
9(z0) # 0,h(z9) = 0, (20) # 0 (d.h. g hat in zy keine Nullstelle und h hat eine erster
Ordnung in zg), so gilt:

9(20)
Res(f7 ZO) = h/(Z()) :
(c) Ist zy eine Polstelle der Ordnung m € N von f, so gilt
1 . dm—l .
Res(f, 20) = - lim (f(2)(z = 20)") -

(m—1)! 2=z dzm~1

BEWEIS. (c) Sei 2y Polstelle der Ordnung m von f und sei r > 0 mit D(z,7) C €.
Dann hat f nach Satz 6.6 eine Laurentreihendarstellung der Form

o

f(z)= Z an(z — 29)" fiir 0 < |z — 2z < 1.

n=—m

Die Funktion g : z +— (2 — 2z9)™f(#) ist dann in 2z, holomorph ergénzbar und hat in
D(zp,r) die Potenzreihendarstellung

g(z) = Zan,m(z —z20)" fiir |z — 2| < 1.
n=0

Hieraus erhalten wir fiir den zu berechnenden Koeffizienten a_;:

g(m—l)(zo)

Res(f,z0) =a_1 = =1

woraus die Behauptung folgt.
(a) folgt aus (¢) mit m = 1 und aus (a) folgt in der Situation von (b)

= lim (2 — % M: imi z) =
Res(f, 2) = lim ( O)h(z) Jim h(z) —h(zo)g( )

wegen h(zg) = 0. O

Wir geben nun, wie angekiindigt einige Methoden zur Berechnung bestimmter und
uneigentlicher Integrale mit Hilfe des Residuensatzes an. Das folgende Lemma zeigt, wie
man Integrale iiber ein volles Periodenintervall berechnet, deren Integranden holomorphe
Funktionen von ¢ ~— e?™/7 mit endlich vielen isolierten Singularititen in der offenen
Einheitskreisscheibe D sind.

LEMMA 6.17. Seien zy := 0,21,...,2r € D, r > 1 und sei f eine in D(0,r) \
{20, 21, .., 2} holomorphe Funktion. Dann gilt mit g(z) = 27 f(z) fir = € D(0,r) \
{z0,21, -+, 2k} fir T >0 und alle s € R:

s+T 2mit i
/S f (exp (T)) dt = TZ Res(g, z;) -

J=0
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BEWEIS. Der positiv orientierte Rand 04D von D) wird tiber [s, s+ 7| durch die Funk-
tion ¢ +— exp(2mit/T) parametrisiert. Daher folgt unter Verwendung von Folgerung [6.15:

s+T . k
/S f (exp (?)) dt = 2£m (2) dz = TZRes(g, 2;) .

£ z
04D s

BEISPIEL 6.18. Um fiir a,b € R mit 0 < |b| < |a| das Integral

g 1 1 2w 1
I = ———dt = = ———dt
o a-+bcos(t) 2 )y a+bcos(t)

zu berechnen beachten wir cos(t) = (e + e~")/2 und erhalten

1 2 )
I=- fle™dt
2 Jo
mit
1 B 2z
a+2(z+1) 20z+b(z241)

Die rationale Funktion g mit

9(z) =

ist also in zp = 0 holomorph ergéinzbar, so daBl Res(g,zp) = 0 gilt. Die einzigen Sin-
gularitdten von g liegen in den Nullstellen des Nenners von g vor. Fiir diese errechnet

man
a a. |a? a a. |a?
le_g‘i‘sgn(g) b—2—1 ZQI—E—SgH<E> ﬁ_l

Wegen |a|/|b] > 1 liegt nur z; in der offenen Einheitskreisscheibe. Fiir das Residuum gilt
nach Lemma 6.16/ (a):

fz) _ 2
z  2az+b(z2+1)

_ 2(z — ) 2
R - 1 = =
es(g: 1) 222 2az + b(z2+1) bz — 29)
B 1 ~ sgn(a)
sgn(b)sgn(a/b)vVa2 — b  a® — b2

Mit Lemma 6.17 erhalten wir also schliellich das Ergebnis:

T 1 2 _ sgn(a)T
/0 mdt D) (Res(g,20) + Res(g, 21)) = Nk

Zur Berechnung gewisser uneigentlicher Integrale ist das folgende Lemma niitzlich.

LEMMA 6.19. Sei Q) C C eine offene Menge, die die Abschlieffung der oberen Halbebene
H, :={z € C; Im(2) > 0} enthdlt und seien zy,...,z, € Hy. Ist f € O(Q\{z1,...,21})
maut

z%i—rgo RHfHaD(o,R)mm =0 (6.4)

und existiert das uneigentliche Integral ffooo f(z)dz, so gilt

0 k
/ f(z)dx = 27m'ZRes(f, 2;) .
o s
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BEWEIS. Fir R > 0 sei Ei := {z € C; Im(z) > 0 und |z] < R} die abgeschlossene
Halbkreisfliche mit Radius R und Mittelpunkt 0 in der abgeschlossenen oberen Halbebene.
Nach der Voraussetzung (6.4) gibt es zu beliebig vorgegebenem & > 0 ein Ry > 0, so dafl
TR| fllopo,rynmy < € fiir alle B > Ry. Hierbei konnen wir Ry so grofl wéhlen, daf fiir
R > Ry alle Punkte zi,...,2; in int E enthalten sind. Nach dem Residuensatz in der
Fassung von Folgerung 6.15/ gilt dann fiir alle R > Ry:

‘/Zf@)dx—QmZ:ReS(f,Zj) zl/if(x)dx—/&rER f(z)dz‘

| /mﬂz)dz |

wobei yg der von R nach —R durchlaufene obere Halbkreisbogen um 0 sei. Durch Ab-
schitzung des letzten Integrals erhalten wir:

k
‘/R f(x)dx — 27m'ZRes(f, ;)
R —

woraus wegen der Existenz des uneigentlichen Integrals folgt:

< 7R\ fllopgo,rynmy <€,

k
/ f(x)dx = hm ’ f(x)dx = QWiZ Res(f, z;) -
R e

O

BEMERKUNG 6.20. Lemma 6.19 ist insbesondere dann anwendbar, wenn f = p/q eine
rationale Funktion ist mit Polynomen p, ¢, wobei Grad(q) > Grad(p)+2 gelte und ¢ keine
reellen Nullstellen habe. Man rechnet leicht nach, dafl dann die Bedingung (6.4) erfiillt
ist und das uneigentliche Integral f x)/q(z) dx existiert.

BEISPIEL 6.21. Wir wollen das Integral

00 2
I::/ x—dx
|

berechnen. Geméafi Bemerkung 6.20/ ist Lemma 6.19 anwendbar. Die isolierten Singula-
ritdten der rationalen Funktion f mit
z

J(2):= 24+ 1

sind genau die vier Nullstellen des Nenners also z; := exp(i(7 + j5)), j = 0,1,2,3. Von
diesen liegen zy und z; in der oberen und z, und z3 in der unteren Halbebene. Gemafl

2

Lemma 6.19 erhalten wir also mit Hilfe von Lemma 6.16/ (b) (wobei g(z) = 2% und
h(z) =21+ 1):
I =2mi (Res(f, z0) + Res(f, 21)) = 2%%(2—3 - z—1> =
4z3 423
T 3T T T
L —g<el4—|—e Zii)—wcos(%)—
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Y3 Y1

-r r

ABBILDUNG 1. Zum Beweis zu Lemma 6.22

LEMMA 6.22. Sei f = p/q eine rationale Funktion mit Polynomen p,q, wobei keine
reellen Nullstellen habe und Grad(q) > Grad(p) gelte. Dann existiert das uneigentliche
Integral [~ f(z)exp(iz)dz und es gilt

/ f(x)exp(iz)dx = 2mi Z Res(f(z) exp(iz), 2), (6.5)

zeH
wobei H wieder die obere Halbebene bezeichne.

BEWEIS. Das Polynom ¢ hat nur endlich viele Nullstellen zi,...,2; in der oberen
Halbebene H, . Sei R das Rechteck mit den Ecken —ry,ry, ro+1is, —ri+1is, wobei ry,ry, s €
(0, 00) so grof} seien, daf alle Polstellen z1, . ..,z in int(R) enthalten sind (vergl. Abb. 1).
Nach Folgerung 6.15 gilt:

/ f(z)e™ do — QWZZRGS z)exp(iz),z;) = =11 — I, — I3

mit [ : f f(2)exp(iz)dz fir j = 1,2, 3, wobel y; := [ro, 7o +1is|, y2 := [ro+1is, —11 +i]
und 73 1= [ 71 +1is, —rs]. Sei nun € > 0 beliebig. Dann gibt es wegen Grad(q) > Grad(p)
und wegen |e”*| = e’Im(z) < 1 fur Im(z) > 0 ein R > 0, so daB fir alle z € H, mit |z] > R
gilt |f(2)| < /3. Durch VergroBern kénnen wir erreichen, dafi R > 1+ maxj—q,__j |2;|.
Seien nun 71,79 > R beliebig. Fiir I; erhalten wir dann (wegen |ro + its| > R fiir alle
t €[0,1])

1 1
| 11| :’ / f(ro + its)elr2Fits)g dt’ < / |f(ro +its)|e ™sdt <
0 0

o 1
gg/ _tssdt<3(1—es)<

Wl M

Analog sieht man |I3] < £/3. Um auch |I5| < /3 zu erhalten wéhlen wir s := R+log(r +
r9). Dann gilt wegen |rq — t(ro +11) +is| > s > R fiir Io:

|1

1
:’ / f(ry —t(ry + 1) + i)zt r2tr) i) () dt| <
0

1
<(r1 +12) / F(ra — t(rs + 1) + is)|e=%dt < (ry + ro)e—
0

Wl ™
Wl ™
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Damit folgt also fiir alle r1,r2 > R bei obiger Wahl von s = s(rq,79):

< L+ L]+ |15 <e.

‘/ f(z)e™ dx — 2mZRes z)exp(iz), z;)

Also gilt:

lim f( e dx = 2mi Z Res(f(2) exp(i2), z;) .

71,r2—00
J=1

Insbesondere existiert das uneigentliche Integral [*° f(x) exp(iz)dz und es gilt (6.5). O

Gehen wir in Lemma [6.22/ zum Real und Imaginérteil iiber, so erhalten wir:

FOLGERUNG 6.23. Sei f = p/q eine rationale, auf R reellwertigen Funktion mit Po-
lynomen p, q, wobei Grad(q) > Grad(p) gelte und q keine reellen Nullstellen habe. Dann
existieren die uneigentlichen Integrale [~ f(x)cos(z)dz, [*°_ f(x)sin(z)dz und es gilt

/Z f(x) cos(x)dxr = — 27T1m< Z Res(f(z) exp(iz), zj)>
/ f(z)sin(x)dx 27rRe<ZRes z) exp(iz), z])>

wobei zq, . ..,z die Nullstellen von g mit positiven Imagindrteilen seien.

(6.6)

BEISPIEL 6.24. Fiir w > 0,a > 0 und b € R berechnen wir

©  cos(wt)
I := ————dt.
/—oo a® + (t — b)?

Mit der Variablensubstitution x = wt tiberfithren wir I in die Gestalt

Y A cos(z) .
S L

so dafl wir Folgerung [6.23 anwenden konnen. Die rationale Funktion f mit

1
fz) = w(a?+ (z/w — b)?)

hat die Polstellen (beide von der Ordnung 1)
2 =w(b+ia), 2z=w(b—ia),

wobei nur z; positiven Imaginérteil besitzt. Geméafi Folgerung [6.23 gilt also (unter Ver-
wendung von Lemma [6.16/ (b)):

121

1 = = 2elm (Res(/(:)e"), 1)) = —2Im(5———) =

zw(b+za)

=— 7r1m< ) = EIm(ie‘“’“ei“’b) =

1a a

[Lg—
=—c¢ cos(wb) .
( )

Den Residuensatz kann man auch zum Zahlen von Nullstellen und Polstellen verwen-
den.
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SATZ 6.25 (Argumentprinzip). Sei Q@ C C offen, E C Q ein Greenscher Bereich
und F € O(QY). Die Punkte z1,...,z; € int(E) seien Polstellen der Ordnung ni, ..., ng
einer auf Q\ {z1,...,zx} holomorphen Funktion f. f habe auf OF keine Nullstelle. Dann
hat f (nach dem Satz von der Isoliertheit der Nullstellen |].12) héchstens endlich viele
Nullstellen wy, ..., w; der Ordnung my, ..., m; in int(E). Es gilt

R RTAC PR ORI S s
27Ti 8+EF( )f(Z)d pz; PF( P) qz; QF( q)-

Insbesondere folgt im Foll F =1

L), -
27 )y 5 ) dZ—;mp—qzzlnq.

BEWEIS. Nach Der Fassung 6.15/ des Residuensatzes fiir Greensche Bereiche gilt

1 KON f - f
— F(z)——dz = Res(F—,w>+ Res(F—,z). 6.7
i Jy o T g 2 2R + 2 Res(F s (6.7)
Wir berechnen zunéchst die Residuen an den Polstellen zi, ..., 2, von f: Fiir diese hat

marn

f(z) = (2 — 2¢) "gy(2) fiir 2€ Q\{z;1<r<kr#q}
mit auf Q \ {z.;1 < r < k,r # ¢} holomorphen Funktionen g, mit g,(z,) # 0 fur

qg=1,..., k. Mit der Produktregel fiir die komplexe Ableitung erhélt man

/ / 2 1

F(z)M = F(z)(gq( ) —ng - —) :
f(2) 94(2) Z =z

In z, liegt also eine Polstelle der Ordnung 1 des Integranden vor und wir erhalten nach

Lemma 6.16! (b):

!/
Res(FfF,zq> =-—-n,F(z,) firg=1,... k.

Analog erhélt man an den Nullstellen w, von f
f(2) = (z —wp,)"hy(z) mit h, € O\ {z1,...,2}), hp(w,) #0.

Auch in diesem Fall liegt wegen

&) _ p
7~ P

in w, eine Polstelle erster Ordnung des Integranden vor. Fiir das Residuum in w, ergibt
sich also:

hy(2)
) ﬁ)

F(z)

/

Res(FfT,wp) =myF(w,) firp=1,...,7.

Durch Einsetzen der berechneten Residuen in (6.7) erhélt man nun die Behauptung. O

Als Anwendung beweisen wir folgende haufig sehr niitzliche Vergleichsaussage:

SATZ 6.26 (Rouché). Sei Q C C offen und K C Q kompakt. Sind f,g € O(£2) gegeben
maut

1f(2) + 9 < [f ()| + 1g(2)]  fiir alle z € 0K, (6.8)
so haben f und g gleich viele Nullstellen in K (entsprechend ihrer Vielfachheit gezdihlt).
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BEWEIS. Aus der Voraussetzung folgt zunéchst, dal die Funktionen f und g auf dem
Rand von K keine Nullstellen haben. Auf jeder Zusammenhangskomponente von €, die
mit A nicht leeren Durchschnitt hat sind also f und ¢ beide nicht identisch verschwindend.
Nach dem Identitdtssatz konnen beide Funktionen nur endlich viele Nullstellen in K
haben. Die Menge Ky :={z € K; |f(2)+g(2)| = |f(2)|+ |g9(2)|} ist wegen der Stetigkeit
von f und g kompakt und wegen (6.8)) in int(K) enthalten und enthélt alle Nullstellen
von f und von g, die in K liegen. Nach Aufgabe 1.10/ gibt es einen Greenschen Bereich
mit Ky C int(F) C E C int(K). Fiir die Anzahlen n; und n, der Nullstellen von f und
von g in K gilt also nach dem Argumentprinzip [6.25:

1 ! 1 !
ny = — f(z>dz und ng = — 9()
21 Jo, B f(2) 2m Jo, 9(2)
Auf der offenen Menge
Qo :={z€Q; [f(2) +9(2)| <[f(2)| + lg(2)[} (6.10)
betrachten wir die Hilfsfunktion h mit h(z) = f(2)/g(z) fiir alle z € Q. Fiir alle z € €

z
gilt (wie man nach Division der die Menge € in (6.10) definierenden Ungleichung durch
|9(2)| sieht)

dz. (6.9)

|h(z) + 1] < 1+ |h(2)].
Hieraus folgt insbesondere () C Q4 := C\ {z € R; z > 0}. Nun hat die Funktion

z +— 1/z auf Q. , wie wir in Bemerkung 5.7 festgestellt hatten, eine Stammfunktion I/JZ)/g.
Setzen wir

H(z) := Log(h(z)) fiir alle z € Q,
so folgt mit der Kettenregel und der Quotientenregel:
Wz) _ f'(z2) g2
hz)  f(z)  g(z)’

d.h. H ist eine Stammfunktion zu z — £& — L& 44f Q. Da §, F eine Kette von endlich

H'(2)

) (2
vielen geschlossenen Wegen in € ist folgt also aus Folgerung 3.2 und (6.9)
1 / /
npong == [ LB 4G,
2mi Jo,m [(2)  9(2)
und damit die Behauptung. U

Mit Hilfe des Satzes von Rouché 1a8t sich auch ein weiterer Beweis des Fundamental-
satzes der Algebra (Satz 2.9) angeben:

Sei also p(z) = >_p_, ax2" ein Polynom vom Grad n > 1. Insbesondere ist a,, # 0 und
man hat mit ¢(z) := —a,z"

n—1 k

ple)+ a2 _ | Do

lq(2)] |an] - 2]
Also gibt es ein 7 > 0 mit [p(z)+¢(z)| < 3]q(z)| < [p(2)|+|q(z)| fiir alle = € D(0,7) Nach
dem Satz von Rouché haben daher p und ¢ gleich viele Nullstellen in D(0, r) (entsprechend

ihrer Vielfachheit aufgefiihrt). Die einzige Nullstelle von ¢ ist in 0 und hat die Vielfachheit
n. Somit hat p wenigstens n Nullstellen (entsprechend ihrer Vielfachheit gezéhlt).

— 0 fiir |z| — oo.

Es folgen nun einige Beispiele von Aussagen iiber das Nullstellenverhalten von gewissen
holomorphen Polynomen. Mit

n_ ok
To(z) == Z % fir alle z € C

k=0
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-
N

ABBILDUNG 2. Der Bereich E

gilt bekanntlich 7,, — exp fiir n — oo auf C mit kompakter Konvergenz. Als Polynom
vom Grad n hat T, wenigstens n Nullstellen in C, wihrend die Exponentialfunktion
nirgends verschwindet. Wir wollen uns iiberlegen, wie sich die Nullstellenmenge von T, fiir
n — oo verhélt. Als Hilfsmittel zeigen wir den folgenden Satz, der auch von unabhéngigem
Interesse ist.

SATZ 6.27 (Enestrom (1893), Kakeya (1912)). Sei p(z) = >_,_, axz" ein Polynom mit
reellen Koeffizienten fir die gilt: ag > a1 > as > -++ > a,, > 0. Dann hat p keine Nullstelle
mn D.

BEWEIS. Das Polynom ¢ mit ¢(z) := (1 — z)p(z) fiir alle z € C hat die gleichen
Nullstellen wie p und zusétzlich eine Nullstelle in z = 1. Fiir alle z € D gilt

n n
a(2)] =] 3wt = D et
k=0 k=0
n

>ag — |z] - ‘ Z(ak —ap_1)2" = a,2"

k=1
Zap — ’Z|<Z(ak—1 —ag) + an> =(1—12[)ap > 0.
k=1
Also hat ¢ und damit auch p keine Nullstelle in . O

Statt der Taylorpolynome T, der Exponentialfunktion betrachten wir die skalierten
Polynome p,, mit

Es gilt nun:
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SATZ 6.28 (Szegd (1924)). Alle Nullstellen von p,, liegen in der Menge
E .= {z eD:; zel_‘z’ > 1} )

BEWEIS. Wir zeigen zuniichst, da die Nullstellen von p, stets in D liegen. Hierzu

definieren wir:
n—k

*(Z> ._Zn <1>_Zn:n_kznk_2n: L Zk
Pnl2) = 2P —k:O k! —k:O (n—k)!"

nn—k nn—k—l nn—k—l

n
-k (n—k—1) (n—k—l)!(n—k’ 1) >0
fir £ = 0,1,...,n — 1 ist die Voraussetzung zu Satz 6.27 fiir das Polynom pj erfiillt.
p; hat daher keine Nullstelle in ). Da die Nullstellen von p, gerade die inversen zu
den Nullstellen von p} sind, miissen also alle Nullstellen von p, in der abgeschlossenen
Einheitskreisscheibe liegen.

Wegen

< 1. Dann gilt

Sei nun z € D mit ‘zel_z

1= e pa(2)] =|e ™ (€7 = To(n2)

o 1—z\n_—n o k-n
=|(ze" )" Z e
k=n-+1
1—z|n —
—z —-n
< ‘26 ‘ e Z £ <1
k=n+1
Hieraus folgt, dafl z keine Nullstelle von p,, sein kann. O

FOLGERUNG 6.29. Ist z Nullstelle des n—ten Taylorpolynoms T, der Exponentialfunk-
tion, so gilt n/4 < |z| < n.
BEWEIS. Der Radius p des groiten in D \ E enthaltenen Kreises um 0 erfiillt
p* =min{2? +9?; 2>+ y* < 1 und (2 +y*)e* > =1}
=min{z? +y*; 2* +9* < 1und (2% +¢?) = ** 2}

Das Minimum wird angenommen fiir z = —p mit p? = e 272, d.h. p = e~ "tV Numeri-
sche Rechnungen zeigen p = 0.278465 > 1/4. O

Der folgende Abschéitzungssatz fiir die Lage der Eigenwerte einer quadratischen Matrix
wird in der numerischen linearen Algebra haufig verwendet.

SATZ 6.30 (Kreisesatz von Gerschgorin). Sei A = [ajx]jk=1,. 8 € Mnxn(C) eine
(N x N)-Matriz. Firj=1,...,N seir;:= Z%l la;i| und K; = D(a;;,7;). Dann gilt:
k#j

N
o(A) :={X € C; \ ist Figenwert von A} C U K;. (6.11)

j=1
Ist K=K, U---UKj und KNK; =0 firalle j € {1,....N}\{J1,---dr}s J1y--»Jr
paarweise verschieden, so hat die Matriz A in K genau r Eigenwerte (entsprechend ihrer

Vielfachheit aufgefiihrt).
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A)u = 0. Sei jo € {1,...,N} mit |uj,| = maxi<j<n |u;|. Durch Betrachtung der jo—ten
Komponente der Gleichung (Al — A)u = 0 sieht man

(>‘ Q30,50 uJo E : o kUK =

k#]o
und daher
N w
|u|—‘Za kuk‘ <‘Za-7k-¢.
JO o |>‘ g ]0| 1 7 |)‘_aj07jo|
k;ﬁjo k#jo

Wegen |\ — aj, j,| > 1, ist dies nur moglich, wenn u;, = 0 ist. Nach Definition von u;, =
folgt uw = 0, d.h. A kann kein Eigenwert von A sein.

(b) Ist KN K; =0 fir alle j € {1,...,N}\ {j1,...,Jr}, so gilt fiir ein hinreichend
kleines € > 0 auch noch K. N K;. =0 fiir alle j € {1,..., N} \ {j1,...,j-} mit

Kj,s = D(ajyj,rj +€) fur j = 1, Ce ,N

und K, := K;, .U---UKj .. Als endliche Vereinigung von Kreisen ist K. ein Greenscher
Bereich. Nach (a) gilt

VA€ 0K, : 0#pa(A):=det(A — A)

Wir bezeichnen nun mit D die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen a;; auf der Diagonalen
und mit C' die Matrix C':= A — D. Ebenfalls aus (a) folgt fiir 0 <¢ <1

o(D+1t0) C UK

Die Funktion (£, A\) — ppic(A) ist auf [0, 1] x 0K, stetig und ohne Nullstelle. Auch die
Funktion (¢,\) — pp,(A) ist auf [0,1] x 0K, stetig. Nach dem Argumentprinzip 6.25
gilt fiir die Anzahl N, der Nullstellen von ppiyc(A) in int(K.):

N, = L/ Poric(N) X
2mi o4 K. pDthC()\)

und dies héngt nach Lemma [1.10 stetig von dem Parameter ¢ ab. Da die Werte N; ganze
Zahlen sind, muf} also die Abbildung ¢ — N; auf [0, 1] konstant sein. Insbesondere gilt
N1 = Ny, d.h. die Matrix A = D + C hat in K, genauso viele Eigenwerte wie die

Matrix D. Die Eigenwerte von D in K. sind aber genau die Werte a;, ., ..., a;, ;.. Mit
e — 0 folgt also, daB8 A genau r Eigenwerte in K besitzt (entsprechend ihrer Vielfachheit
aufgefiihrt). O

Eine Verfeinerung der Abschitzung fiir das Spektrum von A erhélt man, indem man
den Gerschgorinschen Kreisesatz zusétzlich auf die zu A transponierte Matrix anwendet.

Weitere Aussagen zur Lage der Nullstellen holomorpher Polynome findet man in der
Monographie [35] von Rahman und Schmeisser.
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 6.

AUFGABE 6.1. Entwickeln Sie f € O(C\{1,2}) mit
1
f(z) = o2 (2 € C\{1,2})

in eine Laurent-Reihe auf den Kreisringen R; 5(0), R2 ~(0), Ro1(1) und Ry 1(2).

AUFGABE 6.2. (a) Sei zy € C, seien 11,79 € [0, 00] mit r; < 75, und seien f und g
zwei auf R,, ,,(2p) holomorphe Funktionen mit den Laurentreihendarstellungen

oo

f(Z) = Z an(z - Zo)n und g(z) = Z bn('z - ZO)n

n=—oo n=—oo

fir alle z € R, ,,(20). Zeigen Sie:

(f9) (=)= D calz—20)"

fir alle z € R, ,,(%0), wobei
Cp = Z apb,—; furallen e Z.
k=—0o0

Hinweis: Verwenden Sie Gleichung (6.1) aus Satz 6.3 fiir die Funktion fg.
(b) Bestimmen Sie die Laurent-Entwicklung von f € O(C\ {0}) mit

fe)=esp(z+3) (z€C\{0})
auf Ry (0).

AUFGABE 6.3. Entwickeln Sie die Funktion f € O(C\ {1}) mit

exp(mz)

f(z):= EEE fir alle z € C\ {1}

in eine Laurent-Reihe auf dem Kreisring Ry oo (1).

AUFGABE 6.4. Berechnen Sie die Residuen der folgenden Funktionen in ihren Polstel-
len:

1
(a) fa(2) == o1 (n € N).

(b) 9a(2) = 1-— izs—é_zl— a)

(a € R).

AUFGABE 6.5. Bestimmen Sie sdmtliche Singularitéiten der folgenden Funktionen f,
bestimmen Sie ihre Art und berechnen Sie jeweils das Residuum.
(a) f(z):= SIZ) it e N,
z

n

(0) () = exp (=4 2),

2 +z+5
(C> f(Z) T Z(ZQ+1)2
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AUFGABE 6.6. Berechnen Sie die folgenden Integrale

Sln
/ (E + ac+g™

Z+z+95
b —————dz fiir j=1,2, t
()[ﬁz(anLl) 2z fiir j 3 mi

Y (t) = ¥ fiir t € [0, 1],
Yo(t) := i+ Ze' fiir ¢ € [0,4n],
Y3(t) == 0, D(42,2004).

AUFGABE 6.7. Berechnen Sie fiir alle a,b > 0 das Integral

oo 1
/oo @@ in™

AUFGABE 6.8. Berechnen Sie die folgenden Integrale

® 24+ +5
—
(@) /_oo @12 "

T a
b ————df bei 0 .
()/0 2 s (@) wobei a € (0, +00)

AUFGABE 6.9. Berechnen Sie die folgenden Integrale

(a) /_+OO %dw

Yoo x cos(x)
(b) /OO —(1+I2)3dx.

AUFGABE 6.10. Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und sei A C G eine
diskrete Teilmenge von GG. Beweisen Sie die folgende Aussage: Eine Funktion f € O(G\ A)
besitzt genau dann auf G \ A eine komplexe Stammfunktion, wenn Res(f, z) = 0 fiir alle

z € A gilt.

AUFGABE 6.11. Berechnen Sie das Integral

f'(2)
dz
/(3+D(O,Tr) f(2)

AUFGABE 6.12. Berechnen Sie das uneigentliche Riemannintegral

/ sm(x)dm
e T

Hinweis: Betrachten Sie fiir die Funktion
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und 71,79, > 0 sowie 0 < § < min{ry, 79, s} die Wegkette
a! + Y2 + Y3 + [_rlv _5] + s + [67 TQ]

mit 71, 72,73 Wie im Beweis zu Lemma(6.22 und mit 5(¢) := dexp(i(r —¢)) fiir 0 <t < 7.
Andern Sie anschlieend die Beweise zu Lemma 6.22 und der anschliefenden Folgerung
geeignet ab.

AUFGABE 6.13. Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen der folgenden Funktionen
in den jeweils angegebenen Bereichen:
(a) f(z) =2+ 32* + 122 + 5 in D und in D(0, 5).
(b) f(2):=2°+32*+92*+10 in D(0,2).
(c) f(2) :==92°+5z — 24 in Ry 5(0).

AUFGABE 6.14. Sei G C C ein Gebiet und sei (f,)5, eine kompakt konvergente
Folge von auf G holomorphen, nullstellenfreien Funktionen. Zeigen Sie, dafl die nach dem
Satz von Weierstrafl auf G holomorphe Grenzfunktion f dann entweder identisch auf G
verschwindet oder ebenfalls keine Nullstelle besitzt.

AUFGABE 6.15. Sei a € (e, 00). Wieviele Losungen besitzt die Gleichung
e =az"

in der Einheitskreisscheibe?

AUFGABE 6.16. Sei f in einer Umgebung von D holomorph mit f(0D) C D.
Zeigen Sie: f besitzt in D genau einen Fixpunkt.



KAPITEL 7

Der Approximationssatz von Runge

Fiir u € C bezeichnen wir in diesem Abschnitt mit h, : C\ {u} — C die durch
1
hy(z) = —— firu#2€C
zZ—u

definierte rationale Funktion. Fiir kompaktes K C C und v € C\ K sei P,(K) die
Abschlieung von {p o h,; p ist holomorphe Polynomfunktion} in C'(K,C) beziiglich der
sup—Norm || - ||x. Pu(K) ist also die Menge aller derjenigen stetigen Funktionen auf K,

die sich gleichméBig auf K durch Polynome in h, approximieren lassen. Weiter sei P(K)
der Abschlul der holomorphen Polynomfunktionen in (C(K,C), || - || x)-

LEMMA 7.1. Sei K C C kompakt und sei 2 eine Zusammenhangskomponente von
C\ K. Ist u ein Punkt aus Q, so ist fir alle w € Q die Funktion h,, in P,(K).

BEWEIS. Wir setzen S := {w € Q; h, € Pu(K)}. Wegen u € S ist S # (). Sei nun
wp € S beliebig und sei r > 0 mit D(wp, ) C 2. Dann gilt fiir alle w € D(wy,r) und alle
ze K

w— W < lw — wo <1
Z — Wy r
und daher ) ] ]
hw(Z) = = .
Z—Ww  Z—Wwy 1_W—wo
Z — Wo
= Z(w — wo)"(z — wy)F !
k=0
=D (@ = wo) hy ()
k=0
mit auf K gleichméfliger Konvergenz. Zu beliebigem € > 0 gibt es also ein n € N mit
- kp k+1 €
’hw—Z(w—wo) hg, <3

k=0
Da sich nach Voraussetzung an wy die Funktion A, gleichméfiig auf K durch Polynome
in h, approximieren lafit, gibt es ein Polynom p mit

[DPESTAS SECRES
k=0

k=0

<5
K 2

Insgesamt folgt ||h, — q(hu)||x < €, wobei ¢ das Polynom mit
q(z) := Z(w — wo)"p(2)" 1t fiir alle z € C
k=0
sei. Damit ist gezeigt, dafl h, gleichméflig auf K durch Polynome in h, approximierbar
ist, d.h. es ist w € S. Die Menge S ist also offen. Da die Abbildung w — h, |k stetig von
Q nach (C(K;C);|| - ||k) ist, ist S := {w € Q; h, € P,(K)} als Urbild der in C(K,C)

84
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abgeschlossenen Menge P, (K) unter dieser stetigen Abbildung abgeschlossen in €2 (bzgl.
der von der Betragsmetrik auf 2 induzierten Metrik). Als Zusammenhangskomponente
von C\ K ist aber € ein Gebiet. Also mufl S = 2 gelten. O

LEMMA 7.2. Sei K C C kompakt und So, :=={w € C\ K; h, € P(K)}. Dann stimmt

Seo mil der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente Q, von C\ K tberein.

BEWwWEIS. Annahme: Es gibt einen Punkt w € S, \ Q. Dann liegt w in einer be-
schrankten Zusammenhangskomponente 2 von C\ K. Wir setzen d := max,cx |2 — w|.
Wegen w € S, gibt es eine holomorphe Polynomfunktion p mit ||h, — p|lx < (1 +d)~'.
Da die Polynomfunktion z + (z — w)p(z) — 1 auf Q holomorph und auf Q stetig ist, gilt
nach dem Maximumprinzip 2.16 unter Beachtung von 02 C K:

v [(z —wp(z) — 1 <max|(¢ — w)p(C) — 1
Sdrgleég Ip(¢) = ho(Q) = d[lhe — pllx
d
Sm < 1.

Da diese Ungleichung fiir z = w verletzt ist, war die obige Annahme falsch. Es gilt also
Soo € Q.
Seil nun 7 := max,ex |2| und u := 1+ r. Dann ist u € {2 und fiir alle z € K folgt

-1 1 O Sk
m) =TT = 2

mit wegen |z/u| < r(1+r)~! < 1 gleichméBiger Konvergenz auf K. Daher folgt h,, € P(K).
Ist nun w € Q. beliebig, so ist h, nach Lemma 7.1 gleichméfig auf K durch Polynome
in h, approximierbar. Da h, seinerseits gleichméflig auf K durch holomorphe Polynome
approximierbar ist, folgt h, € P(K) und damit w € S. O

IS

Ist I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und 3 :={a =ty <t; < --- <t,, = b} eine
endliche Zerlegung von I, so heif3t bekanntlich

6(3) := Dax. It; —tjl

die Feinheit der Zerlegung 3. Fir f € C(I,C) setzen wir
S3(f) =D F{t)(t —tj1).

Jj=1

LEMMA 7.3. Sei K C C kompakt, I = [a,b] ein kompaktes Intervall in R und sei
F € C(I x K;C). Dann konvergiert fiir jede Folge (3,)5, von Zerlegungen des Intervalls
I mit §(3,) — 0 fiir n — oo die Folge f, der durch die Riemannschen Summen definier-

ten Funktionen z — S3, (F(-,2)) gleichmdfig auf K gegen die nach Lemma 1.10 stetige
Funktion z — f; F(t, z)dt.

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von F' auf der kom-
pakten Menge [ x K gibt es ein § > 0 so daB |F(t,2) — F(s,w)| < ¢/(b — a) fiir al-
le (t,2),(s,w) € I x K mit |[(t,2) — (s,w)] < ¢. Zu § gibt es wegen 0(3,) — 0 fiir
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n — oo ein ng € N mit 6(3,) < 0 fir alle n > ng. Ist nun n > ngy beliebig und
3n={a=ty <ty < - <ty =>},so folgt fir alle z € K

m

/abF(t, 2)dt — S3n(F(-,z))‘ <>

Jj=1

/t Y (F(t,2) — F(t,, =)t

Jj—1

O

SATZ 7.4 (Satz von Runge iiber rationale Approximation). Sei K C C kompakt. Ist
A C C\K eine Menge, so dafs fiir jede beschrinkte Zusammenhangskomponente Qg von C\
K gilt QoN A #, so ist jede auf einer offenen Obermenge Q von K holomorphe Funktion
f gleichmdflig auf K durch rationale Funktionen mit Polen hidchstens in A approximierbar.

Bewels. Nach Aufgabe [1.10, gibt es einen Greenschen Bereich F mit K C int(E) C
E C Q. Der positiv orientierte Rand von F besteht also aus endlich vielen stiickweise stetig
differenzierbaren geschlossenen Wegen. Wir zerlegen diese wiederum in endlich viele stetig
differenzierbare Teilwege, die 0.B.d.A. {iber [0, 1] parametrisiert sind und erhalten so eine
Darstellung

8+E227j mit ’yla---a’ynecl([ovl]v(c)'
j=1
Nach der Cauchyschen Integralformel 2.2 gilt fiir alle z € K:

f(z)—%/ L QWZZ f%—z j<t)dt'

aEC—Z o%

Nach Lemma 7.3 148t sich jedes der hierbei auftretenden Integrale gleichméafig auf K durch
Riemannsche Zwischensummen approximieren. Diese sind wiederum Linearkombinationen
von Funktionen der Form h, mit u = v;(t;) € 0FE C Q\ K. Damit folgt: Es gibt zu beliebig
vorgegebenem ¢ > 0 endlich viele Punkte uy, ..., u, € Q\ K und ay,...,a, € C mit

m
— aih,. <
Hf ; T i

Ist u; in einer beschrinkten Zusammenhangskomponente G' von C \ K, so gibt es nach
Voraussetzung ein v; € AN G und nach Lemma (7.1 ein holomorphes Polynom p; mit
€

|ajhu, —pj o bl < .

Liegt u; in der unbeschridnkten Zusammenhangskomponente G, von C \ K, so gibt es
nach Lemma (7.2 ein holomorphes Polynom ¢; mit

g. (7.1)

19
||ajhuj —qjllx < o

Damit haben wir zu jedem j eine rationale Funktion g; mit Polen hochstens in A gefunden,
so daf3

13
lajhe; — gllx < g

||f_z_:ngK <E.

Wegen (7.1) erhalten wir
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f ist also gleichméfig auf K durch rationale Funktionen mit Polen hochstens in A appro-
ximierbar. U

Als Folgerung erhalten wir zwei Sétze iiber polynomiale Approximation.

FOLGERUNG 7.5 (Satz von Runge {iber polynomiale Approximation). Sei K kompakt,
so daff C\ K zusammenhdingend ist. Dann lifit sich jede auf einer offenen Menge Q O K
holomorphe Funktion f gleichmdf$ig auf K durch holomorphe Polynome approzimieren.

BEWEIS. Da C\ K nur aus der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente besteht,
kénnen wir in Satz 7.4 fiir A die leere Menge nehmen. f 148t sich also gleichméBig auf K
durch rationale Funktionen ohne Pole, also durch holomorphe Polynome approximieren.

O

Zum Beweis der néichsten Folgerung benttigen wir:

LEMMA 7.6. Ist G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet in C, K C G eine kompakte
Menge und bezeichnet K die Vereinigung von K mit allen beschrinkten Zusammenhangs-
komponenten von C\ K, so ist K ebenfalls eine kompakte Teilmenge von G.

BEwEIs. Da C\ K gerade die unbeschrinkte Zusammenhangskomponente von C\ K
ist, ist K abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt. Die Vereinigung €2 von G mit allen
beschrankten Zusammenhangskomponenten von C\ K ist offen man hat K C Q . Nach

Aufgabe [1.10, gibt es einen Greenschen Bereich E mit K C int(F) C E C Q. Da K alle
beschrankten Zusammenhangskomponenten von C \ K enthélt mul OF C G gelten. Fiir

alle z € K folgt man nach der Cauchyschen Integralformel und Satz 5.9
1 1
n(8+E,z):—/ ¢ =1.

21 Jo, g C— 2

Nach Definition des einfachen Zusammenhangs mufl also & C G gelten. O

FOLGERUNG 7.7. Sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet. Dann gibt es zu
jeder auf G holomorphen Funktion f eine kompakt gegen [ konvergente Folge holomorpher
Polynome. Die Menge der holomorphen Polynome liegt also dicht in O(G).

BEWEIS. Sei (K,)2, eine kompakte Ausschopfung von G. Es geniigt zu zeigen, daf§
es eine Folge von holomorphen Polynomen (p, )%, gibt mit ||f — p,|/x, < n~' fiir alle
n € N. Dann konvergiert diese Folge kompakt gegen f. Sei also nun n € N beliebig.
Nach Lemma 7.6 ist K,, eine kompakte Teilmenge von G, deren Komplement in C zu-
sammenhéangend ist. Wegen Folgerung 7.5 gibt es daher ein holomorphes Polynom p,, mit

”f _anKn S Hf _pn”f(n < nil' ]

Ubungsaufgaben zu Kapitel 7.

AUFGABE 7.1. Sei G := {z € D | |2¢! %] > 1} (vergl. Satz 6.29). Zeigen Sie :
(a) Zu jeder Funktion f € O(G) gibt es eine Folge von Polynomen, die auf G kompakt
gegen f konvergiert.
(b) Geben Sie eine auf einer Umgebung von G holomorphe Funktion an, die nicht
gleichmiBig auf G durch Polynome approximierbar ist.

AUFGABE 7.2. Sei ) # Q C C offen. Zeigen Sie: Zu jeder Funktion f € O(Q) gibt es
eine Folge von rationalen Funktionen mit Polen hochstens in C \ 2, die kompakt auf
gegen f konvergiert.



KAPITEL 8
Meromorphe Funktionen und der Satz von Mittag—Leffler

DEFINITION 8.1. Sei 2 C C offen. Eine meromorphe Funktion f auf € ist eine
Funktion f: Q\ Py — C, wobei

(a) Py C 2 diskret (also ohne Haufungspunkte) in Q ist und
(b) f € O(Q\ Py) und die Punkte aus Py Polstellen von f seien.

Die Menge der auf 2 meromorphen Funktionen bezeichnen wir mit M (€2).

DEFINITION 8.2 (Rechenoperationen in M(€2)). Sei Q@ C C offen. Wir fiihren cine
Multiplikation mit Skalaren in M() ein, indem wir fir f € M(2) und 0 # a € C die
Funktion af : 2\ P,y — C definieren durch (af)(2) := af(z) fiir alle z € Q\ P, wobei
P, s = Py sei. Wir setzen noch (0f)(z) = 0 auf Q.

Die Addition und Multiplikation von zwei meromorphen Funktionen f,g € M(Q)
definieren wir wie folgt: Mit Py und F, ist auch Py U P, eine in 2 diskrete Menge. Die
Funktionen f + ¢, fg sind auf Q \ (P U P,) holomorph und die Punkte aus Py U P, sind
Polstellen oder hebbare Singularitéten von f + g bzw. fg. Die Menge Py, bzw. Py, von
f+gbzw. fgist als Teilmenge der diskreten Menge P;U P, wieder diskret und f+ g bzw.
fg hat eine eindeutig bestimmte (wieder mit f + g bzw. fg bezeichnete) Fortsetzung auf
Q\ (Prsg) bzw. Q\ (Pyg) . Die hierdurch definierten Funktionen f + ¢ : Q\ (Pr4,) und
fg:Q\ (Pyg) sind dann wieder auf €2 meromorphe Funktionen.

LEMMA 8.3. (a) Sei 2 C C offen. Dann ist M(Q) versehen mit den in Definition 8.2
eingefihrten Rechenoperationen eine Algebra iiber C.
(b) Ist G C C ein Gebiet, so ist (M(G),+, ) ein Kdrper.

BEWEIS. (a) rechnet man elementar nach.

(b) Wir zeigen nur die Existenz des Inversen beziiglich der Multiplikation. Sei also f
eine von der Nullfunktion verschiedene Funktion aus M(G). Die Polstellenmenge P; ist
also diskret in G. Dann ist auch G'\ Py ein Gebiet. Nach dem Satz von der Isoliertheit der
Nullstellen (Satz 4.12) ist die Nullstellenmenge N; = f~'({0}) von f diskret in G. Wir

definieren nun

1 0 fir z € Py
—(2) = 1 .
f 7 firze€ G\ (PrUNy).

Dann ist 1/f € O(G \ Ny) (nach Lemma (1.3 und dem Riemannschen Hebbarkeitssatz)

und die Punkte aus Ny sind nach Satz 4.10 und Definition [6.5 Polstellen von 1/f. Also
ist 1/f € M(G) und im Sinne von Definition 8.2/ gilt f-1/f = 1. O

Insbesondere ist also jede rationale Funktion f = p/q mit teilerfremden holomorphen

Polynomen p,q und g # 0 eine auf C meromorphe Funktion mit Polstellenmenge Py C
N, U {o0}. Nach dem Satz iiber die Partialbruchzerlegung besitzt eine solche rationale

88
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Funktion f eine eindeutige Darstellung der Form

e +ZZ T

=1 m= 1
mit a;,, € C wobei z,...,2, die Nullstellen von ¢ seinen und ny,...,n; die Ordnun-
gen der Polstellen zq,...,z; seien. Ziel dieses Abschnittes ist nun die Herleitung einer

entsprechenden Aussage fiir meromorphe Funktionen.

DEFINITION 8.4. Unter einem Hauptteil mit dem Entwicklungspunkt w € C verstehen
wir jede rationale Funktion der Form
hy(2) = — — mitneN,a_y,...,a_, €C.
( ) Z (Z . U})J 1
7=1
Eine Hauptverteilung H auf einer offenen Menge 2 C C ist eine Menge H = {h,,;w € A}
von Hauptteilen mit Entwicklungspunkten in einer in €2 diskreten Teilmenge A von (2.

Jede auf einer offenen Menge 2 C C meromorphe Funktion f definiert eine Hauptver-
teilung Hy = {hs,; w € Py} wie folgt: Fiir jede Polstelle w von f gibt es ein 7, > 0 mit
D(w,r,) € Qund D(w,r,)N Py = {w}. Fiir alle Polstellen w € P sei hy,, der Hauptteil

2wy
der Laurentreihenentwicklung
)= > an(z—w)"
in Ry, (w). m, bezeichne hierbei die Ordnung der Polstelle w von f. Offensichtlich gilt
fiir jede auf ganz €2 holomorphe Funktion g: Hy , = Hy.

DEFINITION 8.5. Eine Hauptverteilung H auf einer offenen Menge {2 C C heif3t ldsbare
Hauptverteilung, falls es eine auf {2 meromorphe Funktion f mit H; = H gibt.

Ist f mit Hy = H eine Losung der Hauptverteilung H in €2, so ist fiir jede auf (2 holo-
morphe Funktion g auch H¢,, = H und somit auch f+ g eine Lésung der Hauptverteilung
H.

Wir zeigen nun, daf3 jede Hauptverteilung losbar ist.

SAaTz 8.6 (Mittag—Leffler). Sei Q C C offen, A eine in Q diskrete Menge und sei
H = {hy; w € A} eine Hauptverteilung in Q2. Dann gibt es eine Funktion f € M(Q)
mit Hy = H. f st hierdurch bis auf eine additive Abdnderung durch eine auf ganz 2

holomorphe Funktion eindeutig bestimmt. Ist also auch F € M(Q) eine meromorphe
Funktion mit Hp = H so ist g: = F — f € O(Q).

BEWEIS. Zu 2 gibt es eine kompakte Ausschopfung (K,)° . Da nach Voraussetzung
A keine Haufungspunkte in €2 hat ist nach dem Satz von Bolzano-Weierstral A N K,
endlich fiir alle n € N. Damit folgt: Die Menge A ist hochstens abzéhlbar unendlich.

Ist A =0, also auch H = (), so gilt Hy = H fiir alle f € O(Q). Ist A endlich, etwa
A = {ws,...,wg}, so lost die durch

k
= hy(z) firzeQ\A
=1
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definierte rationale Funktion die Hauptverteilung H.

Sei also nun A abzihlbar unendlich, also A = {w,, ; n € N} mit paarweise verschiede-
nen Punkten aus Q und (w, )5 ; ohne Haufungswerte in 2. Man ist natiirlich nun versucht,
den fiir endliches A erfolgreichen Ansatz zu iibernehmen und f(z) = >, hy,, zu bilden.
Im allgemeinen ist diese Reihe aber nicht konvergent. Der Trick besteht nun darin, dafl
man sich konvergenzerzeugende Summanden g, € O(2) so konstruiert, dal die Reihe

o0

F(2) = (hu,(2) + ga(2))

n=1

kompakt in © \ A konvergiert, und man zeigt, dafl dann Hy = H erfiillt ist.

Wir fixieren einen Punkt zy € 2\ A und definieren eine stetige Hilfsfunktion p: Q —
[0, 00) durch

p(z) = max{|z — z,dist(z,C\ Q) '}.

Fiir alle r > 0 ist dann B, := {z € Q; p(z) < r} eine kompakte Teilmenge von €2,
enthélt also (wie oben) hochstens endlich viele Punkte aus A, da A diskret in Q ist.
Wir numerieren die Elemente von A = {w, ; n € N} so durch, daf8 die Folge (p(w,))s,
monoton wachsend ist. Dann gilt

p(w,) — oo fiir n— oo, (8.1)

denn fiir jedes r > 0 enthélt B, ja nur endlich viele Elemente von A. Fiir alle n € N
setzen wir 1, := p(w,)/2. Es folgt dann w,, ¢ B, nach Definition der Funktion p und der
Mengen B,.

Wir zeigen nun, daf fiir jede beschrinkte Zusammenhangskomponente G von C \
B,, der Durchschnitt G N (C\ Q) nicht leer ist. Nach Definition von B,, ist zunéchst
{z € C; |z — 29| > rn} in der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von C \ B,
enthalten, so dafl G C D(zg,7,) gelten mufl. Ist nun z € G, so folgt wegen |z — 29| < 7,
und G C C\ B,, aus der Definition von B,,, daf} dist(z,C\ Q) < r;! gilt. Zu z gibt es
ein ¢ € 9N mit [ — z| = dist(z,C\ Q) < r; 1. Fiir alle ¢t € [0,1] ist dann z + ¢({ — 2) €
C\ B,, (wegen dist(z +#(¢ —2),C\ Q) < r,' fiir 0 <t <1 und ¢ ¢ Q). Da G eine
Zusammenhangskomponente von C\ B, ist folgt ¢ € G N (C\ Q). Fiir B, ist also die
Voraussetzung zum Satz 7.4/ von Runge erfiillt. Da die Funktion h,,, (wegen w, ¢ B,,)
auf C \ {w,} D B,, holomorph ist gibt es daher zu vorgegebenem ¢, := 27" > 0 eine
rationale Funktion g, mit Polen hochstens in (C\ Q)N (C\ B,,) und mit

1w = gnllp,, <en=27".

Insbesondere ist g, € O(Q).
Wir zeigen nun, dafl die Reihe

Y (hu(2) = 9x(2)

k=1
auf Q\ A kompakt gegen eine Funktion f € O(Q\ A) konvergiert, die in allen w, die
vorgegebenen Hauptteile h,,, besitzt. Sei hierzu n € N beliebig vorgegeben und sei K eine
beliebige kompakte Teilmenge von (2\ A) U {w, }. Wegen 1, — oo fiir k — oo gibt es ein
k’o € N mit

1
sup |z — 29| <rp und dist(K,C\ Q) > —
z€K TL

fiir alle £ > k. Insbesondere ist also K C B,, fiir alle k > ky und wir erhalten fiir £ > kq:

||hwk - ngK < ||hwk - ngBTk <&k = 2_k :
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Wegen >/~ & < 0o ist daher die Reihe

[e.9]

Z(hwk - gk)

Zn
gleichméBig und absolut konvergent auf jeder kompakten Teilmenge K von (2\ A) U
{w,} gegen eine auf (2 \ A) U {w,} holomorphe Funktion f,. Insbesondere ist auch
Y pe i (hu, — gi) auf ©\ A kompakt konvergent gegen eine Funktion f € O(Q2\ A) und
es gilt f = fn+ huw, — gn auf Q\ A. Da die Funktion f,, — g, in einer Umgebung von
wy, holomorph ist, stimmt der Hauptteil von f in w, mit h,, iberein. f ist daher eine
Losung der gegebenen Hauptverteilung. Die Eindeutigkeitsaussage ist offensichtlich. [

BEMERKUNG 8.7. Bei der Konstruktion von f im Beweis des vorangehenden Satzes
von Mittag—Leffler hitten wir statt der Folge (€,)52, = (27™)22, auch jede andere Folge
(€)%, positiver Zahlen mit Y &, < oo wihlen kénnen.

BEMERKUNG 8.8. In dem (wichtigen) Spezialfall 2 = C kénnen die konvergenzerzeu-
genden Summanden g z.B. als Taylorpolynome hinreichend hoher Ordnung von h,,, mit
dem Entwicklungspunkt zg gewihlt werden. In diesem Fall ist dist(wg, C\ 2) = co und
damit p(z) = |z — 20| und B,, = D(z0,7%). Im Fall 0 ¢ A kann man zy = 0 wéhlen. Ist
0 € A, so 16st man einfach die Hauptverteilung H \ {ho}.

BEISPIELE 8.9. (a) Gegeben sei eine Folge (¢;);ez von komplexen Zahlen und eine
diskrete Folge (w;);ez von paarweise verschiedenen Punkten in C mit wy = 0. Gesucht
ist eine auf C meromorphe Funktion f, die fiir alle j € Z in den Punkten w; Pole erster
Ordnung mit den Residuen ¢; hat und keine weiteren Singularitéten besitzt. Sei (g,,)5 _
eine Folge positiver Zahlen mit y ° e, < oo. Die Taylorreihendarstellung von I, =

¢j(- —w;)~! mit dem Entwicklungspunkt wy = 0 lautet

c o= z\"

J J

by ()= 2 ==Y ()
Z — wj wj =\ w;

und hat den Konvergenzradius |w;|. Wir wihlen k; € Ny so gro83, daf fiir |2| < |w;|/2 gilt:

Dann ist die Funktion f mit

k; k
o Co 1 1 ’ z
=24 Y e z_wﬁwj;(wj)

0£jEZ

fir alle z € C\ {w;; j € Z} eine Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften.
(b) Sei nun speziell w; := j und ¢; = 1 fiir alle j € Z . In diesem Fall konnen wir

k;j := 0 wéhlen, denn fiir alle » > 0 und alle z € D(0,r) sowie fiir j € Z mit |j| > 2r gilt:
1 1 ' || 2r

2= gl il lz=gl = 52
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und die Reihe

ist konvergent. Also konvergiert die Reihe
1 1 1
2 (550)
J#0
kompakt und absolut auf C\ Z gegen eine Funktion f € O(C\ Z), welche in den Punkten
n € 7 Polstellen der Ordnung 1 mit dem Residuum 1 besitzt. Man erhélt

1 > 1 1
f(Z):;JF'_Z: (z_j+;>
Ti0

I — 1 1 1 1
==+ -+ =+ -+ —
z Z(Z—J J ozt —J)

Auch die Funktion z +— mcot(mz) ist eine meromorphe Funktion mit Polstellen erster
Ordnung in den Punkten aus Z als einzige Singularitdten. Fiir die Residuen in Punkten
j € Z erhalten wir geméf Lemma 6.16 (b):

cos(myj)
d

sin(7mz) .=

Res(m cot(nz), j) = =1.

Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Satz von Mittag—Leftler gibt es also eine ganze Funk-
tion g mit

R 1 1
t _ - - - 8.2
reot(r2) = 9(2) + (2) aw+252;(%ﬁ+j> 52)
J#0
fiir alle z € C \ Z. Differentiation auf beiden Seiten ergibt, da wir wegen der kompakten
Konvergenz nach Satz 4.4/ gliedweise differenzieren diirfen:

2 1 > 1 = 1
-5 Y - Y
(sin(mz)) z jj;go (z—17) jZoo (z—1J) (8.3)
=g'(z) — h(z)

mit ebenfalls kompakter Konvergenz in C \ Z. Die hierbei auftretende Funktion A mit

h(z) := Z (;

— 7)2
= (2)

ist wieder eine meromorphe Funktion in C und besitzt in den Punkten aus Z Polstellen
zweiter Ordnung. h ist eine gerade Funktion (d.h. mit A(—z) = h(z)) und periodisch von
der Periode 1. Da auch z — —72(sin(mz)) "2 eine gerade und mit der Periode 1 periodische
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Funktion ist, mufl ¢’ eine ganze, gerade Funktion sein, die periodisch von der Periode 1
ist. Fiir alle j € Z\ {0,1} und alle z € S := {w € C; 0 < Re(w) < 1} gilt:

1 {1 1 }
s S haX<§ &, V7T .
|z —j[? 72 (G —1)?

Die Reihe > 7 191y (2—J )72 konvergiert also gleichmiBig und absolut auf S\ {0, 1} gegen

die Funktion z — h(z) — 272 — (2 — 1)72. Zu beliebig vorgegebenem & > 0 gibt es daher
ein ng € N, so daf} fiir alle z € S, 2 # 0,1 gilt

1 €
hz)— Y EEr R

l71<n0o

Ferner gilt fiir z = o + iy € S\ {0,1}:

1 1 . ol - oo
Z W < Z m—ﬂ) fir |[Im(z)| = |y| )

lil<no l7l<no

Es gibt daher ein R > 0 so da8B fiir alle z € S mit |Im(z)| > R gilt:

) < 1) = Y e+ | e <

l71<n0 li1<no

Entsprechend hat man fiir die Funktion z +— 72(sin(7z))"2 und z = z + iy € S\ {0,1}
und |y| — oo:
w2 472 42 42 2
, =— — < —— . = = — — 0.
e L P L (e P O R e

Wir erhalten fiir ¢’ also insgesamt: ¢’ ist eine von der Periode 1 periodische Funktion,
die auf S beschriankt ist und fiir die gilt: |¢'(z)| — 0 fiir Im(z) — oo. Nach dem Satz
von Liouville ist ¢’ konstant und wegen |¢'(z)| — 0 fiir Im(z) — oo sogar identisch
verschwindend. Insbesondere ist g = ¢ konstant und mit (8.3) folgt

T 1
S~ 2 P .

= (z=d)

mit kompakter Konvergenz auf C \ Z. Mit (8.2) erhalten wir ferner

7rcot7rz:—+z< +j1)+0——+222

J=—00

J#0

Da die Cotangensfunktion und die Funktion f : z — 1+ P s
ist dies nur moglich, wenn ¢ = 0. Damit haben wir erhalten

1 2z

Jj=—00 Jj=1

J#0

Verwendet man noch cos(mz) = sin(mw(z 4+ 1/2)) so folgt aus (8.4) eine Mittag—Leffler-

Entwicklung fiir 7% (cos(7z))?:

s beide ungerade sind,
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Aus (8.5) erhalten wir wegen cot(w(z + 1/2)) = — tan(7z):
1 - 1 1
—mtan(mz) = + _ =
-y 2 (55)
J#0
Geht man analog wie oben vor und 16st direkt die Hauptverteilung zur Funktion z —

mtan(mz), so erhélt man

- 1 1
mtan(nz) = — Z (z—l—j+j+l> .
2

j:—oo 2

Hieraus folgt mit Hilfe der Identitét cot(mwz) + tan(7z/2) = (sin(7z)) ™"

=5 Z (z—y )X (==5)

sm
Jj=—00
J#O
1 > 1 1 > 2 2
_5+j;m<z—j+3)_j;oo<z—2j—1+2j+1)
j#0
1 > 1 1 > 1 1
_Z+j§_:w(z—2j+2_j>_z_:<z—2j—1+2j+1>
j#0

woraus man nach einfacher Umformung erhélt:

:_|_Z

sm

Ubungsaufgaben zu Kapitel 8.
(a) Leiten Sie eine Partialbruchzerlegung fiir e

AUFGABE 8.1. her.

(b) Zeigen Sie:
2

=t ;(—1>”<1 o)1+ 2n)

AUFGABE 8.2. Seien wy,wy € C linear unabhéngig iiber R und sei

Q= {njwy + nows : ny,ny € Z}.

(a) Zeigen Sie: Die Weierstmﬂsche gg-Funktion

p(z :—+ Z GC—w? E)

weQ\{0}

konvergiert kompakt auf C\2.
(b) Berechnen Sie g’ und folgern Sie, dafl

Pz+w)=¢'(z) (z€C\Q, weQ).

(c) SchlieB en Sie aus (b), da8
oz +w)=p(z) (z€C\Q, we).
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AUFGABE 8.3. Seien f, g zwei ganze Funktionen, deren Nullstellenmengen Ny und N,
zueinander disjunkt sind. Zeigen Sie, daf} es zwei ganze Funktionen u,v € O(C) gibt mit
uf +vg=1.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst mit Hilfe des Satzes von Mittag-Leffler die Existenz einer

meromorphen Funktion m mit P, € N, deren der Hauptteil A, ., in allen Nullstellen w

von g mit dem Hauptteil h L Von L {ibereinstimmt. Dann ist die Funktion m — ﬁ in
g

W fg
allen Punkten w € IV, holomorph ergénzbar. Setzen Sie sodann u = mg.



KAPITEL 9

Der Produktsatz von Weierstrafl

In diesem Abschnitt geht es um die Konstruktion von holomorphen Funktionen mit

vorgegebenem Nullstellenverhalten. Sind paarweise verschiedene Punkte zq,...,2y € C
und natiirliche Zahlen my, ..., my € N gegeben, so ist durch

N

p(z) = H(z —z;)™  fir alle z € C

j=1
ein (holomorphes) Polynom p definiert, welches in den Punkten z;, ..., zy Nullstellen der
Ordnungen my, ..., my besitzt und in C \ {z,..., zy} nullstellenfrei ist. Ist umgekehrt
q ein holomorphes Polynom mit Nullstellen der Ordnungen my,...,my in z1,..., zy und
ist ¢ in C\ {z1, ..., zny} nullstellenfrei, so ist schon ¢(z) = c- Hj.vzl(z — z;)™ mit einer von

Null verschiedenen Konstanten ¢ € C. Der Produktsatz von Weierstrafl ist ein Analogon
fiir holomorphe Funktionen zu dieser Aussage. Es ist klar, dal wir in der Situation belie-
biger holomorpher Funktionen nicht mehr mit endlichen Nullstellenmengen auskommen
werden. Dementsprechend werden in den Produktdarstellungen auch unendliche Produkte
auftreten. Wir stellen zunéchst die hierfiir erforderlichen Grundlagen bereit.

DEFINITION 9.1. Sei (¢,);2; eine Folge in C und p, := [[;_,(1 + ¢;). Existiert der
Grenzwert p := lim,,_,o, p,, in C, so schreiben wir

p= H(1+Cj)

und sagen, das unendliche Produkt [[72,(1 + ¢;) ist konvergent (gegen p). Ein nicht
konvergentes unendliches Produkt heifit divergent. Wir nennen das endliche Produkt p,
das n—te Partialprodukt des unendlichen Produktes H;‘;l(l +¢j).

Wir benoétigen einige einfache Abschitzungen, die wir im folgenden Lemma zusam-
menstellen:

LEMMA 9.2. Fir alle n € N und c,...,c, € C gilt mit p, = [[7_;(1 + ¢;) und
P = [Tj2 (1 +[g5)):

() B < exp (S lesl).
(b) pn =1 < — 1.

. . ' oo gk , ;
BEWEIS. (a) Fiir j =1,...,n gilt: 1+ [¢;| < > 7 S = exp(|¢;|). Hieraus folgt

B =[] +1e)) H ) _exp<2|cj\).
Jj=1 ]

: ]:1

3

(b) Im Fall n = 1 ist die Behauptung offensichtlich richtig. Ist die Aussage fiir 1 <
m < n und ein n € N schon gezeigt, so gilt

Pnt1 — 1= pn(l + CnJrl) - 1= (pn - 1)(1 + CnJrl) + Cnt1
96



9. DER PRODUKTSATZ VON WEIERSTRASS 97

und daher nach Induktionsvoraussetzung

1Pnt1 — 1] < B — D)(1 + |ent1]) + [cng1] = Prgr — 1
[l

DEFINITION 9.3. Sei X eine nicht leere Menge und sei (f,,)%°; eine Folge von kom-
plexwertigen Funktionen auf X. Das unendliche Produkt [[;Z,(1 + f;) heiBt in einem
Punkt xg € X konvergent, falls T[;Z, (1 + f;(x0)) im Sinne von Definition 9.1 konvergiert.
Es heifit punktweise (bzw. glezchmaﬂzg) konvergent auf X, falls die Folge der Partialpro-

dukte punktweise (bzw. gleichmiBig) auf X konvergent ist. Ist speziell X = Q C K offen
(K =R oder K =C) und (f,)s, eine Folge aus C'(£2.C), so heifit das unendliche Produkt
H;’il(l + f;) kompakt konvergent in €, falls die Folge der Partialprodukte kompakt in €
konvergiert. Nach Lemma 4.2/ ist in diesem Fall die Grenzfunktion schon wieder stetig und
nach dem Satz 4.4/ von Weierstrafl im Fall 2 C C sogar holomorph, falls alle f;, j € N,
auf 2 holomorph sind.

BEISPIEL 9.4. Fiir |2| < 1 gilt

ﬁ 1—|—22]

mit kompakter Konvergenz auf D. Fiir |z| > 1 ist das unendliche Produkt [[7Z,(1 + 22)
divergent.

BEWEIS. Wir zeigen durch vollstdndige Induktion fiir alle £ € Ny und 1 # 2z € C:

k 2k+1

p(e) = [J0+ ) = 17—

T (9.1)
§=0

Fiir k = 0 ist dies offensichtlich. Ist (9.1) schon gezeigt fiir ein k € Ny, so folgt aus dieser
Induktionsvoraussetzung

k+1 k 1 22k+1 1 22k+2
27 2’”1 21 ok+1, L — 11—
o)== o = 720 12

Damit ist die Giiltigkeit von (9.1) fir alle £ € Ny, 1 # 2z € C, gezeigt. Fiir £ — oo
konvergiert aber die rechte Seite von (9.1) kompakt auf D gegen (1 — 2)~!. Fiir |z| > 1,
22 £ 1 fiir alle k € Ny, ist die rechte Seite von (9.1) und damit auch das unendliche
Produkt divergent (vergl. Aufgabe 9.1). Fiir z = 1 ist die Divergenz trivial. Ist schliellich
1+ 2z e Tund 22 = 1 fiir ein ko € N, so folgt aus (9.1) px = 0 fiir alle k > ko und somit
pr — 0 fiir £ — oo. O

Wichtig ist fiir uns das folgende Konvergenzkriterium:

SATZ 9.5. Sei X eine nicht leere Menge und sei (f,)52, eine Folge von komplexwer-
tigen beschrdinkten Funktionen auf X, so daf Zj’;l |fj| auf X gleichmdf$ig konvergiert.
Dann gilt:

(a) H] (L + f;) konvergiert ebenfalls gleichmdfig auf X und stellt eine auf X be-
schrinkte Funktion F : X — C dar.

(b) Ist F(zo) = 0 fir ein o € X, so gilt schon f,(xo) = —1 fir wenigstens einn € N.

(c) Das unendliche Produkt [[;2,(1 + f;) ist gegeniiber Umordnungen fest, d.h.: Ist
¢ : N — N eine Bijektion, so konvergiert auch die Folge [[72,(1 + fo(;)) gleichmifig auf
X gegen F'.
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BEWEIS. (a) Sei ¢ : N — N eine Bijektion. Fiir alle n € N und = € X setzen wir
=10+ fi(2) wnd ga(2) == [[(+ fo (@)
j=1 j=1
Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der gleichméfligen Konvergenz der Reihe
>y [fi] auf X ist die Funktion z +— »27° ) [f;(2)| und damit auch die Funktion z
exp(d_72, [fj(z)]) beschréinkt auf X durch eine Konstante C' > 0. Fiir alle n € N und alle
r € X gilt nach Lemma 9.2

e II L+ |fi(e §<»q>(§£jL@<zn) <C. (9.2)

Wegen der gleichméfigen Konvergenz von 372, |f;| auf X gibt es zu 7 := mln{ C'}
ein ng € N mit
[e'e] no—1
up | 2161 - 2 16t )| =5 > 15 < (93)
xe .
j=1 Jj=no

Sei nun n > ng beliebig und sei m = m(n) € N so gro gewihlt, da {1,...,n} C
{p1),...,0(m)}. Mit J :={p(1),...,0(m)}\ {1,...,n} gilt fiir alle z € X:
4n() = pu(@) = pu(@) (T + Fop (@) = 1) -
jeJ
Mit (9.3) und (9.2) erhédlt man hieraus
() = pal)| < [pa@)] (exp (3 15@)]) = 1) < pal@l(e” = 1).
jeJ

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes und unter Verwendung von n < 1/2 und Cn < £/4 folgt
also fiir alle 2z € X:

4n(2) = Pa(@)| < IPa@)|(" = 1) SO =1 S el S TVe < S0 (94)

In dem Spezialfall ¢ = idy erhalten wir aus (9.4)

su);z |pm () — pu(x)] < gﬁjr alle n,m € Nmit ng <n <m.
TE

Damit ist die gleichméfiige Konvergenz der Folge (p,)2, auf X gezeigt, es existiert

Fa) = [0+ £) (zeX)
j=1
mit auf X gleichméfiger Konvergenz. Die hierdurch definierte Funktion F': X — C ist als
gleichméBiger Limes beschréankter Funktionen beschrinkt. Damit ist (a) bewiesen. Weiter
erhalten wir aus (9.4) fiir alle x € X und k > ny:

[pa(a) = pag ()] < Ce? < =
Fiir £ — oo ergibt dies fiir alle z € X
() = pu(@)| < Cpe’ < = (9.5)
(b) Fiir alle x € X und alle m > nq folgt aus (9.4)

Do ()] = [P ()] < [Py () = prn()| < 0/e|png ()] -
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Also erhalt man fiir m — oo

|F(z)] = lim |pp(2)| = (1= nve)|pn ()]

Wegen 1 —ny/e > 0 (dan < 1/2) gilt also fiir alle x € X: Ist F(z) = 0, so ist schon
Pno(2) = 0 und es folgt f;(x) = —1 fiir wenigstens ein j € {1,...no}.

(c) Sei nun wieder ¢ : N — N eine beliebige Bijektion von N auf sich und sei mq so
groB, daB {1,...,n0} C {¢(1),...,v(mp)}. Dann folgt fiir alle z € X und alle m > myq
aus (9.4) und (9.5)

|[F(2) = am(2)] < (IF'(2) = Pug (2)] + [Pno () = am(2)]) = 5 -+ \/_ <e.
Also konvergiert fiir m — oo auch die Folge (g,,)%°_; gleichméBig auf X gegen F'. O

Als Folgerung erhalten wir:

SATZ 9.6. Sei Q@ C KV offen (K = R oder K = C) und sei (f,)5%, eine Folge aus
C(Q,C), so dafy 377, | f;| kompakt in 2 konvergiert. Dann gilt:

(a) H;‘;l(l + f;) konvergiert ebenfalls kompakt auf Q0 und stellt eine auf Q stetige
Funktion F : Q — C dar.

(b) Ist F(z9) =0 fiir ein zo € §2, so gilt schon f,(z9) = —1 fiir wenigstens ein n € N.

(¢) Das unendliche Produkt H;’;l(l + f;) ist gegeniiber Umordnungen fest, d.h.: Ist
¢ : N — N eine Bijektion, so ist auch H?;(l + fo(j)) kompakt konvergent auf ) gegen F.

(d) Ist speziell @ C C und gilt f, € O(Q) fir alle n € N, so ist auch F auf Q
holomorph.

BEWEIS. Dies erhilt man unmittelbar mit Hilfe von Lemma 4.2 und dem Satz von
Weierstrafl 4.4, indem man Satz 9.5 auf alle kompakten Teilmengen von €2 anwendet. [

LEMMA 9.7. Sei (¢,)2, eine Folge in [0,1). Dann gilt

ﬁ(l—cn)>0 — icn<oo.
n=1 n=1

BeEwELS. Wegen 0 < 1—¢, <1 fiir alle n € N folgt mit p, = [[[_,(1 — ¢;):
VneN: 0<ppy1<p, <1

Also existiert der Grenzwert p := lim,, ., p, und es gilt 0 < p < p, <1 fiir alle n € N.

Ist nun )", ¢, < 00, so folgt nach Satz 9.5 (mit f,, = —¢, auf C fiir alle n € N), daf
p=112,(1-¢,) >0 gelten musB.

Ist umgekehrt p > 0, so folgt (wegen 0 < 1 —x < e 7 fiir alle z € [0,1)):

0<p§pn:H 1—¢) §H ] :exp<—ch>.
j=1 j=1 j=1
Es muB also Y | ¢, < oo gelten, da sonst die rechte Seite gegen 0 konvergieren wiirde.
O

DEFINITION 9.8. Eine Nullstellenverteilung in einer offenen Menge €2 C C ist eine
Menge N = {(z,n.); z € A}, wobei A C Q diskret in Q (also ohne Haufungspunkte in Q)
sei und n, € N fiir alle z € A. Insbesondere hat A und damit auch N héchstens abzihlbar
unendlich viele Elemente. Eine Funktion f € O(Q) heifit Losung der Nullstellenverteilung
N, falls A = Ny :={z € Q; f(z) = 0} gilt und falls fiir alle z € A die Ordnung m(f, z)
der Nullstelle z mit n, tibereinstimmt. Fiir alle z € Q \ Ny setzen wir m(f, z) := 0.
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Unser Ziel ist die Konstruktion von Losungen zu vorgegebenen Nullstellenverteilungen.

SATZ 9.9. Sei Q C C offen und sei (f,)2, eine Folge von auf Q holomorphen Funk-
tionen, fir die die Reihe Y > |1 — fo(2)] in Q kompakt konvergent ist und so daf$ fiir
alle n € N die Funktion f, auf keiner Zusammenhangskomponente von ) identisch ver-
schwindet. Dann ist das unendliche Produkt [])", fn in Q kompakt konvergent gegen eine
auf €0 holomorphe Funktion f. Die Nullstellenmenge Ny von f ist diskret und es gilt fiir
alle z € 2

m(f,2)=>_ m(faz).

BEWEIS. Daf} das unendliche Produkt [][°7, f, in  kompakt gegen eine auf Q2 ho-
lomorphe Funktion f konvergiert, folgt aus Satz 9.6, Nach Teil (b) desselben Satzes ist
Ny = U2 Ny, und m(f,2) > > .07 m(fn,2) fir alle z € Q. Da die Mengen Ny, al-
le diskret und mithin abzéhlbar sind, ist also auch Ny abzéhlbar. Daher mufl auch Ny
diskret sein. Wenn némlich Ny einen Haufungspunkt z, € €2 beséfie, so wiirde f nach
dem Identitétssatz auf der den Punkt z; enthaltenden Zusammenhangskomponente iden-
tisch verschwinden, hétte also iiberabzihlbar unendlich viele Nullstellen. Sei nun zg € €2
beliebig. Da Ny diskret in € ist, gibt es ein r > 0 mit D(zp,7) C €2, so daf fiir alle
z # zp aus D(zo,7) gilt f(2) # 0 (und daher auch f,(z) # 0 fir alle n € N). Wegen
m(f,z0) > > o m(fn, 20) ist fn(20) = O fiir hochstens endlich viele nq, ..., ng € N. Nach
Satz 9.6 (b) hat man dann

gz):= ][ H(2)#0
v lmor i)
Wegen f(z) = g(2) H?Zl fn; () muB also m(f, z0) = >0~ m(fn, 20) gelten. O

DEFINITION 9.10. Fiir z € C sei Fy(z) := 1 — z und induktiv fiir alle n € N

n an

E,(2) = E,_1(2) exp (%) =(1—2)exp <Z —) :

=1 7

Die hierdurch definierten Funktionen F, € O(C) nennt man Elementarfaktoren.

LEMMA 9.11. Fiir alle z € D und alle n € Ny gilt |1 — E,(2)] < |z

BEWEIS. Fiir n = 0 ist dies unmittelbar klar. Sei nun n € N. Fiir die komplexe
Ableitung von E,, berechnet man:
E@zz—exp( —,)—1— 1—2) 142+ -+ 2" ex ( —,>:—z”ex ( —,>
(2) Z_; I (1= 2)( ) exp ; ; p ; ;
Jj= j= j=
Da die Koeffizienten der Taylorreihe fiir die Exponentialfunktion alle positiv sind, folgt
hieraus: —F/ (2) hat eine Taylorreihe der Form

[e.9]

—E(z) =) a;%

j=n
mit nicht negativen reellen Koeffizienten a;, n < j € N. Fiir alle z € C sieht man durch
Vertauschung von Summation und Integration:

1 — E,(2) = E,(0) — E,(2) = /[0 ] —E/(¢) d¢ = Z j‘%zm .
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z + 1—E,(z) hat also eine Nullstelle der Ordnung n+1 in 0 und ebenfalls eine Taylorreihe
mit ausschliellich nicht negativen, reellen Koeffizienten. Es folgt fiir alle z € D

_‘Zj—i_lz]n Zj_'_l

und daher die Behauptung. U

B(1)=1

ZnJrl j+1_

SATZ 9.12. Sei (2,)32, eine Folge aus C\ {0} mit |z,| — oo fir n — oo. Sei ferner
(kn)se, eine Folge in Ny, so daf

Vr>0: i (L) e < 00. (9.6)
n=1

|Zn|

Dann ist [[;2, Ex,(2/2;) in C kompakt konvergent und die durch

:ﬁEkJ<Z_Z]> fir z € C

definierte Funktion ist auf C holomorph mit P(z) # 0 fir alle z € C\ {z;; j € N} und
P(z;) =0 fir alle j € N. Nimmt die Folge (z,)72, den Wert wy € C genau mo mal an,
so ist mg gleich der Vielfachheit der Nullstelle wo von P. Die Bedingung (9.6) ist zum
Beispiel erfillt fir die Folge (k)2 mit k, =n—1 fir alle n € N. Insbesondere existiert
also stets eine Folge mit (9.6).

BEWwEIs. Wir zeigen zunéchst, daf§ mit k, = n — 1 fiir alle n € N die Bedingung
(9.0) erfiillt ist. Ist » > 0 beliebig vorgegeben, so gibt es wegen |z,| — oo fiir n — oo
ein ny € N mit r/|z,|] < 1/2 fiir alle n > n;. Die Reihe )~ m(r/|zn|) hat also die
geometrische Reihe Y7 0, 27" als konvergente Majorante, so daf§ also in diesem Fall die
Bedingung (9.6) erfiillt 1st

Sei K nun eine beliebige kompakte Teilmenge von C und (k)% eine Folge mit (9.6).
Zu r = max,cx |z| gibt es ein ny € N mit |z,| > r fiir alle n > ny. Nach Lemma 9.11
folgt fiir alle n > ng und alle z € K:

roN 14k
< (1)
2]

1= B, ()
Z
Zj

gleichméflig auf K. Diese Reihe ist also in C kompakt konvergent. Mit Satz 9.6/ und
Satz 9.9 folgen auch die restlichen Behauptungen. 0

Wegen (9.6) konvergiert also die Reihe

[e.9]

2

J=0

BEMERKUNGEN 9.13. Ist die Folge (|z,])5>; in Satz [9.12 schnell genug wachsend,
so kann man unter Umstidnden die Folge (k)5 konstant mit (9.6) wéhlen. Ist z.B.
>0 |zl ™t < 00, so kénnen wir sogar k, = 0 fiir alle n € N wiihlen und erhalten

P(z):ﬁ<1—i).

n=1

Ist 207 |zn|™t = 00 aber > 7 |z,|72 < 00, so wihlen wir k, = 1 fiir alle n € N und

I-I((-2)=(3))
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Kann man k,, = k konstant wihlen mit (9.6), so nennt man die Produktentwicklung

I-10a(2)

mit dem minimal moglichen &k das kanonische Produkt zur Folge (z,)52,.
FOLGERUNG 9.14. Jede Nullstellenverteilung in C ist losbar.

BEWEIS. Sei also N = {(a,n,); a € A} mit A C C diskret und n, € N fiir alle a € A
eine beliebige Nullstellenverteilung in C. Ist A endlich, so ist z — [],.,(2z — @)™ eine
Losung der Nullstellenverteilung. Sei nun A unendlich. Dann ist A abzdhlbar, da wegen
der Diskretheit von A in C fir jedes N € N, die abgeschlossene Kreisscheibe D(0, N)
hochstens endlich viele Elemente enthélt. Numerieren wir die Elemente von A so durch,
daB A = {a,; n € N} mit paarweise verschiedenen a,,n € N, so daf |a,| < |a,1] fir alle
n € N, so folgt |a,| — oo fiir n — oo0. Ist 0 ¢ A, d.h. a1 # 0, so liefert Satz [9.12] eine
Losung der Nullstellenverteilung. Ist 0 € A, so bestimmt man mit Satz 9.12 eine Losung
Py der Nullstellenverteilung Ny = {(a,n,); a € A\{0}}. Dann ist P mit P(z) := 2™ Py(z)
eine Losung der Nullstellenverteilung N. 0

SATZ 9.15 (Produktsatz von Weierstral). Sei f € O(C) eine nicht identisch ver-
schwindende ganze Funktion und seien (zj) die Nullstellen von f ebenso oft aufgefiihrt,
wie ihre Vielfachheit betrdgt, und betmgsmaﬂzg der Grifie nach geordnet (o € Ny U {o0},
|2n| < |2ng1| fir allen e Nmit 1 <n <n+1<a) Seim(f,0) die Vielfachheit von 0
als Nullstelle von f. Dann gibt es eine Funktion g € O(C) und eine Folge (k,)%_, in Ny,
so daf fiir alle z € C gilt:

f(z) = 2mU0eo(2) H Ek (z_>

J=m(f,0)+

mit (im Fall o« = 00) kompakter Konvergenz in C.

BEWEIS. Ist die Nullstellenmenge Ny von f leer, so ist « = 0 = m(f,0). Das Produkt
iiber eine leere Indexmenge ist wie iiblich als 1 definiert. Wir setzen in diesem Fall P(z) =
1. Im Fall o € N ist die Existenz des Produktes

P =00 ] B, <_)

Zj
j=m(f,0)+1

trivial (und k,, = 0 wahlbar fiir alle n = 1,...,a). Im Fall & = oo ist wegen der Dis-
kretheit der Nullstellenmenge von f in C (nach Satz 4.12 und, da alle Nullstellen von
endlicher Ordnung sind,) die angegebene Durchnumerierung moglich. Nach Satz[9.12/ und
Folgerung 9.14 gibt es also eine Folge (k)% " (f.0)+1> S0 dal durch

P(z) := zm0) H E, <_)

Zj
Jj=m(f,0)+1

eine ganze Funktion definiert wird (mit kompakter Konvergenz in C des unendlichen
Produkts). In allen drei Féllen ist P eine ganze Funktion, die dieselben Nullstellen mit den
selben Vielfachheiten wie f hat. Die Funktion f/P hat daher eine Fortsetzung zu einer auf
ganz C holomorphen, nullstellenfreien Funktion. Nach Satz5.16/gibt es dann eine Funktion
g € O(C) mit exp(g(z)) = f(2)/P(2) fiir alle z € C\ Ny. Es folgt f(z) = exp(g(2))P(z)
auf C und damit die Behauptung. OJ
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Da wir Freiheiten bei der Wahl der Zahlen k,, 1 < n < «a, haben, ist die Produktdar-
stellung natiirlich nicht eindeutig.

Bevor wir ein explizites Beispiel behandeln, zeigen wir noch eine Hilfsaussage:

DEFINITION 9.16. Sei 2 C C offen und f € O(£2) ohne Nullstellen in 2. Dann heifit
f'/f die logarithmische Ableitung von f auf €.

Ist auch g € O(£2) ohne Nullstellen in €2, so rechnet man nach
!/ / /
o) _f', 9
fgF g

Durch vollstdndige Induktion sieht man, da8 fiir endlich viele nullstellenfreien Funktionen
fioo fo € O(Q) mit fi= 117, f; eilt:
A Vi
fo=5

(9.7)

Es gilt sogar:

LEMMA 9.17. Sei Q C C offen und sei (f,)>2, eine Folge von nullstellenfreien Funk-
tionen aus O(Q), so daf das unendliche Produkt [[>°, f. die Voraussetzungen zu Satz9.9
erfillt und daher nach diesem Satz kompakt konvergent gegen eine in §2 holomorphe null-
stellenfreie Funktion f ist. Dann gilt

!/

|
|Se

~~

J

j=1
mit kompakter Konvergenz in 2.

Beweis. Mit p, := []}_, f; gilt nach (9.7)

P N~ (9.8)

Da p,, kompakt gegen f konvergiert, konvergiert auch p/, kompakt gegen [’ in Q. Da f
nullstellenfrei ist, iiberlegt man sich leicht, dafl auch 1/p,, — 1/f mit kompakter Konver-
genz in 2 gilt. Also konvergiert die linke Seite und damit auch die rechte Seite von (9.8)

gegen f'/f. O

BEISpIEL 9.18. Fiir die Funktion f mit f(z) := sin(wz) fiir alle z € C gilt Ny = Z
und m(f,n) = 1 fiir alle n € Z. Nach den in 9.13 gemachten Bemerkungen kénnen wir
k, = 1 wahlen fiir alle n € Z und erhalten nach dem Produktsatz von Weierstraf} fiir alle

z e C:
sin(rz) = zg(2) H (1 - %) xPp (%)

0#n€Z
mit einer nullstellenfreien ganzen Funktion g. Fiir die logarithmische Ableitung errechnet
man mit Lemma 9.17,

meot(mz) = Zléj; - % . O;Z (z i n %)

mit kompakter Konvergenz in C \ Z. Nach (8.5) folgt ¢’ = 0 auf C \ Z. g mufl daher
konstant auf C sein. Wegen

sin(z) — 7 fir 2—0

z
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folgt exp(g(z)) = m. Damit erhalten wir
z z
sin(rz) = 7z H 1——)exp|(—
(-2 ()

mit kompakter Konvergenz in C. Beachten wir noch

(-0 () (- 5) o (55) =15

so folgt die von Euler angegebene Produktdarstellung fiir sin(mz):

e -1 (1)

n=1

Fiir den speziellen Wert z = 1/2 ergibt sich

E-a)

n=1
woraus man die Produktdarstellung von Wallis erhalt:

o0

2n)? 2 2 4 4 6 6
:H( (2n) _

T
2 L @n-D@n+1) 1335 5 77

Wir zeigen nun, dafl Nullstellenverteilungen auch in beliebigen offenen Teilmengen von
C losbar sind. Etwas allgemeiner gilt sogar:

SATZ 9.19. Sei Q) eine nicht leere offene Teilmenge von C mit Q + C und sei N =
{(a,nq); a € A} eine Nullstellenverteilung in Q. Dann hat N eine Lisung f € O(Q), so
daf$ also fiir alle a € A die Funktion f eine Nullstelle der Ordnung n, besitzt und f auf
Q\ A nullstellenfrei ist.

BEWwEIs. Nach Folgerung9.14 gilt die Aussage fiir 2 = C. Sei nun 2 # C und 2 # C.
Dann gibt es ein w € C\ Q. Ist A = 0, so ist f = 1 eine Losung. Ist A = {aq, ..., ax}

endlich, so ist mit m =S¥

j—0 Na, eine Losung gegeben durch

Ew

f(z):= (z—a;)"™ imFall ACC
7=0

beziechungsweise

f(z) = — ) H (z—a;)" im Fall ap:=00€ A.
Sei nun die Menge A unendlich. Wir iiberlegen uns zunéchst, dafl es geniigt, den Fall
00 € Q\A zu betrachten. Ist dies nicht der Fall, so fixieren wir ein b € 2\ A und definieren
@ : C — C durch ©(2) = (z — b)7! fiir alle z € C. Die Menge  := ©(€) ist dann offen
in Cund A := ©(A) ist diskrete unendliche Teilmenge von . Ist nun f eine Losung der
Nullstellenverteilung {(¢(a),n,); a € A} soist f := fog:Q— C eine Losung von N.
Sei daher nun oo € Q\ A vorausgesetzt. Da A diskret in Q ist mufi A abzéhlbar
unendlich sein. Sei (z,)52; eine Folge mit Werten in A, die jeden Wert a € A genau n,
mal annimmt. Da C \ © eine nicht leere kompakte Teilmenge von C ist, gibt es zu jedem
n € Nein w, € @\Q mit |2, — wy,| = dist(z,, C\ Q). Es folgt |2, —w,| — 0 fiir n — oo, da
andernfalls A einen Haufungspunkt in €2 haben miifite. Sei nun K eine beliebige kompakte
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Teilmenge von Q mit K # {oo}. Dann ist ¢ := dist(K, C\ Q) > 0. Es gibt also ein N € N,
so daf}

vizNveex: BTwl lmowl

<1
|z — wj| c 2’

Nach Lemma 9.11/ folgt hieraus

Z—U}j

()
— z — U)j
7j=1
gleichméfig auf K konvergent. Nach Satz 9.9 ist daher
lo_o[ E. Zj — U)j
J Z — U)j
auf Q kompakt konvergent gegen eine Funktion f € O(Q2). Man beachte dabei, daf mit
f(o0) = 1 die Konvergenz auch in einer Umgebung von oo gleichméfig ist. Da fiir alle

j € N der Punkt z; eine einfache Nullstelle von z — E; <ZZ]_$] ) ist, hat f nach Satz 9.9

Also ist

o

in allen a € A eine Nullstelle der Ordnung n, und ist auf € \ A nullstellenfrei. O

Sei nun G C C ein Gebiet. Dann ist O(G) beztiglich der punktweisen Operationen der
Addition und der Multiplikation ein kommutativer Ring, der zudem nullteilerfrei ist. Sind
namlich f,g € O(G) zwei nicht identisch verschwindende Funktionen, so ist (fg)(z) =
f(2)g(z) # 0 fiir alle z € C \ (Ny U N,). Da Ny U N, hochstens abzéhlbar ist, ist fg
ebenfalls nicht identisch verschwindend. Also ist O(G) ein Integritdtsbereich.

SATZ 9.20. Sei G eine von C verschiedene offene und zusammenhdingende Teilmenge

von C. Dann ist M(G) der Quotientenkorper von O(G), d.h. zu jeder meromorphen
Funktion f € M(G) gibt es g,h € O(G), h nicht identisch verschwindend, mit f = g/h.

BEWEIS. Nach Lemma 8.3 ist M(G) ein Korper mit O(G) € M(G). Sei nun f €
M(G) beliebig und sei A die diskrete Menge der Polstellen von f. Fiir alle a € A sei
ne die Ordnung der Polstelle a. Nach Satz 9.19/ gibt es eine Funktion h € O(G) die in
allen a € A eine Nullstelle der Ordnung n, besitzt und in G'\ A nullstellenfrei ist. Die
Funktion g := fh hat dann in allen a € A hebbare Singularitéten, ist also zu einer auf
ganz GG holomorphen, wieder mit g bezeichneten Funktion fortsetzbar und wir erhalten

f=g/h ]

Ubungsaufgaben zu Kapitel 9.

AUFGABE 9.1. Zeigen Sie: Ist z € T so, daf8 die Folge (22")°°, konvergiert, so gibt es
ein k € Ny mit 2 =1,

AUFGABE 9.2. Sei 2 C C offen, sei (K,):° eine kompakte Ausschépfung von €2, sei g
eine abzdhlbare dichte Teilmenge von € und sei (¢,), eine Folge in Q mit Qy = {c¢, : n €
N}, derart daB jeder Punkt von €, unendlich oft als Folgenglied auftritt.

(a) Zeigen Sie, dafl mit r, := dist(c,,0Q) fiir alle n € N gilt : U, (c,) \ K,, # 0.
(b) Wahlen Sie zu jedem n € Nein s,, € U, (c,)\ K, und setzen Sie S := {s,; n € N}.
Zeigen Sie: S ist diskret. (Hinweis: Betrachten Sie S N K, fiir n € N.)
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(c) Zeigen Sie: Jeder Randpunkt von € ist Haufungspunkt von S.

AUFGABE 9.3. Sei G # () ein Gebiet. Zeigen Sie, daf} eine Funktion f € O(G) existiert
so fiir alle Gebiete G 2 G gilt: Es gibt keine Funktion F' € O(G) so daB F|g = f.

AUFGABE 9.4. Zeigen Sie:

(a) cos(z) = ﬁ (1 - ﬁ) . (b) cosh(z) = ﬁ (1 + ﬁ) .

k=1 k=1
AUFGABE 9.5. (a) Seien a,z € D mit a # 0, und sei |z| <r < 1.
Zeigen Sie :
a+ lalz 1+
(1—az)a| ~— 1—1

(b) Sei (a,)$, in D\ {0} mit > > (1 — |a,|) < oo. Zeigen Sie: Das unendliche
Produkt
= an| an — 2
B = —
(2) E a, 1 —a,z
konvergiert kompakt auf D gegen eine beschrénkte holomorphe Funktion. Was
sind die Nullstellen von B?

(z € D)

AUFGABE 9.6. Sei (¢,)%%; eine Folge in C, derart da [[~,(1+¢,) in C\ {0} existiert.
Zeigen Sie : lim ¢, = 0.

n—oo

Gilt das auch noch, wenn Sie nicht mehr [[°2,(1 + ¢,) # 0 fordern?

AUFGABE 9.7. Fiir welche z € C existiert der Grenzwert
- z

Geben Sie im Fall der Konvergenz den Grenzwert an.

Hinweis: Beachten Sie
n n n

A AV .51
jl;[l (1 j) Jl;[l ((1 j)e J) exp( Z;]> .
AUFGABE 9.8. Zeigen Sie:
(a) Fiir alle a,b € C gilt:

exp(az) —exp(bz) = (a — b)zexp (a ; bz) H <1 - M) _

An2m?

3
—_




KAPITEL 10

Holomorphe Funktionen als Abbildungen

Ist I C R offen und zusammenhingend (also ein offenes Intervall) und f € C'(I,R)
mit nirgends verschwindender Ableitung, so ist f bekanntlich streng monoton und besitzt
eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion f=1: f(I) — I C R. Im komplexen Fall gilt
dies nicht mehr, wie das folgende Beispiel zeigt:

BEispIEL 10.1. Es ist C offen und zusammenhéngend. Die Exponentialfunktion exp :
C — C ist stetig komplex differenzierbar mit nirgends verschwindender komplexer Ablei-
tung exp’ = exp aber exp besitzt keine Umkehrfunktion von exp(C) = C\ {0} nach C,
da exp wegen exp(z) = exp(z + 2mik) fiir alle z € C, k € Z nicht injektiv ist.

Wir werden jedoch noch lokale Aussagen erhalten.

SaTz 10.2 (Satz von der offenen Abbildung). Sei Q C C offen und sei f € O(Q)) auf
keiner Zusammenhangskomponente von ) konstant. Dann ist f(2) offen in C.

BEWEIS. Sei wg € f(Q) beliebig, also wy = f(z) fiir ein zy € €. Sei G die Zusammen-
hangskomponente von (2, die zy enthélt. Dann ist G ein Gebiet und nach Voraussetzung
ist f nicht konstant auf G. Nach Satz [4.10/ gibt es also eine Funktion g € O(G) mit
9(z0) # 0 und ein k£ € N mit

f(2) = f(20) = (z — 20)¥g(2) fiir alle z € G.

Wegen der Stetigkeit von g gibt es ein r > 0 mit D(z,7) C G, so dal g keine Nullstelle
in D(zp,r) hat. Wir setzen nun

.: : L\
£= _min | |(z = 20)"9(2)].
Wegen der Kompaktheit von 0D(zg,r) existiert dieses Minimum und es ist ¢ > 0. Fiir
alle w € D(wp,¢) und alle z € dD(zg,r) gilt dann:

|(f(2) = w) = (f(2) —wo)| = |w — wo| < & < (2 = 20)*9(2)| = [ f(2) — wol.
Nach dem Satz von Rouché hat also die Funktion z +— f(2) — w in D(zp,7) genau k
Nullstellen (entsprechend ihrer Vielfachheit gezéahlt). Wegen k& > 0 gibt es zu jedem w €
D(wy, €) wenigstens ein z € D(zg,7) C 2 mit f(z) = w und es folgt D(wp, ) C f(2). Zu
jedem Punkt wy € f(Q2) gibt es also eine in f(2) enthaltene Umgebung. Daher ist f(2)
offen. U

FOLGERUNG 10.3 (Satz von der Gebietstreue). Sei G C C ein Gebiet und f € O(G)
nicht konstant. Dann ist auch f(G) ein Gebiet in C.

BewEIs. Nach dem Satz[10.2/ von der offenen Abbildung ist f(G) offen. Seien w; und
wy zwei Punkte aus f(G), w; = f(z;), mit z; € G, j = 1,2. Da G zusammenhéngend ist,
gibt es einen stetigen Weg ~ : [a,b] — G mit y(a) = z; und v(b) = z5. Dann ist f o~ ein
stetiger Weg in f(G) mit (f ov)(a) = wy und (f o7)(b) = we. Die offene Menge f(G) ist
also wegzusammenhéngend und daher ein Gebiet. 0

107
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SATZ 10.4. Sei f eine auf einer offenen Menge Q2 holomorphe Funktion und sei zy ein
Punkt aus Q. Genau dann ist f in einer Umgebung von zy injektiv, wenn f'(zy) # 0.

BEWEIS. Sei also f’(z9) # 0. Nach dem Beweis zur Cauchyschen Integralformel (Satz
5.10) ist die Funktion h : Q2 x Q — C mit

ey oo | E ) i s itz £
f'(2) firz=wenN

auf Q x ) stetig (sogar beliebig oft stetig differenzierbar). Wegen h(zy, z0) = f'(20) # 0
gibt es ein 0 > 0 mit h(z,w) # 0 fir alle z,w € D(zp,0). Insbesondere folgt fiir alle
z,w € D(zp,0) mit z # w:

f(z) = f(w) = (z =w)h(z,w) # 0,
d.h. f ist auf D(zp,0) injektiv.

Ist nun f’(z9) = 0 so ist f entweder konstant auf der den Punkt z, enthaltenden
Zusammenhangskomponente G von € (und dann in keiner Umgebung von z, injektiv)
oder f ist nicht konstant. Dann gibt es wie im Beweis zum Satz von der offenen Abbildung
eine Funktion g € O(G) mit g(z9) # 0 und ein k& € N mit

f(2) = f(z0) = (2 — 20)Fg(2) fiir alle z € G.

Wegen f'(z) = 0 ist 2 eine mindestens doppelte Nullstelle der Funktion z — f(z)— f(20)
und damit k£ > 2. Sei nun U C ) eine beliebige Umgebung von zy in €. Dann gibt es ein

r > 0 mit D(2,7) C U und g(z) # 0 fiir |z — zo| < r. Insbesondere ist

: k
= — > 0.
£= _min | (2 — 20)"g(2)]
Da f in z, stetig ist gibt es ein § > 0 mit 0 < r und f(D(20,9)) € D(f(20),¢). Fiir alle
¢ € D(20,9) und alle z € 0D(zp,r) gilt dann

[f(2) = f(¢) = (f(2) = f(20))| =[f(C) = f(20)] <€ <
<|(z = 20)*9(2)| = [£(2) = f(=0)].
Nach dem Satz von Rouché hat fiir alle ( € D(zy,0) die Abbildung z — uc(2) := f(2) —
f(¢) mindestens k& > 2 Nullstellen in D(z, 7). Wegen u;(¢) = f'(¢) und da f nicht
konstant ist auf G gibt es ein (o € D(20,0) mit ug (o) # 0. Der Punkt (o ist also

keine doppelte Nullstelle von u¢,. Es gibt daher ein ¢; # (o in D(2o,7) mit u (¢) =
f(¢1) — f(Co) = 0. Dies zeigt, dafl die Funktion f ist nicht injektiv auf U ist. O

SATZ 10.5. Sei Q C C offen und f € O(Q) ingektiv auf Q. Dann ist f~1 € O(f(Q)).
Ist wy € f(2) beliebig und ist E C Q ein Greenscher Bereich mit zg == [~ (w) € int(E),
so gilt fir alle w € f(int(F))

_ 1 2f'(2)
fHw) = — L dz 10.1
(w) 21 Jo,p f(2) —w (10)
und fir alle w € f(Q) ist
_ 1
BeEwEISs. Nach dem Satz von der offenen Abbildung ist f(2) offen. Sei nun wy € f(Q2)
beliebig und sei E ein Greenscher Bereich in  mit 2o := f~'(wg) € int(E). Wegen der

Injektivitdt von f hat fiir alle w € f(£2) die Funktion z — fz(’:% nur in dem Punkt
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S~ (w) eine Polstelle. Wegen f/(f~'(w)) # 0 (vergl. Satz [10.4) ist diese einfach. Nach
Folgerung 6.15/ gilt fiir alle w € f(int(£)) (unter Verwendung von Lemma 6.16/ (b)):

1 / /

— Zf (Z) dz = Res ( Zf (Z) ,f_l(w)) — f_l(w) )
21 S 1) —w 7 —w

Mit Lemma 1.10/ und den Bemerkungen [1.11l folgt die Holomorphie von f~1 auf f(int(E))

durch Differentiation unter dem Integral. Gleichung (10.2) erhélt man mit Hilfe der Ket-

tenregel aus w = f(f~H(w)) auf f(2). O

Wir kommen nun zu den geometrischen Abbildungseigenschaften holomorpher Funk-
tionen mit nicht verschwindender Ableitung. Solche Abbildungen sind lokal konform, d.h.
im Kleinen winkel- und orientierungstreu. Wir wollen dies préazisieren. Sei zy ein Punkt
in der komplexen Zahlenebene und seien ~y;,v, € C*([0, 1], C) zwei glatte Wege mit An-
fangspunkt zo, d.h. mit vj(¢) # 0 fiir alle ¢ € [0,1],7 = 1,2, so daf also fiir alle ¢ € [0, 1]
die Halbtangenten

s (t) +s7(t),  (s=0)
existieren. Der orientierte Schnittwinkel <((v1,v2) zwischen 71 und -, ist definiert als der
orientierte Schnittwinkel der Halbtangenten an -+, und 75 im Punkt zy = 71(0) = 72(0),
also als g — 1, wobei ; der Winkel zwischen der positiven reellen Halbachse und +7(0)
sei, d.h. der durch }(0) = |7(0)[e*¥7 bis auf ganze Vielfache von 27 eindeutig bestimmte
Winkel (j = 1,2).

DEFINITION 10.6. Sei 2 C C offen und zy € 2. Eine Abbildung f = u+iv € C'(Q, C)
(mit u,v € CYQ,R)) heiBt in zg konform, falls

ou ou
8_(Z0) 8_(Z0)

det J;(z) = det | §7 pid #0
%(Zo) 8_3/(20)

und falls fiir alle glatten Wege 71,72 : [0, 1] — © mit 71(0) = 12(0) = 2o gilt: <(f oy, fo
v2) = <U(71,72). Die Abbildung f heifit auf Q lokal konform, falls f in allen Punkten von
Q) konform ist.

Fiir 0 # z € C bezeichnen wir mit arg(z) das Argument von z also den bis auf ganze
Vielfache von 27 eindeutig bestimmten Winkel ¢ mit z = |z[e’?.

BEMERKUNG 10.7. Sei Q C C offen und zy € Q. Eine Abbildung f € C'(Q,C) mit
det J;(29) # 0 ist genau dann in 2z, konform, wenn fiir je zwei glatte Wege 71,72 : [0,1] —
mit 71(0) = 72(0) = 2 gilt

arg((f 0 72)'(0)) — arg((f o m)'(0)) = arg(13(0)) — arg(1(0))

d.h. wenn

arg((f ©72)'(0)) — arg(75(0)) = arg((f ©71)(0)) — arg(71(0))
gilt (jeweils modulo ganzer Vielfacher von 27). Dies ist dazu dquivalent, daf} fiir alle
glatten Wege 7 : [0,1] — Q mit v(0) = zy das Argument von (f o ~)'(0)/+(0) (modulo
ganzer Vielfacher von 27) den gleichen Wert annimmt.

Es gilt nun:

SATZ 10.8. Sei Q C C offen. Fiir f € C1(Q, C) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) f ist auf Q lokal konform.
(b) f ist auf Q holomorph und f' hat keine Nullstelle in Q.
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(c) f ist auf Q holomorph und zu jedem zy € ) gibt es offene Mengen U C Q und
V. C f(Q) mit z0 € U, f(z0) € V, so daff fly : U — V bijektiv mit holomorpher
Umkehrfunktion (f|y)~":V — U ist.

BEWEIS. (a) = (b): Sei also f auf 2 lokal konform und sei 2y € Q2 beliebig. Dann gibt
es ein r > 0 mit D(zp,r) C Q. Fiir alle a € [0, 27) betrachten wir den Weg v, : [0,1] — Q
mit v, (t) := 2o+ rte’®, 0 <t < 1. Dann ist 7/, (0) = re®. Nach der Kettenregel haben wir

(For)(© = Loty 0) + 2 o0,

Damit folgt
(f07)'(0) _ 9f
S = (
7a(0) 0z
wobei das Argument dieses Ausdrucks nach Bemerkung [10.7 unabhéngig von « sein mufl
(modulo ganzer Vielfacher von 27). Da aber, wie man aus (10.3) sieht, der Weg a —
U1l O gie Kreislinie um 91 () mit Radius ‘%(zo)‘ durchléduft, ist dies nur moglich,

74,(0) 0z

wenn %(zo) = 0 fiir alle zg € Q gilt. Dies zeigt, dafl f auf © holomorph ist. Wegen
det(J;(2)) # 0 fiir alle z € Q und |f'(2)|? = det(J¢(2)) (was man unmittelbar mit Hilfe
der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen nachrechnet) kann f” keine Nullstelle
haben. f erfillt also (b).

(b) = (c) folgt unmittelbar mit den Sétzen 10.2, 10.4/ und 10.5.

(c) = (a): Sei (c) erfiillt fir f und sei zy € Q beliebig und 7 : [0, 1] — £ ein beliebiger
glatter Weg mit v(0) = 2. Da f in einer Umgebung V' von f(zg) eine holomorphe Umkehr-
funktion g besitzt mit f(g(w)) = w auf V, folgt mit der Kettenregel f'(z0)g'(f(z0)) = 1,

also f'(z9) # 0 und damit auch det J¢(zy) # 0. Ferner ist
fov)(0 f'(20)7'(0
7'(0) 7'(0)
unabhéngig von . Nach Bemerkung 10.7 ist f also in zy konform. Da dies fiir alle 2, € Q2
gilt ist f auf Q lokal konform. O

—=(%0) . Z—Z(Zo)Jr—,(zo)e_M, (10.3)

DEFINITION 10.9. Seien §2;, {25 C C zwei offene Mengen. Eine Abbildung f : 2 — Qs
heifit konform, falls sie bijektiv und lokal konform ist. Nach den Satzen [10.5/und 10.8ist
dies dazu dquivalent, daf f : 2; — Q5 eine biholomorphe Abbildung von 2; auf (25 ist, d.h.
eine bijektive holomorphe Abbildung von ; auf €y, deren Umkehrabbildung ebenfalls
holomorph ist. Dann ist auch f=! : Qy, — Q; eine konforme Abbildung. Zwei offene
Mengen Q,Qs C C heiflen konform dquivalent, falls es eine biholomorphe Abbildung
von € auf )y gibt. Wir schreiben dafiir auch: € ~ Q. Mit Aut(Q2) bezeichnen wir
die Menge aller biholomorphen Abbildungen von einer offenen Menge €2 auf sich. Dies
ist eine Untergruppe der Gruppe aller bijektiven Abbildungen von Q auf sich (mit der
Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung).

Man rechnet unmittelbar, daB ~ tatséchlich eine Aquivalenzrelation auf der Familie
aller offenen Teilmengen von C definiert. Es ergeben sich zwei natiirliche Aufgabenstel-
lungen:

(a) Die Bestimmung aller Aquivalenzklassen von Gebieten in C.
(b) Die Bestimmung von Aut(G) fiir ein gegebenes Gebiet G.

Bei der zweiten Fragestellung kann man sich auf die Bestimmung von Aut(G) fiir
Normgebiete, d.h. einen speziellen Vertreter G einer jeden Aquivalenzklasse beschriinken,
da die Automorphismengruppen von konform dquivalenten Gebieten isomorph sind.
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In Satz 2.20/ hatten wir bereits die Automorphismengruppe der offenen Einheitskreis-
scheibe berechnet. Damit stellt sich die Frage, welche Gebiete in C zur offenen Einheits-
kreisscheibe konform &quivalent sind.

BEMERKUNG 10.10. C und D sind einfach zusammenhéingende Gebiete, die nicht
zueinander konform dquivalent sind. Ist ndmlich f : C — D eine holomorphe Abbildung,
so ist f nach dem Satz von Liouville konstant, also nicht injektiv.

SATZ 10.11. Set G C C ewin von C verschiedenes einfach zusammenhdingendes Gebiet.
Dann ist G konform dquivalent zu einem beschrdankten, einfach zusammenhdingenden Ge-
biet.

BEwEIS. Nach Voraussetzung gibt es einen Punkt zp € C\ G. Da die Funktion z +—
z — 2y keine Nullstelle in G besitzt und da G einfach zusammenhéngend ist, gibt es nach
Satz [5.16] eine Funktion h € O(G) mit exp(h(z)) = z — zp auf G. Dann ist auch die
Funktion g mit ¢(z) := exp(h(z)/2) fiir alle z € G eine auf G holomorphe Funktion. Diese
erfiillt g(z)? = 2 — 2 auf G und ist injektiv, denn aus g(z1) = g(29) folgt 21 — 2y = g(z1)? =
9(22)* = 23 — 29 und damit z; = 2. Nach dem Satz von der Gebietstreue 10.3 ist g(G) ein
Gebiet. Sei w ein beliebiger Punkt aus ¢(G) und r > 0 mit D(w,r) C g(G). Wir setzen
wp = —w. Fiir alle ¢ € D(wy,r) ist also —¢ € D(w,r) C g(G), d.h. es ist —( = g(z) fur
ein z € G und damit (2 = (=()? =2 — 20 = g7 1(—C) — 20. Da g7 : g(G) — G injektiv
ist, kann also ¢ nicht in g(G) liegen. Damit ist gezeigt, dal D(wp, ) N g(G) = 0 gilt. Wir
definieren nun f : G — C durch f(z) := (g(z) —wg)~'. Als Hintereinanderausfithrung der
injektiven und holomorphen Abbildungen g und w — (w — wp) ™! ist f ebenfalls injektiv
und holomorph. Wegen f(G) C D(0,1/r) ist f(G) beschréinkt und nach dem Satz von
der Gebietstreue [10.3 ein Gebiet. Daf f(G) einfach zusammenhéngend ist, folgt aus dem

folgenden Lemma. ]

LEMMA 10.12. Ist G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und f € O(G)
injektiv, so ist auch das Gebiet f(G) einfach zusammenhingend.

BeEWEIS. Nach dem Satz von der Gebietstreue10.3 ist f(G) ein Gebiet. Sei vy : [a, b] —
f(G) ein beliebiger stiickweise stetig differenzierbarer geschlossener Weg in f(G). Da die
Umkehrabbildung f~! : f(G) — G nach Satz 10.5 holomorph und damit stetig partiell
differenzierbar ist, ist auch 4 := f~t o~ : [a,b] — G ein stiickweise stetig differenzierbarer
geschlossener Weg in G. Fiir alle g € O(f(G)) folgt nach Satz 5.15/ wegen v = f o4 und
der Holomorphie von z — ¢(f(z))f'(2) auf G:

[ stwite = [ ssGensGe @ = [ or@)r e =o

Y

Wiederum mit Satz 5.15/ (diesmal unter Verwendung der Implikation (b) = (a)) folgt die
Behauptung. O

SATZ 10.13. Sei (f,)>2, eine Folge von auf einem Gebiet G injektiven holomorphen
Funktionen, welche auf G kompakt gegen eine Funktion f € O(G) konvergiere. Dann ist
f entweder konstant oder schon injektiv.

BEWEIS. Sei f nicht konstant und seien z1, 2o € G beliebig mit z; # z3. Nach dem
Satz 4.12/ von der Isoliertheit der Nullstellen einer auf einem Gebiet holomorphen, nicht

konstanten Funktion gibt es ein 7 > 0 mit K, := D(z,7) C G \ {22} so daf die Funktion
z — f(z) — f(22) keine Nullstelle in K, \ {z1} hat. Insbesondere ist 2o ¢ K, und ¢ :=
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min.cor, | f(2) — f(z2)] > 0. Wegen der kompakten Konvergenz von (f,,)>, gibt es also
ein n € N mit

[F(2) = f(z2) = (ful2) = fu(22))] <& < [f(2) = [(22)] + [ful2) = fu(22)]

fir alle z € OK,. Nach dem Satz von Rouché haben daher die Funktionen f — f(z2) und
fa — fn(z2) gleichviele Nullstellen in K,.. Da f, nach Voraussetzung injektiv ist, und 2z,
nicht in K, liegt, hat f, — f,(22) und damit auch f — f(23) keine Nullstelle in K,. Also
ist f(z1) # f(z2) und es folgt die Injektivitat von f. O

SATZ 10.14 (Riemannscher Abbildungssatz). Sei G C C ein einfach zusammenhdngen-
des von C verschiedenes Gebiet. Dann ist G konform dquivalent zu D. Es gilt sogar: Zu
jedem zg € G gibt es genau eine biholomorphe Abbildung fo : G — D mit fy(z9) = 0 und
so dafs f{(zo) reell und positiv ist.

BEWEIS. Wegen Satz [10.11 kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit anneh-
men, dafl das Gebiet G beschriankt ist. Sei nun zy € G beliebig. Wir zeigen zunéchst die
Existenz einer biholomorphen Funktion fy : G — D mit den gewiinschten Eigenschaften.
Es bezeichne F die Menge aller injektiven und beschrinkten holomorphen Funktionen f
auf G mit f(zo) := 0 und f’(z0) = 1. Da G beschrénkt ist, ist z — z — 2z in F. Also ist
F # (. Sei weiter

M : }23222 |f(2)]-
Dann ist 0 < M < oo und es gibt eine Folge (f,,)5; mit M, := sup,.q |fu(z)| — M fur
n — oo und M, < M + 1 fir alle n € N. Die Folge (f,)s2, ist also auf G gleichméBig
beschrénkt und besitzt daher nach dem Satz von Montel eine auf G kompakt gegen eine
holomorphe Funktion f konvergente Teilfolge (fn))ie,. Nach Satz 4.4 folgt dann auch

f'(=0) = Jim fay(20) = 1,

so daB auch f injektiv auf G ist (nach Satz[10.13). Ferner gilt wieder f(zo) = 0 und es ist
fiir alle z € G-

[f(2) = Jim | fu(2)] < M und damit sup|f(2)] < M.
- zeG

Es folgt also f € F und nach Definition von M damit sup,. |f(z)| = M. Die Bildmenge
f(G) ist damit ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, welches in D(0, M) enthalten ist.
Da f(G) offen ist, folgt f(G) C D(0, M).

Wir zeigen nun, daf sogar f(G) = D(0, M) gilt. Wir fithren den Beweis indirekt und
nehmen an, dafl es ein wy € D(0, M)\ f(G) gibt. Dann ist die Abbildung h; : D(0, M) — D
mit

hi(z) := —z- ol fir z € D(0, M)
MU)O ’
injektiv und holomorph und bildet f(G) auf Gy := hi(f(G)) biholomorph ab. Man hat

weiter
|wo

hi(f(20)) = h1(0) =0 und 1 (f(2)) = h1(0) = “Mug

Mit a := |wo|/M gilt 0 < a < 1 und —a = —woj‘ww—go = hi(wg) ¢ Gy wegen wy ¢ f(G).
Die Funktion Ay : D — D mit

2+« .
ho(z) == T oz O_a(z) firzeD




10. HOLOMORPHE FUNKTIONEN ALS ABBILDUNGEN 113

ist ein Automorphismus der offenen Einheitskreisscheibe, bildet also GG; biholomorph auf
das Gebiet Gy := ho(Gy) ab. Ferner hat man 0 = hyo(—a) ¢ G5 (wegen —a ¢ G1) sowie

ha(hi(f(20))) = h2(0) = o und  hy(ha(f(20))) = h5(0) =1 —a® > 0.

G ist nach Konstruktion konform dquivalent zu G. Wegen 0 ¢ G5 gibt es (wie im Beweis
zu Satz 10.11) eine injektive, auf G holomorphe Funktion hz mit h3(2)? = z auf Gy. Es
folgt G3 := h3(G2) € D und

ha(ha(h1(f(20)))) = hs(a) = £vV/a € R\ 0

und
1

Halha(ha (£ (0)) = Pife) = s
SchlieBlich definieren wir noch hy € O(G3) durch

ha(2) = 2hs(a)Mwy  hs(a) —z  2hg(a)Muwy
BT At a)|wo] 1= hs()z (14 a)|wl

' ¢h3(a)<z) )

wobei ¢p, (o) wieder ein Automorphismus von ID ist. Dann ist f; := hyoh3ohyohjo f
eine auf G holomorphe und injektive Funktion mit f;(zg) = hys(hs(a)) = 0 und

f1(z0) =h(ha(a))hiz () ha(0) 1 (f (20)) f(20)

_2]23(0{)MU}0 —1 1 (1 _ a2> —"UJU’
(14 a)|we] 1—hs(a)? 2hz(a) Muwy
=1

wegen hz(a)? = a. Also ist f; € F. Aber
oMy/a

- su o = <M

_ 2fhy(a)|M

su 2)| < supl|h
Zeglfl( )| < <e§| 4(0)] o

wegen 0 < o < 1. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Definition von M. Also war die
Annahme D(0, M)\ f(G) # (0 falsch. Es gilt daher f(G) = D(0, M). Dann ist fo:= M~ 'f
eine konforme Abbildung von G auf D mit fo(zp) = 0 und f'(29) = 1/M > 0. Damit ist
die Existenzaussage bewiesen.

Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage nehmen wir an, dal fy, f1 : G — D zwei
konforme Abbildungen von G auf D sind mit f;(z9) = 0 und f}(20) > 0 fiir j = 0, 1. Dann
ist h:= fi 0 f;' ein Automorphismus von I, hat also nach Satz 2.20 die Gestalt

Z—a

h(z) = e fiir alle z € D

1—az

mit einem ¢ € R und einem a € D. Wegen h(0) = 0 mufl a = 0 gelten, so dafl also

h(z) = €'?z fiir alle z € D gilt. Es folgt

_ Jfi(z)
(o)

Dies ist nur moglich, wenn ¢ ein ganzes Vielfaches von 27 ist, also h(z) = z auf D ist.
Damit folgt fy = f1 auf G. O

e = 1'(0) > 0.
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 10.

AUFGABE 10.1. Zeigen Sie, daf} die folgenden Funktionen holomorph und injektiv auf
den angegebenen Gebieten sind:

(a)
(b)
(c)

f(z)=a+nz+2", ze€D, wobeia € C fest ist.

f(z) =z +exp(z), Re(z)<0.

f(z)= Zanz”, wobei Zn|an| <l|ai|, z€D.
n=0 n=2
AUFGABE 10.2. (a) Bestimmen Sie eine konforme Abbildung zwischen den fol-

genden Gebieten
G ={z€C; Re(z) >0, |Im(z)| < %} und S =D\] - 1,0]

(b) Sei f:C\ {0} — C definiert durch
1 1 .
f(z):2—z<z—;> fiir 0 # 2z € C.
Zeigen Sie: f bildet D \ {0} konform auf C\ [—1,1] ab.

AUFGABE 10.3. (a) Seien pq,pa, 71,72 > 0 mit % = ;—2. Zeigen Sie: Fiir alle
c1,¢c € Csind R, ,,(c1) und R, ,,(c2) konform édquivalent.
(b) Zeigen Sie: C\ {0} und C \ D sind nicht konform #quivalent.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, daf C\'D und D\ {0} konform dquivalent sind.

AUFGABE 10.4. Seien 0 < r < R < 0o, und p > 0. Zeigen Sie, daf die Gebiete R, z(0)
und Ry ,(0) nicht konform &quivalent sind.



KAPITEL 11

Die I'"Funktion

Wir definieren zunéchst nach Euler (1769) fiir Re(z) > 0
[(z):= / ettt (11.1)
0

Wegen |e#*71| = e 1Re(*)~1 fiir alle t > 0 existiert dieses uneigentliche Integral fiir
alle z € C mit Re(z) > 0. Fiir z = 1 berechnet man I'(1) = 1. Mit Hilfe von partieller
Integration folgt die Funktionalgleichung der Gamma—Funktion

['(z+1)==zI'(2) (11.2)
fir alle z € C mit Re(z) > 0. Mit vollstandiger Induktion erhélt man hieraus
['(n+1)=n! firalleneN,.
Nach Prym (1876) zerlegen wir das Integral in (11.1) in der Form

1 00
['(z) = / e "7t + / e Nt = Fi(2) + Fy(2) .
0 1
Hierbei ist nun -
Fy(z) = / e P dt
1

fiir alle z € C definiert. Die Funktionen f,, mit

fu(z) = / e 't*~1dt fiir alle z € C
1

sind nach [1.10 und [1.11) auf C holomorph. Fiir alle » > 0 und alle z € D(0,r) erhalten

wir fir n — oo:
o0 o0
/ e—ttz—ldt‘ S / e—ttRe(z)—ldt S
n n

< / e dt — 0

|F2(2) = fu(2)] =

Die Funktionenfolge (f,,)%; konvergiert also kompakt auf C gegen F,. Nach dem Satz
von Weierstra$ (Satz 4.4) ist F» daher eine ganze Funktion.
Fiir F} erhalten wir wegen der gleichméfiigen Konvergenz der Exponentialreihe auf

[0, 1]:
1 o0 i 00 il
—$)d —1)7 ,
Fl(z):/ Z#fldt22¥/ 1t =
o = I = J Jo
(Y
- .' * .
e AR
Wegen
(-1 1 =1 1
su . < - — <
e %;n gt 2ty Z]! m
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Euf der T-Funktion iiber dem reellen Intervall [—4, 4]

Empakt in C\ (—Np) konvergent gegen eine meromorphe
nkten —n Pole der Ordnung 1 mit dem Residuum (—1)"/n!

besitzt. Wir halten fest:
SATZ 11.1. Durch

e ) (_1>j 1 /oo I
I'(z):= —_— e — e T dt 11.3
=35 gt (113
st eine auf C meromorphe Funktion T' erkldrt, welche nur in den Punkten —n Pole der

Ordnung 1 besitzt mit dem Residuum (—1)"/n! und fir die gilt T'(n + 1) = n!.

Aus dieser Darstellung der I'-Funktion ersiecht man auch, dafl I auf der reellen Achse,
auflerhalb der Polstellen reelle Werte annimmt.

Da die Funktionen z +— I'(z + 1) und z +— zI'(z) auf der rechten Halbebene {z €
C; Re(z) > 0} iibereinstimmen, gilt nach dem Identitétssatz fiir alle z € C \ (—Np) die
Funktionalgleichung (11.2).

Zur Herleitung weiterer interessanter Darstellungen der I'-Funktion benétigen wir
noch einige elementare Hilfsmittel.

LEMMA 11.2. Fir alle t € [0,n] gilt
et — (1—3)n >0,

n
BEWEIS. Mit h,(t) :=1—¢e'(1 —t/n)" gilt fiir alle n € Nund 0 <t < n:

m(t) = ¢ (1~ %)"1 - % > 0.
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€ [~4,4] x [~4,4]
-2

4
Also ist h,, au Bt wegen h,(0) = 0 folgt h,(t) > 0 auf [0,n] also

-4 ot (1 _ f)u =e 'h,(t) >0 auf [0,n].
n

g

LEMMA 11.3 (Eulersche Konstante). Der Grenzwert

n

= i (3 - loxto)

=1

existiert in R. v = 0.5772156649 ... heifit die Fulersche Konstante.

BEWEIS. Es ist

"1 1 o 1

Wegen

7+1 1 1 j+1t_' j+11 1
R AN P e e T
j ) 1 j gt i) J

existiert der Grenzwert nach dem Majorantenkriterium. U
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SATZ 11.4. Fir alle z € C\ (—Ny) gilt

: nln
['(z) = 7}1_}1210 RN SOy Py (Gaugs, 1809) (11.4)
= — ¢ (Weierstrafy 1842) (11.5)
ZH [(1 i ?)ej} (Schlémilch 1844)

Zn n j=1 j=1

2(z+1)---(z4+n) )e_f] zlj[(l—i—?)e‘ﬂ

Wegen Lemma [11.3| konvergiert der Zdhler des letzten Bruchs kompakt in C gegen die
Funktion z +— e~7%. Der Nenner dieses Bruchs konvergiert nach Satz9.12 und den Bemer-
kungen 9.13 kompakt in C gegen eine ganze Funktion, die nur in den Punkten aus —Nj
Nullstellen besitzt (alle von der Ordnung 1). Hieraus folgt die kompakte Konvergenz der
rechten Seiten von (11.4) und (11.5) auf C\ (—Ny) gegen eine meromorphe Funktion I' mit
Polen nur in —Ny. Um zu zeigen, dafl ' mit der I'~Funktion aus Satz 11.1 iibereinstimmt,
geniigt es nach dem Identitétssatz, dies fiir alle z € C mit Re(z) > 0 nachzuweisen. Auf
der rechten Halbebene konnen wir die Darstellung (11.1) verwenden und erhalten fiir
Re(z) > 0 unter Verwendung von Lemma 11.2:

‘F(z) — /On (1- 3)"tz—1dt‘ = /Ooo (e_t — X[o (t) (1 — E)”)z&z—ldt‘

' n
o0 t )
S/ <€_t - X[O,n](t)(l - _) )tRe(z)_ldt
O n

S / efttRe(Z)fldt .
0

Da die Funktion ¢ — et~ fiir Re(z) > 0 auf [0, c0) integrierbar ist, folgt wegen

ton '
<€_t — X[o.n (1) (1 — E> >tRe(z)_1 — 0 punktweise fiir £ > 0 und n — oo

n

nach dem Satz iiber die dominierte Konvergenz: Es ist fiir Re(z) > 0

['(z) = lim ' (1- E)”ﬁ—ldt. (11.6)

n—oo 0 n

Ferner erhélt man mit der Substitution 7 = ¢/n und n-facher partieller Integration

" tn 1 1
/ (1 — —) L dt :n/ (1—71)"n" 17" Ydr = nz/ (1 —7)"r* dr
0 0 0

n
n*n!

:Z(z—l—l)n-(z—i—n)‘

Setzen wir dies in (11.6) ein, so erhalten wir die Giiltigkeit von (11.4) auf der rechten
Halbebene (und damit auf C \ (—Np)). O
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il (11.7)

FOLGERUNG 11.5 (Eulersche Reflexionsformel, 1771). Fir alle z € C\ Z gilt
I')l'il—=z2) = .
()11 = 2) sin(mz)

Beweis. Fiir alle z € C\ Z erhdlt man unter Verwendung der Funktionalgleichung

1— i)ez/j)]

D) (2) =
[ T1(0+ )] [T (0~

(11.2) und von (11.5)
Mz)ra-=z =
j=1 =
Mit der in Beispiel 9.18 angegebenen Produktdarstellung fiir die Sinusfunktion folgt
hieraus die Behauptung. 0
Speziell fiir z = 1/2 erhalten wir aus (11.7)
(11.8)

Hiermit berechnet man mit der Variablensubstitution ¢t = =
o0 o0 1
dr = 2/ 7y = / e 124t = F(é) =./7.
0 0

3y _ VT

)= VT

|
Mit Hilfe der Funktionalgleichung (11.2) lassen sich hieraus weitere Werte berechnen, z.B
(11.9)

(2
(2 2
Die logarithmische Ableitung der I'-Funktion bezeichnet man meist mit ¥ und nennt

_NO)

sie auch die Digammafunktion. Wegen
E] fiir alle z € C\ (

1 = z
— = ze* 14+ -)e 7
i~ TL[0+)
erhdlt man nach Lemma[9.17 fiir alle z € C\ (—Np):
(= 1 /(Z) o _1
\I,(Z):F< >:_(F)1 +Z ]5 _
(2) e =R
. (11.10)
1
=—v——-+ - = -
1T (J j +z>

=1
mit kompakter Konvergenz der Reihe. Nach Satz 4.4 (b) diirfen wir gliedweise differen-
(11.11)

[e o]

zieren und erhalten
F/
U'(z) = ( ) =
]:0

_ [ 'O
Fla) = /H r() “

mit ebenfalls kompakter Konvergenz in C\ (—Nj).
Auf dem einfach zusammenhéngenden Gebiet G := C\ {z € R; z < 0} ist durch
eine komplexe Stammfunktion zu W = [V/I" auf G gegeben. Nach dem Beweis zu Satz[5.16

gilt mit einer Konstanten ¢ € C
exp(F(z)) = cl'(2).

Vze G :



120 11. DIE I'"FUNKTION

Wegen F'(1) = 0 und I'(1) = 1 folgt ¢ = 1. Wir schreiben daher fiir alle z € G

(¢
Log(I'(z)) = F(z) = /
rE=re = [
z — Log(I'(2)) ist also die Stammfunktion zu ¥ auf G, die auf (0, 00) mit log(I'(z))
tibereinstimmt. Aus (11.11) folgt insbesondere, daf die Funktion = — log(I'(x)) auf {z €
R; 2 > 0} eine konvexe Funktion ist, da die zweite Ableitung dort positiv ist. Es gilt
sogar

dc . (11.12)

SATZ 11.6 (Bohr—Mollerup, 1922). Ist f : (0,00) — (0, 00) eine positive logarithmisch
konveze Funktion mit f(1) = 1 und f(x + 1) = xf(x) fir alle x > 0, so gilt schon

f(z) =T(x) auf (0,00).

BeEwEIs. Fiir konvexe Funktionen ¢ : (0,00) — R und 0 < a < b < ¢ gilt, wie man
leicht nachrechnet:

9(b) —g(a) _ g(c) —g(a) _ g(c) = g(b)
b—a ~ c¢c—a ~ c—b
Hieraus erhélt man fiir g(z) = log(f(z)) wegen der Konvexitit von x — log(f(z)) fiir
0<x<1 (mita:n,b:n+1,c:n+1+x unda=n+1,b=n+1+z,c=n+2)
log(f(n +1)) —log(f(n)) < ( g(f(n+1+x)) —log(f(n+1))) <

< log( (n+2)) —log(f(n +1)).

Mit Hilfe der Funktionalgleichung f(x + 1) = xf(x) und der Anfangsbedingung f(1) =
geht diese Ungleichungskette {iber in

zlog(n) <log((z +n)(x+n—1)---(x+ 1)xf(zx)) —log(n!) < zlog(n+1),

woraus man durch einfache Umformung

0§log(“*")(H”‘”'“(“W.f(x)) gx1og<1+%>

nln®

erhélt. Fiir n — oo folgt daher mit (11.4)
nln
= li =I'(z).
/() no (x+n)(x4+n—-1)---(x+ 1)z ()

Also gilt f(z) = I'(z) fir 0 < z < 1. Da beide Funktionen die Funktionalgleichung der
I'-Funktion erfiillen, miissen sie dann auch auf ganz (0, co) iibereinstimmen. O

xT

Mit der gebrauchlichen Notation (z)g = 1
n—1
(2)n = H(z+j) =z2(z+1)---(z24+4n—-1) firallezeCneN

J=0

hat man n! = (1),, sowie

1 1
(22)2n = 2°"(2)n (2 + §)n und  (2n)! = 22%!(5)“ (11.13)
Die Darstellung (11.4) der I'-Funktion lautet in dieser Notation
z—11 z—1,1
[(z) = lim ——— .~ = fjm — "~ (11.14)

n—oo (2), z4+n noco (2),

mit kompakter Konvergenz in C \ (—Np), da n/(# +n) — 1 kompakt in C\ (—Ny)
konvergiert fiir n — oo. Mit dieser Darstellung erhalten wir nun leicht:
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—4 -2 1 2 4 6 8
1 X
27
4
ABBILDUNG 3. Der Verlauf der Digammafunktion iiber dem reellen Inter-
vall [—4, §] ]
6

SaTz 11.7 (Verd ppé ungsformel von Legendre, 1809). Fir alle z € C\ (—Ny) gilt:
2z—1

- F(z)F(Z + %) .

BeEWwEIS. Unter Verwendung von (11.13) erhdlt man fiir alle z € C\ (—Np):

@2n)l(2n)>~t . nl(5), 7 ntn

(22)2n (2)n(z +3) n~1/2n!

Fiir n — oo erhalten wir hieraus nach (11.14))

['(2z2) =

2z—1

IK2z)::fZI;FQQF<z%—%>,

2
woraus wegen (11.8)) die Behauptung folgt. O

Mit Hilfe der Integraldarstellung (11.1) der I'-Funktion leiten wir nun eine Integraldar-
stellung von W = I"/T" auf der rechten Halbebene her.

SATZ 11.8. Fir alle z € C mit Re(z) > 0 gilt:
! o8] 00 —t —tz
\I/(z):F(Z):/ ) T [ (5
I'(2) 0 (x+1)*) =z 0 t  l1—et

BeweEIs. Nach (11.1) gilt fiir alle z € H, := {z € C; Re(z) > 0}

['(z) = lim e ' dt .
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Durch direktes Nachrechnen sieht man, dafl hierbei die Konvergenz gleichméflig auf je-
der kompakten Teilmenge von H, erfolgt. Nach Satz 4.4 erhalten wir also mit Hilfe von
Lemma [1.10

n n

I"(z) = lim 4 (e7't*™") dt = lim e Hlog(t)t*tdt =

= / e ' log(t)t* tdt .
0

Wir kénnen hierin log(t) durch ein Frullani—Integral (vergl. Aufgabe [11.1) ausdriicken:

oo —x __ ,—lx
log(t) :/ £ -° dx ,
0

T

wobei auch [;° ’67 —e ‘ dx existiert, da der Integrand in 0 stetig ergénzbar ist. Mit Hilfe

des Satzes von Fubini erhalten wir

o] o ,—x _ -tz
:/ et/ idxtzfldt
0
0 Xz

:/ (e7"T'(2 —Iacz))d—x
0 T

I(z,2) ::/ e @t —lgs
0

Mit der Variablensubstitution u := ¢(z + 1) erhalten wir

_ 1 R N €
I(:E,z)—(x_l_l)z/o e “u du—($+1)z.

Setzen wir dies ein, so folgt fiir alle z € Hi,

“0 =10 [ (o) 5

woraus sich nach Division durch I'(z) die erste behauptete Integraldarstellung von W
ergibt. Insbesondere erhalten wir fiir alle z € H,

U(z) = lim / . d:v—/ ;dx ,
s—0\Js x s x(z+1)?

und hieraus vermége der Substitution ¢ = log(x + 1) beim rechten Integral

0 =T o s} e—tz
U(z) =lim (/ dx —/ — dt>
=0 \Js @ log(6+1) 1 — €

e8] —t —tz ) ¢
:lim(/ £ c tdt—/ e—dt)
=0 \Jiogs41) t 1—e log(6+41) U

J et J 1 )
OS/ —dtﬁ/ —dt=————-1—0
log(6+41) U log(6+1) 10g(0 + 1) log(d +1)

fiir 0 N\, 0 folgt also fiir Re(z) > 0

Wegen
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und damit die Behauptung. 0

Fir 0 < o < 7 untersuchen wir nun das asymptotische Verhalten von I'(z) in dem
Winkelbereich S, := {re’?; r > 0, |p| < a}.

SATZ 11.9. Fiir alle a € (0,7) gilt in S,:

1 1 1
['(z) = V2mexp <(z — §>Log(z) — z) : (1 LET O(|zl2>) (11.15)
fir |z] — oo. Fir x € (0,00) gilt also
1
_ (z—1/2) ,—x -
['(z) = V2rx e <1+—12 ~|—O( >) fir x — oo (11.16)
Insbesondere folgt fiir n € N die Stirlingsche Formel
n 1
' — o = .
n! 27m<e> <1+12n~|—0( )) fiirn — oo (11.17)

BeEWwEIs. Wir beweisen die asymptotische Darstellung (11.15) zunfichst in der abge-
schlossenen rechten Halbebene H, = {z € C; Re(z) > 0}.
Nach der zweiten Integralformel fiir U aus Satz 11.8 folgt
t —tz ,—t t tz

> re” e e e e~
vty = (S e [T Y
(z+1) /0 t 1—et /0 t et —1
0 o=t _ gtz 1 [~ © 1 1 1
:/ de—/ e—tZdt—/ (———+ )e—tZdt
; / 2 J, , \2 1 et

1o~ 11
Y . <___ ) g
og(2) + 5 /0 2 1 e —1)°

Integration lings der Strecke [1, z] von 1 nach z ergibt unter Verwendung von Log(I'(2)) =
log(1!) = 0:

Log(I'(=)) =Log(I(= + 1)) — Log(I(2))
1 1

=(Log(z) — 1)z +1 Lo - — = e dtdC.

(Los(e) ~ )=+ 1+ gloge)— [ [T (5 e )i

Wegen Log(I'(z+1)) = Log(z)+Log(I'(z)) (was man leicht mit Hilfe von (11.2) verifiziert)
erhalten wir mit Vertauschung der Integrationsreihenfolge nach Fubini

Log(I'(2)) = — Log(z) + (Log(z) — 1)z + 1 + %Log(z)—l—

© /1 1 1 e —et
+/0 <§—¥+€t_1> ; dt (11.18)
1 oo
:(z - §>Log(z) —z+1+4 / ft)(e™ —e ") dt,
0

wobei die auf C\ {2k7i; k € Z} definierte Hilfsfunktion f mit
1 1 1 1
r0=(G-3+7=1) 3

durch die stetige Erganzung f(0) := 1/12 zu einer auf C\ {2k7i; 0 # k € Z} holomorphen
Funktion wird. Man rechnet nach, dafl f eine gerade Funktion ist, und zeigt induktiv, daf}
alle Ableitungen von f auf [0, 00) absolut integrierbar sind. Mit

[ rwetar =L [T p(bye v — [ rye v
I.—/O f(t)e dt—2/0 f(2)e thundJ.—/O f(t)e tdt
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hat man einerseits

o (et 1 dt
—I= — — 11.1
/ /0 ( t et — 1> t (11.19)
und andererseits aus (11.18) (mit z = 1/2) unter Verwendung von (11.8))
1 1 1 1
—I=1 =) —===1 - —. 11.2
7= 1=t0g (1(3)) = § = ylon(m) - (1.20)

Hiermit ergibt sich

® set/2 ot Tty dt
== [ () T

[ CE) )

€_t/2 et 00 1 00 o=t _ 6—t/2 y
= - t
A 2/0 t
1 1 1
=5+ 5los(3)

Mit (11.20) erhalten wir also fiir I:
1
I=1- §log(27r) .
Setzen wir diesen Wert von [ in (11.18) ein, so folgt fiir Re(z) > 0

Log(I'()) =(= - %) log(2) — = + %log(%') +u(2)

- (11.21)
mit w(z) = / f(t)e *dt.
0
Durch mehrfache partielle Integration folgt
f(O) 1 > / —t 1 f/(()) f//(()) 1 /Oo " —t
= - e ¥ dt = — t)e *dt
(2) == ) ft)e t et ta ) fr(t)e
Wegen f/(0) = 0 und der absoluten Integrierbarkeit von f” auf [0, c0) folgt
1 1 o
— < —(1 (1))t 11.22
o) = 52| < (o + [ 1ol (11.22)

fiir alle 2 € C mit Re(z) > 0 und |2| > 1. Aus Stetigkeitsgriinden folgt die Giiltigkeit von
(11.22) fir alle z € H, mit |z| > 1. Wir wenden auf (11.21) die Exponentialfunktion an:

I'(z) = V2rexp <<z — %)Log(z) — z) ) (11.23)

Hieraus folgt (11.15) fiir 0 < o < /2, denn wegen (11.22) gilt

w(z) - w(z)n—l 1 1 i .
e =1+w(z); - :HEZ“)(W) fir |2| — oo in H,.  (11.24)
(11.16) ist nun klar und (11.17) folgt aus (11.16) unter Beachtung von n! = I'(n + 1) =
nl'(n).
Sei nun 7/2 < a < w. Fir w € S, mit Re(w) < 0 ist z := —w € H,. Mit der
Eulerschen Reflexionsformel (11.5) und (11.2) erhalten wir
-7

I'(2)'(—=2) =

zsin(7z)



11. DIE I'"'FUNKTION 125

und hieraus mit (11.23))

zsin(mz)['(z)

—T

2 sin(72)v/27 exp ((

1 27rexp<<—z—

—2isin(7z)

Beachten wir nun noch —2isin(z) = 2isin(w) = ™ — e~ und

Log(2) = Log(—w) = Log(w) —im falls Im(w) > 0
BT s B Log(w) +im falls Im(w) < 0,

so erhalten wir im Fall Im(w) > 0:

_ \/ﬁexp ((w — %)Log(w) + w> o—w(-w)

F(w> 1 — e+i27rw

Nun gilt fiir w € S, mit Im(w) > 0 und Re(w) < 0 und alle k& > 0:
|ei27rw| — 6—27r1m(w) < e—27rsin(o¢)|w| _ 0(|w|—k) fiir |1U| — 00

und unter Verwendung von (11.24)

1
emw(w) — 1 4 o + O(|w]_2) fir |w| — oo.

Hiermit erhélt man (11.15) auch auf {w € S, ; Im(w) > 0, Re(w) < 0}.
Den Bereich {w € S, ; Im(w) < 0,Re(w) < 0} behandelt man analog. O

Zum Abschlufl dieses Kapitels zeigen wir eine Anwendung der Stirlingschen Formel
bei der Untersuchung des Randwachstums holomorpher Funktionen auf .

SATz 11.10. Ist f € O(D) gegeben durch eine Potenzreihe
f(z) = chzk (z € D)
k=0

mit |cx| < Cok® fir alle k € Ny, mit reellen Konstante Cy > 0 und o« > —1, so gibt es
eine Konstante C > 0 mit

c )
|f(2)| < W fUT‘ alle z € D.
BEWEIS. Nach der Stirlingschen Formel gilt
Tla+k+1) . (a+k+1)otkraeahl

lim = lim -
k—oo T'(a + 1)T(k + 1)k k—oo D(a + 1)(k + 1)Ftzeh-1ko

e @ a+k+1INk3/a+k+1\

li -t
F(a+1)k5§o< k+1 ) < k )
1
Ia+1)
Also gibt es eine Konstante C; > 0, so daf fiir alle k € Ny gilt
MNa+k+1)
< C )
ol < Cror e e 1)
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Daher erhalten wir fiir alle z € D:

@I <Y lellzl* < Co Y ko=l
k=0 k=0

o0

IMNa+k+1) i C
< —
sCiCo ; T(a+1)I(k+1) 12 (1 — |z])t+1”

Die Eigenschaften der I'-Funktion und der mit ihr verwandten speziellen Funktionen
sind von vielen Autoren intensiv untersucht worden (siehe z.B. [33], [29], [22], [3] und
viele der im Literaturverzeichnis angegebenen Lehrbiicher zur Funktionentheorie).

Ubungsaufgaben zu Kapitel 11.

AUFGABE 11.1. (Frullani-Integrale)
(a) Seien a,b > 0 und sei f :[0,00) — R eine stetige Funktion, fiir die das uneigent-
liche Riemann—Integral
/ f@)
.z

existiert. Zeigen Sie: Dann existiert das uneigentliche Integral | o0 Jlaz)=J(b2) g

und es gilt " :
* flaz) = flba) b
/O TR = T 4 = £(0) log <5> .

x
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst

9] — f(b ob
/ Mdm = ﬂ)dgz: fir alle § > 0.
s T ba T
(b) Zeigen Sie fiir t > 0:
log () = / e e / * cos(z) — cosltz) -
0 0

T T

AUFGABE 11.2. Zeigen Sie, daf fiir alle z € C mit Re(z) > 0 die folgende Formel von

Euler (1730) gilt:
I'(2) :/o (log (i))z_ldu.

Hinweis: Verwenden Sie in (11.1) die Variablensubstitution ¢ = log(1/u).

AUFGABE 11.3. Konnen Sie in Satz [11.10 auch im Fall « = —1 etwas iiber das Rand-
wachstum von f aussagen?

AUFGABE 11.4. Sei H, := {2z € C; Rez > 0} die offene, rechte Halbebene. Die Beta-
Funktion B : H, x H, — C ist definiert durch

1
B(a, B) :=/ (1—t) %t (o, € H,).
0
Zeigen Sie, daf fiir alle o, 8 € H, gilt:
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['(a)l
(@) Blo,g) = [

Hinweis: Fiithren Sie in dem Doppelintegral

I'(a)0(3) = /0 h /0 T 11— e ds

die Variablensubstitution s = ur, t = (1 — r)u durch.

$a_1

(b) B(a, B) = /000 Wdyc.

AUFGABE 11.5. Zeigen Sie mit Hilfe der Eulerschen Reflexionsformel:

1 T
wem:  [r(dei)|= [
< (2 t ) cosh(mt)

AUFGABE 11.6. Verwenden Sie Aufgabe [11.5 und die Verdoppelungsformel von Le-
gendre zum Beweis von
(24t

1
['(it) '

24/ cosh(rt)

VteR: ’




KAPITEL 12

Die Riemannsche Zetafunktion

Fiir s € R definieren wir
H, :={z € C; Re(z) >s} und H,:={z € C; Re(z) > s}.
Fiir alle s > 1 und alle Z € H,, n € N gilt

‘n_z‘ _ }e—zlog(n)‘ — e—Re(z)IOg(Tb) S n=%.

Wegen der Konvergenz der Reihe Y 07 n~% ist also die Reihe

= in—z (12.1)

fir alle s > 1 gleichm#Big und absolut konvergent auf H,, definiert also eine auf H,
holomorphe Funktion (. Diese nennt man die Riemannsche Zeta—Funktion. Fiir reelles
s> 1 gilt bei s \/1

e o] e e] n+1 (e%]
1
= ans > Z/ r ds = / r%ds = [ (12.2)
n=1 n=1"" 1 5

Die Riemannsche Zeta—Funktion spielt eine wesentliche Rolle in der Zahlentheorie. Dies
wird bereits durch die folgenden ersten Aussagen iiber ( deutlich.

SATZ 12.1. (a) Es gibt unendlich viele Primzahlen. Diese numerieren wir der Grofle
nach durch: py = 2,po =3, p4 =5,....
(b) Fir alle z € Hy gilt die Produktdarstellung

o

i =10

n=1
mit gleichmdfiger Konvergenz auf Hy fiir alle s > 1.

BEwEIS. Fir alle z € H; ist

(N1 =2 = 3o = 3o = Yo
n=1
2in

n=1

Ebenso erhalt man

C(z)(1—277 Zn

=1
21'71 ,3tn

und schlieBlich induktiv: Sind p; =2 < ps =3 < --- < py die ersten N Primzahlen und
gilt
N %)

(L-p5)= ) n7, (12.3)

k=1 n=1, ppin
fiir 1<k<N

128
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so kann py nicht die grofite Primzahl sein, denn andernfalls wére 1 die einzige natiirliche
Zahl mit pg 1 n fir 1 < k < N. Dann wiirde aber

N
() [0 -p7) =1
k=1
folgen und hieraus
N N
. 1 —s\—1 _ —1y—1
lim ¢(s) = ll{gH(l —p) 7 = [[0-p") T <00
k=1 k=1
im Widerspruch zu (12.2). Also gibt es doch eine kleinste von py,...,px verschiedene
Primzahl py,; und analog wie oben erhélt man mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung
N+1 00
) [[a-m=" > n~
k=1 n=1,pxtn

fiir 1<k<n+1

Damit ist (a) gezeigt und die Giiltigkeit von (12.3) fiir alle N € N.
Ist s > 1 beliebig, so erhalten wir aus (12.3) fiir alle z € H

(<<z>ﬁ<1—p,7>—1\=\ > e Y s

k=1 n=1,prin n=pn+1
fiir 1<k<N
(0.0 o0
<D Il ) =0
n=N-+1 n=N+1

fiir N — oo und damit

@zﬂu—px).

Wegen
o0 [o¢] [o¢]
Dol <Y o mr <) nt <o
n=1 n=1 n=1

fir € H, und s > 1 sind die Voraussetzungen zu Satz 9.5 erfiillt und es folgt die
gleichméflige Konvergenz des Produktes auf H fiir alle s > 1. O

Es zeigt sich, daB sogar die Reihe > 7 p, ! divergiert. In diesem Sinne liegen die
Primzahlen dichter in N als die Quadratzahlen.

SATZ 12.2. Die Reihe Y o2 | p,* ist divergent. Ferner gilt
Vs >1VneNVC >0dm>n: p,<Cm’. (12.4)

BEWEIS. Wire (12.4) verletzt, so wiirde die Reihe Y >°  p,! nach dem Majoranten-
kriterium konvergieren. Wir zeigen indirekt, dafl dies nicht der Fall ist.

Annahme: Die Reihe > 7 | p, ! konvergiert. Nach Lemma 9.7 gilt dann ¢ := [~ (1 —
p,') > 0. Fiir alle s > 1 und n € N folgt wegen 0 < 1 —p,! < 1—p,* < 1 nach Satz 12.1
auch

0<e=]J0-p") <]IO-p")=Cs)"

Wegen ((s) — oo fiir s \, 1 erhalten wir einen Widerspruch. Also muf§ die Behauptung
richtig sein. U
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ABBILDUNG 1. Der Verlauf des Integrationsweges 7. 4

Im folgenden Lemma stellen wir einen Zusammenhang von ¢ mit der ['-Funktion her.

LEMMA 12.3. Fir alle z € C mit Re(z) > 1 gilt
o] xz—l
I'(z) = dz .
() = [ s
BeEWwEIS. Nach (11.1)) gilt fiir alle z € C mit Re(z) > 0:
['(z) = / e 't dt .
0

Mit der Substitution x := t/n erhalten wir hieraus:

['(z) = nz/ e "t ldr
0

und damit .
n *T'(z) —/ e M
0

Durch Summation iiber n € N folgt fiir alle z € C mit Re(z) > 0:

C(2)(z) = Z/ e Mt dr = / Z e My =
n=1v0 0 n=1
[L'Z_l

o0 —x,.z—1 00
:/ A / dz .

SATZ 12.4. Fiir alle z € H;y gilt
(1 - —w)*!
C(z) = ( .Z)/ (—w) dw |
Ve,d

271 ew —1

wobei (—w)*~t := exp((z — 1)Log(—w)) fiir alle w € C\ {z € R; x > 0} und ~.q mit
0 <d<e<2m der aus Abbildung 1 ersichtliche Weg ist.
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BEWEIS. Man verifiziert durch direktes nachrechnen, dal das uneigentliche Weginte-

gral f%’d (_;f)_zl_ " dw auf jeder kompakten Teilmenge von C gleichméfig konvergiert, dafl

also durch
(_w)zfl

ZHF(Z)I:/ ———dw firzeC
Ve,d € _]'

eine auf ganz C holomorphe Funktion gegeben ist. Mit Hilfe des Cauchyschen Integral-
satzes iiberlegt man sich ferner, dafi der Wert des Integrals unabhéngig von £ und d ist,
unter der Einschrankung 0 < d < ¢ < 27. Fiir d — 0 und x > 0 folgt

llir% Log(—(x £+ id)) = log(z) F mi
und damit

F(z) =lim w dw

wo__
d—0 Yeud e 1

_an)2—1 oo .z—1_,—(z—1)mi o .z—1_(z—1)mi
-/ &dw_/ T [
0.D(0,e) €¥ — 1 R e —1 R e —1

Fir |w| =¢ < 1ist

(—w)* | _exp(Re((z — 1)Log(—w)))
e —1 lew — 1]
:’w’Re(z)—l ex‘p(—Ini(‘z)Arg(—w)) < Cfw[Rel)-2
ev —

mit einer von £ unabhéngigen Konstanten C' > 0. Ist Im(z) > 1 so folgt fiir ¢ — 0

ew —

_ z—1
/ & dw‘ < 20meRe)=1 .
0, D(0,¢) 1

Damit ergibt sich fiir F(z), z € H; mit Hilfe von Lemma [12.3 und der Eulerschen Refle-
xionsformel (Folgerung [11.5)):

z—1

F(z) =2isin(n(z — 1)) / h —dz = ~2isin(z —~ ()T (z) =

- 12.5
L, CETE) ) 129
B L()r(1—z) I(1-2)
Auflésung nach ((z) ergibt die Behauptung. O

Da, wie oben bemerkt wurde, die Funktion F' auf ganz C holomorph ist und die
Funktion I' eine auf C meromorphe Funktion ist, erhalten wir:

FOLGERUNG 12.5. Die Funktion ¢ kann zu einer auf C meromorphen Funktion fort-
gesetzt werden (die wieder mit ¢ bezeichnet wird). Diese hat nur eine Polstelle im Punkt
1. Diese Polstelle ist von der Ordnung 1 und hat das Residuum 1.

BEWEIS. Die Funktion F ist auf C holomorph, hat also keine Polstellen. ¢ kann also
hochstens Polstellen in den Polstellen {k; k£ € N} der Funktion z +— I'(1— z) haben. Diese
haben alle die Ordnung 1 (Vergl. Satz [11.1). Da aufgrund der urspriinglichen Definition
die Zeta-Funktion auf H; holomorph ist, miissen die Polstellen {k; 2 < k € N} durch
Nullstellen von F' kompensiert werden. Es bleibt also nur noch 1 als mogliche Polstelle
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tibrig. Fiir das Residuum in 1 berechnet man unter Verwendung von Res(I',0) = 1 und
des Residuensatzes:

Res((. 1) = lim(z — 1)¢(2) = lim —(= — )I(1 - ). FQ)

—1 z—1 W)
1 1
= " dw=1.
271 e €Y 1

U

Die folgende Funktionalgleichung ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Theorie der Rie-
mannschen Zeta—Funktion.

SATz 12.6 (Funktionalgleichung der Zeta—Funktion). Fir alle z € C\ {0,1} gilt
¢(2) = 27 Lsin (%)m — 21— 2). (12.6)

BEWEIS. Seizunédchst 0 > s € R. Fiirallen € Nund 0 < d < 1 sei R, das achsenparal-
lele Rechteck mit den Eckpunkten —n—(2n+1)m, n—(2n+1)m, n+(2n+1)7, —n+(2n+1)m
und 7,4 der in Abbildung 2 skizzierte Weg. In Abwandlung des Beweises zu Satz 12.4
definieren wir

(cup?

F,.(s) :=lim dw
-0/, , e’ —1
(_,w)s—l 0 xs—le—(s—l)wi o0 xs—le(s—l)m
- Craw- [T [T (2
o r, €0 —1 n e? —1 n er —1
:/ (—w)*! dw + 2i /OO ¥ L sin((s — 1)mi) dr
o R, €Y — n e —1

Man rechnet nach, daf [e* — 1| > 1/2 fiir alle w € OR,, und damit
_ s—1
‘( /IU) ‘ S Cns—l
e —1
mit einer positiven Konstante C' gilt. Das erste Integral der letzten Zeile von (12.7) ist

also von der Groflenordnung O(n®) da der Integrationsweg von der Lange (87 + 4)n ist.
Auch fiir das zweite Integral gilt man:

0o _.s—1 .- . 1 .
‘Qi/ v sin((s )7i) d:r‘ —0 firn— 0.

e —1
Es folgt also F,,(s) — 0 fiir n — oco. Die Funktion w +— (_e:f—)_;l istauf C\ {x € R; z > 0}

meromorph mit Polstellen nur in +2mN, die alle von erster Ordung und deren Residuen
sich wie folgt berechnen:

—w)s ! .
Res(%, i2km’) = (2mk)* eV fiir alle k € N
e'w —

Mit dem Residuensatz erhalten wir

Fn(S) . F(S) :<27T)871 (e(sfl)rr/2 + ef(sfl)ﬂ/Q) stfl

k=1

=2(2m)" ' cos((s — )m/2) Y k!

=257 sin(s7/2) Z kst
k=1
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Wegen F,,(s) — 0 fiir n — oo erhalten wir fiir n — oo:
—F(s) = 2°7° tsin(s7/2)¢(1 — 5)

Einsetzen von (12.5) und Auflésen nach ((s) liefert die Behauptung fiir alle negativen
reellen Zahlen s. Da beide Seiten von (12.6) meromorph auf C sind folgt die Behauptung
fiir alle 2. U

Die in 0 holomorph durch 1 ergénzte Funktion

ee+1 oz z
e —1) 2 e-1
ist gerade und hat daher eine Potenzreihendarstellung der Form

_1+Z - B2" 2".

Bei den Zahlen B, handelt es sich um dle Bernoullischen Zahlen. Es folgt fiir alle n € N:

— BQn 2
1—— " dw.
27m/7 ( +Z ) v

Mit dem Residuensatz folgt ((—2k) = 0 fur alle k € N und ¢(0 ) = —1/2 sowie

z h(z):=z

B
((=2k+1) = (1)~ firalle k €N

Insbesondere sind alle diese Werte rationale Zahlen.

Wegen Satz 12.1 kann ( keine Nullstellen in H; besitzen. Hieraus folgt mit Hilfe
der Funktionalgleichung der Zeta—Funktion, daf§ alle von den trivialen Nullstellen —2k
(mit & € N) verschiedenen Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion in dem kriti-
schen Streifen {z € C;0 < Re(z) < 1} liegen. Die bis heute weder bewiesene noch
widerlegte Riemannsche Vermutung besagt, dafl sie sogar alle auf der kritischen Linie
{z € C; Re(z) = 1/2} liegen. Zur Theorie und Geschichte der Riemannschen Zeta—
Funktion siehe [14, [40]. Auch einige der im Literaturverzeichnis angegebenen Lehrbiicher
zur Funktionentheorie haben zum Teil umfangreiche Abschnitte {iber die Riemannsche
Zeta—Funktion. Zur Theorie analytischer Funktionen in der Zahlentheorie verweisen wir
insbesondere auch auf [27].



[\)
w

[
[
[
[
[

=

=

_ = ——

| N R e R e e e e e e S i

1
2
3
4

]
]
]
]
5]

2290 %

L = OO0 0 DO W

Literaturverzeichnis

L. V. AHLFORS, Complex Analysis. 3" edition, McGraw-Hill, 1979.

E. AMAR ET E. MATHERON, Analyse complexe, Cassini, Paris 2004.

G. E. ANDREWS, R. ASkEY, AND R. RoY, Special Functions. Cambridge University Press, 1999.
ToMm M. AposToL, Mathematical analysis, Addison-Wesley Publ. Comp. 1957.

H. BEHNKE UND F. SOMMER, Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Verdnderlichen.
Nachdruck der 3. Auflage, Springer, 1979.

C. A. BERENSTEIN AND R. Gay, Complex Analysis: An Introduction, Springer, 1991.

C. A. BERENSTEIN AND R. GAy, Complex Analysis and Special Topics in Harmonic Analysis,
Springer, 1995.

R. P. Boas, Entire Functionss, Academic Press, 1954.

R. P. Boas, Invitation to Complex Analysis, Random House, 1987.

R. B. BURCKEL, An Introduction to Classical Complexr Analysis, Vol. 1. Birkhduser, 1979.

H. CARTAN, Elementare Theorie der analytischen Funktionen einer oder mehrer komplexer
Verdinderlicher. Bibliographisches Institut, 1966.

J. CoNnwAy, Functions of One Complex Variable. Springer, 1973.

J. ConwAy, Functions of One Complex Variable, I1. Springer, 1995.

H. M. EDWARDS, Riemann’s Zeta function, Academic Press, 1974.

W. FISCHER UND I. LIEB, Funktionentheorie, achte Auflage, Vieweg, 2003.

W. FISCHER UND I. LIEB, Ausgewdhlte Kapitel aus der Funktionentheorie. Vieweg, 1988.

O. FORSTER, Riemannsche Flichen. Springer, 1977.

E. FrREITAG UND R. BUSAM, Funktionentheorie. Springer, 1995.

T. W. GAMELIN, Complex Analysis. Springer, 2001.

J. B. GARNETT, Bounded Analytic Functions. Academic Press, 1981.

D. GaspAR s1 N. Suctu, Functii de variabld complexd, Editura Mirton, Timigoara 1995.

P. HENRIcI, Applied and Computational Complex Analysis, 3 Binde. Wiley, 1974.

L. HORMANDER, An Introduction to Complex Analysis in Several Variables, 2. Auflage. North Hol-
land, 1973.

K. JANICH, Einfithrung in die Funktionentheorie. Springer, 1980.

W. KABALLO, FEinfhrung in die Analysis II.. Spektrum Akademischer Verlag, 1997.

K. KoDpAIRrA, Introduction to Complex Analysis. Cambridge University Press, 1984.

E. KRATZEL Analytische Funktionen in der Zahlentheorie, Teubner-Texte zur Mathematik Band
139, Teubner, 2000.

S. G. KrANTZ, Complex Analysis: The Geometric Viewpoint. Second edition. The Mathematical
Association of America, 2004.

N. N. LEBEDEV, Special Functions and their Applications. Dover Publications, 1972.

N. LEVINSON AND R. REDHEFFER, Complex Variables. Dover Publications, 1972.

R. NARASIMHAN AND Y. NIEVERGELT, Complex Analysis in One Variable. Birkhduser—Verlag, 2001.
Z. NEHARI, Conformal Mappings. McGraw-Hill, 1952.

N. NIELSEN, Handbuch der Theorie der Gammafunktion. Teubner-Verlag, 1906 Nachdruck bei Chel-
sea 1965.

E. PEscHL, Funktionentheorie 1. Bibliographisches Institut, 1967.

Q.L. RAEMAN AND G. SCHMEISSER Analytic Theory of Polynomials, Oxford Science Publications,
Clarendon Press, Oxford 2002.

R. REMMERT, Funktionentheorie I, 11, Springer, 1984, 1991.

W. RUDIN, Real and Complex Analysis. 3" edition, McGraw-Hill, 1987.

E.M. STEIN AND R. SHARKARCHI, Complex Analysis, Princeton University Press, Princeton 2003.
E. C. TITCHMARCH, The Theory of Functions (2nd ed.) , Oxford University Press, 1939.

E. C. TirCcHMARCH, The Theory of the Riemann Zeta—Function (2nd ed.) , Oxford at the Clarendon
Press, 1951.

.

134



LITERATURVERZEICHNIS 135

[41] C. WAGSCHAL, Fonctions holomorphes, équations différentielles, Herrmann, Paris 2003.



Abbildung
biholomorphe, 110
konforme, [110)
lokalkonforme, 109

Argument, 24, [109
Hauptzweig, [58

Argumentprinzip, [76

Arzela—Ascoli
Satz von, |49

Ausschopfung
kompakte, 44

Automorphismus, [32

Beta—Funktion, 126
biholomorph, 63, 110
biholomorph &quivalent, 63
Bohr—Mollerup

Satz von, [120

Casorati—Weierstras
Satz von, [68
Cauchy
Integralformel, 27, 59
Integralsatz, 22, 160} 61
verallgemeinerte Integralformel, 27, [60
Cauchy—Hadamard
Satz von, [45
Cauchy—Riemannsche Differentialgleichungen,
12
Cauchy—Stokes
Integralformel von Pompeiu, 23
chordale Metrik, [5

Digammafunktion, 119

einfach zusammenhangend, |61
Einpunktkompaktifizierung von C, [4
Elementarfaktoren, [100
Enestrom-Kakeya

Satz von, [78
Entwicklungspunkt

einer Laurentreihe, [64
Entwicklunspunkt

einer Potenzreihe, |45
Eulersche Konstante, [117
Eulersche Reflexionsformel, 119

Frullani-Integral, 122, 126

Index

136

Fundamentalsatz der Algebra, 28, 77
Funktion

I, 115

¢, 128

Beta—, 126

ganze, 28

harmonische, 25

holomorphe, [11

in oo holomorphe, 68

komplex analytische, 46

meromorphe, 88
Funktionalgleichung

der Gamma—Funktion, 115, 116

der Riemannschen Zeta—Funktion, 132

Gamma-Funktion, 115
Eulersche Reflexionsformel, 119
Funktionalgleichung, 115, 116
Stirlingsche Formel, [123
Verdoppelungsformel von Legendre, 121

ganze Funktion, 28

Gebiet, 5

Gerschgorin
Kreisesatz von, 79

Goursat
Satz von, 41

Green
komplexe Fassung des Satzes von, 21
Satz von, 20, 21

Greenscher Bereich, 21

Greenscher Elementarbereich, [19

harmonisch, 25
Hauptteil, 89
Hauptteil einer Laurentreihe, 64
Hauptverteilung, 189
16sbare, 189
Hauptzweig
der Logarithmusfunktion, 57
des Arguments, 58
hebbare Singularitét, 29, 67
holomorph in oo, [68
holomorphe Funktion, [11
homolog, |61
homotop, 162
Homotopie, 62



Identitatssatz, |47, 149
imaginére Achse, 3
imaginare Einheit, |3
Imaginarteil, |3
Integralformel
Cauchy—Stokes-Integralformel von Pompeiu,
23
von Cauchy, 27, 59
verallgemeinerte, 27, 60
Integralsatz von Cauchy, 22} 60} 61
Intervall, 6
isolierte Singularitét, 29) 67
hebbare, 29, 67
Polstelle, [67
wesentliche, (67

Kette, 15

Kette von stiickweise stetig differenzierbaren
Wegen, 15

kompakte Ausschopfung, 44

kompakte Konvergenz, |43

komplex analytisch, |46

komplex differenzierbar, 12

komplexe Ableitung, 12

komplexe Stammfunktion, 28

komplexe Zahlen, 3

konform &quivalent, [110

konform in einem Punkt, 109

konforme Abbildung, 110

konvergenzerzeugende Summanden, 90

Konvergenzradius einer Potenzreihe, 45, |46

Konvergenzring einer Laurentreihe, [64

Kreisesatz von Gerschgorin, [79

Laurent
Satz von, |65
Laurentreihe, [64
Entwicklungspunkt, (64
Hauptteil, 64
Konvergenzring, (64
Nebenteil, (64
Legendre
Verdoppelungsformel, 121
Lemma
von Schwarz, |32
invariante Form, [33
Liouville
Satz von, 28
logarithmische Ableitung von, [103
Logarithmus
Hauptzweig, 57
lokal konforme Abbildung, (109

Maximumprinzip

globale Form, (31

lokale Form, [30
meromorphe Funktion, 88
Metrik, [3

chordale, |5

INDEX

metrischer Raum, |3
Mittag—Leffler

Satz von, [89
Mittelwerteigenschaft, 30
Montel

Satz von, [50
Morera

Satz von, [40

Nebenteil einer Laurentreihe, 64
Normgebiet, 111

nullhomolog, 61
Nullstellenverteilung, 199

Ordnung
einer Nullstelle, 48
einer Polstelle, 67

Polstelle, [67
Ordnung, 67
Polygonzug, |6
polygonzugzusammenhéngend, |6
Pompeiu
Cauchy—Stokes-Integralformel von, 23
Pompeiu—Wirtinger—Ableitungen, 10
positiv orientierter Rand, 20
Potenzreihe, 45
Entwicklungspunkt, 145
Konvergenzradius, 45) 46
pseudo—hyperbolische Metrik, |36

Rand
positiv orientierter, 20
Realteil, 13

reelle Achse, 3
Residuensatz, 169, 70
Residuum, 69
Riemann
Abbildungssatz, [112
Hebbarkeitssatz, 29
Riemannsche Vermutung, 133
Riemannsche Zahlenkugel, [5
Riemannsche Zeta—Funktion, [128
Funktionalgleichung, 132
Rouché
Satz von, [76
Runge
Approximationssatz von, [86, 87

Satz

Argumentprinzip, [76
Fundamentalsatz der Algebra, 28| 77
Identitétssatz, 47
Kreisesatz von Gerschgorin, [79
Maximumprinzip

globale Form, 31

lokale Form, 30
Produktsatz von Weierstraf}, 102} 104
Residuensatz, [69, [70
Riemannscher Abbildungssatz, 112

137



138

Riemannscher Hebbarkeitssatz, 29
von Enestrom—Kakeya, [T8
von Arzela—Ascoli, 49
von Bohr—Mollerup, 120
von Casorati und Weierstras, 68
von Cauchy-Hadamard, 45
von der Gebietstreue, 107
von der Isoliertheit der a-Stellen, 49
von der offenen Abbildung, 107
von Goursat, 41
von Green, 20, 21
komplexe Fassung, 21
von Laurent, |65
von Liouville, 28
von Mittag—Leffler, [89
von Montel, 50
von Morera, 40
von Rouché, [76
von Runge
polynomiale Approximation, 87
rationale Approximation, 86
von Schwarz—Pick, 133
von Weierstraf3, |44
Schwarzsches Lemma, [32
Schwarzsches Spiegelungsprinzip, 42
Singularitét
hebbare, 29, [67
isolierte, |67
Polstelle, [67
wesentliche, 67
Spiegelungsprinzip von Schwarz, 42
Spur eines Weges, [16
Stammfunktion
komplexe, 28, 38
lokale Existenz, |39
stereographische Projektion, 4} 8
Stirlingsche Formel, [123

Taylorreihe, 146

Umlaufzahl, 53

unendliches Produkt, 96
Divergenz, 96
kompakte Konvergenz, 97
Konvergenz, 96

verallgemeinerte Cauchysche Integralformel, 27
verbindbar (durch Polygonziige), 6
Verdoppelungsformel von Legendre, [121
Vielfachheit einer Nullstelle, 148

Weg
geschlossener, 138
stiickweise stetig differenzierbarer, [14
stetig differenzierbarer, (14
Wegintegral, [14
wegzusammenhéingend, |5
Weierstrafl
p-Funktion, 94

INDEX

Produktsatz von, 102, 104
Satz von, 44
wesentliche Singularitét, (67
Windungszahl, 53, [56
Wirtinger—Ableitungen, [10

Zeta—Funktion, 128
Funktionalgleichung, 132

zusammenhéngend, |5

Zusammenhangskomponente, |7



