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Ubungen zur Vorlesung Topologie (SS 2007)
Lésungen zu Blatt 1

Aufgabe 1. Wir betrachten in R das folgende Mengensystem
T :={(—00,a); a e RU{o0}} U{0}.

(a) Zeigen Sie, dafl 7 ist eine Topologie auf R ist.

(b) Beschreiben Sie die abgeschlossenen Teilmengen von (R, 7).

(c) Berechnen Sie die Menge der Beriihrungspunkte und den topologischen Rand von
{2007} in (R, T).

(d) Berechnen Sie das Innere und die AbschlieBung von (—2007,00) in (R, 7).

Losung: (a) Nach Definition ist ), R = (—o00, 00) € 7. Der Durchschnitt von endlich vielen

Mengen Gi,...,G, € T ist entweder leer (dies genau dann, wenn eine der beteiligten
Mengen schon leer ist) oder die Mengen sind von der Gestalt G; = (—o0, ;) mit —oo <
aj <oofirj=1,...,nundesist GiN---NGy, = (—00, ) € T mit o := minj<j<, . Fiir

eine beliebige Familie (G;);e;r von Mengen aus 7 (mit G; = (—o0, o) falls G; # 0, i € I)
erhilt man | J;c; Gi = (—o0,a) € T mit « := sup;¢; falls wenigstens eine der beteiligten
Mengen nicht leer ist und (J;c; G; = 0, falls G; = 0 € 7T fiir alle i € I. Also sind die
Bedingungen (O1) - (O3) aus Definition 1.6 der Vorlesung erfiillt und 7 ist eine Topologie
auf R.

(b) Da die abgeschlossenen Teilmengen von (R,7) gerade die Komplemente der Mengen
aus 7 sind, erhélt man fiir die Familie A7 der abgeschlossenen Teilmengen von (R, 7):

Ar ={0,R} U {[a, 0) ; a € R}.

(c) Ist x > 2007 so enthilt nach Definition der Umgebung jede Umgebung U von z in
(R,7) eine offene Menge G = (—o0, ) mit 2007 < z € G = (—o0, ) C U. Insbesondere
folgt 2007 € U. Ist < 2007, so ist U := (—00,2007) eine offene Umgebung von = mit
UN{2007} = (. Alsoist {2007} = [2007, co) die Menge aller Beriihrungspunkte von {2007}.
Der Beweis zeigt zugleich, dafl jede Umgebung eines Beriihrungspunktes von {2007} auch
Punkte des Komplements von {2007} enthélt und somit auch Berithrungspunkt zu R\
{2007} ist. Also gilt 0{2007} = {2007} = [2007, c0).

(d) Die AbschlieBung (also die Menge aller Beriithrungspunkte) von {2007} wurde in (c)
berechnet. Da {z} keine Intervalle der Form (—oo, @) mit —oo < a < 00, also keine nicht
leeren, in (R, 7) offene Teilmengen enthélt, ist int{2007} = (). O

Aufgabe 2. Geben Sie alle méglichen Topologien auf der Menge X := {1,2} an.

Losung: Die Potenzmenge B({1,2}) hat die Elemente 0, {1},{2},{1,2}. Jede Topologie
auf {1, 2} mufl wegen (O1) mindestens die Elemente 0, {1,2} enthalten. Damit bleiben als
mogliche Topologien auf {1,2} nur

To = {0,{1,2}} (Indiskrete Topologie)
Ti = {0,{1},{1,2}}
T ={0,{2},{1,2}} und

T3 ={0,{1},{2},{1,2}}  (Diskrete Topologie).

Direktes Nachrechnen zeigt, dafi auch 77 und 73 Topologien auf {1,2} sind. O
1



Aufgabe 3. Sei (X,7) ein topologischer Raum und M C X. Zeigen Sie:

(a) M ist offen in (X, 7) genau dann, wenn M N OM = ().
(b) M =M UOM.

Lésung: (a) Nach Definition der Vorlesung ist OM = M N X \ M. Ist M offen und ist
x € M, so ist M eine Umgebung von x die mit X \ M keine gemeinsamen Punkte hat.
Also ist M NOM = 0.

Ist umgekehrt M NIM = () und ist © € M, so ist x kein Beriithrungspunkt von X \ M,
besitzt also eine Umgebung U, mit U, N (X \ M) = 0 also mit U, C M. Nach Definition
der Umgebung gibt es eine offene Menge G, mit z € G, C U, C M. Also folgt

Mc|)G.cM, dhM=]G..
zeM zeM
Als offene Vereinigung von offenen Mengen ist M daher offen in (X, 7).

(b) Da alle Punkte von M und auch von 9M insbesondere Beriihrungspunkte von M sind,
hat man M UOM C M.

Ist € M beliebig, so ist entweder x € M oder x ist ein Berithrungspunkt von M, der
nicht in M liegt. Im zweiten Fall folgt « € U N (X \ M) fiir alle Umgebungen U von z,
d.h. z ist auch Beriihrungspunkt von X \ M und somit ein Randpunkt von M. Also gilt
MUOM = M. O

Aufgabe* 4. Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf
X. Fir z € X sei [z] := {y € X;y ~ x} die Aquivalenzklasse von z beziiglich ~. Mit
X/ ~ bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ~. Zeigen Sie, daf

T.={GCX/~;{zeX;[zx]cG}eT}

eine Topologie auf X/ ~ definiert. Diese heifit die Quotiententopologie und der topologische
Raum (X/ ~,7.) heiit der Quotientenraum von (X, T) beziiglich ~

Losung: Sei 7 : X — X/ ~, x — [z], die kanonische Surjektion von X auf X/ ~. Dann
ist 7. nach Definition die Menge aller derjenigen Teilmengen G von X/ ~, fiir die gilt
771(G) € T. Wir rechnen nach, da die Bedingungen (O1) - (O3) fiir 7 erfiillt sind:

(0, X € 7. ist offensichtlich.

Sind G4, . . ., G, endlich viele Mengen aus 7, so sind 7~ 1(G1), ..., 7 }(G,) offen in (X, 7T)
und es folgt 77 1(G1)N...N 7 1(G,) € T, da endliche Durchschnitte von Mengen aus 7
wieder in 7 liegen. Also ist G1N... NG, € 7.

Ist schlieBllich (G;);cs eine beliebige Familie von Mengen aus 7., so ist 7~ (G;) € 7 und
daher
~(Ue) =Ur (@) eT

i€l i€l
als Vereinigung von in (X, 7") offenen Mengen. Also folgt (J;.; Gi € 7~.

Da 7. die Bedingungen (O1) - (O3) erfiillt, ist 7., eine Topologie auf X/ ~. O



