KAPITEL 1

Topologische Grundbegriffe in metrischen und topologischen
Raumen

Die topologischen Grundbegriffe offene Mengen, abgeschlossene Mengen, Inneres einer
Menge und Abschlieffung einer Menge, Stetigkeit einer Abbildung, Konvergenz,... haben
wir in den Anféngervorlesungen Analysis 1 und 2 bereits in der speziellen Situation des
RN, CV, (etwa Kapitel 3 in [1]) oder allgemeiner in normierten Riumen, bzw. noch
allgemeiner in metrischen Réumen (etwa Kapitel 8 in [1]) kennengelernt. Bevor wir zu
noch allgemeineren Situationen iibergehen, soll in diesem Kapitel nochmals an die Theorie
der metrischen Rédume erinnert werden.

1.1. DEFINITION. Sei X eine nicht leere Menge. Eine Abbildung d : X x X — [0, 00)
heifit Metrik auf X, falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(M1) Vz,y € X : d(z,y) =0 <= x=y.
(M2) Vz,y € X : d(z,y) = d(y, x). (Symmetrie)
(M3) Vz,y,z € X : d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). (Dreiecksungleichung)

(X,d) heiit dann ein metrischer Raum.

1.2. BEISPIELE. (a) Sei (£, ||-||) ein normierter Raum. Dann ist (£, dj.) mit d|.(z,y) :=
|z — y| fiir alle z,y € X ein metrischer Raum. Wir nennen dj. die von der Norm || - ||
induzierte Metrik auf E. Insbesondere ist also RY versehen mit der durch den euklidischen
Betrag induzierten Metrik d|.| ein metrischer Raum.

(b) Sei ) # F C R? und p € F. Wir definieren die Zentralismus—Metrik d, : F x F —
[0,00) durch

dy(z,y) = |z —p|+p—y| fallsz#y
o 0 falls z =y

fiir alle x,y € F. Man rechnet leicht nach, daf§ die Bedingungen (M1)—(M3) erfiillt sind.
(c) Sei X eine nicht leere Menge. Wir definieren die diskrete Metrik d : X x X — [0, 00)

durch
0 fallsxz =y
d(z,y) =
1 fallsz #vy

fiir alle z,y € X. Auch hier rechnet man unmittelbar nach, daf§ die Bedingungen (M1)-
(M3) erfiillt sind.

1.3. BEMERKUNG. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei ) # Y C X. Man rechnet
unmittelbar nach, da§ dann (Y,d|y«y) ebenfalls ein metrischer Raum ist. Wir nennen
d|y«y die von d auf Y induzierte Metrik. Insbesondere wird also jede nicht leere Teilmenge
Y eines normierten Raums, versehen mit der durch d;.| auf Y induzierten Metrik zu einem
metrischen Raum.

Wir erinnern an die wichtigsten topologischen Grundbegriffe in metrischen Rédumen:

1.4. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum und z, € X.
4
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(a) Fiir € > 0 heifit die Menge U.(zy) := {z € X ; d(z,x¢) < ¢} die e-Umgebung von
zo in (X, d).

(b) U C X heifit Umgebung von x, falls es ein € > 0 mit U.(x¢) C U gibt.

(¢) Q C X heifit offen in (X,d), falls Q2 Umgebung eines jeden Punktes von € ist,
d.h. falls es zu jedem z € Q ein € = e(x) > 0 gibt mit U.(z) C Q.

(d) x¢ heiit innerer Punkt einer Teilmenge M von X, wenn M eine Umgebung von
xg ist, d.h. wenn es ein € > 0 gibt mit U.(zo) C M.

(e) Fiir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M :=int(M) := {x € M ; x ist innerer Punkt von M}

der inneren Punkte von M das Innere oder der offene Kern von M in (X, d).

(f) Eine Teilmenge A von X heiit abgeschlossen0 in (X,d), falls ihr Komplement
X \ A offen in (X, d) ist.

(g) xo heiBBt Berihrungspunkt einer Menge M C X, falls fiir jede Umgebung U von
xo in (X, d) gilt: UN M # (.

(h) Fir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M := {z € X ; z Beriihrungspunkt von M in (X,d)}

der Beriihrungspunkte von M in (X,d) die abgeschlossene Hiille oder die Ab-
schlieffung von M in (X, d).

BEMERKUNGEN. Sei (X, d) ein metrischer Raum und zy € X.

(a) Die Mengen X und {) sind sowohl offen als auch abgeschlossen in (X, d).
(b) Fiir jedes € > 0 ist die e-Umgebung U.(x) von z in (X, d) offen.
(c) Fiir jedes € > 0 ist die Menge

B.(xg) :={x € X; d(x,x0) < e}

abgeschlossen in (X, d).

(d) Die Menge (0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen in (R, d}.)).

(e) Sei X eine nicht leere Menge und d : X x X — [0, 00) die diskrete Metrik auf X
(vergl. Beispiel 1.2 (c¢)). Dann gilt fiir alle € € (0,1] und alle z € X: U.(z) = {z}
und fiir alle e > 1 ist U.(z) = X. Sei M C X beliebig. Es folgt fir alle x € M:
Uy(x) = {z} C M. Also ist M offen in (X,d). Da dies auch fiir X \ M gilt, ist
M auch abgeschlossen in (X, d). Alle Teilmengen von X sind somit beziiglich der
diskreten Metrik auf X sowohl offen als auch abgeschlossen.

Dies ist alles aus Analysis 2 bekannt.
Das folgende Lemma enthélt Aussagen iiber Durchschnitte bzw. Vereinigungen von
offenen und von abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums.

1.5. LEMMA. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Der Durchschnitt von endlich vielen in (X, d) offenen Teilmengen von X ist offen
in (X, d).

(b) Die Vereinigung von beliebig vielen in (X, d) offenen Teilmengen von X ist offen
in (X, d).

(c) Die Vereinigung von endlich vielen in (X, d) abgeschlossenen Teilmengen von X
ist abgeschlossen in (X, d).

(d) Der Durchschnitt von beliebig vielen in (X, d) abgeschlossenen Teilmengen von X
ist abgeschlossen in (X, d).
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BEWEIS. (a) Seien Gi,...,G, endlich viele offene Mengen in (X,d) und sei x €
Nj=1 G beliebig. Zu jedem j € {1,...,n} gibt es ein g; > 0 mit U, (z) C G;. Mit
e == min{ey,...,&,} gilt dann: € > 0 und U(z) C ()}, G;. Nach Definition 1.4 (c) ist
;=1 G; also offen.

(b) Sei (G});er eine beliebige Familie von in (X, d) offenen Teilmengen von X und sei
T E Uie] G, beliebig. Dann gibt es ein iy € I, so dal x € G;,. Da G,, offen ist, gibt es ein
e > 0 mit U.(z) C G, € U,¢; Gi- Also ist | J,; G; offen in (X, d).

(c) und (d) erhélt man aus (a) bzw. (b) durch Ubergang zum Komplement. O

Dieses Lemma legt eine noch allgemeinere Begriffsbildung nahe:

1.6. DEFINITION. Sei X # () eine Menge und 7 eine Menge von Teilmengen von X
mit den folgenden Eigenschaften:
(O1)PeT und X € 7.
(O2) Endliche Durchschnitte von Elementen aus 7 liegen in 7.
(O3) Vereinigungen von beliebig vielen Elementen aus 7 liegen in 7.

Dann heifit 7 eine Topologie auf X und (X, 7T) ein topologischer Raum. Die Elemente von
7 heiflen die in (X, 7) offenen Mengen.

1.7. BEISPIELE. Sei X eine Menge.

(a) 7 := {0, X} heiBt die grobste (leere) oder indiskrete Topologie auf X.

(b) 7 :=P(X)(:= Potenzmenge) heiit die diskrete Topologie auf X.

(c) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Menge der bzgl. d offenen Teilmengen von
X definiert eine Topologie 7. Es gilt:

T,={GCX;VxeGIe>0:U.(x) CG}.
(d) T:={0}U{G C X; X\ G ist endlich} definiert eine Topologie auf X.

(e) T = {0} U{G C X; X \ G ist hochsten abzihlbar unendlich} definiert eine
Topologie auf X.

Es zeigt sich, dafl - mit Ausnahme des Begriffs der e-Umgebung - alle in Definition 1.4
eingefiihrten Begriffe auch in topologischen Rdumen sinnvoll eingefiihrt werden kénnen.

1.8. DEFINITION. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und zy € X.

(a) Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen in (X,d), falls ihr Komplement
X \ A offen in (X, 7) ist.

(b) Eine Menge U C X heifit Umgebung von xg, falls es eine offene Menge G C X
gibt mit o € G C U gibt.

(¢) xo heiit innerer Punkt einer Teilmenge M von X (beziiglich 7)), wenn M eine
Umgebung von xg ist, d.h. wenn es eine offene Menge G C X gibt mit zo € G C
M.

(d) Fiir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M :=int(M) := {x € M ; x ist innerer Punkt von M}

der inneren Punkte von M das Innere oder der offene Kern von M in (X, 7).
(e) xo heifit Berihrungspunkt einer Menge M C X (beziiglich 7), falls fiir jede
Umgebung U von g in (X, 7) gilt: U N M # (.
(f) Fiir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M = {r € X ; z Beriihrungspunkt von M in (X,7)}

der Beriihrungspunkte von M in (X,7) die abgeschlossene Hiille oder die Ab-
schlieffung von M in (X, 7).
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(g) = € X heiit Randpunkt einer Teilmenge M von X, falls x Beriihrungspunkt von
M und von X \ M ist. Die Menge

0A :={z € X|zr Randpunkt von M}
nennen wir den (topologischen) Rand von M bzgl. T.

Aus (O1) - (03) erhilt man durch Ubergang zu den Komplementen:

1.9. LEMMA. Sei (X,7T) ein topologischer Raum. Die Menge A aller abgeschlossenen
Teilmengen hat die folgenden Figenschaften.

(A1) D eT und X € T.

(A2) Beliebige Durchschnitte von Elementen aus A liegen in A.

(A3) Endliche Vereinigungen von Elementen aus A liegen in A.

Ist umgekehrt A eine Familie von Teilmengen einer Menge X, die den Bedingungen (A1)
- (A3) geniigt, so ist durch

Ta={X\A; Ac A}
eine Topologie auf X gegeben, fiir die A gerade die Menge aller beziiglich T abgeschlosse-
nen Teilmengen von X ist.

1.10. LEMMA. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Fir x € X bezeichnen wir mit
() die Menge aller Umgebungen von x in (X, T). Die Menge {(z)|x € X} geniigt den
folgenden Bedingungen (U1) - (U4):

(Ul) U edx), VOU=V ei).

(U2) Uy, U € U(x) (k € N) = i, U; € 8U(x).

(U3) Ueih(z)=xeU.

UH) Uedz)= 3 Vellr) VyeV:UeUy)).
Dies zeigt man durch direktes Nachrechnen.

1.11. LEMMA. Sei (X, T) ein topologischer Raum. FirV C X sind dquivalent:
(a) V ist offen.

(b) Fir alley € V ist V € U(y).

(c) Fir alley € V gibt es eine Umgebung U € U(y) mit U C V.

BEWEIS. Ist V offen und y € V beliebig, so ist V' nach Definition der Umgebungen
insbesondere eine Umgebung von y. Aus (a) folgt also (b).

Die Implikation von (b) nach (c) ist offensichtlich.

Sei nun (c) erfiillt. Dann gibt es zu jedem y € V' eine Umgebung U, C V von y. Nach
Definition der Umgebung gibt es dann eine offene Menge G, in (X,7) mity € G, C U, C
V. Es folgt also

VQUGyQV und somit V:UGy.
yev yev
Als Vereinigung von offenen Mengen ist V' also nach (O3) offen in (X, 7). O

1.12. LEMMA. Ist X eine Menge und ist fir alle x € X ein Mengensystem U(x)
gegeben, welches die Bedingungen (U1) - (U4) in Lemma 1.10 erfillt, so ist durch

Ty={GCX;VyeG:Geiy)}

eine Topologie auf X gegeben. Ist 4 = {(z); x € X} das Umgebungsystem einer Topo-
logie T, so stimmt Ty mit T tiberein.
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Man kann also auch auf diese Weise mit Hilfe der Umgebungsaxiome (U1) - (U4) die
Topologien einfiihren.

Ein topologischer Raum (X, 7)) heifit metrisierbar, falls es auf X eine Metrik d gibt,
so daf} die zugehorige Topologie

T,={GCX;VexeGIe>0:U.(x) CG}

mit 7 iibereinstimmt. Wir werden gleich sehen, dafi nicht jeder topologische Raum me-
trisierbar ist.

1.13. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, 7') heifit separiert oder Hausdorffraum
oder To—Raum falls es zu je zwei Punkten x,y € X mit z # y Umgebungen U von z
und V von y in (X, 7) gibt mit U NV = (. Wir sagen dann auch: Die Topologie T ist
separiert.

1.14. BEISPIELE. (a) Jeder metrische Raum (X,d) ist versehen mit der durch
seine Metrik 7; definierten Topologie ein Hausdorffraum.

(b) Besitzt X mehr als ein Element, so ist X versehen mit der indiskreten Topologie
kein Hausdorffraum. Insbesondere ist die indiskrete Topologie auf Mengen mit
mehr als einem Element nicht metrisierbar.

1.15. BEMERKUNG. Ist (X, 7) ein Hausdorffraum, so ist fiir alle x € X die einpunktige
Menge {x} abgeschlossen in (X, 7).

BEWEIS. Ist x € X beliebig, so gibt es wegen der Separiertheit von 7 zu jedem
y € X \ {z} eine Umgebung U, von y mit U, N (X \ {z}) = 0. Nach Lemma 1.11 ist {x}
also abgeschlossen. O

1.16. DEFINITION. Sei (X,7) ein topologischer Raum und z € X. Eine Familie
B(z) C YU(z) von Umgebungen von x heiBt Umgebungsbasis fir x (oder auch Fundamen-
talsystem von Umgebungen von x), falls es zu jeder Umgebung U € U(z) ein V € B(z)
gibt mit V C U.

Ist fiir jedes x € X eine Umgebungsbasis B(z) fiir x gegeben, so nennt man B :=
{B(z);x € X} eine Umgebungsbasis von (X, T).

1.17. BEISPIELE. (a) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fir alle x € X ist dann
B(x) := {Us(x);n € N} eine Umgebungsbasis von x (bzgl. der durch d auf X
gegebenen Tgpologie Ta).

(b) Sei (X, T) ein topologischer Raum und x € X. Dann ist B(z) := {G € T;z € G}
eine Umgebungsbasis fiir z.

Wir sagen: Ein topologischer Raum (X, 7) geniigt dem ersten Abzihlbarkeitsaxiom,
falls jeder Punkt aus X eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt. Beispiel 1.17 (a) besagt
also insbesondere, dafl jeder metrische Raum dem ersten Abzéhlbarkeitsaxiom geniigt.

1.18. BEMERKUNGEN. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(a) Sei B(x) eine Umgebungsbasis fiir + € X. Dann erhélt man das Umgebungssy-
stem U(x) von = durch: U(z) ={U C X ; IV € B(z):V CU}.

(b) Ist B eine Umgebungsbasis von offenen Mengen in (X,7), so ergeben sich aus
(Ul) — (U4) und 1.5 die Aussagen:
Bl)Vze X :B(z)# 0 und z € V fiir alle V € B(x).
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(B2) VV,Vo €B(z) IV €B(x): VCVinNTs.
(B3) Ist y € V € B(x), so existiert W € B(y) mit W C V.

(¢) Umgekehrt gilt: Ist fiir jedes Element x einer Menge X eine Familie 9B(z) von
Teilmengen von X gegeben, so dass (B1) — (B3) erfiillt sind, so gibt es genau eine
Topologie 7 auf X fiir die B := {$B(x); x € X} eine Umgebungsbasis von (X, 7)
ist, die aus 7 —offenen Mengen besteht.

Beweis als Ubung.

Die Bezeichnungen offener Kern und abgeschlossene Hiille in Definition 1.8 werden
gerechtfertigt durch das folgende Lemma:

1.19. LEMMA. Sei (X,7) ein topologischer Raum und M C X.

(a) int(M) ist die grifite in M enthaltene offene Teilmenge von X. Es gilt

(1.1) int(M) = | {G € M ; G ist offen in (X, T)}.
(b) Es gilt: M =int(M) <= M ist offen in (X, 7).

(c) int(M) = int(int(M)).
(d) M ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M enthdlt. Es gilt
)

(1.2 M = ﬂ{A C X; M C A und A ist abgeschlossen} .

it: M =M <= M ist abgeschlossen.

N

(e)

s gi
(f) M =

SIS
SR

BEWEIS. (a) Wir zeigen zunéchst, dafl int(M) offen in (X, 7) ist. Sei also xy € int(M)
beliebig. Nach Definition von int(M) gibt es dann eine offene Menge G C M mit xy € G.
Da G offen ist, ist M auch Umgebung von allen Punkten y € G. Somit ist also G C int(M).
Zu jedem Punkt aus int(M) gibt es also eine Umgebung dieses Punktes, die noch ganz in
int(M) enthalten ist. Nach Lemma 1.11 int(M) ist also offen.

Ist nun G eine beliebige in (X, 7)) offene Teilmenge von M, so ist M fiir alle z € G
eine Umgebung von z und somit G C int(M). Insbesondere folgt (1.1).

(b) “=" folgt unmittelbar aus (a) und “<=" ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition der offenen Mengen und des offenen Kerns.

(c) folgt aus (a) und (b).

(d) Wir zeigen zuniichst M C M. Ist x € M beliebig, so gilt fiir alle Umgebungen
Uvon zin (X,7): 2 € UN M und somit U N M # . Jeder Punkt aus M ist also
Beriihrungspunkt von M.

Wir zeigen nun, da M abgeschlossen ist in (X,7), indem wir zeigen, dal X \ M
offen ist. Sei also z € X \ M beliebig. Da z kein Beriihrungspunkt von M ist, gibt es eine
Umgebung U, von x mit U N M = (). Diese enthélt nach Definition der Umgebung eine
offene Menge GG, mit z € G,. Fiir alle y € GG, ist also U, auch eine Umgebung von y mit
U, N M = (). Es folgt also G, € X \ M. X \ M ist also Umgebung eines jeden Punktes
€ X \ M. Nach Lemma 1.11 ist X \ M also offen und M somit abgeschlossen.

Sei nun A eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von X mit M C A. Da X \ A offen
ist, ist X \ A zu jedem = € X \ A eine Umgebung von z, die zu A und somit auch zu M
disjunkt ist. Die Punkte aus X \ A sind daher keine Beriihrungspunkte von M. Also ist
M C A und es folgt die Behauptung.

(e) folgt unmittelbar aus (d) und (f) ist eine Konsequenz von (d) und (e). O

Die folgenden Rechenregeln fiir die abgeschlossene Hiille und den offenen Kern werden
in den Ubungen gezeigt:
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1.20. LEMMA. Sei (X, T) ein topologischer Raum und seien A und B zwei Teilmengen

von X. Dann gilt:
(a) A= X \int(X \ A) und int(B) = X \ X \
(b) int(AN B) =int(A) Nint(B) und AU B =
(c) int(AU B) D int(A) Uint(B) und AN B C
(d) O(X \ A) = 0A = A\ int(A)

) | O
ol

U
N

1.21. DEFINITION. Sei (X, 7') ein topologischer Raum. Eine Teilmenge M von X heifit
dicht in X beziiglich 7, falls M = X. (X, 7) heifit separabel falls (X, 7T) eine abzéhlbare
dichte Teilmenge besitzt.

Man kann Topologien auch iiber Kern— oder Hiillenoperationen einfithren. Fiir die
Kernoperation fithren wir dies im folgenden Lemma aus. Fiir die Hiillenoperation sei auf
Ubungsaufgabe verwiesen.

1.22. LEMMA. Sei X eine Menge und sei k : P(X) — P(X) eine Abbildung mit den
FEigenschaften

(a) K(X) = X.

(b) VM C X: k(M) C M.
(¢) YA, B C X: k(AN B) = w(A) N x(B).
(d) VM C X: r(k(M)) = w(M).

Dann ist durch
T. ={M C X; k(M) =M}
eine Topologie auf X gegeben. Fiir diese gilt k(M) = int(M) fir alle M C X.
BEWEIS. Aus (a) und (b) folgt X € 7, und () € 7,.. Mit (c) zeigt man induktiv, dafl

endliche Durchschnitte von Mengen aus 7, wieder in 7, liegen. Ist schlieBlich (M;);c; eine
beliebige Familie von Mengen aus 7,; so folgt mit (b) und wegen

jeI jer jer
fiir alle 7 € I durch Ubergang zur Vereinigung:
iel i€l i€l
Also hat 7,; die definierenden Eigenschaften (O1) - (O3) einer Topologie.
Ist M eine beliebige Teilmenge von X, so ist k(M) € 7, (wegen (d)) und es folgt fur
alle G = k(G) € 7, mit G C M:
K(G)=r(GNM)=r(G)NK(M)=GNkr(M)C M.

k(M) ist also die grofite in (X, 7Z,) offene Teilmenge von M, stimmt also nach Lemma
1.19 mit dem Inneren von M beziiglich 7, iiberein. U

1.23. DEFINITION. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und M eine Teilmenge von X.
Ein Punkt zy € X heifit

e Hdaufungspunkt von M, falls jede Umgebung von xy einen von xy verschiedenen
Punkt aus M enthélt.
e isolierter Punkt von M, falls es eine Umgebung U von xg gibt mit UNM = {z}.

Mit diesen Bezeichnungen sieht man leicht:
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1.24. LEMMA. Sei M eine Teilmenge eines topologischen Raums (X;7T). Dann gilt
M = {x € X; x ist ein isolierter Punkt von M oder ein Héiufungspunkt von M},

d.h. jeder Beriihrungspunkt von M ist entweder ein isolierter Punkt von M oder ein
Haufungspunkt von M.

1.25. DEFINITION. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Menge B von offenen
Teilmengen von X heifit eine Basis der Topologie T, falls jede in (X,7) offene Menge
eine Vereinigung von Mengen aus B ist.

1.26. BEISPIELE. (a) Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist {U.(x); z € X,e > 0}
eine Basis der durch die Metrik d definierten Topologie 7.

(b) Ist X eine Menge, so ist {{z}; z € X} eine Basis fiir die diskrete Topologie auf
X.

Man sagt: Ein topologischer Raum (X, 7) geniigt dem zweiten Abzdihlbarkeitsaziom,
falls es in (X, 7)) eine abziahlbare Basis fiir die Topologie 7 gibt.

1.27. BEISPIELE. (a) Der RY verschen mit der euklidischen Topologie 7} geniigt
dem zweiten Abzéhlbarkeitsaxiom. Eine abzéhlbare Basis fiir 7} ist gegebenen
durch

B={Uim(x); ze QV}.
(b) Jede Menge X erfiillt - versehen mit der indiskreten Topologie - das zweite Abzéhl-
barkeitsaxiom.

1.28. LEMMA. Sei B eine Menge von Teilmengen einer Menge X, welche den folgenden
beiden Bedingungen gentigt:

@ |JB=x.

BeB
(b) Fiir alle By,By € B und alle v € By N By gibt es eine Menge By € B mit

x € Bg g Bl N BQ.
Sei T := {Ugea B: A C B} die Menge aller Vereinigungen von Elementen aus B. Dann
ist T eine Topologie und jede Topologie auf X, welche B als eine Basis hat, stimmt mit
T diberein.

Zum Beweis rechnet man nach, daf§ die Forderungen (O1) - (O3) erfiillt sind. Aus der
Definition der Basis ergibt sich dann die Eindeutigkeitsaussage. Man beachte hierbei, dafl
0 e T gilt wegen O = gy B-

1.29. DEFINITION. Sei Y eine Teilmenge eines topologischen Raums (X, 7). Dann ist
durch
Ty ={GNY;GeT}
eine Topologie auf Y gegeben. 7y heifit die Unterraumtopologie, Relativtopologie, Spurto-
pologie oder die von T aufY induzierte Topologie.

Ist Y Teilmenge eines metrischen Raums (X, d) und 7; die durch die Metrik auf X
gegebene Topologie, so stimmt die durch d|yyy auf Y gegebene Topologie iiberein mit der
von der durch 7 auf Y induzierten Topologie. Ist (X, d) separabel, so auch (Y, d|yxy) . In
allgemeinen topologischen Raumen trifft dies im Allgemeinen nicht mehr zu. Dies wollen
wir durch ein Beispiel belegen:
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1.30. BEISPIEL. Wir betrachten auf R? die Familie B := {B,s; o, 8 € R} aller Teil-
mengen der Gestalt
Buj:={(z,y) ER*; 2 > a,y > B}.
B erfiillt offensichtlich die Bedingung (a) in Lemma 1.28 und wegen
Buy siNBay g, = Bap mit a = max{a;, a} und f := max{f, o} (ou,aq, [, € R)

auch die Bedingung (b). Geméafi Lemma 1.28 ist B also Basis einer eindeutig bestimmten
Topologie 7. Dann gilt:
(a) M := {(n,n); n € N} liegt dicht in (R? 7). Der topologische Raum (R?,T) ist
also separabel.
(b) Y := {(z,—x); x € R} ist (versehen mit der Unterraumtopologie) nicht separa-
bel.
(c) (R?%,T) ist nicht separiert, induziert aber auf Y die separierte diskrete Topologie.

BEWEIS. (a) Ist (u,v) € R? beliebig und ist U eine beliebige Umgebung von (u,v)
in (R?,7), so enthélt U eine offene Menge G mit (u,v) € G. Da G eine Vereinigung
von Mengen aus B ist, gibt es also a,f € R mit (u,v) € By,g € G C U. Fiir alle
n > max{a, 3} aus N gilt dann (n,n) € B, N M C U N M. Also ist (u,v) € M fiir alle
(u,v) € R?, d.h. M liegt dicht in (R? 7).

(b) Fiir alle x € R ist die Menge {(z, —z)} =Y N B, _, offen in der durch 7 auf Y’
induzierten Topologie, d.h. 7 induziert auf Y die diskrete Topologie. Da R und somit auch
Y nicht abzdhlbar ist, kann Y keine beziiglich der diskreten Topologie dichte abzéhlbare
Teilmenge enthalten.

(¢) ist nun klar. O

1.31. DEFINITION. Sei § eine Familie von Teilmengen einer gegebenen Menge X. Sei
Bs = { ﬂ S; F endliche Teilmenge von S } .
SeF
Bs erfiillt offensichtlich die Bedingung (b) in Lemma 1.28 und wegen
(1S={reX;zeSfiraleScl}=X
Seh

auch (a). Daher ist Bs Basis einer eindeutig bestimmten Topologie 75 auf X. 7g heifit die
durch § erzeugte Topologie und S nennt man ein Erzeugendensystem oder eine Subbasis
dieser Topologie.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 1.

1.1. AUFGABE. Wir betrachten in R das folgende Mengensystem
T :={(-o0,a); a e RU{oc}} U{0}.

(a) Zeigen Sie, dal 7 ist eine Topologie auf R ist.

(b) Beschreiben Sie die abgeschlossenen Teilmengen von (R, 7).

(c¢) Berechnen Sie die Menge der Beriihrungspunkte und den topologischen Rand von
{2007} in (R, 7).

(d) Berechnen Sie das Innere und die AbschlieBung von (—2007,00) in (R, 7).

1.2. AUFGABE. Geben Sie alle moglichen Topologien auf der Menge X := {1, 2} an.

1.3. AUFGABE. Sei (X,7) ein topologischer Raum und M C X. Zeigen Sie:
(a) M ist offen in (X, 7) genau dann, wenn M N OM = ().
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(b) M = M UOM.

1.4. AUFGABE. Sei (X, T) ein topologischer Raum und sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf X. Fiir € X sei [z] := {y € X'; y ~ 2} die Aquivalenzklasse von z beziiglich ~. Mit
X/ ~ bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ~. Zeigen Sie, daf§

T.={GCX/~;{zreX;z]eG}eT}

eine Topologie auf X/ ~ definiert. Diese heifit die Quotiententopologie und der topologi-
sche Raum (X/ ~,7.) heifit der Quotientenraum von (X, 7) beziiglich ~

1.5. AUFGABE. Zeigen Sie: Ist (X, d) ein separabler metrischer Raum und ) #Y C X,
so ist auch (Y, d|yxy) separabel.

1.6. AUFGABE. Sei (X, T) ein topologischer Raum und seien A und B zwei Teilmengen
von X. Zeigen Sie:
(a) A= X \int(X \ A) und int(B) = X \ X
(b) int(AN B) =int(A) Nint(B) und AU B =
(c) int(AUB) D int(A)Uint(B) und AN B € AN B. Belegen Sie durch ein Beispiel,
dafB diese Inklusionen echt sein kénnen.

(d) O(X \ A) = 0A = A\ int(A).

1.7. AUFGABE. Sei X eine Menge und sei h : PB(X) — P(X) eine Abbildung mit den
Eigenschaften

(a) h(D) = 0.

(b) VM C X: M C h(M).

(c) VA,BC X: h(AUB) = h(A) Uh(B).

(d) VM C X: h(h(M)) = h(M).
Dann gibt es genau eine Topologie 7, auf X, deren abgeschlossene Teilmengen iiberein-
stimmen mit

Ay ={M CX; h(M)=M}.
Fiir diese Topologie gilt h(M) = M fiir alle M C X.

1.8. AUFGABE. Sei R\ Q versehen mit der Topologie
T:={GCR\Q;Vz€GIT>0:{yecR\Q; ly—=z| <c} CG}.

Zeigen Sie, dafi (R \ Q,7) eine Umgebungsbasis besitzt, die aus Mengen besteht, die
sowohl offen als auch abgeschlossen sind.



