KAPITEL 2

Stetigkeit und Konvergenz

In metrischen Rdumen kann der Begriff der Stetigkeit in einem Punkt auf mehrere
Arten eingefiihrt werden. Eine Abbildung f : X — Y von einem metrischen Raum (X, d)
in einen metrischen Raum (Y, d') heiit stetig in einem Punkt xq € X, falls eine der vier
aquivalenten Bedingungen des folgenden aus der Analysisvorlesung bekannten Lemmas
erfiillt ist.

2.1. LEMMA (Vergl. z.B. Lemma 8.9 in [1] ). Seien (X, d) und (Y,d’) zwei metrische
Raume. Fir eine Abbildung f : X — Y und einen Punkt xq € X sind die folgenden vier
Aussagen dquivalent:

(a) Fir jede Umgebung U von f(xo) in (Y,d') ist f~1(U) eine Umgebung von xq in
(X,d).

(b) Ve >036>0  f(Us(xo)) S Ue(f (o))

() Ve>030 >0Ver € X d(x,z9) <= d'(f(x), f(zo)) < €.

(d) f ist folgenstetig in xo, d.h. fir jede gegen xy konvergente Folge (x,)5, in (X, d)

gilt () — (o) fiir n — co.

Waéhrend die zweite und dritte dieser dquivalenten Bedingungen in topologischen
Réaumen keinen Sinn machen, ist die erste problemlos auf den Fall allgemeiner topolo-
gischer Rdume iibertragbar. Wir definieren also:

2.2. DEFINITION. (X3,77) und (X5, 75) seien topologische Riaume. Eine Abbildung
f X1 — X, heifit stetig in einem Punkt x € X7, falls fiir jede Umgebung U von f(x) die
Menge f~1(U) eine Umgebung von z in (X1, 7;) ist. f heifit stetig, falls f in allen z € X;
stetig ist.

Wie steht es nun mit dem Folgenkriterium? Die Konvergenz von Folgen 148t sich ohne
Probleme in topologischen Rdumen einfiihren:

2.3. DEFINITION. Ist zy ein Punkt in einem topologischen Raum (X, 7), so nennen
wir eine Folge ()52, konvergent in (X,7) gegen xy, falls es zu jeder Umgebung U von
xo ein ng € N gibt, so daf fiir alle n > n_ gilt: f(x,) € U. Wir schreiben dann x,, —
fiir n — oo.

Der Grenzwert ist im nicht separierten Fall hierdurch nicht eindeutig bestimmt. Ist
z.B. T die indiskrete auf X, so konvergiert jede Folge aus X gegen jeden Wert aus X.

2.4. LEMMA. Ist f : X — Y eine Abbildung von einem topologischen Raum (X, T)
in einen topologischen Raum (Y,T"), die in einem Punkt xo € X stetig ist, so ist f in
xo auch folgenstetig, d.h.: Fir jede gegen xy in (X,T) konvergente Folge (,)5, gilt
f(zn) — flxo) fiir n — oo.

BEWEIS. Sei also (x,)2; eine beliebige in (X, 7") gegen xy konvergente Folge und sei
U eine beliebige Umgebung von f(z) in (Y, 7"). Wegen der Stetigkeit von f in z ist dann
V := f~Y(U) eine Umgebung von z, in (X, 7). Wegen x,, — o in (X, T) fiir n — oo gibt
es also ein ng € N, so daf fiir alle n > n_ z,, € V und somit auch f(z,) € U gilt. Damit
folgt f(x,) — f(xo) in (Y, 7") fiir n — oo. O

14



2. STETIGKEIT UND KONVERGENZ 15

Anders als in metrischen Rdumen gilt die Umkehrung hierzu in topologischen Rdumen
im allgemeinen nicht. Vergl. hierzu die Aufgabe 2.2.

2.5. SATZ. Fir eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Raumen (X, T)
und (Y, T") sind dquivalent:

(a) f st stetig.

(b) Fiir jede Menge M C X ist f(M) C f(M).

(c) Ist A CY abgeschlossen, so ist f~Y(A) abgeschlossen in (X,T).

(d) Ist G CY offen, so ist f~1(G) offen in (X, T).

BEWEIS. “(a)==-(b)”: Sei f auf X stetig und sei M C X beliebig. Ist x ein beliebiger
Punkt aus M und V C Y eine beliebige Umgebung von f(z) in (Y,7"), so ist wegen
der Stetigkeit von f in z die Menge f~(V) eine Umgebung von z in (X, 7). Da x ein
Beriihrungspunkt von M ist, gibt es daher ein u € f~1(V)N M. Es folgt f(u) € VN f(M)
und somit V' N f(M) # ) fiir alle Umgebungen V' von f(z). Also ist f(z) € f(M) fiir alle
x e M.

“(b)==(c)”: Ist (b) erfiillt und ist A eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von Y,
so folgt mit M := f~1(A) (wegen A = A nach Lemma 1.19) aus (b)

fAD CFON CA=A

und hieraus
FHA) =M C M= f1(A) C f71(4).
Nach Lemma 1.19 ist f~!(A) also abgeschlossen in (X, 7).

“(c)==(d)”: Sei (c) erfiillt und sei G C Y eine beliebige in (Y,7") offene Menge.
Dann ist Y\ G abgeschlossen in (Y, 7”) und daher nach Voraussetzung auch f~1(Y'\ G) =
X\ f7Y@G) abgeschlossen in (X, 7). Also ist f~1(G) offen in (X, 7).

“(d)==(a)”: Ist schlieflich (d) erfiillt und = € X beliebig sowie U eine beliebig vor-
gegebene Umgebung von f(z) in (Y,7"), so gibt es nach Definition der Umgebung eine
offene Menge G € 7'/ mit f(x) € G C U. Nach Voraussetzung ist daher f~!(G) offen in
(X, 7T) und erfiillt z € f~1(G) C f~(U). Fiir jedes z € X und fiir jede Umgebung U von
f(x)in (Y, 7T") ist daher f~*(U) eine Umgebung von z in (X, 7), d.h. f ist in allen z € X
stetig. 0

2.6. SATZ. Seien (X;,7;) (j = 1,2,3) topologische Riume und seien f : X1 — Xy und
g Xo — X3 Abbildungen. Sind f und g stetig (bzw. f stetig in x und g stetig in f(x)),
so ist auch g o f stetig (bzw. stetig in x).

Dies rechnet man leicht nach.

2.7. DEFINITION. Eine Menge X heifit teilweise oder auch partiell geordnete Menge
(bei vielen Autoren auch geordnete Menge), falls sie mit einer Ordnungsrelation “=<"
versehen ist, das ist eine Relation mit den Eigenschaften:

) VeeX:z=<u.

(i) Ve,ye X:(z2yundy 2z)=zx=y.

(i) Vae,y,z€ Xt (z Syundy <2) =z =< 2
Zwei Elemente von X miissen hierbei nicht vergleichbar sein. Gilt jedoch fiir alle a,b € X
die Beziehung a < b oder b < a, so heifit die Menge X total geordnet.

Eine teilweise geordnete Menge (X, <) heiBt nach oben bzw. nach unten gerichtet falls
es zu je zwei Elementen a,b € X eine obere bzw. untere Schranke ¢ € X gibt, also ein
Element c € X mit ¢« <cund b < ¢ bzw. mit ¢ < ¢ und ¢ < b.
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2.8. BEISPIELE. (a) Alle Teilmengen X von R sind bzgl “<” total geordnet und
nach oben und unten gerichtet.
(b) Die Menge aller endlichen Teilmengen einer Menge I ist durch die Inklusion halb-
geordnet und nach oben gerichtet.
(c) Ist B(x) eine Umgebungsbasis eines Punktes x in einem topologischen Raum
(X, T), so ist die durch die Inklusion auf B(x) gegebene teilweise Ordnung nach
unten gerichtet (vergl. (B2) in Bemerkung 1.18).

Ist (A, <) eine nach unten gerichtete Menge, so ist durch
alC (<= [fa«a (o, B € A)

eine Ordnung gegeben, die nach oben gerichtet ist. Wenn im folgenden von gerichteten
Mengen die Rede ist, meinen wir stets nach oben gerichtete Mengen. Wegen der eben
angegebenen Konstruktion ist dies keine wesentliche Einschrankung der Allgemeinheit.

Eine Folge in einer Menge X ist bekanntlich eine Abbildung von der (nach oben)
gerichteten Menge N (oder von {n € Z; n > m} fiir ein m € Z) nach X. Allgemeiner
definieren wir:

2.9. DEFINITION. Unter einem Netz oder einer verallgemeinerten Folge oder Moore—
Smith—Folge in einer Menge X verstehen wir eine Abbildung = : o — z, von einer
gerichteten Menge A nach X. Wie bei Folgen schreiben wir sie in der Form (z,)aca oder
kurz (z,)a, falls der Indexbereich A aus dem Zusammenhang her klar ist.

Jede Folge insbesondere ein Netz.
Der Begriff der Konvergenz 148t sich nun leicht auf Netze {ibertragen:

2.10. DEFINITION. Ein Netz (2, )aca iiber der gerichteten Indexmenge (A, <) in einem
topologischen Raum (X, 7) heiBt konvergent gegen einen Punkt x, € X in (X,7T), falls
es zu jeder Umgebung U von x, ein ay € A, so daf§ fiir alle o > oy gilt x, € U. Wir
schreiben dann z, — x,.

In einem metrischen Raum (X, d) ist bekanntlich ein Punkt z € X genau dann ein
Haufungspunkt einer Teilmenge M von X, wenn es eine gegen x konvergente Folge aus
M \ {z}. Die Aussage bleibt richtig in allgemeinen topologischen R&dumen, wenn wir
“Folgen” durch “Netze” ersetzen.

2.11. LEMMA. Genau dann ist ein Punkt a € X ein Hdaufungspunkt einer Teilmenge
M eines topologischen Raums (X, T), wenn es ein gegen a konvergentes Netz in M \ {a}
gibt.

BEWEIS. Ist (,)aca €in gegen a konvergentes Netz aus X \ M, indiziert durch eine
gerichtete Indexmenge (A, =) und ist U eine beliebige Umgebung von a in (X,7), so
gibt es nach Definition der Konvergenz ein ay € A, so daf fiir alle a = ay gilt z, €
UN(M\{a}). Insbesondere ist U N (M \ {a}) # 0 fiir alle Umgebungen U von a, d.h.: a
ist eine Haufungspunkt von M.

Sei nun a ein Haufungspunkt der Menge M. Die Menge $U(a) aller Umgebungen ist
eine durch die Inklusion teilweise geordnet und nach unten gerichtete, also durch

U<VieVCU (UV eia)

noch oben gerichtete Menge. Da a ein Haufungspunkt ist, gibt es zu jeder Umgebung U
von a ein zy € M \ {a}. Hierdurch ist ein Netz (zy)yeye) von Punkten aus M \ {a}
gegeben. Ist U eine beliebige Umgebung von a, so gilt fiir alle V' € (a) mit V' = U (d.h.
mit V C U) zy € V C U. Also konvergiert (zy)yeyu) gegen a. O
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Wie wir schon im Fall konvergenter Folgen gesehen haben, kann es mehrere Punkte
geben, gegen die ein Netz konvergiert. In topologischen Hausdorffraumen ist dies jedoch
nicht moglich:

2.12. SATZ. Fir einen topologischen Raum (X,7T) sind die beiden folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) (X,7) ist ein Hausdorffraum.
(b) Jedes konvergente Netz in (X, 7T) hat einen eindeutig bestimmten Grenzwert.

BEWEIS. Sei (X, 7) ein topologischer Hausdorffraum und sei (z,)aca €in gegen einen
Punkt a € X und gegen einen Punkt b € X konvergentes Netz aus X.

Annahme: a # b. Nach Voraussetzung gibt es dann eine Umgebung U, von a und
eine Umgebung U, von b mit U, N U, = (). Wegen z, — a und z, — b gibt es a4, ap € A
mit x, € U, fir alle a = o, und x5 € U, fiir alle 8 = . Da (A, <) gerichtet ist, gibt es
ein v € A mit o, < 7y und o, < 7. Hieraus erhélt man den Widerspruch z., € U,NU, = 0.
Also war die Annahme falsch. Das Netz (z,)aca kann also nur gegen hochstens einen
Punkt konvergieren.

Ist (X,7) kein Hausdorffraum, so gibt es zwei Punkte a,b € X mit a # b, so daf fiir
alle Umgebungen U € (a) von a und V' € (b) von b wenigstens ein Punkt zy,yy € UNV
existiert. U(a) x U(b) wird zu einer gerichteten Indexmenge durch

(Ula‘/l) = (UQ,‘/Q) < U2 - U1 und Vé - ‘/1, (Ul,‘/l), (UQ,‘/?,) c Ll(a) X Ll(b)) .

Sind nun U, € #(a) und V, € 4(b) beliebig vorgegeben, so gilt fiir alle (U, V') € t(a) x LU(b)
mit (Uy, Vi) 2 (U, V): 2@y € UNV C U, NV, Also folgt vy — a und vy — b. O

Das Analogon zum Folgenkriterium (Aquivalenz von (a) und (d) in Lemma 2.1 lautet
nun:

2.13. SATZ. Fiir eine Abbildung f : X — Y won einem topologischen Raum (X, Ty)
in einen topologischen Raum (Y,Ty) und einen Punkt a € X sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) f ist in a stetig.

(b) Fir jedes gegen a in (X, Tx) konvergente Netz (z4)aca gilt f(xq) — f(a).

BEWEIS. Sei f in a stetig und sei (24 )aphaca €in beliebiges in (X, 7) gegen a konver-
gentes Netz in X. Ist U eine beliebige Umgebung von f(a) in (Y,7"), so ist f~1(U) wegen
der Stetigkeit von f in a eine Umgebung von a in (X, 7). Wegen x, — a gibt es also ein
ag € A, so daB fiir alle o = g aus A gilt z, € f~H(U) also auch f(a) € U. Also gilt
F(ra) — f(a) in (v, T")

Sei nun (b) erfiillt. Wir machen die Annahme, dal f in a unstetig ist. Dann gibt es
eine Umgebung U von f(a) in (Y, 7"), fiir die W := f~!(U) keine Umgebung von a ist. Die
Menge U(a) aller Umgebungen von a in (X, 7)) ist gerichtet vermoge der Ordnungsrelation

ViV, = WKCVi (Ve Ua)).
Da W keine Umgebung von a ist, gibt es zu jedem V € (a) ein z € X \ W. Das Netz
(v)vey(a) ist dann ein in (X, 7T') gegen a konvergentes Netz, denn: Ist Vj € U(a) beliebig,
so gilt fir alle V= Vi (d.h. V C V) aus U(a): oy € V C V. Nach Voraussetzung gilt
f(zo — f(a) in (Y,7") im Widerspruch zu f(z,) ¢ U fiir alle o € 4U(a). Die Annahme
war also falsch und es folgt die Stetigkeit von f in a. O

2.14. DEFINITION. Zwei topologische Raume (X1, 7;) und (Xs,73) heifien zueinander
homd&omorph, falls es eine bijektive Abbildung f : X; — X, gibt, so da8 f und f~! stetig
sind. Eine solche Abbildung f heifit dann eine Homdomorphie.
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Zwei zueinander homoéomorphe topologische Rdume sind im Rahmen der Topologie
nicht unterscheidbar, werden also als topologisch nicht wesentlich verschieden angesehen.

2.15. BEMERKUNG. (a) Fiir jeden topologischen Raum (X,7) ist idx : X — X
eine Hom6omorphie.
(b) f: X7 — Xj ist genau dann eine Homéomorphie von (X3, 7;) auf (Xs,73) wenn
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
i) G C X offen = f(G) offen.
ii) G C X, offen = f~!(@G) offen.
iii) f bijektiv.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 2.

Ein topologischer Raum (X, 7") heifit 77 —Raum, falls es zu je zwei verschiedenen Punk-
ten x1, 22 € X Umgebungen U; von x; gibt (j = 1,2) mit x5 ¢ U; und z; ¢ Us.

2.1. AUFGABE. Sei X eine iiberabzihlbare Menge und sei 7 die durch
To:={0}U{G C X ; X \ G ist héchstens abzihlbar unendlich}

gegebene Topologie auf X. Zeigen Sie:

(a) (X, 7p) ist ein Ti)—Raum aber kein To—Raum.
(b) Eine Folge (z,)9%, ist genau dann konvergent in (X, 7y) gegen ein zy € X, wenn

es ein ng € N gibt, so da} x,, = x fiir alle n > ngy gilt.
(c) Jede Folge aus X kann in (X, 7;) gegen hochstens ein xy € X konvergieren.

2.2. AUFGABE. Sei nun speziell X = R in Aufgabe 2.1. Zeigen Sie:

(a) Jede Abbildung von f : (R, 7y) — (R,7},) ist folgenstetig. Hierbei bezeichne 7.,
die euklidische Topologie auf R.

(b) Die Abbildungen

id: (R, 7)) — (R,7)) und id: (R, 7)) — (R, Tp)

sind in jedem Punkt xy € R unstetig.

2.3. AUFGABE. Sei weiterhin X = R versehen mit der Topologie 7; aus Aufgabe 2.1
und sei M := {2006} U (2007, 2008).

(a) Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte von M.

(b) Zeigen Sie, daf es keine bzgl. 7 gegen 2007 konvergente Folge aus M gibt.

2.4. AUFGABE. Seien (X;7x) und (Y, 7y) zwei topologische Rdume. By sei eine Basis
und Sy sei eine Subbasis fiir (Y, 7y ). Zeigen Sie: Fiir eine Abbildung f : X — Y sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist stetig.
(b) f~Y(B) € Tx fiir alle B € By
(c) f7HS) € Tx fiir alle S € Sy.

Erinnerung: Eine Folge (z,):2, in einem metrischen Raum (X, d) heit Cauchy-
Folge, falls es zu jedem £ > 0 ein ny € N gibt, so daf fiir alle n, m > ng gilt: d(z,, z,,) < €.
Jede konvergente Folge ist insbesondere eine Cauchy—Folge. (X, d) heifit vollstindig, falls
in (X, d) jede Cauchy—Folge konvergent ist.
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In Analogie zu Cauchy—Folgen kénnen wir Cauchy—Netze definieren: Ein Netz (24)aca
in einem metrischen Raum (X, d) heifit Cauchy—Netz, falls gilt:

Ve>0 dage A Vo,0 > ap: d(ze, xp) < €.

2.5. AUFGABE. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:

(a) Jedes konvergente Netz in (X, d) ist ein Cauchy—Netz.
(b) (X, d) ist vollstandig genau dann, wenn jedes Cauchy—Netz in (X, d) konvergent
ist.

2.6. AUFGABE. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum, der dem ersten Abzdhlbarkeitsaxi-
om geniigt, d.h. in dem jeder Punkt eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt. Zeigen Sie:
(a) Eine Abbildung f : X — Y von (X,7) in einen topologischen Raum (Y,7”) ist
genau dann stetig, wenn sie folgenstetig ist.
(b) Ein Punkt x € X ist genau dann Haufungspunkt einer Menge M C X | wenn es
eine gegen z in (X, 7) konvergente Folge gibt.

2.7. AUFGABE. Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei K = R oder K = C (ver-
sehen mit der euklidischen Topologie). Zeigen Sie: Die Menge C((X,7),K) der stetigen
Funktionen auf X mit Werten in K ist beziiglich der punktweisen Operationen der Additi-
on, der Multiplikation und der Multiplikation mit Skalaren eine Unteralgebra der Algebra
aller auf X definierten K—wertigen Funktionen.

2.8. AUFGABE. Sei (X,7T) ein topologischer Raum und seien f,g : X — R stetige
reellwertige Funktionen (R sei versehen mit der euklidischen Topologie). Zeigen Sie die
Stetigkeit der durch

(f vV g)(z) ==max{f(z),9(x)} und (fAg)(x):=min{f(z),g9(z)} (ze€X)
definierten Funktionen fV g, fAg: X — R.



