KAPITEL 7

Der Satz von Stone und Weierstraf}

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und seien f, g € C'(X,R). Dann sind die durch
(7.1)  (fAg)(x) == min{f(z),g(z)} = %(f(x) +9(@) —[f(x) —g(2)]) (2 €X)
und

(7.2)  (fVg)(x) = max{f(z), g(2)} = %(f(l‘) +9(@)+[f(x) —g(@))  (reX)

definierten Funktionen f A g, fV g: X — R wieder stetige reellwertige Funktionen.

Wir sagen: Eine Teilmenge A von C'(X,K) (mit K = R oder K = C) trennt die Punkte
von X, falls es zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € X eine Funktion f € A gibt mit
flz) #y.

Bevor wir zum eigentlichen Satz von Stone und Weierstral kommen beweisen wir
zunéchst die verbandstheoretische Version dieses Satzes:

7.1. SATZ (Satz von Kakutani und Krein). Sei (K, 7) ein kompakter Hausdorffraum
und sei A ein Untervektorraum von C'(K,R) mit

(a) 1€ A.

(b) Vf,ge A: fANg, fVvgeA

(¢c) A trennt die Punkte von K.
Dann liegt A dicht in dem Banachraum (C(K,R),| - |x)-

BEWEIS. Seien h € C(K,R) und ¢ > 0 beliebig. Wir miissen zeigen, dafl es eine
Funktion f € A gibt mit ||h — f||lx < €.

(1) Wir zeigen zunéchst, daf es zu je zwei verschiedenen Punkten s, ¢ € K eine Funktion
fst € A gibt, die h in den Punkten ¢ und s interpoliert. Da A die Punkte von K trennt
gibt es eine Funktion d € A mit g(t) # ¢(s). Die durch

) —hls) o Ds)g(t) — h(t)g(s)
T T T O R
definierte Funktion f,, : K — R erfiillt in der Tat f,; € A sowie fs,(t) = h(t) und

fs.4(8) = h(s). Wir definieren noch f;; € A durch f,(x) := h(¢) fiir alle z € K.
(ii) Wir zeigen nun, daf§ es fiir alle ¢t € K eine Funktion ¢, € A gibt mit

(7.3) g:(t) = h(t) und gi(x) > h(x) —e firalle ze€ K.

Sei also t € K beliebig. Fiir alle alle s € K gibt es wegen der Stetigkeit von f,; eine offene
Umgebung U, von s, so daf

(7.4) fsi(z) > h(x) —¢ fir alle z € Us.

Aus der offenen Uberdeckung (U,)sex von K kénnen wir wegen der Kompaktheit von
(K, ) eine endliche Teiliiberdeckung Us,, ..., Us, auswihlen. Wegen (b) ist dann ¢; :=
fs14 V...V fs, + eine Funktion aus A mit

gi(t) = max fo,.(t) = h(t).
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Ist nun = € K beliebig, so ist x € Uy, fiir ein jp € {1,...,k} und daher nach (7.4)

gi(x) = 1§?§Xk fsje() > fsjo(x) > h(z) —¢.

Die Funktion g, erfiillt also (7.3).
(iii) Wir zeigen nun die Existenz einer Funktion f € A mit ||f — h||x < &.
Fiir alle t € K gibt es wegen der Stetigkeit von ¢; eine offene Umgebung V; von ¢ mit

(7.5) gi(z) < h(x)+e  firallex eV;.

Aus der offenen Uberdeckung (V;);cx konnen wir wieder wegen der Kompaktheit von
(K, 7) eine endliche Teiliiberdeckung V;,,...,V; auswéhlen. Wegen ¢;,,...,q;, € A ist
dann nach (b) auch f:= g, A... A gy, € A Wegen (7.3) ist dann

(7.6) flx) = 1I§nji£1n gi, () > h(x) —e.

Ist nun = € K beliebig, so folgt x € V;, fiir ein j, € {1,...,n} und daher

F@) = min g,,(2) < g, () < h(x) <.

Zusammen mit (7.6) ergibt dies ||f — h||x = maxex | f(z) — h(z)| < e. O

Wir zeigen nun die Fassung des Satzes von Stone und Weierstrafl fiir reellwertige
Funktionen:

7.2. SATZ (Satz von Stone und WeierstraB, reelle Fassung). Sei (K, 7) ein kompakter
Hausdorffraum und sei A eine Unteralgebra von C (K, R) mit den folgenden Eigenschaften:

(a) 1€ A.

(b) A trennt die Punkte von K.

Dann liegt A dicht in (C(K,R), || x)-

BEWEIS. Wir zeigen, daf die Abschliefung A von A die Voraussetzungen des Satzes
von Kakutani und Krein erfiillt. Mit A ist auch A ein Unteralgebra von C(K,R). Da
1 € A C Aund daschon A die Punkte von K trennt, ist nur zu zeigen, daf die Bedingung
(b) in Satz 7.1 fiir A erfiillt ist. Da A auch ein Untervektorraum ist, geniigt es wegen (7.1)
und (7.2) hierzu zu zeigen, daf fiir alle f € A auch die Funktion |f| : x +— | f(x)| wieder
in A ist. Wegen f2 € A und |f(z)| = \/f(x)? fiir alle f € A, z € K, reicht es aus zu
zeigen, daf fiir alle 0 < g € A auch V9 i1 = y/g(x) in A liegt. Sei also 0 < g € A
beliebig. Da g stetig ist, existiert ein ¢ > 0 mit 0 < ¢g < 1. Sei nun € > 0 beliebig.
Nach dem klassischen Approximationssatz von Weierstrafl (Satz 12.3 in [1]) gibt es ein
Polynom p mit ||v/f — p(t)|ljp1) < ev/c. Da p ein Polynom und A eine Algebra ist folgt
Vel (po(eg)) € A. Also gilt

VG = VeTpoglli = max |Ve T (Veg(w) — plegla))| < Ve -eve=e.

Damit ist gezeigt, dafl \/g € A=A liegt. O

7.3. SATZ (Satz von Stone und Weierstra$, komplexe Fassung). Sei (K, 7) ein kom-
pakter Hausdorffraum und sei A eine Unteralgebra von C(K,C) mit den folgenden Fi-
genschaften:

(a) 1€ A.

(b) A trennt die Punkte von K.

(¢) Fiir alle f € A liegt auch die konjugiert kompleze Funktion x — f(x) := f(x) in
A.
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Dann liegt A dicht in (C(K,C), |- ||k)-

BEWwEIS. Ist f € A, so folgt wegen (c) fiir die Funktionen Re(f) : z — Re(f(x)) und
Im(f) : x— Im(f(x)):

Re(f) = 5(7 +T) €A, Tm(f)= 5-(f~Pe A

Da A nach Voraussetzung die Punkte von K trennt, gibt es zu beliebig vorgegebenen
Punkten a,b € K mit a # b eine Funktion f € A mit f(a) # f(b) und daher Re(f(a)) #
Re(f(b)) oder Im(f(a)) # Im(f(b)). Damit ist gezeigt, dafl Ag := {g € A; g(K) C R}
die Punkte von K trennt. Da Ag eine die konstante Funktion 1 enthaltende Unteralgebra
von C'(K,R) ist, liegt Ag nach der reellen Fassung des Satzes von Stone-Weierstra$ dicht
in C(K,R). Ist nun f € C(K,C) so sind Re(f),Im(f) € Ag und es gibt zu einem beliebig
vorgegebenen € > 0 Funktionen g1, go € Ar mit
€ €
IRe(f) ~grllx <5 wnd [ 1m() — gollic <
Es folgt g := g1 + g, € A und
. : € €
17 =gl = | Re(f)+i () g1 ~igal K€ < | Re(f)=grll s+ | (/)= gallc < S+5 =
Also liegt A dicht in C(K,C). O

7.4. FOLGERUNG. Sei K C R"™ kompakt und sei f : K — K eine stetige Funktion
(K =R oder K = C). Dann gibt es eine Folge von Polynomen in n Verdnderlichen mit
Koeffizienten in K, die gleichmdf$ig auf K gegen f konvergiert.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar durch Anwendung der reellen bzw. komplexen Fas-
sung des Satzes von Stone—Weierstrafl auf die Algebra aller Polynome in n Verénderlichen
mit Koeffizienten in R bzw. in K. O

Sei nun (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum. Eine auf (X, 7) stetige K-wertige
Funktion (K = R oder K = C) heifit verschwindend im Unendlichen, falls es zu jedem & >
0 eine kompakte Menge K C X gibt, so daf |f(x)| < ¢ fiir alle z € X \ K. Die Menge aller
im Unendlichen verschwinden, K—wertigen, auf (X, 7) stetigen Funktionen bezeichnen wir
mit Cy(X,K). Versehen mit der Supremumsnorm ist Cy(X,K) eine normierte Algebra,
die aber nicht notwendig die konstanten Funktionen enthélt. Unser Ziel ist eine Version
des Satzes von Stone-Weierstrafl fiir Cy(X, K).

7.5. BEISPIELE. (a) Ist (X, 7) kompakt, so gilt speziell C(X,K) = Cy(X, K).
(b) Fiir eine Funktion f € C(R,K) gilt, f € Cy(R, K) genau dann, wenn lim,_., f(z) =
lim,, o f(z) = 0.

Im folgenden Lemma wird gezeigt, daBl wir die Funktionen aus Cy(X, 7) identifizie-
ren kénnen mit den Einschrankungen auf X der im Punkt oo verschwindenden stetigen
Funktionen auf der Einpunktkompaktifizierung von (X, 7).

7.6. LEMMA. Sei (X,7) ein lokalkompakter Hausdorffraum und sei (Xoo, Too) seine
FEinpunktkompaktifizierung. Dann gilt: Co(X,K) = {f|x; f € C(Xw,K), f(co) = 0}.
Durch [ — fo mit foo(z) := f(x) fir v € X und fo(00) := 0 ist ein isometrischer
Algebrenisomorphismus von Cy(X,K) auf die abgeschlossene und damit vollstindige Un-
teralgebra

{F & C(Xa,K) ; Fo0) = 0}
von (C(Xoo, K), || - lx..) gegeben. Insbesondere ist (Co(X,K), || - ||x) eine Banachalgebra.
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BEWEIS. Ist f € C(X,K) mit f(oco) = 0, so ist wegen der Stetigkeit von f die Menge
V = f~YU.(0)) offen in (X, Too) mit oo € V. Nach Definition von 7, ist K := X \ V
dann kompakt in (X, 7). Somit gilt fir alle x € X\ K: f(z) < e. Also ist f|x € Cy(X,K).

Ist umgekehrt f € Cy(X,K), so definieren wir fo, : Xoo — K durch foo(z) = f(X)
fir z € X und fo(00) = 0. fy ist stetig in allen Punkten der offenen Teilmenge X
von (X, 77), da f auf (X, 7) stetig ist. Zu zeigen ist noch die Stetigkeit von f., in oo.
Sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung gibt es eine kompakte Menge K in (X, 7) mit
|foo(2)| = |f(x)] < e firalle x € X \ K. Also gilt |foo(x) — foo(00)] = | f(2)| < € fur alle
r € X \ K. Da K nach Definition von 7., offen in (X, 7,) ist, folgt die Stetigkeit von
foo In 00.

Den Rest rechnet man unmittelbar nach. U

7.7. SATZ. Sei (X, T) ein lokalkompakter Hausdorffraum und sei A eine Unteralgebra
von Co(X,K) mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir alle x € X gibt es eine Funktion f € A mit f(x) # 0.
(b) A trennt die Punkte von K.
(c) Fiir alle f € A liegt auch die Funktion x — f(x) := f(x) in A. (Im Fall K =R
ist dies stets erfiillt.)
Dann liegt A dicht in (Co(X,K), || - ||x)-

BEWEIS. Man rechnet nach, da A% := {fo + A1; f € A, X € K} eine Unteralge-
bra von C'(Xu, K) ist, die die konstante Funktion 1 enthélt und mit h € A#* auch die
konjugiert komplexe Funktion A enthélt. Sind z,y € X mit z # y, so gibt nach (c) eine

Funktion f € A mit foo(z) = f(2) # f(y) = feo(y). Ist x € X beliebig, so gibt es nach
(a) eine Funktion f € A mit foo(z) = f(2) # 0 = fy(00). Also trennt A# die Punkte von
X . Damit sind die Voraussetzungen zur reellen bzw. komplexen Fassung des Satzes von
Stone-Weierstrafl erfiillt. Daher liegt A# dicht in (C'(Xs,K), | - |lx..). Ist f € Co(X,K)
beliebig, so gibt demnach es eine Funktion A = go, + A1 mit g € A und X € K, so dafl

£
e = Al < 5

Insbesondere folgt wegen f,,(c0) =0
5
Al = 1foo(00) = h(e0)] < [foo = hllxe <5

und daher auch

€
2
Also liegt A dicht in (Co(X,K), || - ||x)- ]

9
1f = gllx = 1foo = gllxee < lfoc = hllxee + A <5+ 5 =¢.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 7.

7.1. AUFGABE. Zeigen Sie, dafl die Menge der Funktionen der Gestalt

n

z—g(z) = Z cp2t

mit n € Nund ¢_,,..., ¢, € C dicht liegen in C(T,C) (mit T := {z € C; |2| = 1}).
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7.2. AUFGABE. Zeigen Sie mit Hilfe der vorhergehenden Aufgabe, dafl die Menge der
reellen trigonometrischen Polynome

t— ag+ Z ay, cos(kt) + by, sin(kt)
k=1
mitn € N, ag, a1,...,a,,b1,...,b, € Rbzgl. der Supremumsnorm dicht liegt in der Menge
der 2m—periodischen, stetigen, reellwertigen Funktionen.

7.3. AUFGABE. Sei (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum und sei
Co(X,K) :={f € C(X,K); 3K = K; C X, K kompakt, mit f|x\x =0}
die Menge aller stetigen Funktionen f auf X mit Werten in K, die aulerhalb einer kom-

pakten Teilmenge K ; verschwinden. Zeigen Sie, da8 C\.(X,K) dicht in (Co(X,K), || - || x)
liegt.



