KAPITEL 8

Partition der Eins

8.1. DEFINITION. Seien U = (U;)ier ,V = (V}) es zwei Familien von Teilmengen eines
topologischen Raums (X, 7). Wir sagen

e V ist lokal endlich, falls es zu jedem x € X eine Umgebung W von z in (X, 7)
gibt mit W NV; # 0 fiir hochstens endlich viele j € J.

e Vst o-lokal-endlich, falls V eine hochstens abzéhlbar unendliche Vereinigung von
lokal endlichen Mengensystemen ist.

o V ist punkt-endlich, falls fiir alle x € X gilt: € V; fiir hochstens endlich viele
jeJ.

e V ist eine Verfeinerung von U, falls es zu jedem j € J ein i(j) € I gibt mit
Vi € Uiy)-

8.2. BEMERKUNG. Ist V = (V}),c; lokal endliche Familie von Teilmengen eines topo-

logischen Raums (X, 7), so ist auch die Familie V= := (V}),c; ein lokal endliches Mengen-

system und es gilt
U V= U V.
jeJ jed
BEWEIS. Ist z € X, so gibt es nach Voraussetzung eine offene Umgebung U von z

mit U NV, # § fiir hochstens endlich viele j € J. Ist nun j € J mit U NV, # 0, so ist
auch U NV; # (. Also folgt die Behauptung. O

8.3. SATZ. Ser A eine abgeschlossene Teilmenge eines normalen topologischen Raums
(X, 7) und sei U = (Us)ier eine punkt-endliche offene Uberdeckung von A. Dann gibt es
eine offene Uberdeckung V = (V;);e; von A mit V; C U; fir allei € I.

BEWEIS. Sei 9, die Menge aller offenen Uberdeckungen W = (W;);e; von A mit
W; = U; oder W; C U, fiir alle i € 1. Wegen U € My, ist My, # 0. Fiir W = (W;)ier € My
sei

JW)={iel; W; CU}.
Sind W, = (Wl,i)iélv W, = (WZZ')Z'GI € My, so definieren wir
W < W, < J(Wl) - J(Wg) und WLj = WQJ fir alle j e J(Wl)

Hierdurch ist eine partielle Ordnung auf 9%, erklidrt. Sei nun K eine total geordnete
Teilmenge von My, Wir setzen J = J,yeg JW), Wi = U fiir alle i € I\ J und
Wi = W; fiir alle j € J und alle W = (W;);c; € & mit j € J(W). Da R total geordnet
ist, ist hierdurch W, wohldefiniert fiir alle ¢ € I und W* := (W) ist eine Familie von
offenen Teilmengen von X mit W]* CUfiralle j € Jund W/ := U, firallei e I\ J.
Um W* € My, zu zeigen, miissen wir noch nachweisen, da W* eine Uberdeckung von
A ist. Sei also a € A beliebig. Da U eine punkt-endliche Uberdeckung von A ist, ist
K, = {i € I;a € U;} endlich und nicht leer. Gibt es ein igc € K, N (I \ J), so folgt
a€ Uy, =Wg C Ui, Wi Sei nun K, C J. Da R total geordnet ist und K, endlich ist,

gibt es dann eine offene Uberdeckung W = (W;)icr € & von A mit () # K, € JOW).
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Insbesondere gibt es ein j € K, C J(W) mit a € W; = Wr C [, W;". Insgesamt haben
wir gezeigt, dal YW* eine obere Schranke fiir £ aus 9, ist. Damit sind die Voraussetzungen
zum Zornschen Lemma erfiillt. 9, besitzt also wenigstens ein maximales Element V =
(Vi)ier.

Annahme: J(V) # I. Dann gibt es ein iy € I\ J(V). Da V eine offene Uberdeckung
von A ist, ist B 1= A\ U, c; Vi abgeschlossen mit B C V;; = Uj,. Da (X, 7) normal ist,
gibt es nach Lemma 6.6 eine offene Menge W C X mit B C W C W C U,,- Dann ist
aber V* = (V;*) mit

)

Vo= ‘/z fﬁrio#iEI,
PUOW fiir i =g,
ein Element von 91, welches echt grofler als V ist im Widerspruch zur maximalen Wahl
von V. O

8.4. DEFINITION. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Fiir eine auf X stetige Funktion
mit Werten in R, C oder in einem normierten Raum (E, || - ||) heifit

supp(f) :=={r € X; f(z) # 0}

der Trdger von f.

8.5. DEFINITION. Sei U = (U;);e; eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums
(X, 7). Eine Familie (¢;);cr von auf X stetigen reellwertigen Funktionen heifit eine der
Uberdeckung U untergeordnete Zerlequng der Eins oder Partition der Eins, falls gilt:

(a) VieIVre X : o(z) > 0.

(b) Viel: supp(p;) C U;.

(c) Das Mengensystem der Trager (supp(;));c; ist lokal endlich.

(d) Vx € X : ngi(z)zl.

iel

8.6. SATZ. Seild = (U;)ser eine lokal endliche, offene Uberdeckung eines normalen to-
pologischen Raums (X, 7). Dann gibt es eine der Uberdeckung U untergeordnete Zerlegung
der Fins.

BEwEIS. Nach Satz 8.3 gibt es eine offene Uberdeckung V = (V})ee; mit V; C U fiir
alle 7 € I. Da (X, 7) normal ist, gibt es nach Lemma 6.6 offene Mengen W, i € I, mit

V,.CW, CW, C U, fiir alle 7 € I.

Nach dem Urysohnschen Lemma 6.7 gibt es daher Funktionen v¢; € C'(X,[0,1]), i € I,
mit ; = 1 auf V; und v; = 0 auf X \ W; fiir alle i € I. Es folgt supp(v;) € W; C U; fiir
alle ¢ € I. Da U lokal endlich ist, gibt es fiir alle x € X eine offene Umgebung U von x in
(X, 1), so daBl U Nsupp(¢y;) # O fiir hochstens endlich viele iy, . .., i, € I. Es folgt

k
VEU:  ly) = wily) =D ui(y) =1,

el

Da V eine Uberdeckung von X ist und ¢; = 1 auf V; fiir alle ¢ € I gilt. Insbesondere ist
1 auf U stetig. Die Funktion

v X —[0,00), IHZ%’(SC)

el



8. PARTITION DER EINS 61

ist als wohldefiniert und stetig auf X mit ¢(x) > 1 fiir alle z € X. Also sind die Funktionen

Qi T Yil@)

' ()
stetig auf X mit 0 < ¢; < 1 auf X und supp(y;) = supp(v;) C U; fiir alle ¢ € I und
erfiillen ) .., p;(z) =1 fiir alle i € 1. O

8.7. FOLGERUNG. Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines normalen topologischen
Raums (X,7) und sei U = (Uy)ser eine lokal endliche, offene Uberdeckung von A. Dann
gibt es eine Familie (;)icr von Funktionen aus C(X, [0, 1]) mit supp(y;) C U; fir alle
i€l und mit ), ., pi(x) =1 fir alle x € A.

BEWEIS. V := U U{X \ A} ist eine offene Uberdeckung von X. Mit Satz 8.6 folgt die
Behauptung. 0

_ 8.8. DEFINITION. Ein Hausdorffraum (X,71) heifit parakompakt, falls es zu jeder offenen
Uberdeckung U von X eine lokal endliche, offene Uberdeckung V von X gibt, die eine
Verfeinerung von U ist.

8.9. SATZ. Jeder parakompakte topologische Raum ist normal.

BEWEIS. Sei also (X, 7) parakompakt. Wir zeigen zunéchst:

(a) Sind A und B zwei disjunkte, abgeschlossene Teilmengen von X, so daf$ es zu
jedem a € A offene Mengen U,,V, gibt mit a € U,, B C V, und U, NV, =0, so gibt es
offene Mengen U,V C X mit ACU, BCV undUNV = 0.

Da die Mengen U,, a € A, mit X \ A zusammen eine offene Uberdeckung ¢/ von X bil-
den, gibt es wegen der Parakompaktheit von (X, 7) eine lokal endliche, offene Verfeinerung
W = (W;);er dieser Uberdeckung, die immer noch X iiberdeckt. Die Menge

Qui=|JWisiel, WinA#0}

ist dann eine offene Obermenge von A. Ist ¢ € I mit W; N A # (), so gibt es (da W eine
Verfeinerung von U ist) ein a(i) € A mit W; C Uy,y). Zu jedem b € B gibt es, da die
Uberdeckung W lokal endlich ist, eine Umgebung N, von b, so daf die Menge
]bZI{iEI;WiﬁNb#@}
endlich ist. Die Menge
Qb = Nb N ﬂ Va(i)
i€l
ist dann eine (als endlicher Durchschnitt von offenen Mengen) offene Umgebung von b die
zu 24 disjunkt ist. Dann ist Qp = Ube 5§ eine zu 4 disjunkte offene Obermenge von
B.

(b) Sei nun C' C X abgeschlossen und x € X \ C. Da (X, 7) ein Hausdorffraum ist,
ist {x} abgeschlossen in (X, 7) und es gibt zu jedem ¢ € C disjunkte offene Umgebungen
U. von ¢ und V, von z. Wenden wir (a) auf A = C und B = {z} an, so folgt daf es zu C
und z zwei disjunkte offene Obermengen ¢, von C und (2, von z gibt.

(c) Sind nun A, B zwei beliebige disjunkte Teilmengen von X, so ist wegen (b) (mit
dort C'= B und z € A) die Voraussetzung zu (a) erfiillt und es folgt die Behauptung. [

8.10. SATZ. Zu jeder offenen Uberdeckung U = (U;)ie; eines parakompakten Raums
(X, 7) gibt es eine untergeordnete Zerlequng der Fins.
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BEWEIS. Wegen der Parakompaktheit gibt es eine lokal endliche, offene Verfeine-
rungsiiberdeckung V = (V});es von Y. Da (X, 7) nach Satz 8.9 normal ist gibt es zu V
eine untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;);es. Zu jedem j € J fixieren wir ein a(j) € 1
mit V; C Uy(;). Hierdurch ist eine Abbildung o : J — I gegeben. Wir definieren nun fiir

1€ 1I:
¢%::: j{: ®j,
j€at({i})
wobei wie iiblich die Summe {iber eine leere Indexmenge als 0 definiert ist. Dann ist 1),
stetig auf X mit

supp(i) = |J swpp)C | VicU
jea=1({) jea=1({i)

und fiir alle @ € X gilt: >, ¥i(%) = D ic; D jea1(0iy) 95(@) = D jes (@) = 1. O

8.11. SATZ. Fir einen reguliren topologischen Raum (X, T) sind dquivalent:

(a) (X, 1) ist parakompakt.

(b) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine o-lokal-endliche, offene Verfeine-
rungstberdeckung.

(¢) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine lokal endliche Verfeinerungsiiber-
deckunyg.

(d) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine lokal endliche, abgeschlossene Verfei-
nerungsiberdeckung.

BeEwEIs. Die Implikation (a)==-(b) ist offensichtlich.

Sei nun (b) vorausgesetzt und sei U eine offene Uberdeckung von X. Nach Vorausset-
zung besitzt diese eine o—lokal-endliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung V = (J7, Va,
wobei die Mengensysteme V,, lokal endlich sind. Wir definieren Hy := () und fiir alle n € N:

Goi=|JV, Hy=JGi, Ki.:=H,\H,1, Wi=(E,NV)penvey,-
Vev, k=1
Offensichtlich gilt

e OO
n=1 n=1 n=1

W ist eine Verfeinerung von V also auch von U. Wir zeigen, dafl YW auch eine lokal
endliche Uberdeckung von X ist. Ist « ein beliebiger Punkt aus X; so gibt es ein n € N
mit x € K,, = H, \ H,_1 C G,,. Nach Definition von G,, gibt es ein V € V, mit x € V
und es folgt x € K, NV € W. Da V, eine lokal endlich und H,, offen ist, gibt es eine
Umgebung U, C H,, von x mit U, NV #  fiir hochstens endlich viele V' € V. Dann ist
U := (;_, Uy eine Umgebung von z, die nur mit hochstens endliche vielen V' € [ J;_, Vi
einen nicht leeren Durchschnitt hat. Wegen U C H,, folgt U N K}, = ) fiir alle & > n hat
U nur mit hochstens endlich vielen Mengen aus W einen nicht leeren Durchschnitt. Also
ist W eine lokal endliche Uberdeckung von X und es gilt (c).

Sei nun (c) vorausgesetzt und sei U eine beliebige offene Uberdeckung von X. Fiir
alle x € X gibt es ein U, € U mit z € U,. Da X nach regulir und U, eine offene
Umgebung von x ist, gibt es eine offene Umgebung V, von x mit V, C V, C U,. Dann ist
(W2)eex eine offene Uberdeckung von X, zu der es nach Voraussetzung eine lokal endliche
Verfeinerungsiiberdeckung W gibt. Nach Bemerkung 8.2 ist dann (W) ey, ebenfalls eine
lokal endliche Uberdeckung von X. Sei W € W beliebig. Wegen W C V, fiir ein z € X
folgt W C V, C U, € U. Also ist W auch eine Verfeinerung von Y. Damit ist (d) gezeigt.
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Sei schlieBlich (d) erfiillt und sei I eine beliebige offene Uberdeckung von X. Nach
Voraussetzung gibt es zu U eine lokal endliche Verfeinerungsiiberdeckung V. Fiir alle
V € VY fixieren wir ein Uy € U mit V C Uy. Zu jedem x € X gibt es also eine offene
Umgebung U, von x, die mit héchstens endlich vielen Elementen von ) einen nicht leeren
Durchschnitt hat. Nach Voraussetzung gibt es zu der offenen Uberdeckung (U, ),ex eine
lokal endliche, abgeschlossene Verfeinerungsiiberdeckung W, so dafl auch alle W € W mit
hochstens endlich vielen V' € V einen nicht leeren Durchschnitt hat. Fir V € V

V=X \{JWew; wnv =0}

Da die Familie {W € W; W NV = 0} lokal endlich ist und aus abgeschlossenen Mengen
besteht, folgt wegen Bemerkung 8.2:

U ew:wnv == J{W:Wew; wnvV=0 = {Wwew; wnv =0}

Daher ist V und somit auch Uy NV eine offene Obermenge von V. Daher ist Uy :=
(Uy NV )yey eine offene Verfeinerungsiiberdeckung zu U. Wir zeigen, dafl sie lokal endlich
ist. Sei also x € X beliebig. Da W lokal endlich ist gibt es eine offene Umgebung €2, von
x, so daf €0, einen nicht leeren Durchschnitt nur mit endlich vielen W7, ..., W,, € W hat.
Da W eine Uberdeckung ist folgt 2, C Wi U...UW,,. Ist also V € V mit VN Q. #0,
so folgt schon Wy, NV # () fiir ein k € {1,...,m}. Nach Definition von V ist dann auch
Wi, NV # 0. Da Wy,...,W,, nur mit endlich vielen V' € V nicht leeren Durchschnitt
haben, folgt: Q, N (V N Uy) # 0 fiir hochstens endlich viele V € V. Also ist U, eine lokal
endliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung zu U. Da jede offene Uberdeckung von X eine
lokal endliche Verfeinerungsiiberdeckung besitzt, ist (X, 7) parakompakt. O

Fiir den Beweis des folgenden Satzes benotigen wir den Wohlordnungssatz, der dqui-
valent zum Zornschen Lemma ist und damit ein Axiom der Mengenlehre ist. Eine partiell
geordnete Menge (I, <) heifit wohlgeordnet, falls jede nicht leere Teilmenge ein kleinstes
Element besitzt. < heifit dann auch eine Wohlordnung auf I. Jede wohlgeordnete Menge
ist insbesondere total geordnet.

8.12. SATZ (Wohlordnungssatz). Jede Menge besitzt eine Wohlordnung.

8.13. SATZ. Jeder metrische Raum (X, d) ist parakompakt.

BEWEIS. Nach Satz 8.11 geniigt es zu zeigen, daB jede offene Uberdeckung von X
eine aflokalfend}iche, offene Verfeinerungsiiberdeckung besitzt. Sei also U = (U;);es eine
beliebige offene Uberdeckung von X. O.B.d.A. gilt U; # X fiir alle ¢ € I (sonst iiberdeckt
X schon X). Nach dem Wohlordnungssatz besitzt I eine Wohlordnung <. Fiir alle n € N
und alle 7 € I definieren wir abgeschlossene Mengen A,, ;, Mengen B,, ; und offene Mengen
Vy,i durch

An,i = {SL’ S UZ dlSt(SL’,X \ Uz) > 2—n} s

B, ={r € A,;; v ¢ Ay firalle j <i} |V, = {z € X ; dist(z, By,;) < 2_"_3} )
Offensichtlich gilt U; = UneN A Ist x € V,;, so gibt es ein y € B,,; C A,; mit
d(z,y) < 27" und wegen y € A, ; folgt

dist(z, X \ U;) > dist(y, X \ U;) —d(x,y) > 27" —27"" 1 =271 >

und damit « € U;. Fiir € X sei i(x) der kleinste Index ¢ € I mit € U;. Dann gibt
es ein n € N mit € A, ;) und nach Definition von i(z) folgt © € B,iw) € Viiw)-
Mit S, := (Vy.i)ier folgt also S :=J7_, S, ist eine offene Uberdeckung von X, die eine
Verfeinerung von U ist.
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Wir zeigen nun, da§ S,, lokal endlich ist. Seien 4,7 € I mit ¢ # j und (0.B.d.A.) j <
und sei © € B,,;. Nach Definition von B,,; folgt dann x ¢ A, ;, d.h. dist(z, X \ U;) <
271 Fiir y € A, ist dist(y, X \ U;) > 27" und daher d(z,y) > 271 Also folgt

dist(By i, By, j) > dist(B,, A, ;) > 27"
Aus der Definition von V,, ; folgt nun
dist(Vyi, Vi) > dist(Bp, Bnj) —2-27"73 > 27771 —9n=2 = on=2,
Ist nun x € X beliebig so folgt fiir die offene Umgebung
W = Up-nz(z) ={y € X; d(z,y) <27"?}

von x: WNU,,; # 0 fiir hochstens ein ¢ € I. Also ist S, lokal endlich und S somit eine o—
lokal-endliche, offen Verfeinerungsiiberdeckung zu Y. X ist somit parakompakt beziiglich
der durch die Metrik d definierten Topologie. O

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit

e [,—Menge, falls A eine abzdhlbare Vereinigung von in (X, 7) abgeschlossenen
Mengen ist,
e (Gs—Menge, falls A eine abzéhlbarer Durchschnitt von in (X, 7) offenen Mengen
ist.
Offensichtlich ist eine Menge genau dann eine F,~Menge, wenn ihr Komplement eine
Gs—Menge ist.
Zum Beweis des Metrisationssatzes von Bing und Nagata—Smirnow benotigen wir zwei
Hilfsaussagen:

8.14. LEMMA. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(a) Ist (X, T) requlir und besitzt T eine o—lokal-endliche Basis, so ist jede offene
Teilmenge von X eine F,—Menge.

(b) Ist (X, T) normal, so ist eine abgeschlossene Teilmenge A von X genau dann eine
Gs—Menge, wenn es eine stetige Funktion f: X — [0,1] gibt mit A= f~1({0}).

BEWEIS. (a) Sei B = (., B, eine o-lokal-endliche Basis von 7 mit lokal endlichen
Mengensystemen B,,. Sei G eine beliebige (0.B.d.A.) nicht leere offene Teilmenge von X.
Da (X, 7) regulir ist, gibt es zu jedem x € G eine offene Umgebung U, von x mit U, C G.
Da B eine Basis der Topologie 7 ist, gibt es n(r) € N und ein B,;)(z) € Bp) mit
Bz () C U,. Es folgt By (x) C U, C G. Fiir alle k € N definieren wir nun

Da By ein lokal endliches Mengensystem ist folgt nach Bemerkung 8.2

Also ist G = |2, By, eine F,~Menge.
(b) Ist A = f~1({0}) fiir eine stetige Funktion f: X — R so ist A wegen

~ 11 ~ 11
A: -1 — _1< ——_>: -1 -
o =10 50) =N =50
eine Gs—Menge.
Sei nun umgekehrt A = ()°2; G,, eine abgeschlossene G;—Menge mit offenen Mengen
G, n € N. Dann gibt es nach dem Lemma von Urysohn Funktionen f, : X — [0,1]

mit f, = 0 auf A und f,, = 1 auf X \ G,. Die Reihe > 7 27"f, hat > >° 27" =1 als
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konvergente Majorante, ist also gleichméfig auf X konvergent gegen eine stetige Funktion
f. Nach Konstruktion gilt f(x) = 0 genau dann, wenn = € A. d

8.15. SATZ (Metrisationssatz von Bing und Nagata—Smirnow). Fin topologischer Raum
(X, 1) ist genau dann metrisierbar, wenn er requldr ist und eine o—lokal-endliche Basis
der Topologie T besitzt.

BEWEIS. Sei d eine Metrik auf X, so dafl die durch d definierte Topologie 7; mit
7 iibereinstimmt. Zu der offenen Uberdeckung (U, n(2))sex von X gibt es dann nach
Satz 8.13 eine lokal endliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung V,,. Dann ist V :=(J>~ | V,
eine o—lokal-endliche Basis fiir 7 = 74.

Sei umgekehrt (X, 7) reguldr und besitze 7 eine o—lokal-endliche Basis B = J—, B,
mit lokalendlichen Mengensystemen B, = (B,,i)ics,, € N. Zunichst zeigen wir, dafl
(X, 7) parakompakt ist. sei also U = (U;);e; eine beliebige offene Uberdeckung von X.
Dann ist V,, :={V € B,,; B C U, fiir ein i € I} als Teilmenge von B,, lokal endlich und
V=, 2, V, ist eine offene Uberdeckung von X, da jedes U;, i € I, Vereinigung von
Mengen aus B ist. Nach Satz 8.11 ist (X, 7) parakompakt, da jede offene Uberdeckung
von X eine o-lokal-endliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung besitzt.

Nach Lemma 8.14 ist jedes B, ; eine F,~Menge und somit X \ B, ; eine GsMenge,
zu der nach Lemma 8.14 eine stetige Funktion ¢, ; : X — [0, 1] existiert mit B, ; = {z €
X5 pni(r) > 0}. Da B, lokal endlich ist, ist durch o,(x) == >, ; ¢ni(z) eine stetige
Funktion definiert und auch die Funktionen ¢, ; : X — [0, 1] sowie D, 9, ; mit

L @n,i(x)
Uni(@) == T+o.(2) (x € X)

sind stetig mit
0< Z@bm(x) <1 fiir alle x € X.

Wir definieren nun

dw.y) = 32" Y Wous@) ~ s (€ X)
n=1 iel

und weisen nach, daf d : X x X — [0,00) eine Metrik ist. Sind z,y € X mit = # y, so

gibt es ein n € N und ein ¢ € [, mit z € B,,,i C X \ {y}. Daher ist ¢,,;(y) = 0 < ¢, 1 ()

und somit d(z,y) > 0. Offensichtlich gilt auch d(x,y) = d(y, x) fiir alle z,y € X und auch

die Dreiecksungleichung ist unmittelbar klar. d ist also eine Metrik auf X.

Als gleichméBig konvergente Reihe von stetigen Funktionen ist fiir alle x € X die
Funktion d(z, ) : X — R, y — d(z,y) stetig auf (X, 7). Insbesondere ist fiir alle z € X,
e > 0, die Menge U.(z) := {y € X ; d(z,y) < €} offen in (X, 7). Ist umgekehrt U eine
beliebige Umgebung von z € X in (X, 7), so gibt es ein n € N und ein i € I, mit
r € B, ={y € X;¢,,(y) >0} C U. Insbesondere ist § := 27", ;(z) > 0 und somit
Us(x) € B,,; C U. Also ist U auch eine Umgebung von z in der durch die Metrik d
gegebenen Topologie 7; und es folgt 7 = 7. O

8.16. FOLGERUNG. Das topologische Produkt [ [, ; X; von mindestens zweielementigen
metrischen Raumen (X, d;), i € I ist genau dann metrisierbar, wenn I abzihlbar ist.

8.17. FOLGERUNG (Zweiter Metrisationssatz von Urysohn). Ein kompakter Haus-
dorffraum (X, T) ist genau dann metrisierbar, wenn T eine abzihlbare Basis besitzt.
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BEwEIs. Als kompakter Hausdorffraum ist (X, 7) insbesondere normal, also auch re-
gulér. Ist S ein lokal endliches Mengensystem, so gibt es zu jedem x € X eine offene
Umgebung U, von x, so dafl U, NS # () fiir hochstens endlich viele S € S. Da wir aus der
offenen Uberdeckung (U, ),cx wegen der Kompaktheit von (X, 7) eine endliche Teiliiber-
deckung auswéhlen konnen, kann S nur endlich viele Elemente haben. Insbesondere ist je-
des o-lokal-endliche Mengensystem in X schon abzéhlbar. Mit dem Metrisationssatz 8.15
folgt die Behauptung. O



