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4 INHALTSVERZEICHNIS

Vorbemerkung

Dieses Skriptum gibt den Inhalt einer zweistiindigen Vorlesung wieder, die ich im Som-
mersemester 2007 an der Universitdt des Saarlandes gehalten habe. Es handelt sich um
eine erste Einfithrung in die mengentheoretische Topologie, in der wegen der Kiirze des
Sommersemesters auf viele Dinge gar nicht eingegangen werden konnte. Das Skriptum
kann also nicht die Lehrbuchliteratur ersetzen.



KAPITEL 1

Topologische Grundbegriffe in metrischen und topologischen
R&umen

Die topologischen Grundbegriffe offene Mengen, abgeschlossene Mengen, Inneres einer
Menge und Abschlieffung einer Menge, Stetigkeit einer Abbildung, Konvergenz,... haben
wir in den Anféngervorlesungen Analysis 1 und 2 bereits in der speziellen Situation des
RN, CV, (etwa Kapitel 3 in [1]) oder allgemeiner in normierten Riumen, bzw. noch
allgemeiner in metrischen Rédumen (etwa Kapitel 8 in [1]) kennengelernt. Bevor wir zu
noch allgemeineren Situationen iibergehen, soll in diesem Kapitel nochmals an die Theorie
der metrischen Rédume erinnert werden.

1.1. DEFINITION. Sei X eine nicht leere Menge. Eine Abbildung d : X x X — [0, 00)
heifit Metrik auf X, falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(M1) Va,y € X : dz,y) =0 < z=1y.
(M2) Vz,y € X : d(xz,y) = d(y, x). (Symmetrie)
(M3) Va,y,z € X : d(z,z) < d(x,y) + d(y, z). (Dreiecksungleichung)

(X,d) heiBt dann ein metrischer Raum.

1.2. BEISPIELE. (a) Sei (£, ||-||) ein normierter Raum. Dann ist (&, d).|) mit d|.(x,y) :=
|z — gy fiir alle 7,y € X ein metrischer Raum. Wir nennen dj. die von der Norm || - ||
induzierte Metrik auf £. Insbesondere ist also RY versehen mit der durch den euklidischen
Betrag induzierten Metrik d|.| ein metrischer Raum.

(b) Sei ) # F C R? und p € F. Wir definieren die Zentralismus—Metrik d, : F x F —
[0, 00) durch

d (z,y) = |z —p|+|p—y|l fallsz#y
e 0 falls z =y

fir alle 2,y € F. Man rechnet leicht nach, daf§ die Bedingungen (M1)—(M3) erfiillt sind.
(c) Sei X eine nicht leere Menge. Wir definieren die diskrete Metrik d : X x X — [0, 00)

durch
0 fallsz=y
d =
(z.) {1 falls x # y

fiir alle z,y € X. Auch hier rechnet man unmittelbar nach, dafl die Bedingungen (M1)-
(M3) erfiillt sind.

1.3. BEMERKUNG. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei ) # Y C X. Man rechnet
unmittelbar nach, dafl dann (Y, d|yxy) ebenfalls ein metrischer Raum ist. Wir nennen
d|y «y die von d auf Y induzierte Metrik. Insbesondere wird also jede nicht leere Teilmenge
Y eines normierten Raums, versehen mit der durch dj.; auf Y induzierten Metrik zu einem
metrischen Raum.

Wir erinnern an die wichtigsten topologischen Grundbegriffe in metrischen Rdumen:

1.4. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum und zy € X.
5
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(a) Fiir € > 0 heifit die Menge U.(z) := {x € X ; d(z, x) < €} die e-Umgebung von
zo in (X, d).

(b) U C X heifit Umgebung von x, falls es ein € > 0 mit U.(xy) C U gibt.

(c) 2 C X heifit offen in (X,d), falls Q Umgebung eines jeden Punktes von 2 ist,
d.h. falls es zu jedem z € Q ein € = ¢(x) > 0 gibt mit U.(z) C Q.

(d) zo heifit innerer Punkt einer Teilmenge M von X, wenn M eine Umgebung von
xg ist, d.h. wenn es ein € > 0 gibt mit U.(z) C M.

(e) Fiir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M :=int(M) := {z € M ; x ist innerer Punkt von M}

der inneren Punkte von M das Innere oder der offene Kern von M in (X, d).

(f) Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen0 in (X, d), falls ihr Komplement
X \ A offen in (X, d) ist.

(g) xo heit Berihrungspunkt einer Menge M C X, falls fiir jede Umgebung U von
zo in (X, d) gilt: UN M # (.

(h) Fiir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M := {z € X ; z Beriihrungspunkt von M in (X,d)}

der Beriihrungspunkte von M in (X,d) die abgeschlossene Hiille oder die Ab-
schlieffung von M in (X, d).

BEMERKUNGEN. Sei (X, d) ein metrischer Raum und z, € X.

(a) Die Mengen X und ) sind sowohl offen als auch abgeschlossen in (X, d).
(b) Fiir jedes € > 0 ist die e~Umgebung U.(z() von zq in (X, d) offen.
(c) Fiir jedes € > 0 ist die Menge

B.(xg) :={r € X; d(x,x0) < e}

abgeschlossen in (X, d).

(d) Die Menge (0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen in (R, d|,).

(e) Sei X eine nicht leere Menge und d : X x X — [0, 00) die diskrete Metrik auf X
(vergl. Beispiel 1.2 (c¢)). Dann gilt fiir alle ¢ € (0,1] und alle z € X: U.(z) = {z}
und fiir alle € > 1 ist U.(z) = X. Sei M C X beliebig. Es folgt fiir alle z € M:
Ui(x) = {z} € M. Also ist M offen in (X,d). Da dies auch fiir X \ M gilt, ist
M auch abgeschlossen in (X, d). Alle Teilmengen von X sind somit beziiglich der
diskreten Metrik auf X sowohl offen als auch abgeschlossen.

Dies ist alles aus Analysis 2 bekannt.
Das folgende Lemma enthélt Aussagen iiber Durchschnitte bzw. Vereinigungen von
offenen und von abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums.

1.5. LEMMA. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Der Durchschnitt von endlich vielen in (X, d) offenen Teilmengen von X ist offen
in (X,d).

(b) Die Vereinigung von beliebig vielen in (X, d) offenen Teilmengen von X ist offen
in (X, d).

(c) Die Vereinigung von endlich vielen in (X, d) abgeschlossenen Teilmengen von X
ist abgeschlossen in (X, d).

(d) Der Durchschnitt von beliebig vielen in (X, d) abgeschlossenen Teilmengen von X
ist abgeschlossen in (X, d).
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BEWEIS. (a) Seien Gy, ...,G, endlich viele offene Mengen in (X,d) und sei =z €
Nj=; G beliebig. Zu jedem j € {1,...,n} gibt es ein g; > 0 mit U, (z) C G;. Mit
e = min{ey,...,&,} gilt dann: & > 0 und U.(x) € (j_, G;. Nach Definition 1.4/ (c) ist
M= G; also offen.

(b) Sei (G;);er eine beliebige Familie von in (X, d) offenen Teilmengen von X und sei
& € |J;e; Gi beliebig. Dann gibt es ein iy € I, so dafl « € G;,. Da G, offen ist, gibt es ein
e > 0 mit U.(z) C Gy, € U;e; Gi- Also ist | J,.; Gi offen in (X, d).

(¢) und (d) erhélt man aus (a) bzw. (b) durch Ubergang zum Komplement. O

Dieses Lemma legt eine noch allgemeinere Begriffsbildung nahe:

1.6. DEFINITION. Sei X # () eine Menge und 7 eine Menge von Teilmengen von X
mit den folgenden Eigenschaften:
(O1)0eT und X € T.
(O2) Endliche Durchschnitte von Elementen aus 7 liegen in 7.
(O3) Vereinigungen von beliebig vielen Elementen aus 7 liegen in 7.

Dann heiit 7 eine Topologie auf X und (X, 7) ein topologischer Raum. Die Elemente von
T heiflen die in (X, T) offenen Mengen.

1.7. BEISPIELE. Sei X eine Menge.

(a) 7 := {0, X} heifit die grobste (leere) oder indiskrete Topologie auf X.

(b) 7 :=P(X)(:= Potenzmenge) heiit die diskrete Topologie auf X.

(c) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Menge der bzgl. d offenen Teilmengen von
X definiert eine Topologie 7;. Es gilt:

T,={GCX;VeeG3e>0:U.(z) CG}.

(d) T:={0} U{G C X; X\ G ist endlich} definiert eine Topologie auf X.
(e) T := {0} U{G C X; X \ G ist hochsten abzéhlbar unendlich} definiert eine
Topologie auf X.

Es zeigt sich, dafl - mit Ausnahme des Begriffs der e-Umgebung - alle in Definition 1.4
eingefiithrten Begriffe auch in topologischen Rdumen sinnvoll eingefiihrt werden kénnen.

1.8. DEFINITION. Sei (X,7) ein topologischer Raum und z € X.

(a) Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen in (X,d), falls ihr Komplement
X \ A offen in (X, 7) ist.

(b) Eine Menge U C X heifit Umgebung von zg, falls es eine offene Menge G C X
gibt mit xqg € G C U gibt.

(c) xo heiBt innerer Punkt einer Teilmenge M von X (beziiglich 7), wenn M eine
Umgebung von z ist, d.h. wenn es eine offene Menge G C X gibt mit o € G C
M.

(d) Fiir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M :=int(M) := {x € M ; x ist innerer Punkt von M}

der inneren Punkte von M das Innere oder der offene Kern von M in (X, 7).
(e) xo heiBt Berihrungspunkt einer Menge M C X (beziiglich 7)), falls fiir jede
Umgebung U von zg in (X, 7) gilt: UN M # ().
(f) Fiir eine Teilmenge M von X heifit die Menge

M := {z € X ; z Beriihrungspunkt von M in (X,7)}

der Beriihrungspunkte von M in (X,7) die abgeschlossene Hiille oder die Ab-
schlieffung von M in (X, 7).
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(g) =z € X heiit Randpunkt einer Teilmenge M von X, falls x Beriihrungspunkt von
M und von X \ M ist. Die Menge

0A = {x € X|x Randpunkt von M}
nennen wir den (topologischen) Rand von M bzgl. T.

Aus (O1) - (O3) erhélt man durch Ubergang zu den Komplementen:

1.9. LEMMA. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Die Menge A aller abgeschlossenen
Teilmengen hat die folgenden Eigenschaften.

(A) 0 e T und X € T.

(A2) Beliebige Durchschnitte von Elementen aus A liegen in A.

(A3) Endliche Vereinigungen von Elementen aus A liegen in A.
Ist umgekehrt A eine Familie von Teilmengen einer Menge X, die den Bedingungen (A1)
- (A3) gendigt, so ist durch

Ta={X\A; Ac A}

eine Topologie auf X gegeben, fir die A gerade die Menge aller beziiglich T abgeschlosse-
nen Teilmengen von X 1ist.

1.10. LEMMA. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Fir x € X bezeichnen wir mit
U(x) die Menge aller Umgebungen von x in (X, 7). Die Menge {(z)|x € X} geniigt den
folgenden Bedingungen (U1) - (U4):

(Ul) Ueilz), VOU=V eix).

(U2) U, Uy € () (k € N) = N, U € 8U(x).
(U3) U elz)=zeU.

(U Uedlz)=BVedlz)VyeV U ey)).

Dies zeigt man durch direktes Nachrechnen.

1.11. LEMMA. Sei (X, T) ein topologischer Raum. FirV C X sind dquivalent:
(a) V ist offen.

(b) Fiir alley € V ist V € (y).

(c) Fir alley € V gibt es eine Umgebung U € U(y) mit U C V.

BEWEIS. Ist V offen und y € V beliebig, so ist V' nach Definition der Umgebungen
insbesondere eine Umgebung von y. Aus (a) folgt also (b).

Die Implikation von (b) nach (c) ist offensichtlich.

Sei nun (c) erfiillt. Dann gibt es zu jedem y € V' eine Umgebung U, C V' von y. Nach
Definition der Umgebung gibt es dann eine offene Menge G, in (X, 7) mity € G, C U, C
V. Es folgt also

VQUGyQV und somit V:UGy.
yev yev

Als Vereinigung von offenen Mengen ist V' also nach (O3) offen in (X, 7). O

1.12. LEMMA. Ist X eine Menge und ist fir alle x € X ein Mengensystem $4(x)
gegeben, welches die Bedingungen (U1) - (U4) in Lemma [1.10 erfillt, so ist durch

Ty ={GCX;VyeG:GeiUy)}

eine Topologie auf X gegeben. Ist 4 = {h(z); x € X} das Umgebungsystem einer Topo-
logie T, so stimmt Ty mit T tiberein.
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Man kann also auch auf diese Weise mit Hilfe der Umgebungsaxiome (U1) - (U4) die
Topologien einfiihren.

Ein topologischer Raum (X, 7) heifit metrisierbar, falls es auf X eine Metrik d gibt,
so daf} die zugehorige Topologie

T,={GCX;VeeGIe>0:U.(x) CG}

mit 7 {ibereinstimmt. Wir werden gleich sehen, dafl nicht jeder topologische Raum me-
trisierbar ist.

1.13. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, 7°) heifit separiert oder Hausdorffraum
oder To—Raum falls es zu je zwei Punkten x,y € X mit x # y Umgebungen U von x
und V' von y in (X,7) gibt mit U NV = (. Wir sagen dann auch: Die Topologie T ist
separiert.

1.14. BEISPIELE. (a) Jeder metrische Raum (X,d) ist versehen mit der durch
seine Metrik 7; definierten Topologie ein Hausdorffraum.

(b) Besitzt X mehr als ein Element, so ist X versehen mit der indiskreten Topologie
kein Hausdorffraum. Insbesondere ist die indiskrete Topologie auf Mengen mit
mehr als einem Element nicht metrisierbar.

1.15. BEMERKUNG. Ist (X, 7)) ein Hausdorffraum, so ist fiir alle x € X die einpunktige
Menge {z} abgeschlossen in (X, 7).

BEWEIs. Ist x € X beliebig, so gibt es wegen der Separiertheit von 7 zu jedem
y € X \ {z} eine Umgebung U, von y mit U, N (X \ {z}) = 0. Nach Lemma 1.11 ist {z}
also abgeschlossen. 0

1.16. DEFINITION. Sei (X,7) ein topologischer Raum und z € X. Eine Familie
B(x) C YU(z) von Umgebungen von z heiit Umgebungsbasis fiir x (oder auch Fundamen-
talsystem von Umgebungen von x), falls es zu jeder Umgebung U € U(z) ein V € B(z)
gibt mit V' C U.

Ist fiir jedes x € X eine Umgebungsbasis B(z) fiir x gegeben, so nennt man B :=
{B(z);x € X} eine Umgebungsbasis von (X, T).

1.17. BEISPIELE. (a) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fir alle x € X ist dann
B(z) := {U(x);n € N} eine Umgebungsbasis von = (bzgl. der durch d auf X
gegebenen Tgpologie Ta).

(b) Sei (X, 7) ein topologischer Raum und z € X. Dann ist B(z) := {G € T;z € G}
eine Umgebungsbasis fiir z.

Wir sagen: Ein topologischer Raum (X, 7) geniigt dem ersten Abzihlbarkeitsaxiom,
falls jeder Punkt aus X eine abzidhlbare Umgebungsbasis besitzt. Beispiel [1.17/ (a) besagt
also insbesondere, dafl jeder metrische Raum dem ersten Abzdhlbarkeitsaxiom geniigt.

1.18. BEMERKUNGEN. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(a) Sei B(x) eine Umgebungsbasis fiir z € X. Dann erhélt man das Umgebungssy-
stem U(z) von x durch: U(z) ={U C X ; IV &€B(z):V CU}.

(b) Ist B eine Umgebungsbasis von offenen Mengen in (X,7), so ergeben sich aus
(U1) — (U4) und 1.5 die Aussagen:
Bl) Ve e X :B(z)# 0 und z € V fiir alle V € B(x).
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(B2) VV,Vo € B(x) IV € B(x): VCVinl.
(B3) Ist y € V € B(x), so existiert W € B(y) mit W C V.

(c) Umgekehrt gilt: Ist fiir jedes Element z einer Menge X eine Familie B(z) von
Teilmengen von X gegeben, so dafl (B1) — (B3) erfiillt sind, so gibt es genau eine
Topologie 7 auf X fiir die B := {$B(x);x € X} eine Umgebungsbasis von (X, 7)
ist, die aus 7 —offenen Mengen besteht.

Beweis als Ubung.

Die Bezeichnungen offener Kern und abgeschlossene Hiille in Definition 1.8 werden
gerechtfertigt durch das folgende Lemma:

1.19. LEMMA. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und M C X.
(a) int(M) ist die gréfite in M enthaltene offene Teilmenge von X. Es gilt

(1.1) int(M) = | {G € M ; G ist offen in (X, T)}.

(b) Es gilt: M =int(M) <= M st offen in (X, T).
(¢) int(M) = int(int(M)).
(d) M ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M enthilt. Es gilt

(1.2) M = ﬂ{A C X; M C A und A ist abgeschlossen} .

(e)
(f)

t: M =M < M ist abgeschlossen.
M.

s gl

SIS

BEWEIS. (a) Wir zeigen zunéchst, dafl int(M) offen in (X, 7) ist. Sei also xy € int(M)
beliebig. Nach Definition von int(M) gibt es dann eine offene Menge G C M mit xy € G.
Da G offen ist, ist M auch Umgebung von allen Punkten y € G. Somit ist also G C int(M).
Zu jedem Punkt aus int(M) gibt es also eine Umgebung dieses Punktes, die noch ganz in
int(M) enthalten ist. Nach Lemma [1.11 int(M) ist also offen.

Ist nun G eine beliebige in (X, 7)) offene Teilmenge von M, so ist M fiir alle z € G
eine Umgebung von z und somit G C int(M ). Insbesondere folgt (1.1)).

(b) “=" folgt unmittelbar aus (a) und “<=" ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition der offenen Mengen und des offenen Kerns.

(c) folgt aus (a) und (b).

(d) Wir zeigen zunichst M C M. Ist € M beliebig, so gilt fiir alle Umgebungen
Uvon z in (X,7): x € UN M und somit U N M # (. Jeder Punkt aus M ist also
Beriihrungspunkt von M.

Wir zeigen nun, da M abgeschlossen ist in (X,7), indem wir zeigen, da X \ M
offen ist. Sei also 2 € X \ M beliebig. Da z kein Beriihrungspunkt von M ist, gibt es eine
Umgebung U, von z mit U N M = (). Diese enthélt nach Definition der Umgebung eine
offene Menge G, mit z € GG,.. Fiir alle y € GG, ist also U, auch eine Umgebung von y mit
U, "M = (. Es folgt also G, € X \ M. X \ M ist also Umgebung eines jeden Punktes
x € X \ M. Nach Lemma [1.11ist X \ M also offen und M somit abgeschlossen.

Sei nun A eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von X mit M C A. Da X \ A offen
ist, ist X \ A zu jedem = € X \ A eine Umgebung von z, die zu A und somit auch zu M
disjunkt ist. Die Punkte aus X \ A sind daher keine Beriihrungspunkte von M. Also ist
M C A und es folgt die Behauptung.

(e) folgt unmittelbar aus (d) und (f) ist eine Konsequenz von (d) und (e). O

Die folgenden Rechenregeln fiir die abgeschlossene Hiille und den offenen Kern werden
in den Ubungen gezeigt:
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1.20. LEMMA. Sei (X, T) ein topologischer Raum und seien A und B zwei Teilmengen
von X. Dann gilt:
(a) A= X \int(X \ A) und int(B) = X \ X \
(b) int(AN B) = int(A) Nint(B) und AU B =
¢) int( BC
d)

int(AU B) D int(A) Uint(B) und AN
O(X\ A) =0A = A\ int(A)

1.21. DEFINITION. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge M von X heifit
dicht in X beztiglich 7, falls M = X. (X, 7) heifit separabel falls (X, 7T) eine abzdhlbare
dichte Teilmenge besitzt.

Man kann Topologien auch iiber Kern— oder Hiillenoperationen einfithren. Fiir die
Kernoperation fithren wir dies im folgenden Lemma aus. Fiir die Hiillenoperation sei auf
Ubungsaufgabe verwiesen.

1.22. LEMMA. Sei X eine Menge und sei k : P(X) — P(X) eine Abbildung mit den
Figenschaften

(a) K(X) = X.

(b) VM C X: k(M)

(c) VA,BC X: k(A

(d) VM C X: k(k(M))
Dann ist durch

C
N B) = k(A) N k(B).
(M).

T. ={MCX;r(M)=M}
eine Topologie auf X gegeben. Fiir diese gilt k(M) = int(M) fir alle M C X.
BEWEIS. Aus (a) und (b) folgt X € 7, und @) € 7. Mit (c) zeigt man induktiv, daB

endliche Durchschnitte von Mengen aus 7, wieder in 7, liegen. Ist schliefllich (M;);c; eine
beliebige Familie von Mengen aus 7,; so folgt mit (b) und wegen

Mi:/{(Mi):/{<MiﬂUMj> _— m(UM) CK(UM)

jel jel

HE';i

fiir alle i € I durch Ubergang zur Vereinigung:
el i€l i€l

Also hat 7,; die definierenden Eigenschaften (O1) - (O3) einer Topologie.

Ist M eine beliebige Teilmenge von X, so ist k(M) € 7, (wegen (d)) und es folgt fir
alle G = k(G) € 7, mit G C M:

K(G)=k(GNM)=r(G)NK(M)=GNkr(M)C M.

k(M) ist also die grofite in (X, 7Z,) offene Teilmenge von M, stimmt also nach Lemma
1.19 mit dem Inneren von M beziiglich 7 iiberein. U

1.23. DEFINITION. Sei (X,7) ein topologischer Raum und M eine Teilmenge von X.
Ein Punkt xy € X heif3t

o Hiufungspunkt von M, falls jede Umgebung von x( einen von xy verschiedenen
Punkt aus M enthélt.
e isolierter Punkt von M, falls es eine Umgebung U von ¢ gibt mit UNM = {zq}.

Mit diesen Bezeichnungen sieht man leicht:
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1.24. LEMMA. Sei M eine Teilmenge eines topologischen Raums (X;7T). Dann gilt
M = {z € X; x ist ein isolierter Punkt von M oder ein Héiufungspunkt von M},

d.h. jeder Beriihrungspunkt von M ist entweder ein isolierter Punkt von M oder ein
Haufungspunkt von M.

1.25. DEFINITION. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Menge B von offenen
Teilmengen von X heifit eine Basis der Topologie T, falls jede in (X,7) offene Menge
eine Vereinigung von Mengen aus B ist.

1.26. BEISPIELE. (a) Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist {U.(z); x € X, e > 0}
eine Basis der durch die Metrik d definierten Topologie 7.

(b) Ist X eine Menge, so ist {{x}, reX } eine Basis fiir die diskrete Topologie auf
X.

Man sagt: Ein topologischer Raum (X, 7) geniigt dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom,
falls es in (X, 7)) eine abzéhlbare Basis fiir die Topologie 7  gibt.

1.27. BEISPIELE. (a) Der RY versehen mit der euklidischen Topologie 7} geniigt
dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom. Eine abzdhlbare Basis fiir 7}, ist gegebenen
durch

B={U(z); x € Q"}.
(b) Jede Menge X erfiillt - versehen mit der indiskreten Topologie - das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom.

1.28. LEMMA. Sei B eine Menge von Teilmengen einer Menge X, welche den folgenden
beiden Bedingungen gendigt:

(@) |JB=x.

BeB
(b) Fir alle By,Bs € B und alle x € By N By gibt es eine Menge By € B mit

T e Bg Q B1 N BQ.
Sei T :={Ugea B; AC B} die Menge aller Vereinigungen von Elementen aus B. Dann
ist T eine Topologie und jede Topologie auf X, welche B als eine Basis hat, stimmt mit
T fdberein.

Zum Beweis rechnet man nach, daf§ die Forderungen (O1) - (O3) erfiillt sind. Aus der
Definition der Basis ergibt sich dann die Eindeutigkeitsaussage. Man beachte hierbei, daf3
0 e T gilt wegen O = gy B-

1.29. DEFINITION. Sei Y eine Teilmenge eines topologischen Raums (X, 7). Dann ist
durch
Ty ={GNY;GeT}
eine Topologie auf Y gegeben. 7y heifit die Unterraumtopologie, Relativtopologie, Spurto-
pologie oder die von T aufY induzierte Topologie.

Ist Y Teilmenge eines metrischen Raums (X, d) und 7; die durch die Metrik auf X
gegebene Topologie, so stimmt die durch d|y .y auf Y gegebene Topologie iiberein mit der
von der durch 7 auf Y induzierten Topologie. Ist (X, d) separabel, so auch (Y, d|yxy) . In
allgemeinen topologischen Réaumen trifft dies im Allgemeinen nicht mehr zu. Dies wollen
wir durch ein Beispiel belegen:
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1.30. BEISPIEL. Wir betrachten auf R? die Familie B := {B,s; o, 3 € R} aller Teil-
mengen der Gestalt
Bag = {(z,y) € R*; x> o,y > B}
B erfiillt offensichtlich die Bedingung (a) in Lemma [1.28 und wegen

BoypiNBay g, = Bap mit a :=max{a,a} und f = max{f, o} (ou,aq, [, € R)

auch die Bedingung (b). Gem#f Lemma [1.28/ist B also Basis einer eindeutig bestimmten
Topologie 7. Dann gilt:
(a) M :={(n,n); n € N} liegt dicht in (R? 7). Der topologische Raum (R? 7) ist
also separabel.
(b) Y := {(z, —z); x € R} ist (versehen mit der Unterraumtopologie) nicht separa-
bel.
(c) (R?,T) ist nicht separiert, induziert aber auf Y die separierte diskrete Topologie.

BEWEIS. (a) Ist (u,v) € R? beliebig und ist U eine beliebige Umgebung von (u,v)
in (R%,7), so enthiilt U eine offene Menge G' mit (u,v) € G. Da G eine Vereinigung
von Mengen aus B ist, gibt es also a,f € R mit (u,v) € By € G C U. Fiir alle
n > max{a, 3} aus N gilt dann (n,n) € Bog N M C U N M. Also ist (u,v) € M fiir alle
(u,v) € R? d.h. M liegt dicht in (R? 7).

(b) Fiir alle x € R ist die Menge {(z,—z)} =Y N B, _, offen in der durch 7 auf YV’
induzierten Topologie, d.h. 7 induziert auf Y die diskrete Topologie. Da R und somit auch
Y nicht abzéhlbar ist, kann Y keine beziiglich der diskreten Topologie dichte abzéhlbare
Teilmenge enthalten.

(¢) ist nun klar. O

1.31. DEFINITION. Sei S eine Familie von Teilmengen einer gegebenen Menge X. Sei
Bs = { ﬂ S'; F endliche Teilmenge von S } .
SeF
Bs erfiillt offensichtlich die Bedingung (b) in Lemma [1.28 und wegen

ﬂS:{xeX;xESﬁiralleSe@}:X
Sel

auch (a). Daher ist Bs Basis einer eindeutig bestimmten Topologie 75 auf X. 7g heifit die
durch S erzeugte Topologie und & nennt man ein Erzeugendensystem oder eine Subbasis
dieser Topologie.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 1.

1.1. AUFGABE. Wir betrachten in R das folgende Mengensystem
T :={(-o0,a); a e RU{oc}} U{0}.

(a) Zeigen Sie, dafl 7 ist eine Topologie auf R ist.

(b) Beschreiben Sie die abgeschlossenen Teilmengen von (R, 7).

(c) Berechnen Sie die Menge der Beriihrungspunkte und den topologischen Rand von
{2007} in (R, 7).

(d) Berechnen Sie das Innere und die Abschlieung von (—2007,00) in (R, 7).

1.2. AUFGABE. Geben Sie alle moglichen Topologien auf der Menge X := {1,2} an.

1.3. AUFGABE. Sei (X,7) ein topologischer Raum und M C X. Zeigen Sie:
(a) M ist offen in (X,7) genau dann, wenn M N OM = ().
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(b) M =M UOM.

1.4. AUFGABE. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf X. Fiir z € X sei [2] := {y € X; y ~ x} die Aquivalenzklasse von z beziiglich ~. Mit
X/~ bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ~. Zeigen Sie, da8

T.={GCX/.;{reX;[z]cG}eT}

eine Topologie auf X /. definiert. Diese heifit die Quotiententopologie und der topologische
Raum (X/.,7.) heiBt der Quotientenraum von (X, 7) beziiglich ~

1.5. AUFGABE. Zeigen Sie: Ist (X, d) ein separabler metrischer Raum und ) #Y C X
so ist auch (Y, d|y«y) separabel.

1.6. AUFGABE. Sei (X, 7)) ein topologischer Raum und seien A und B zwei Teilmengen
von X. Zeigen Sie:

(a) A= X \int(X \ A) und int(B) = X \ X \ B.

(b) int(AN B) = int(4) Nint(B) und AUB = AU B.

(c) int(AU B) D int(A)Uint(B) und AN B C AN B. Belegen Sie durch ein Beispiel,
dafl diese Inklusionen echt sein kénnen.

(d) O(X \ A) = 0A = A\ int(A).

1.7. AUFGABE. Sei X eine Menge und sei h : B(X) — PB(X) eine Abbildung mit den
Eigenschaften

(a) h(0) = 0.

(b) VM C X: M C h(M).

(c) VA,BC X: h(AUB) = h(A) U h(B).

(d) VM C X: h(h(M)) = h(M).
Dann gibt es genau eine Topologie 7;, auf X, deren abgeschlossene Teilmengen iiberein-
stimmen mit

A ={M CX; h(M)=M}.
Fiir diese Topologie gilt h(M) = M fiir alle M C X.

1.8. AUFGABE. Sei R\ Q versehen mit der Topologie
T:={GCR\Q;Vz€GI>0:{ycR\Q; ly—=z|<c} CG}.

Zeigen Sie, dafl (R \ Q,7) eine Umgebungsbasis besitzt, die aus Mengen besteht, die
sowohl offen als auch abgeschlossen sind.



KAPITEL 2

Stetigkeit und Konvergenz

In metrischen Rdumen kann der Begriff der Stetigkeit in einem Punkt auf mehrere
Arten eingefiihrt werden. Eine Abbildung f : X — Y von einem metrischen Raum (X, d)
in einen metrischen Raum (Y, d') heiit stetig in einem Punkt xo € X, falls eine der vier
dquivalenten Bedingungen des folgenden aus der Analysisvorlesung bekannten Lemmas
erfiillt ist.

2.1. LEMMA (Vergl. z.B. Lemma 8.9 in [1] ). Seien (X, d) und (Y,d') zwei metrische
Rdume. Fir eine Abbildung f : X — Y und einen Punkt xq € X sind die folgenden vier
Aussagen dquivalent:

(a) Fiir jede Umgebung U von f(xq) in (Y,d') ist f~(U) eine Umgebung von xq in
(X,d).

(b) Ve >030>0  f(Us(xo)) € Ue(f(20))-

() Ve> 030 >0Vr € X d(z,x0) <6 = d(f(x), f(xg)) <e.

(d) f ist folgenstetig in o, d.h. fir jede gegen xy konvergente Folge (x,)5, in (X, d)
gilt f(xn) — f(zo) flir n — oo.

Waéhrend die zweite und dritte dieser dquivalenten Bedingungen in topologischen
Rédumen keinen Sinn machen, ist die erste problemlos auf den Fall allgemeiner topolo-
gischer Rdume iibertragbar. Wir definieren also:

2.2. DEFINITION. (X3,77) und (X5, 73) seien topologische Raume. Eine Abbildung
f X1 — X, heiBt stetig in einem Punkt x € X, falls fir jede Umgebung U von f(x) die
Menge f~1(U) eine Umgebung von z in (X1, 7;) ist. f heifit stetig, falls f in allen z € X,
stetig ist.

Wie steht es nun mit dem Folgenkriterium? Die Konvergenz von Folgen 148t sich ohne
Probleme in topologischen Rdumen einfiihren:

2.3. DEFINITION. Ist xy ein Punkt in einem topologischen Raum (X, 7), so nennen
wir eine Folge (x,,)%2, konvergent in (X, 7T) gegen xg, falls es zu jeder Umgebung U von
xo ein ng € N gibt, so daf fir alle n > n_ gilt: f(x,) € U. Wir schreiben dann z,, —
fiir n — oo.

Der Grenzwert ist im nicht separierten Fall hierdurch nicht eindeutig bestimmt. Ist
z.B. T die indiskrete auf X, so konvergiert jede Folge aus X gegen jeden Wert aus X.

2.4. LEMMA. Ist f : X — Y eine Abbildung von einem topologischen Raum (X, T)
in einen topologischen Raum (Y,T"), die in einem Punkt xo € X stetig ist, so ist f in
xo auch folgenstetig, d.h.: Fir jede gegen xy in (X,T) konvergente Folge (,), gilt
f(zn) — f(xo) firn — oc.

BEWEIS. Sei also (x,)22, eine beliebige in (X, 7") gegen xy konvergente Folge und sei
U eine beliebige Umgebung von f(zg) in (Y, 7). Wegen der Stetigkeit von f in z ist dann
V = f~Y(U) eine Umgebung von x¢ in (X, 7). Wegen z,, — x¢ in (X, 7) fiir n — oo gibt
es also ein ng € N, so daf fiir alle n > n_ z, € V und somit auch f(z,) € U gilt. Damit
folgt f(z,) — f(zo) in (Y, 7") fiir n — oo. O

15
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Anders als in metrischen Rdumen gilt die Umkehrung hierzu in topologischen Réumen
im allgemeinen nicht. Vergl. hierzu die Aufgabe 2.2l

2.5. SATZ. Fir eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Raumen (X, T)
und (Y, 7T") sind dquivalent:

(a) f ist stetig.

(b) Fiir jede Menge M C X ist f(M) C f(M).

(c) Ist A CY abgeschlossen, so ist f~*(A) abgeschlossen in (X, T).

(d) Ist G CY offen, so ist f~HG) offen in (X,T).

BEWEIS. “(a)==-(b)”: Sei f auf X stetig und sei M C X beliebig. Ist x ein beliebiger
Punkt aus M und V C Y eine beliebige Umgebung von f(z) in (Y,7"), so ist wegen
der Stetigkeit von f in z die Menge f~'(V) eine Umgebung von z in (X,7). Da x ein
Beriithrungspunkt von M ist, gibt es daher ein u € f~1(V)N M. Es folgt f(u) € VN f(M)
und somit V' N f(M) # 0 fir alle Umgebungen V' von f(x). Also ist f(x) € f(M) fiir alle
x e M.

“(b)=(c)”: Ist (b) erfiillt und ist A eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von Y,
so folgt mit M := f~1(A) (wegen A = A nach Lemma [1.19) aus (b)

fM) S f(M)C A=A

und hieraus
JTHA =M CM=[(A) (4.
Nach Lemma [1.19/ist f~'(A) also abgeschlossen in (X, 7).

“(c)=(d)”: Sei (c) erfiillt und sei G C Y eine beliebige in (Y,7") offene Menge.
Dann ist Y\ G abgeschlossen in (Y, 7”) und daher nach Voraussetzung auch f~(Y'\ G) =
X\ fH@G) abgeschlossen in (X, 7). Also ist f~1(G) offen in (X, 7).

“(d)==(a)”: Ist schlieBlich (d) erfiillt und x € X beliebig sowie U eine beliebig vor-
gegebene Umgebung von f(x) in (Y,7"), so gibt es nach Definition der Umgebung eine
offene Menge G € 7' mit f(zr) € G C U. Nach Voraussetzung ist daher f~!(G) offen in
(X, 7) und erfiillt x € f~1(G) C f~Y(U). Fiir jedes x € X und fiir jede Umgebung U von
f(x)in (Y, 7T’) ist daher f~(U) eine Umgebung von z in (X, 7), d.h. f ist in allen z € X
stetig. 0]

2.6. SATzZ. Seien (X;,7;) (7 = 1,2,3) topologische Riume und seien f : X1 — Xy und
g : Xy — X3 Abbildungen. Sind f und g stetig (bzw. [ stetig in x und g stetig in f(x)),
so ist auch g o f stetig (bzw. stetig in x).

Dies rechnet man leicht nach.

2.7. DEFINITION. Eine Menge X heifit teilweise oder auch partiell geordnete Menge
(bei vielen Autoren auch geordnete Menge), falls sie mit einer Ordnungsrelation “=<”"
versehen ist, das ist eine Relation mit den Eigenschaften:

) VeeX: z<ux

(i) Ve,ye X i (e <yundy <z) =z =y.

(i) Vo,y,z e Xt (zx yundy <2) =z = 2.

Zwei Elemente von X miissen hierbei nicht vergleichbar sein. Gilt jedoch fiir alle a,b € X
die Beziehung a < b oder b < a, so heifit die Menge X total geordnet.

Eine teilweise geordnete Menge (X, <) heifit nach oben bzw. nach unten gerichtet falls
es zu je zwei Elementen a,b € X eine obere bzw. untere Schranke ¢ € X gibt, also ein
Element ¢ € X mit a < cund b < ¢ bzw. mit ¢ < a und ¢ < b.
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2.8. BEISPIELE. (a) Alle Teilmengen X von R sind bzgl “<” total geordnet und
nach oben und unten gerichtet.
(b) Die Menge aller endlichen Teilmengen einer Menge I ist durch die Inklusion halb-
geordnet und nach oben gerichtet.
(c) Ist B(x) eine Umgebungsbasis eines Punktes x in einem topologischen Raum
(X,T), so ist die durch die Inklusion auf B(z) gegebene teilweise Ordnung nach
unten gerichtet (vergl. (B2) in Bemerkung [1.18)).

Ist (A, <) eine nach unten gerichtete Menge, so ist durch
aCf=pf=a (,fcAh)

eine Ordnung gegeben, die nach oben gerichtet ist. Wenn im folgenden von gerichteten
Mengen die Rede ist, meinen wir stets nach oben gerichtete Mengen. Wegen der eben
angegebenen Konstruktion ist dies keine wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit.

Eine Folge in einer Menge X ist bekanntlich eine Abbildung von der (nach oben)
gerichteten Menge N (oder von {n € Z; n > m} fiir ein m € Z) nach X. Allgemeiner
definieren wir:

2.9. DEFINITION. Unter einem Netz oder einer verallgemeinerten Folge oder Moore—
Smith—Folge in einer Menge X verstehen wir eine Abbildung = : o — x, von einer
gerichteten Menge A nach X. Wie bei Folgen schreiben wir sie in der Form (z,)aca oder
kurz (z,)a, falls der Indexbereich A aus dem Zusammenhang her klar ist.

Jede Folge insbesondere ein Netz.
Der Begriff der Konvergenz 1é8t sich nun leicht auf Netze iibertragen:

2.10. DEFINITION. Ein Netz (2, )aeca iiber der gerichteten Indexmenge (A, <) in einem
topologischen Raum (X, 7) heifit konvergent gegen einen Punkt z, € X in (X, 7), falls
es zu jeder Umgebung U von z, ein ay € A, so daB fiir alle o = oy gilt z, € U. Wir
schreiben dann z, — ..

In einem metrischen Raum (X, d) ist bekanntlich ein Punkt z € X genau dann ein
Haufungspunkt einer Teilmenge M von X, wenn es eine gegen = konvergente Folge aus
M \ {z}. Die Aussage bleibt richtig in allgemeinen topologischen Riumen, wenn wir
“Folgen” durch “Netze” ersetzen.

2.11. LEMMA. Genau dann ist ein Punkt a € X ein Hdaufungspunkt einer Teilmenge
M eines topologischen Raums (X, T), wenn es ein gegen a konvergentes Netz in M \ {a}
qibt.

BEWEIS. Ist (Z,)aca €in gegen a konvergentes Netz aus X \ M, indiziert durch eine
gerichtete Indexmenge (A, =) und ist U eine beliebige Umgebung von a in (X,7), so
gibt es nach Definition der Konvergenz ein ay € A, so daf fiir alle a = ay gilt z, €
UnN(M\{a}). Insbesondere ist U N (M \ {a}) # 0 fiir alle Umgebungen U von a, d.h.: a
ist eine Haufungspunkt von M.

Sei nun a ein Haufungspunkt der Menge M. Die Menge {(a) aller Umgebungen ist
eine durch die Inklusion teilweise geordnet und nach unten gerichtete, also durch

U<VieVCU (UV eia)

noch oben gerichtete Menge. Da a ein Haufungspunkt ist, gibt es zu jeder Umgebung U
von a ein xy € M \ {a}. Hierdurch ist ein Netz (zy)yeyun) von Punkten aus M \ {a}
gegeben. Ist U eine beliebige Umgebung von a, so gilt fiir alle V' € (a) mit V' = U (d.h.
mit V C U) zy € V C U. Also konvergiert (zy)ueyu) gegen a. O
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Wie wir schon im Fall konvergenter Folgen gesehen haben, kann es mehrere Punkte
geben, gegen die ein Netz konvergiert. In topologischen Hausdorffraumen ist dies jedoch
nicht moglich:

2.12. SATZ. Fir einen topologischen Raum (X,7T) sind die beiden folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) (X,T) ist ein Hausdorffraum.

(b) Jedes konvergente Netz in (X,T) hat einen eindeutig bestimmten Grenzwert.

BEWEIS. Sei (X,7) ein topologischer Hausdorffraum und sei (z,)aca €in gegen einen
Punkt a € X und gegen einen Punkt b € X konvergentes Netz aus X.

Annahme: a # b. Nach Voraussetzung gibt es dann eine Umgebung U, von a und
eine Umgebung U, von b mit U, N U, = (). Wegen z, — a und z, — b gibt es a4, ap € A
mit x, € U, fiir alle a = o, und x5 € U, fiir alle 8 = . Da (A, <) gerichtet ist, gibt es
ein v € A mit a, < v und o = . Hieraus erhdlt man den Widerspruch x, € U,NU}, = 0.
Also war die Annahme falsch. Das Netz (x4)aca kann also nur gegen hochstens einen
Punkt konvergieren.

Ist (X,7) kein Hausdorffraum, so gibt es zwei Punkte a,b € X mit a # b, so daf fiir
alle Umgebungen U € #(a) von a und V' € 4(b) von b wenigstens ein Punkt zyvy € UNV
existiert. H(a) x LU(b) wird zu einer gerichteten Indexmenge durch

(U, V1) 2 (U2, V2) 1= U C UL und V2 © V1, (U1, V1), (U2, Vs) € U(a) x U(b)) .

Sind nun U, € H(a) und V;, € U(b) beliebig vorgegeben, so gilt fiir alle (U, V') € U(a) x 4(b)
mit (Uy, V) 2 (U, V): 2y € UNV C U, NV, Also folgt xyy) — a und z@yvy — 0. O

Das Analogon zum Folgenkriterium (Aquivalenz von (a) und (d) in Lemma 2.1) lautet
nun:

2.13. SATZ. Fiir eine Abbildung f : X — Y won einem topologischen Raum (X, Tx)
in einen topologischen Raum (Y, Ty) und einen Punkt a € X sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) f ist in a stetig.

(b) Fir jedes gegen a in (X, Tx) konvergente Netz (To)aca gilt f(xq) — f(a).

BEWEIS. Sei f in a stetig und sei (%4 )aphaca €in beliebiges in (X, 7) gegen a konver-
gentes Netz in X. Ist U eine beliebige Umgebung von f(a) in (Y,7"), so ist f~1(U) wegen
der Stetigkeit von f in a eine Umgebung von a in (X, 7). Wegen z, — a gibt es also ein
ap € A, so daB fiir alle « = g aus A gilt x, € f~1(U) also auch f(a) € U. Also gilt
F(a) — f(a) in (v, T")

Sei nun (b) erfiillt. Wir machen die Annahme, daf§ f in a unstetig ist. Dann gibt es
eine Umgebung U von f(a) in (Y, 7"), fiir die W := f~1(U) keine Umgebung von a ist. Die
Menge (a) aller Umgebungen von a in (X, 7) ist gerichtet vermoge der Ordnungsrelation

izl = WV  (V,Vheia)).

Da W keine Umgebung von a ist, gibt es zu jedem V' € (a) ein xy € X \ W. Das Netz
(zv)vey() ist dann ein in (X, 7)) gegen a konvergentes Netz, denn: Ist 1 € 4(a) beliebig,
so gilt fur alle V' = V4 (d.h. V C Vp) aus U(a): vy € V C Vi, Nach Voraussetzung gilt
f(xo — f(a) in (Y,7") im Widerspruch zu f(z,) ¢ U fiir alle @ € {(a). Die Annahme
war also falsch und es folgt die Stetigkeit von f in a. U

2.14. DEFINITION. Zwei topologische Raume (X7, 77) und (Xs, 73) heilen zueinander
homdomorph, falls es eine bijektive Abbildung f : X; — X, gibt, so da8 f und f~! stetig
sind. Eine solche Abbildung f heifit dann eine Homdomorphie.
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Zwei zueinander homoéomorphe topologische Rdume sind im Rahmen der Topologie
nicht unterscheidbar, werden also als topologisch nicht wesentlich verschieden angesehen.

2.15. BEMERKUNG. (a) Fiir jeden topologischen Raum (X,7) ist idx : X — X
eine Homomorphie.
(b) f: X7 — Xy ist genau dann eine Hom6éomorphie von (X, 7;) auf (Xs,73) wenn
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
i) G C X; offen = f(G) offen.
ii) G C X, offen = f~!(G) offen.
i) f bijektiv.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 2.

Ein topologischer Raum (X, 7") heifit 73 —Raum, falls es zu je zwei verschiedenen Punk-
ten x1, 22 € X Umgebungen U; von x; gibt (j = 1,2) mit x5 ¢ U; und 1 ¢ Us.

2.1. AUFGABE. Sei X eine iiberabzéihlbare Menge und sei 7, die durch
To:={0}U{G C X; X \ G ist hochstens abzihlbar unendlich}

gegebene Topologie auf X. Zeigen Sie:

(a) (X, 7o) ist ein T1—Raum aber kein To—Raum.

(b) Eine Folge (z,,)5%; ist genau dann konvergent in (X, 7y) gegen ein zo € X, wenn
es ein ng € N gibt, so da} x,, = x, fiir alle n > ngy gilt.

(c) Jede Folge aus X kann in (X, 7;) gegen hochstens ein xy € X konvergieren.

2.2. AUFGABE. Sei nun speziell X = R in Aufgabe 2.1. Zeigen Sie:

(a) Jede Abbildung von f : (R,7y) — (R, 7)) ist folgenstetig. Hierbei bezeichne 7,
die euklidische Topologie auf R.

(b) Die Abbildungen

id: (R, 7)) — (R, 7)) und id : (R, 7)) — (R, 7p)

sind in jedem Punkt xy € R unstetig.

2.3. AUFGABE. Sei weiterhin X = R versehen mit der Topologie 7; aus Aufgabe 2.1
und sei M := {2006} U (2007, 2008).

(a) Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte von M.
(b) Zeigen Sie, daf es keine bzgl. 7 gegen 2007 konvergente Folge aus M gibt.

2.4. AUFGABE. Seien (X;7x) und (Y, 7y) zwei topologische Rdume. By sei eine Basis
und Sy sei eine Subbasis fiir (Y, 7y ). Zeigen Sie: Fiir eine Abbildung f : X — Y sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist stetig.
(b) f~Y(B) € Tx fiir alle B € By
(c) f71(9) € Tx fiir alle S € Sy..

Erinnerung: Eine Folge (z,)7°, in einem metrischen Raum (X, d) heifit Cauchy-
Folge, falls es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt, so da8 fiir alle n, m > ng gilt: d(z,, z,,) < €.
Jede konvergente Folge ist insbesondere eine Cauchy—Folge. (X, d) heifit vollstindig, falls
in (X, d) jede Cauchy—Folge konvergent ist.
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In Analogie zu Cauchy—Folgen kénnen wir Cauchy—Netze definieren: Ein Netz (24 )aca
in einem metrischen Raum (X, d) heifit Cauchy—Netz, falls gilt:

Ve>0 dageA Va,0=ap: d(zq,x5) < €.

2.5. AUFGABE. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:

(a) Jedes konvergente Netz in (X, d) ist ein Cauchy—Netz.
(b) (X,d) ist vollstindig genau dann, wenn jedes Cauchy—Netz in (X, d) konvergent
ist.

2.6. AUFGABE. Sei (X, T) ein topologischer Raum, der dem ersten Abzé&hlbarkeitsaxi-
om geniigt, d.h. in dem jeder Punkt eine abzédhlbare Umgebungsbasis besitzt. Zeigen Sie:
(a) Eine Abbildung f : X — Y von (X,7) in einen topologischen Raum (Y, 7”) ist
genau dann stetig, wenn sie folgenstetig ist.
(b) Ein Punkt z € X ist genau dann Haufungspunkt einer Menge M C X, wenn es
eine gegen z in (X, 7) konvergente Folge gibt.

2.7. AUFGABE. Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei K = R oder K = C (ver-
sehen mit der euklidischen Topologie). Zeigen Sie: Die Menge C((X,7),K) der stetigen
Funktionen auf X mit Werten in K ist beziiglich der punktweisen Operationen der Additi-
on, der Multiplikation und der Multiplikation mit Skalaren eine Unteralgebra der Algebra
aller auf X definierten K—wertigen Funktionen.

2.8. AUFGABE. Sei (X,7) ein topologischer Raum und seien f,g : X — R stetige
reellwertige Funktionen (R sei versehen mit der euklidischen Topologie). Zeigen Sie die
Stetigkeit der durch

(fVg)(x) :==max{f(z),g(x)} uwnd (fAg)(x):=min{f(z),g9(z)} (z€X)
definierten Funktionen fV g, fAg: X — R.

2.9. AUFGABE. Sei M eine nicht leere Menge und sei (X, d) ein metrischer Raum. Mit
F(M, X) bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen f : M — X von M nach X. Sei &
eine Familie von Teilmengen von M, mit je zwei Mengen A, B € G auch AU B enthilt.
Fiir alle f € F(M,X), A€ S, € > 0 definieren wir

Uae(f) :={g € F(M, X); sup|f(a) = g(a)] <}

Zeigen Sie:

(a) B :={Uac(f); fe F(M,X),A € S, > 0} erfiillt die Bedingungen (B1) — (B3)
aus Bemerkung1.18. Nach dieser Bemerkung ist also 8 eine Umgebungsbasis von
offenen Teilmengen einer eindeutig bestimmten Topologie 7. Man nennt 7g die
Topologie der gleichmdfsigen Konvergenz auf allen Mengen aus S.

(b) 7 ist genau dann separiert, wenn J . A = M.

Im Fall & = { M} spricht man von der Topologie der gleichmdifligen Konvergenz auf M. Ist
§ die Menge aller endlichen Teilmengen von M, so heiflit 75 die Topologie der punktweisen
Konvergenz.

2.10. AUFGABE. Zeigen Sie, dafl mit den Bezeichnungen und Definitionen aus Aufga-
be 2.9/ gilt:
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(a) Ein Netz (f,)aca in F(M, X) ist genau dann konvergent beziiglich der Topologie
der gleichméBigen Konvergenz gegen eine Abbildung f € F(M,X), wenn sie
gleichmafig auf M gegen f konvergiert d.h., wenn

sup d(f(z), fa(x)) = 0 in R.
xeM

(b) Ist M mit einer Topologie 7 versehen und ist (f,)aea €in Netz von stetigen Funk-
tionen aus F'(M, X) welches gleichméafig auf M gegen eine Abbildung f : M — X
konvergiert, so ist auch f stetig.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X. Eine Menge U C X heifit Umgebung
von A in (X, 7), falls U fiir alle a € A eine Umgebunmg von a in (X, 7) ist.



KAPITEL 3

Vergleich und Erzeugung von Topologien und topologischen
R&umen

3.1. DEFINITION. Auf einer Menge X seien zwei Topologien 7 und o gegeben. Ist
jede beziiglich o offene Menge auch beziiglich 7 offen, so heifit o grdber (schwicher, im
Englischen weaker) als 7 und 7 feiner (stirker, stronger) als o. Soll die Gleichheit von
o und 7 hierbei ausdriicklich ausgeschlossen sein, so heifit o echt gréober als 7 und 7 echt
feiner als o.

Mit Definition 2.2 und Satz 2.5 erhilt man unmittelbar:

3.2. SATZ. Auf der Menge X seien zwei Topologien o, T gegeben. Aquivalent sind:

(a) 7 ist feiner als o bzw. o ist grober als T.

(b) idx : (X, 7) — (X, 0) ist stetig.

(c) Fir alle x € X gilt: Jede Umgebung von x beziiglich o ist auch Umgebung von x
beziiglich T.

(d) Jede beziiglich o abgeschlossene Menge ist auch beziiglich T abgeschlossen.

(e) Fliir jede Menge A C X ist AT C A,

(f) o C 7.

Hierbei bedeute A™ (bzw. A”) die Abschliefung von A beziiglich T (bzw. o).

3.3. BEMERKUNGEN. (a) Die Relation “feiner” definiert eine teilweise Ordnung
auf der Menge aller Topologien auf X.
(b) Die indiskrete Topologie ist die grobste und die diskrete Topologie die feinste von
allen auf einer Menge X méglichen Topologien.
(c) Es kann vorkommen, daf es auf einer Menge X zwei nicht vergleichbare Topolo-
gien gibt. Dies wird im folgenden Beispiel gezeigt.

3.4. BEISPIEL. Sei X = {0,1}, 7 := {X,0,{1}} und 7" := {X, 0, {0}} sind Topolo-
gien auf X. {0} ist offen beziiglich 7" aber nicht beziiglich 7. {1} ist offen beztiglich 7
aber nicht beziiglich 7"'. Also sind 7 und 7" nicht vergleichbar.

Wenn man eine Ordnungsrelation vorliegen hat, fragt man natiirlich nach der Existenz
von oberen und unteren Grenzen.

3.5. SATZ. Sei (T\)xen eine nicht leere Familie von Topologien auf einer Menge X .
Unter den Topologien auf X, die grober sind als alle T, A € A, gibt es genau eine feinste
Topologie T,. Diese heifit der Durchschnitt oder die untere Grenze der Topologien Ty.

BEWEIS. Man rechnet nach, daf 7, := (,., 7 die Bedingungen (O1) - (O3) erfiillt,
also eine Topologie auf X definiert. Wegen 7, C 7 fiir alle A € A ist 7, gréber als alle
Tx, A € A. Ist nun 7 eine weitere Topologie auf X, die grober als alle 7o, A € A, ist, so
folgt 7 C 7, fiir alle A € A und damit 7 C (),., 7\ = 7. Also ist 7, feiner als 7. d

22
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Die Frage nach der oberen Grenze einer Familie (7))xea von Topologien auf X ist
gleichbedeutend mit der Frage, ob es eine grobste Topologie auf X gibt, fiir die alle
Mengen aus S := J,., 7 offen sind. Diese Frage beantworten wir in

3.6. SATZ. Sei (7;):er eine nicht leere Familie von Topologien auf einer Menge X . Unter
den Topologien auf X, die feiner als alle 7;,1 € I sind, gibt es eine eindeutig bestimmte
grobste Topologie 1,. Diese nennt man die obere Grenze der Topologien T;,1 € I. Sie wird
erzeugt durch S :=J,c; 7

BEWEIS. Sei 1y die gemé&fl Definition [1.31 durch S erzeugte Topologie. Die Elemente
von 7y sind nach Definition 1.31/und Lemma [1.28 alle Vereinigungen von endlichen Durch-
schnitten von Mengen aus S. Da jede Topologie auf X, fiir die alle Elemente von S offen
sind auch alle Vereinigungen von endlichen Durchschnitten von Mengen aus S enthalten
muf, ist 7y die grobste Topologie auf X mit dieser Eigenschaft. O

3.7. SATZ. Sei X eine Menge und seien topologische Riume (X;,7;) (i € I) und
Abbildungen f; : X — X; fiir alle i € I gegeben.

(a) Die durch S := U,c; {f; "(G)|G € 7} gemif Definition [1.31 erzeugte Topologie
T auf X ist die grobste Topologie auf X, so daff alle f; (i € I) stetig sind.

(b) Fir jeden topologischen Raum (Y, Ty) und jede Abbildung g : Y — X gilt: g ist
stetig (beziiglich T) <= f; o g ist stetig fiir alle i € I.

(c) Ist o eine weitere Topologie auf X, fir die die Aussage in (b) gilt, so stimmt o
schon mit T tberein. T heifit die Initialtopologie auf X bzgl. ((X;, Ti, fi))icr-

(d) Ista € X, soist ein Netz (xo)aeca in (X, T) genau dann konvergent gegen a, wenn
fir alle i € I das Netz (fi(xa))aeca in (Xi,7i) gegen fi(a) konvergiert.

BeEwEIS. (a) Offensichtlich ist 7 eine Topologie auf X, fiir die alle f; (i € I) stetig
sind. Ist 7' eine weitere Topologie auf X mit dieser Eigenschaft, so folgt insbesondere
S C 7' und daher auch (wegen (O1) - (03)) 7 C 7', d. h. 7 ist grober als 7'.

(b) "="1Ist g stetig, so auch f; o g fiir alle ¢ € I nach Satz 2.6/ und (a).

<" Sei S € S beliebig. Dann gilt S = f;(G;) fiir ein i € I und ein G; € 7;. Also ist
g H9) = g7 (f7 (@) = (fi o 9)~HQ) offen beziiglich 7y, da nach Vor. f; o g stetig ist.
Wegen Satz 2.6] folgt die Stetigkeit von g.

(c) Sei o eine Topologie auf X, dioe ebenfalls die Eigenschaft aus (b) besitzt. Da
id : (X,0) — (X, 0) stetig ist, folgt die Stetigkeit von f; = fioid : (X,0) — (X,0) fur
alle i € I. Wahle in (b) speziell Y = X, 7y = ¢ und betrachte ¢; : (X,0) — (X, 7) mit
g1(x) =z fir alle x € X. Dann ist f;og; = f; : (X,0) — (X;, ;) stetig fiir alle ¢ € I und
wegen (b) folgt die Stetigkeit von idy : (X,0) — (X, 7).

Da auch 7 die Eigenschaft in (b) hat, folgt analog die Stetigkeit von idx : (X,7) —
(X,0) und damit 7 = o.

(d) Die Hinrichtung folgt wegen der Stetigkeit der Abbildungen f; : (X, 7) — (X, 7)
unmittelbar aus Satz 2.13.

Sei umgekehrt (z,)aca ein Netz, so daf fiir alle i € I gilt fi(z,) — fi(a) in (X;, 7;), und
sei U eine beliebige Umgebung von a in (X, 7). Da S eine Subbasis von 7 ist, bilden nach
Definition [1.31 die endlichen Durchschnitte von Mengen aus S eine Basis fiir 7. Es gibt
also endlich viele 41,...,4, € I und beziiglich 7;, offene Mengen G} in X;,, k=1,...,n,
mit .

ac()fi, (G CVCU.
k=1
Wegen f;, (xo) — fi,(a) gibt es also ax € A so daB fiir alle a > oy gilt: fi, (24) € Gk
(k=1,...,n). Da A gerichtet ist gibt es eine obere Schranke zu aq, ..., a,, d.h. ein ag
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mit ap < o fiir k =1,...,n. Fir alle « > ag und k = 1,...,n folgt f;, (z.) € Gi. Also
gilt fiir alle o > ay:

ra € [ £, (Gr) CU.
=1
Dies zeigt x, — a in (X, 7). O

Dieser Satz gibt uns die Moglichkeit, mit Hilfe gegebener topologischer Rédume, neue
topologische Rdume einzufiihren.

3.8. BEISPIEL. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und ¥ € X. 1 : Y — X sei die
natiirliche Inklusionsabbildung (c(y) = y fiir alle y € Y). Die durch (X, 7,t) gegebene
Initialtopologie 7y stimmt mit der in Definition [1.29 eingefiihrten Unterraumtopologie
iiberein, denn

v={1G);Ger}={GNnY ;G e}

3.9. TOPOLOGISCHE PRODUKTE. Sei () # I eine Indexmenge und sei fiir jedes i €
ein topologischer Raum (X, 7;) gegeben. Sei X :=[[..; X; das kartesische Produkt der
Mengen X;. Wir versehen X mit der Initialtopologie 7 beztiglich ((X;, 7, pi))icr, Wobei
p; © X — Xj die kanonischen Projektionen sind (mit p;((x;)icr) = x; fur (x;)icr €
X) (j € I). GeméB 2.7(a) ist eine Subbasis S fiir 7 gegeben durch

X, j#
S= (GG en} = U{H U”,Uw—{Gf il ,Gien}.
el el \jel ¢

7 heifit die Produkttopologie auf X und (X, 7) heiBt das topologische Produkt der Rdume
(Xi,m) (1 €1).

Fiir die Funktionalanalysis besonders wichtige Initialtopologien sind die durch ein
Dualsystem gegebenen schwachen Topologien.

3.10. DEFINITION. Seien E, F' zwei K—Vektorraume (K = R, C).

(a) Eine Abbildung (-,-) : F x F' — K heifit Bilinearform, falls fiir alle z € F und
alle y € F' die Abbildungen

fo: F—K mit f.(v):=(z,v)fir veF und
gy E—K mit gy (u):=(uy) fir wek

linear sind.
(b) Sei (-,-) eine Bilinearform auf F x F. Das Tripel (E, F,(-,-)) heifit Dualsystem
und (-, -) eine Dualitit zwischen E und F, falls gilt:
(S1) VO#£zxe EJye F:(xy) #0.
(S )VO;&yEFEIxGE (x,y) #0.
Statt (E, F, (-, -)) schreiben wir auch kiirzer (E, F).

3.11. BEISPIELE. (a) Sei E ein K—Vektorraum und E# der Raum aller K-linearen
Abbildungen von E nach K. Dann ist (£, E#) mit {(x, f) := f(z) firx € E, f €
E7# ein Dualsystem.

(b) Sei E := C([0,1],K) und E' der Raum aller beziiglich der sup-Norm auf E
stetigen K-linearen Abbildungen von E nach K. (E'ist ein Untervektorraum von
E#). Dann ist (E, E'") mit (z, f) := f(z) fir x € C([0,1],K) und f € E' ein
Dualsystem.
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(c) Sei wieder E := C([0,1],K). Dann ist (E,E) mit (f,g) := folf(t)g(t)dt fur
f,9 € C([0,1],K) ein Dualsystem.

Der Beweis von (a) ist klar, ebenso die Bilinearitét in (b) und (c). Der Nachweis, daf
in (b) und (c) die Bedingungen (S1) und (S2) erfiillt sind, wird in den Ubungen erbracht.

Wir werden in der Funktionalanalysis sehen, daf fiir jeden normierten K—Vektorraum
E gilt: Bezeichnet £' den Raum der stetigen K—Linearformen (d.h. der stetigen K-linearen
Abbildung von E nach K), so ist durch (E, E') mit (z,z') := 2'(z) fir x € E, 2' € E'
ein Dualsystem gegeben. Der Nachweis, dafl in diesem Fall stets (S1) erfiillt ist, ist jedoch
nicht trivial.

3.12. DEFINITION. Sei (E, F') ein Dualsystem. Die schwache Topologie o(E, F') (bzw.
o(F,E)) ist die grobste Topologie auf E (bzw. auf F'), fiir die alle Linearformen g, =
(,y), y € F, (bzw. f, = (x,-),x € E) stetig sind. D.h. also: o(F, F) ist die Initialtopolo-
gie auf F beziiglich (K, 7, g,) (y € F') und o(F, E) ist die Initialtopologie auf F beziiglich
(K, 7., fz) (x € E), wobei 7 die durch den Absolutbetrag auf K = R, C gegebene Topo-
logie sei.

Dual zum Begriff der Initialtopologie ist der Begriff der Finaltopologie:

3.13. SATZ. Sei X eine Menge und seien topologische Rdaume (X;,7;) (i € I) und
Abbildungen f; : X; — X fiir alle i € I gegeben.

(a) Die durch 7 := ,c,{G C X ; f;(G) € 7} gegebene Topologie T auf X ist die
feinste Topologie auf X, so daf alle f; (i € I) stetig sind.

(b) Fiir jeden topologischen Raum (Y, Ty) und jede Abbildung g : X — Y gilt: g ist
stetig (beziiglich T) <= g o f; ist stetig fir alle i € 1.

(c) Ist o eine weitere Topologie auf X, fir die die Aussage in (b) gilt, so stimmt o
schon mit T tberein. T heifit die Finaltopologie auf X bzgl. (X;, 7, f;) (i € I).

BEWEIS. (a) Man rechnet unmittelbar nach, daf fiir alle ¢ € I durch o; := {G C
X ; f7Y@G) € 7;} eine Topologie o; auf X gegeben ist. Nach Satz 3.5 ist 7 dann die feinste
von allen Topologien auf X die gréber als alle oy, @ € I sind. Ist nun o eine beliebige
Topologie auf X, fiir die alle f;, i € I, stetig sind und ist G € o beliebig, so gilt fiir alle
i €I f7G) € 7, d.h. G € o; fiir alle i € I und somit G € 7. Aus der Definition von
7 folgt unmittelbar, daf alle f; als Abbildungen von (X;, 7;) nach (X, 7) stetig sind. T ist
also die feinste Topologie auf X fiir die alle f;, i € I, stetig sind.

(b) Ist g : X — Y eine stetige Abbildung von (X, 7) nach (Y, 7y) und ist Q C Y offen
in (Y, 7y), so ist g o f; als Komposition von stetigen Abbildungen stetig fiir alle i € I.
Ist umgekehrt g o f; stetig fiir alle © € [ und ist ) € 7 beliebig, so ist nach Satz 2.5
7 g7(Q) = (go fi)~H(2) € 7, fiir alle i € I und daher (nach Definition von 7 in (a))
g Q) er.

(c) Ist 7, eine Topologie auf X, die ebenfalls die Bedingung in (b) erfiillt, so folgt
wegen der Stetigkeit von id: (X, 7.) — (X, 7.) die Stetigkeit von f; = id o f; fiir alle i € I.
Nach (a) ist 7. grober als 7. Mit g :=id : (X, 7.) — (X, 7) folgt wegen der Stetigkeit von
fi = go f; fir alle i € I auch die Stetigkeit von id : (X, 7.) — (X, 7), d.h. 7, ist auch
feiner als 7, muf} also mit 7 iibereinstimmen. O

3.14. BEISPIEL. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf X. Die in Aufgabe 1.4 konstruierte Quotiententopologie T auf X/ ~ ist gerade die
Finaltopologie zu (X, 7, 7), wobei

T X — X/, rm(r) =z ={ye X;y~uz}
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die kanonische Surjektion ist, die jedem Element 2 € X seine Aquivalenzklasse zuordnet.
Dies folgt unmittelbar aus der Definition von 7., in Aufgabe 1.4/ und aus Teil (a) von Satz
3.13.

3.15. DEFINITION. Sei (X;,7;) (i € I) eine Familie von topologischen Rdumen und
seien
Lk:Xk%X::UXi, T,
iel
die kanonischen Inklusionsabbildungen (k € I). Versehen mit finalen Topologie 7 zu
(X, Ti, 1), 1 € I, wird X zu einem topologischen Raum. Man nennt (X, 7) die topologische
Summe der Raume (X, 7;), i € I.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 3.

3.1. AUFGABE. Sei R versehen mit der euklidischen Topologie und sei
R/Z={x+7Z; xR}
versehen mit der Quotiententopologie 7., beziiglich der durch
r~y = x—y€EZL (x,y € R)

gegebenen Aquivalenzrelation ~ auf R. Zeigen Sie, daB (R/Z, 7..) homdomorph ist zu der
mit der Unterraumtopologie von (C,7|,) versehenen Einheitskreislinie T in C.

3.2. AUFGABE. Seien (X1, 71), (X3, 75) zwei topologische Raume und sei X := X x X5
versehen mit der Produkttopologie. Zeigen Sie fiir alle A C X;, B C Xs:
(a) int(A x B) = int(A) x int(B).
(b) Ax B=Ax B.
(c) OA x B = (0(A) x B)U (A x 9(B)).

3.3. AUFGABE. Sei (X, 7) das topologische Produkt einer Familie (X, 7;) (i € I) von
topologischen Réumen. Zeigen Sie:
(a) (X, ) ist genau dann separiert, wenn alle (X, 7;), i € I, separiert sind.
(b) Ein Netz (z4)aca in X ist genau dann konvergent in (X,7), wenn fiir alle ¢ € T
das Netz der i-ten Komponenten (z,;)aca in (X;, 7;) konvergent ist.

3.4. AUFGABE. Sei E := C([0,1],K) mit K = R oder K = C und E' der Raum aller
beziiglich der sup—Norm auf E stetigen K—linearen Abbildungen von F nach K.

(a) (E,E') mit (x, f> f( ) fﬁr z € C([0,1],K) und f € E' ist ein Dualsystem.

(b) (E, E) mit (f, g) fo t)dt fiir f,g € C([0,1],K) ist ein Dualsystem.

3.5. AUFGABE. Sei (X, ) ein topologischer Raum und sei X x X mit der Produkt-
topologie versehen. Zeigen Sie, daf§ die Diagonale D := {(z,z); z € X} genau dann in
X x X abgeschlossen ist, wenn 7 eine separierte Topologie ist.



KAPITEL 4

Kompaktheit in topologischen Ridumen

4.1. DEFINITION. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X.

(a) Eine Familie (G;);er (I eine beliebige Indexmenge) von Teilmengen von X heif3t
Uberdeckung von A, falls A C Uie; G- Eine solche Uberdeckung (G;)ser von A
heif3t

e endlich, falls |I| < co und

e offen, falls alle G; offen in (X, 7) sind (i € I).
Ist (G;)ies eine Uberdeckung von X und ist J C I, so da noch A C [
gilt, so heifit (G;) e, eine Teiliberdeckung von (G;)icr.

(b) A heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt.

(c) (X,7) heiBt kompakt, falls X kompakt (bzgl. 7) ist.

jeJ j

4.2. BEMERKUNG. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(a) Endliche Vereinigungen von kompakten Teilmengen von X sind kompakt.

(b) A C X ist kompakt genau dann, wenn A mit der von 7 induzierten Topologie 74
ein kompakter topologischer Raum ist.

(c) Ist A eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge K C X, so ist auch
A kompakt.

(d) Ist A C B C X und B kompakt, so ist auch A kompakt.

BEWEIS. (a) sieht man durch Nachrechnen.

(b) Man beachte G C A ist genau dann offen bzgl. 74, wenn es eine offene Menge G'
in X gibt mit G = G' N A. Hiermit folgt leicht die Behauptung.

(c) Ist (Gy)ies offene Uberdeckung von A, so gilt mit G* := X \ A:

KcAuX\A)c |JGua
il
Da alle G; und auch G* offen sind, gibt es eine endliche Teilmenge J von I, so dafl
K CUje; G UG . Es folgt
A=KnA=]J(GnAuU @en4 clJ g
jeJ :(Z) jeJ

und damit die Kompaktheit von A.

(d) ist klar nach (c¢) und (a). O

4.3. SATZ. Ist K eine kompakte Teilmenge eines Hausdroffraums (X, 7) und ist x €
X\ K, so gibt es offene Mengen U,V C X mit UNV =0 undx € U, K CV.

BewEIS. Da (X, 7) separiert ist, gibt es zu jedem t € K offene Umgebungen U; von
z und V; von t mit U; N'V; = (). Aus der offenen Uberdeckung (V;);cx von K kénnen wir
eine endliche Teiliiberdeckung (V;,)5_, auswéhlen. Mit V' := Ule Vi, und U == ﬂ?zl Ut,

27
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gilt nun: V ist offene Obermenge von K, U ist offene Umgebung von x und

Umvsz] UtijkJ v;:O(((k] U,) N Vi) 90 (v i) =0
=1 7=1

j=1 =1

4.4. FOLGERUNG. Sei (X, T) ein Hausdorffraum.

(a) Ist K C X kompakt, so ist K abgeschlossen in (X, T).
(b) Ist K C X kompakt und F' C X abgeschlossen, so ist F'N K kompakt.

BEWEIS. (a) Nach Satz [4.3 ist jedes z € X \ K innerer Punkt von X \ K. Also ist
X \ K offen und damit K abgeschlossen.

(b) Nach (a) ist K und daher auch K N F' abgeschlossen. Mit 3.2.(c) folgt die Kom-
paktheit von K N F. 0

4.5. SATZ. Ein topologischer Raum (X, T) ist genau dann kompakt, wenn er die end-
liche Durchschnittseigenschaft besitzt, d.h. wenn gilt: Ist (A;)ier eine Familie von abge-
schlossenen Mengen in (X, 7) mit (,c; Ai = 0, so gibt es schon endlich viele iy, - - i, € 1

N
mit nj:l Az’j = (Z)

Der Beweis wird gefiihrt, indem man jeweils zu den Komplementen {ibergeht: Ist
(Us)ier eine offene Uberdeckung von X, so ist (,c; (X \ U;) = 0 und A; :== X \ U; abge-
schlossen. Ist umgekehrt (A;);c; eine Familie von abgeschlossenen Mengen mit (,., A; =
0, so ist (U;)ie; mit U; := X \ A; eine offene Uberdeckung von X. O

4.6. FOLGERUNG. Sei (X, 7) ein Hausdorffraum und (K;);c; eine Familie von kom-
pakten Teilmengen mit (\,; K; = 0. Dann gibt es endlich viele iy,--- iy € I mit

ﬂ?:l Ky, = 0.

BEWEIS. Sei i1 € I beliebig. K, versehen mit der von 7 induzierten Topologie ist
kompakt. Nach Folgerung4.4'ist A; := K; NK; abgeschlossen fiir alle i € T und (,.; A4; =
Ki, NNy K = 0. Mit Satz 4.5 folgt die Behauptung.

4.7. SaTz. (X, 7x) und (Y, 7y) seien topologische Réaume. Ist K C X kompakt und
f: X =Y stetig, so ist auch f(K) kompakt.

BEWEIS. Ist (G)ier eine offene Uberdeckung von f(K) in (Y,7y), so ist (f~1(G:))ier
eine offene Uberdeckung von K, hat also eine endliche Teiliiberdeckung (f~(G;;))"_,. Es
folgt

U f(fil(Gl) - U Gij

—_— O

1=

k
ry (U r1ey) =
j=1
und damit die Kompaktheit von f(K). O

4.8. FOLGERUNG. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten topologi-
schen Raum nimmt ihr Minimum und ihr Maximum an.

4.9. SATz. (X, 7x) und (Y, 7y) seien Hausdorffraume und X sei kompakt. Ist f : X —
Y eine bijektive und stetige Abbildung, so ist f schon eine Homdomorphie.
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BEWEIS. Es ist nur die Stetigkeit von f~! : Y — X zu zeigen. Sei A eine beliebige
abgeschlossene Teilmenge von X. Nach Bemerkung 4.2 (c) ist A kompakt und daher
auch (f~1)71(A) = f(A) kompakt (nach Satz 4.5) und somit nach Folgerung 4.4 auch
abgeschlossen in (Y, 7y). Nach Satz 2.5/ ist f~! stetig. O

Ist speziell X =Y und sind 7y, 5 zwei Topologien auf X, so erhalten wir, indem wir
in Satz 4.9 f = idx wéhlen:

4.10. FOLGERUNG. Zu einer separierten Topologie auf einer Menge X gibt es keine
echt feinere kompakte.

Um zeigen zu kénnen, dafl das topologische Produkt kompakter topologischer Rdume
wieder kompakt ist, benotigen wir das Zornsche Lemma:

4.11. ZORNSCHES LEMMA. Sei (X, <) eine nicht leere partiell geordnete Menge. Be-
sitzt jede total geordnete Teilmenge K von X eine obere Schranke in X, so gibt es in X
wenigstens ein maximales Element.

Das Zornsche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom, zum Wohlordnungssatz und
auch zum nachfolgenden Satz von Tychonoff. Wir betrachten es hier als ein Axiom.

_Ist X eine Menge und S eine Familie von Teilmengen von X, so nennen wir eine
Uberdeckung (U;)ie; von X mit U; € S fiir alle i € I eine S—Uberdeckung von X.

4.12. ALEXANDERSCHER SUBBASENSATZ. Sei S Subbasis einer Topologie T auf einer
Menge X . Besitzt jede S—Uberdeckung von X schon eine endliche Teiliiberdeckung, so ist

(X, 1) kompakt.

BEWEIS. Annahme: X ist nicht kompakt. Dann gibt es eine offene Uberdeckung G =
(G;)ier von X, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Die Menge

F :={G|G offene Uberdeckung von X ohne endliche Teiliiberdeckung }

ist dann nicht leer und vermoége der Inklusion teilweise geordnet. Sei nun K eine eine
beliebige total geordnete Teilmenge von F und G, := [ J{G|G € &}. Wir zeigen dal dann
auch G, eine offene Uberdeckung von X ohne endliche Teiliiberdeckung ist. Hétte namlich
G. eine endliche Teiliiberdeckung (Uj)le, so gibe es Gy,...,G, € A mit U; € G; fiir
j=1,...,k Da 8 linear geordnet ist, wire dann G := U?:1 G; € R € F im Widerspruch
dazu, daB {Uy,...,U;} endliche Teiliiberdeckung zu G ist. Somit ist G, ist eine obere
Schranke von K. Damit sind alle Voraussetzungen zum Zornschen Lemma erfiillt und F
besitzt wenigstens ein maximales Element G.

Wir betrachten Gs := Gy N'S und zeigen, daB Gs eine Uberdeckung von X ist.

Annahme: Es gibt einen Punkt z € X \ Ugeg, G- Da Gy offene Uberdeckung von X
ist, ist © € V fiir ein V € Gy. Nach Voraussetzung ist S eine Subbasis von 7 ist und daher
V' eine Vereinigung von endlichen Durchschnitten von Mengen aus §. Also gibt es endlich
viele S1,..., S, € Smit x € S;N...NSk. Es folgt Sy,..., Sk & Go (da sonst Sy,..., S, €
Gs = GoNS im Widerspruch zur Wahl von ). Wegen der maximalen Wahl von G, besitzt
Go U {S;} fir alle j = 1,...,k eine endliche Teiliiberdeckung {G1,...,Gn);, S5} Es

folgt
k

k n(j)
~(UU )N s)

im Widerspruch dazu, dafi Gy keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. U
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4.13. SATZ VON TYCHONOFF. Sei X = [[,.; Xi ein nicht leeres topologisches Pro-
dukt topologischer Riume (X;,7;), i € I. Genau dann ist X kompakt (bzw. kompakt und
separiert), wenn alle X;, i € I, kompakt (bzw. kompakt und separiert) sind.

Beweis. Dafl die Produkttopologie auf X genau dann separiert ist, wenn alle (X;, 7;),
i € I, separiert sind, wurde in den Ubungen gezeigt (vergl. Aufgabe [3.3).

Ist X kompakt in der Produkttopologie 7, so sind nach Definition der Produkttopologie
die kanonischen Projektionen p; : X — X; mit p;((x;),er) := ; fiir alle @ € I stetig und
mit Satz 4.7 folgt die Kompaktheit von X; = p;(X) fir alle i € I.

Seien nun alle X;, ¢ € I, kompakt. Geméf [3.9 ist eine Subbasis fiir die Produkttopo-
logie 7 auf X gegeben durch S = {J,.; {p; (G)|G € 7;}. Fiir j € I definiert man

S; = {p}l(G)|G €T},

Insbesondere gilt fiir alle j € I und alle U € S;: p;(U) € 7; und U = p; ' (p;(U)). Sei nun
U = (Ug)rex eine beliebige S—Uberdeckung von X und K; := {k € K|U; € S} fiir j € I.
Wegen S = ,¢; S; folgt K =, Kj.

Annahme: Keine der Familien U; := (U )rex;, (j € I) tiberdeckt X. Nach Konstruktion
von U; ist dies nur moglich, wenn zu jedem j € I ein z; = (z;,)ier € X existiert, so daf
p; () N U, = 0 fiir alle k € Kj. Mit @ = (2;,)ie; gilt pj(z) = x;; ¢ Usex, Pi(Uk)
fiir alle j € I und daher © & U, Ux = Uje; UkeKj Ui im Widerspruch dazu, da§ ¢/

eine Uberdeckung von X ist. Also war die Annahme falsch, es muf wenigstens ein j € I
existieren, so dafl X C UkeKj Us.

Somit ist (p;(Ux))kex;, eine offene Uberdeckung von X, aus der wir wegen der Kom-
paktheit von (X, 7;) eine endliche Teiliiberdeckung {p;(Uy, ), . .., p;(Us,)} auswihlen kén-
nen. Dann ist (p;* (p; (U] ky))):;:l = (U, ), eine endliche Uberdeckung von X und Teiliiber-
deckung von U.

Da jede S—Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt folgt nach dem
Alexanderschen Subbasensatz [4.12) die Kompaktheit von (X, 7). O

Ein metrischer Raum (X, d) ist bekanntlich genau dann kompakt, wenn jede Folge aus
(X, d) einen Haufungswert besitzt, d.h. genau dann, wenn jede Folge aus X eine in (X, d)
konvergente Teilfolge hat. Das dies ist im nicht metrisierbaren Fall im allgemeinen nicht
mehr stimmt, zeigt das folgende Beispiel.

4.14. BEISPIEL. Sei I das kompakte Intervall [—1,1] versehen mit der euklidischen
Topologie. und sei M die Menge aller streng monoton wachsenden Folgen in N. Nach dem
Satz von Tychonoff ist X := M =T] uev I versehen mit der Produkttopologie kompakt.

Wir definieren eine Folge (,)0%; = ((zn (1)) MGM):; von Elementen aus X durch

0 sonst.

—1)* falls n = u(k) fiir ein k € N
xn(m:{< ) u(k)

Annahme: Die Folge (z,,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge (2, ())ken. Insbesondere
ist v = (v(k))2, € M. Wegen der Stetigkeit der Projektion p, von X = ™ auf die
Komponente mit Index » mufl dann auch die Folge (py (:L‘V(k))>k:1 in I = [—1, 1] konvergent
sein. Dies ist jedoch wegen p, (z,)) = T, () = (—1) fiir alle k& € N nicht der Fall. Daher
hat die angegebene Folge keine konvergente Teilfolge. In Satz4.19 werden wir sehen, dafl

sie aber ein konvergentes Teilnetz besitzt.

Zunéchst fithren wir den Begriff eines Teilnetzes ein:
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4.15. DEFINITION. Seien (A, <) und (B, <) zwei partiell geordnete Mengen. Eine Ab-
bildung ¢ : B — A heifit kofinal, falls zu jedem o € A ein 3, € B existiert, so daf fiir alle
B = o gilt o < ().

Sind (4 )aes und (yg)ses zwei Netze in einer nicht leeren Menge X. Wir nennen
(yg)pen ein Teilnetz, falls yg = w4 fiir eine kofinale Abbildung ¢ : B — A und alle
g€ B gilt.

Eine Teilfolge einer Folge ist stets auch ein Teilnetz. Jedoch muf} ein Teilnetz einer
Folge keine Teilfolge sein.
Wie bei Folgen und Teilfolgen gilt:

4.16. SATZ. Ist (T4)aca €in in einem topologischen Raum (X, T) gegen einen Punkt
a € X konvergentes Netz, so konvergiert auch jedes Teilnetz von (x4)aca gegen a.

BEWEIS. Sei (ys)sep ein beliebiges Teilnetz und sei ¢ : B — A die entsprechende
kofinale Abbildung. Ist U eine beliebige Umgebung U von a in (X, 7). Wegen z, — a
gibt es ein ap € A mit x, € U fiir alle « > «g. Da ¢ kofinal ist, gibt es ein 3, € B mit
ag < p(B) fiir alle B = By. Also folgt ys = x5 € U fiir alle 3 € B mit 8 = 3, und es
gilt y3 — a. U

Auch der Begriff des Haufungswertes 148t sich auf Netze iibertragen:

4.17. DEFINITION. Sei (Z4)aca €in Netz in einem topologischen Raum (X, 7). Ein
Punkt a € X heifit Haufungswert von (x4)aca, falls es zu jedem o € A und jeder Umge-
bung U von a ein 3 € A existiert mit a < g und zg € U.

4.18. SATZ. Sei (T4)aca €in Netz in einem topologischen Raum (X, 7). Fir einen
Punkt a € X sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) a ist ein Haufungswert von (Ta)aca-
(b) Es gibt ein gegen a konvergentes Teilnetz von (To)aca -

BEWEIS. Sei a ein Haufungswert von (z,)aca. Wir setzen B := A x (a), wobei (a)
wieder die Menge aller Umgebungen von a in (X, 7) bezeichne. B ist partiell geordnet
vermoge

(o1, U7) = (ag,Us) <= (g <as und Uy CUy)

fir alle (ay1,U7), (a2,Us) € B. Nach Definition des Haufungswertes gibt es zu jedem
(a,U) € B ein (o, U) € A mit o < p(a, U) und @400y € U. Die Abbildung ¢ : B — A
ist also kofinal und (Zy(a,0))(a,0)eB ist ein gegen a konvergentes Teilnetz von (z4)aca-

Es gebe nun ein gegen a konvergentes Teilnetz (y5)sep von (24)aca. Sei ¢ : B — A die
entsprechende kofinale Abbildung und sei U eine beliebige Umgebung von a und o € A
beliebig. Dann gibt es ein 8; € B, mit y3 = x5 € U fiir alle 8 > ;. Da A gerichtet ist,
gibt es ein oy € A mit g < ag und ¢(F;) < ay. Da ¢ : B — A kofinal ist, gibt es zu ay
ein By € B mit oy < ¢(f) fiir alle 5 > fy. Da B gerichtet ist gibt es schlieBlich ein g, € B
mit Gy < B, und B < B,. Insbesondere gilt yg, = 7,5,) € U und ag < ¢(5,). Also ist a
ein Haufungswert von (x,)aea. O

4.19. SATZ. Fir einen topologischen Raum (X, T) sind dquivalent:

(a) (X,7) ist kompakt.
(b) Jedes Netz in X hat ein in (X, T) konvergentes Teilnetz.
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BEWEIS. Sei (X, 7) kompakt und sei (z,)aca €in beliebiges Netz in X.

Annahme: (x4)aea hat kein konvergentes Teilnetz und somit nach Satz 4.18 auch
keinen Haufungswert. Dann gibt es zu jedem z € X eine Umgebung V, von x und ein
a, € A mit x, ¢ V, fir alle & > a,. Nach Definition der Umgebung gibt es dann auch
eine offene Menge U, C V, mit x € U,. Diese erfiillt dann ebenfalls z,, ¢ U, fiir alle
a > «,. Aus der offenen Uberdeckung (Uyz)zex konnen wir wegen der Kompaktheit von
(X, 1) eine endliche Teiliitberdeckung U,,, ..., U, auswihlen. Da A gerichtet ist, gibt es
ein @ € A mit o, <« fiir j =1,...,n. Hieraus erhélt man den Widerspruch

:UagéLnJij:X.
j=1

Die Annahme war also falsch. Daher hat (z,)aca einen Haufungswert.

Fiir die Riickrichtung machen wir die Annahme: (b) ist erfiillt, aber (X, 7) ist nicht
kompakt. Dann gibt es eine offene Uberdeckung (U;)ier von X, die keine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Die Menge F(I) der endlichen Teilmengen von [ ist eine durch die Inklu-
sion C teilweise geordnete, gerichtete Menge. Da (U;);c; keine endliche Teiliiberdeckung
besitzt, gilt:

(4.1) VFeF(I) Fapé|JU.
i€F

Nach Voraussetzung hat das hierdurch definierte Netz (zp)pcr() einen Haufungswert
ac X.

Die Menge I, := {i € I ; a € U;} ist nicht leer, da (U;)sc; eine offene Uberdeckung von
X ist. Sei nun k € I, beliebig. Dann ist {k} € F(I). Nach Definition des Hiufungswertes
gibt es zu der Umgebung Uy von a ein F' € F(I) mit {k} C F (d.h. mit £ € F) und
xp € Uy. Dies steht im Widerspruch zu (4.1). Also mufl (X, 7) doch kompakt sein. O

4.20. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit lokalkompakt, falls jeder Punkt
aus X eine kompakte Umgebung besitzt.

4.21. BEISPIELE. (a) Jeder kompakte topologische Raum ist natiirlich auch lokalkom-
pakt.

(b) RY und C" sind, versehen mit der euklidischen Topologie lokalkompakt aber nicht
kompalkt.

(c) Ist X eine Menge, so ist X - versehen mit der diskreten Topologie - lokalkompakt,
da fiir jedes x € X die Menge {z} eine kompakte Umgebung von z ist.

4.22. SATZ. Ist (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum, so besitzt (X, T) eine Um-
gebungsbasis von kompakten Mengen.

BEWEIS. Sei x ein beliebiger Punkt in X. Wir miissen zeigen, dafl jede Umgebung
von x eine kompakte Umgebung von x enthélt. Sei also U eine beliebige Umgebung von
zin (X, 7). Da (X, 7) lokalkompakt ist, besitzt x eine kompakte Umgebung K. Dann ist
auch UN K eine Umgebung von x enthélt also eine offene Menge GG mit z € G. Die Menge
K\ G = KnN(X\QG) ist eine abgeschlossene Teilmenge von K und daher nach Folgerung
4.4 kompakt mit = ¢ K \ G. Nach Satz 4.3 gibt es dann offene Mengen V,W € 7 mit
VAW =0,ze€V, K\GCW. Dann ist GNV eine offene Umgebung von z, K \ W ist
kompakt und es gilt

reGNVCK\WCGCU.

K\ W ist also eine kompakte in U enthaltene Umgebung von z. U



4. KOMPAKTHEIT IN TOPOLOGISCHEN RAUMEN 33

4.23. SATZ (Alexandroffsche Einpunktkompaktifizierung). Zu jedem lokalkompakten
Hausdorffraum (X, T) gibt es einen bis auf eine Homdéomorphie eindeutige bestimmten
kompakten Hausdorffraum (Xo, To), der einen Punkt enthdlt, den wir mit oo bezeichnen,
so daf X = X\ {o0} wversehen mit der Unterraumtopologie homoomorph zu (X, T) ist.
Ist (X,7) nicht kompakt, so ist X dicht in (Xoo, Too)-

BEWEIS. (a) Ezistenz: Wir definieren X, := X U {oco}, wobei oo ein nicht in X
enthaltener Punkt sei, und 7, := 7 UU,, wobei

Uy = { X \ K; K ist kompakte Teilmenge von (X, 7)}.

Offensichtlich ist X = Xoo \ 0 € U C 7oo und ) € 7 C 7.
Ist (Xoo \ K)icr, I # 0, eine beliebige Familie aus Uy, K; C X kompakt fiir alle i € 1,
so ist ihre Vereinigung

U\ K) = X\ [ Ki € Usx

iel icl
da beliebige Durchschnitte von kompakten Mengen nach Folgerung 4.4 kompakt sind. Ist
I ={1,...,n} endlich, so hat man

ﬂ (Xoo \ Kj) = Xoo \ | K € U,
: j:l
da endliche Vereinigungen von kompakten Mengen kompakt sind. Aus der Definition
der Topologie folgt ferner, dafi beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte von
Mengen aus 7 wieder in 7 liegen.
Ist nun G C 7, beliebig mit G NU,, # 0 und mit G N7 # 0, so folgt

UG: U G U U G= (X \K)UG) =X\ (KN (X\Gy))

Geg GeGNUso Gegnr

mit einer in (X, 7) kompakten Menge K und einer offenen Menge Gy € 7. Da K N
(X \ Go) als Durchschnitt einer kompakten Menge mit einer abgeschlossenen Menge nach
Folgerung 4.4/ kompakt in (X, 7) ist folgt Jgeg € Uso € Too-

Ist schliefflich G = U?:1 G endlicher Durchschnitt von Mengen aus 7., mit G; € 7 fiir
wenigsten ein j € {1,...,n}, Soist G von der Gestalt G = (X \ K)NGy = (X \K)NG
mit einer 7-kompakten Menge K C X und einer 7-offenen Menge Gy. Da X \ K als
Komplement der nach Folgerung 4.4/ abgeschlossenen Menge K offen in (X, 7) ist, folgt
GETC T

Damit ist gezeigt, dafl 7, eine Topologie auf X, ist. Die von 7., auf X induzierte
Unterraumtopologie stimmt offensichtlich mit 7 iiberein.

Die Topologie 7, ist separiert: Sind x,y € X mit x # y, so gibt es wegen der Separiert-
heit von 7 offene Mengen G, G, € T C Too mit z € G, y € G, und G,NG, = 0. Ist z € X
und y = 00, so beachten wir, daf§ z in (X, 7) eine kompakte Umgebung K besitzt, da X, 7)
lokalkompakt ist. K ist auch Umgebung zu = in (X, 7oo) (Wegen o € int K € 7 C 7).
Nach Definition von 7, ist X, \ K eine zu K disjunkte Umgebung von y = oo

Ist nun (U;);e; eine beliebige offene Uberdeckung von X, so gibt es ein k € [ mit
00 € Ug. Dann hat Uy, die Gestalt Uy, = X, \ K mit einer in (X, 7) kompakten Menge K.
Es folgt

K=Kn|Ju=Kn{Ju:nx)cJUinx).
iel iel iel
Da die Mengen U; N X offen in (X, 7) sind, gibt es wegen der Kompaktheit von K endlich
viele i1, ...,1, € I mit K C U, U---UU;, und es folgt Xoo = Uy UK = U, UU;; U---UU;, .
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Damit ist gezeigt, daB8 jede offene Uberdeckung von X, eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt, d.h. daB8 (X, 7;) ein kompakter topologischer Raum ist.

Wegen Lemma 4.4 ist X genau dann in (X, 7o) abgeschlossen, wenn X kompakte
Teilmenge von (X, 7o) ist. Da 7 mit der von 7, auf X induzierten Unterraumtopologie
tibereinstimmt, mufl dann (X, 7) ein kompakter topologischer Raum sein. Ist (X, 7) also
nicht kompakt, so ist die AbschlieBung X von X in (X, 7s) von X verschieden, muf
also mit X, ubereinstimmen.

(b) Findeutigkeit: Sei auch (X, 7.) ein Raum mit den Eigenschaften des Satzes und
X' ein in der von 7 induzierten Unterraumtopologie 7" zu (X, 7) homémorpher topolo-
gischer Teilraum, so da X/ \ X’ = {00’} mit einem nicht in X’ liegenden Punkt oo’.
Ist f: (X,7) — (X’,7") eine Hom6omorphie, so definieren wir F' : X, — X/ durch
F(x) := f(x) fiir alle z € X und F(00) := o0’ Dann ist F bijektiv und F sowie F'~! sind
in allen Punkten aus X bzw. X’ stetig, da f und f~! stetig sind. Ist U’ eine offene Um-
gebung von od’, so ist K’ := X!\ U’ abgeschlossen in (X!, 7/ ) also nach Folgerung 4.4

kompakte Teilmenge von X’. Da f~! auf X’ in der Unterraumtopologie stetig ist, ist auch
FYK') = f7YK') in (X,7) kompakt und somit F~}(U’) = X, \ F~}(K’) eine offene
Umgebung von oo in (X, 7o ). Also ist F' auch in oo stetig. Ist U eine beliebige offene
Umgebung von 0o in (Xw, Teo), 80 ist U = X \ K fiir eine kompakte Teilmenge K von
(X, 7). Wegen der Stetigkeit von f, ist dann f(K) kompakt und daher auch abgeschlos-
sene Menge in (X’,7) und somit (F~1)"Y(U) = F(U) = F(X, \ K) = X\ f(K) eine
offene Umgebung von oo’ in (X', 7/ ). Also sind F und F~1 auf X, bzw. X’_ stetig, d.h.

o0 T oo

I ist eine Hom6omorphie. [l

Sei nun (K, 7) ein kompakter topologischer Raum und (X, d) ein metrischer Raum.
Wir definieren auf der Menge C'(K, X) aller auf K stetigen X—wertigen Funktionen eine
Metrik dx durch

d(f,9) :=supd(f(t),9(t))  (f,9€C(K, X))

teK

Sind ndmlich f,g € C(K, X), so ist die durch (f, g)(t) := (f(t),g(t)), t € K, definierte
Funktion (f,g) : K — X x X stetig, wenn wir X X X mit der durch

du((z,y), (u,v)) == d(z,u) +d(y,v)  ((z,y), (u,v) € X x X)

definierten Produktmetrik versehen. Da d : X x X — R stetig ist (vergl. [1], Teil (c) der
Bemerkung vor Lemma 8.10), die Kompaktheit und Beschrianktheit von

{d(f(t),9(t); t € K}

nach Folgerung 4.8 (als stetiges Bild des kompakten topologischen Raums K unter der
stetigen Abbildung dy o (f,g) : K — R). Insbesondere ist also dg(f,g) < oo fiir alle
f,g € C(K, X). Die Metrikeigenschaften (M1)-(M3) zeigt man durch direkte Rechnung.

4.24. SATZ. Sei (K, 1) ein kompakter topologischer Raum und sei (X, d) ein vollstindi-
ger metrischer Raum. Dann ist der metrische Raum (C(K, X),dr) vollstindig.

BEWEIS. Sei (f,)22, eine beliebige Cauchyfolge in (C(K, X), dx). Wegen
d(fn(s), fm(s)) < supd(fu(t), fm(t))  fiir alle s € K, n, e N
teK
ist fiir alle s € K die Folge (f,(s))>2, eine Cauchyfolge in (X, d) und daher konvergent

gegen einen Wert f(s) € X. Hierdurch ist eine Abbildung f : K — X definiert. Sei nun
e > 0 beliebig. Dann gibt es ein ng € N mit

Vse K VYn,m >ng: d(fn(s), fn(s)) <

Wl M
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Mit m — oo folgt wegen der Stetigkeit der Metrik d:

Vse K Vn>np: ah@j@»gg
und damit insbesondere
(4.2) n > ng supd(fa(s), £(5)) < =,
seK 3
d.h.
(4.3) lim sup d(f,.(s), f(s))-

n—o0 seK
Sei nun t € K beliebig und £ > 0 sowie ng € N mit (4.2)). Wegen der Stetigkeit von f,,, in
t gibt es eine Umgebung U von ¢ in (K, 7) mit

Vs e U : d(fro(8), fno(t)) <

Wl ™

Es folgt also
VseU:  d(f(s), f(t)) <d(f(s), fno(5)) + d(funo (8); fuo (1)) + d(fno (1), f (1))

L ELE_,
—3 3 3 7
Also ist f € C(K, X) und wegen (4.3) gilt f = lim, . fn in (C(K, X),dk). O

Eine Teilmenge eines topologischen Raums, deren AbschlieBung kompakt ist, heifit
relativkompakt.

Eine Familie H von stetigen Abbildungen von einem topologischen Raum (Y, 7) in
einen metrischen Raum (X, d) heifit gleichstetig in einem Punkt yo € X, falls es zu jedem
e > 0 eine Umgebung U von y, in (Y, 7) gibt mit

VyeU VheH: d(h(y), h(yo)) < e.
Ist H in allen Punkte y € Y gleichstetig, so sagen wir: H ist auf Y gleichstetig.

4.25. SATZ VON ARZELA—ASCOLI. Sei (K, T) ein kompakter topologischer Raum und
(X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Fir H C C(K,X) sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) H ist relativkompakt in (C(K,X),dk).

(b) H erfillt die beiden folgenden Bedingungen:

(i) Fir allet € K ist H(t) :== {h(t); h € H} relativkompakt in (X,d).
(ii) H ist gleichstetig.

BEWEIS. “(a) == (b)”: Sei also H relativkompakt und somit H kompakt in (C(K, X), dg).

Ist t € K beliebig, so ist die Punktevaluation ¢; : (C(K, X),dx) — (X,d), f — f(t) in t,

wegen

d(5:(f), 0:(g)) = d(f(t),9(t)) < dr(f,g)  fiiralle f,g € C(K,X)
stetig. Also ist H(t) = 6;(H) kompakt und H(x) C H(t) somit relativkompakt in (X, d).
Damit ist (i) gezeigt.

Annahme: (ii) ist nicht erfiillt, d.h. es gibt ein ¢y € K und ein gy > 0, so daf fiir alle U €
$U(to) eine Funktion hy € H und ein Punkt ¢y € U existiert mit d(hy(to), hu(ty)) > €o.
U(tg) ist gerichtet beziiglich der durch U < V' : <= V C U gegebenen Ordnungsrelation.
Da H kompakt ist, besitzt das Netz (ht)ues,) ein beziiglich dx gegen eine Abbildung
h € H konvergentes Teilnetz (f,)aea mit assoziierter kofinaler Abbildung ¢ : A — (o).
Wegen der Stetigkeit von h in t; gibt es eine Umgebung U, von ty mit

Ve Uy : dWmﬂ<%.
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Wegen f, — h gibt es ein a € A mit p(a) € Up und dg(fa, h) < . Es folgt

d(hw(a) (to), Pp(a) (tw(a))) =d(fa(to), fa(tlp(a)))
<d(fa(to), h(to)) + d(h(to), hto()) + d(htpa)), falto@))
<dg(fa,h) + d(h(to), Mtow)) + dic(h, fo)

im Widerspruch zur Definition der Funktionen hy und der Punkte ¢y, U € U(ty).
“(b)=(a)”: Eine direkte Uberlegung zeigt, da8 die Eigenschaften (i) und (ii) erhalten
bleiben, wenn wir bei H zur AbschlieBung iibergehen. Wir setzen daher im weiteren ohne
Einschréankung voraus, dafl H abgeschlossen ist.
Sei (ha)aca €in beliebiges Netz in H. Wir zeigen, daBl (h,)aca €in gegen eine Abbildung
h € H konvergentes Teilnetz besitzt. Nach Satz 4.19 folgt dann die Kompaktheit von H.

Wegen (i) ist H(t) kompakt fiir alle ¢ € K. Nach dem Satz von Tychonoff ist dann auch
das topologische Produkt [[,., H(t) kompakt. Daher besitzt das Netz ((hoé(t))teK)aeA

ein in der Produkttopologie gegen ein (f(t))iex € [l,cx H(t) konvergentes Teilnetz
((f3(t))eex) sep- Nach Aufgabe 3.3/ist dieses Teilnetz komponentenweise konvergent. Wie
in Aufgabe 2.5 gezeigt wurde, ist daher fiir alle ¢t € K das Netz (f3(t))gep ein Cauchynetz
in (X,d).

Sei nun £ > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit von H gibt es
zu jedem t € K eine offene Umgebung U, von t mit

(4.4) VscU, VheH: dwmum<§.
Aus der offenen Uberdeckung (Up)tex von K konnen wir wegen der Kompaktheit von
K eine endliche Teiliiberdeckung Uy,, ..., U,,, auswéhlen. Da das Netz (f3(t;))ger ein
Cauchynetz in (X, d) ist, gibt es ein §; € B mit

(4.5) VBB d(falt) () < T

(j=1,...,m). Da B gerichtet ist, gibt es ein §, € B mit 3; < ff fiir alle j =1,...,m.
Sei nun ¢ € K beliebig. Dann gibt es ein j € {1,...,m} mit ¢t € U,,. Fiir alle 3,7 € B
mit Gy < B und fy < v folgt dann mit (4.4) und (4.5):

d(fa(t), f7(2)) <d(fa(t), fs(t;)) + d(fs(t;), [3(E;)) + d( (L), f+(2))

<E + = + t= Es
34 3 127
Also gilt fiir alle 3,y > [y:
11
dK(fﬁ?f’y) = Supd(f,@(t>7f'y(t>) < Eg <eé€.
teK

(f3)pen ist also ein Cauchynetz in dem nach Satz 4.24] wegen der Vollstandigkeit von
(X,d) vollstandigen metrischen Raum (C(K, X),dx) und daher nach Aufgabe 2.5 (b)
konvergent in (C(K, X), dk) gegen eine Abbildung h € C(K, X). Da jede Umgebung von
h Punkte aus H enthilt, liegt h in H = H. 0

Man beachte, dafl im Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli die Kompaktheit von K
und die Vollstandigkeit von (X, d) nur fiir den Beweis der Implikation (b)==(a) benétigt
wurde.
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Im Fall das X = KV (mit K = R oder K = C) versehen mit der euklidischen Metrik
ist, ist eine Teilmenge von K" genau dann relativkompakt, wenn Sie beschrankt ist. Wir
erhalten also:

4.26. FOLGERUNG. Ist (K,T) ein kompakter topologischer Raum und sei C(K,K")
versehen mit der Supremumsnorm || - || Fiir eine Teilmenge H C C(K,KY) sind dqui-
valent:

(a) H ist kompakt in (C(K,KN), | -|x)

(b) H ist punktweise beschrinkt, gleichstetig und abgeschlossen.

(c) H ist beschrinkt in dem Banachraum (C(K,KN), || - |x), gleichstetig und abge-
schlossen.

BEWEIS. (c)==(b) ist offensichtlich. (b)==-(a) gilt dem Satz 4.25/ von Arzela-Ascoli
und (a)=(c) folgt aus der Tatsache, dafi in einem normierten Raum jede kompakte

Teilmenge schon beschrinkt und abgeschlossen ist und die Gleichstetigkeit nach dem
Satz 4.25 von Arzela-Ascoli gilt. O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 4.

Sei K =R oder K = C. Fiir a« > 0 sei M, :=[[,—{z € K; |z] <k “}.

4.1. AUFGABE. Fiir welche a > 0 ist M, eine kompakte Teilmenge von
(2) (C*(N), [ lloo)  bzw.  (b) (E(N),]-[l2)?

4.2. AUFGABE. Seien K, ..., K, endlich viele kompakte Teilmengen eines topologi-
schen Raums (X, 7). Zeigen Sie, dal dann auch K; U...U K, kompakt in (X, 7) ist.

4.3. AUFGABE. Sei f : K — R eine stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten
topologischen Raum (K, 7) und sei (fq)aca €in punktweise auf K gegen f konvergentes
Netz (d.h. mit f,(z) — f(x) fir alle z € K). Es gelte

Va,B € A a<pf=VreK: fulr)<fsx).

Zeigen Sie, daB (fa)aea dann schon gleichméflig auf K gegen f konvergiert.
Hinweis: Betrachten Sie fiir ¢ > 0 die Mengen U, :={z € K ;0 < f(x) — f.(z) <¢e}.

4.4. AUFGABE. Sei (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum und seien G1,Gy C X
offene Teilmangen von X. Zeigen Sie, dal dann auch G; \ Go, versehen mit der Relativ-
topologie von 7, ein lokalkompakter Hausdorffraum ist.

4.5. AUFGABE. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit folgenkompakt, falls jede Folge
aus X eine in (X, 7) konvergente Teilfolge besitzt. Zeigen Sie, dafl ein abzdhlbares to-
pologisches Produkt von folgenkompakten topologischen Rdumen wieder folgenkompakt
ist.

Hinweis: Diagonalfolgenverfahren.

4.6. AUFGABE. Sei (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum. Zeigen Sie, dafl es zu
jeder kompakten Teilmenge K von X eine offene Menge G C X und eine kompakte Menge
H C gibt mit K CGC H.
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4.7. AUFGABE. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit abzdhlbar im Unendlichen, falls X
eine abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen ist. Zeigen Sie: Fiir einen lokalkompakten
Hausdorffraum (X, 7) sind die folgenden Aussagen #dquivalent:

(a) (X, ) ist abzahlbar im Unendlichen.

(b) Der Punkt co hat in der Alexandroffschen Einpunktkompaktifizierung von (X, 7)
eine abzdhlbare Umgebungsbasis.

(c¢) (X,7) hat eine kompakte Ausschopfung, d.h. Es gibt eine Folge (K,), von
kompakten Teilmengen von X mit

Vn e Ny : K, Cint(K,) € X = | Kx.
k=0

Die folgende Aufgabe zeigt, daf in Folgerung 4.4/ auf die Voraussetzung der Separiert-
heit nicht verzichtet werden kann.

4.8. AUFGABE. Sei X := {z € C; |z| < 1} versehen mit der euklidischen Topologie.
Wir definieren auf X eine Aquivalenzrelation ~ durch
{|z| = |w| falls|z| <1
Zow s =
zZ=w falls |z| = 1.
und versehen den zugehorigen Quotientenraum X/ mit der Quotiententopologie 7... Zei-
gen Sie:
(a) (X/~, 7o) ist ein T3-Raum aber kein To—Raum.
(b) (X/~,7~) ist kompakt.
(c) Ist m: X — X/ die kanonische Surjektion, so ist 7 eine offene Abbildung (bildet
also offene Teilmengen von X auf offene Teilmengen von (X/.,7.) ab.
(d) Sind 27,22 € X zwei voneinander verschiedene Punkte mit |z;| = |z2| = 1, so
gibt es kompakte Umgebungen V; von m(z;), j = 1,2, deren Schnittmenge nicht
kompakt in (X/.,7.) ist.

4.9. AUFGABE. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Abbildung f : X — R heifit
nach oben bzw. nach unten halbstetig, v € X, falls es zu jedem ¢ > 0 eine Umgebung U
von z gibt mit f(y) < f(x) +¢ (bzw. f(y) > f(x) —¢) fiir alle y € U. f heifit nach oben
(bzw. nach unten) halbstetig auf X, falls f in allen Punkten von X halbstetig ist. Zeigen
Sie: Ist (X, 7) kompakt, so gibt es zu jeder nach oben (bzw. nach unten) halbstetigen
Funktion f: X — R ein zp € X mit f(xo) = sup f(X) (bzw. mit f(z) = inf f(X)).

Die folgende Aufgabe zeigt, dal in Satz 4.22 auf die Voraussetzung der Separiertheit
nicht verzichtet werden kann.

4.10. AUFGABE. Sei X = [0, 1] versehen mit der Topologie
7:={0, X} U{[0,1)\ A; A ist abzéhlbare Teilmenge von X}

Zeigen Sie:
(a) (X, ) ist kompakt.
(b) Die in (X, 7) offene Menge G := [0,1) enthélt fiir kein x € G eine kompakte
Umgebung von x.

4.11. AUFGABE. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall, yo € R und sei f: I xR — R
eine beschréankte, stetige Funktion. Zeigen Sie:
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(a) Fiir alle @ > 0 ist durch

(1) = Yo firt<a
Yall) yo+f;f(s,ya(s—oz))ds fira<t<l1

eine auf I wohldefinierte stetige Funktion gegeben.
(b) H := {yo; a > 0} ist eine relativkompakte Teilmenge von (C(I,R), || - ||;). Ins-
besondere hat also jede Folge aus H wenigstens einen Haufungswert.

4.12. AUFGABE. Zeigen Sie, daf} in der Situation von Aufgabe 4.11 jeder Haufungswert
von (y1/n)s2, eine Losung der Anfangswertaufgabe

v =fty), tel,  yla)=uy
ist. Insbesondere hat also diese Anfangswertaufgabe wenigstens eine auf ganz I definierte
Losung.



KAPITEL 5

Der Kategoriensatz von Baire

5.1. DEFINITION. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A von X heifit
e dicht in X, falls A = X.
e nirgends dicht in X, falls int(A) = 0.
e von erster Kategorie oder mager in X, falls A abzéhlbare Vereinigung von in X
nirgends dichten Teilmengen ist.
e von zweiter Kategorie oder nicht mager in X, falls A nicht von erster Kategorie
in X ist.
Ist jede nicht leere offene Teilmenge von X von zweiter Kategorie in X, so nennt man
(X, 7) einen Baireschen Raum.

Im folgenden Lemma fassen wir einige leicht zu verifizierenden Permanenzeigenschaf-
ten fiir magere Mengen zusammen.

5.2. LEMMA. Sei (X, T) ein topologischer Raum.

(a) Ist A C B C X und B von erster Kategorie in X, so ist auch A von erster
Kategorie in X.

(b) Ist A C X abgeschlossen und int A =) , so ist A mager in X.

(c) Jede abzihlbare Vereinigung von in X mageren Mengen ist wieder mager in X .

(d) Ist ¢ : X — Y eine Homdomorphie von (X, T) auf einen weiteren topologischen
Raum (Y, 0), so ist fir jede Teilmenge A von X die Bildmenge ¢(A) von der
gleichen Kategorie wie A.

Die folgenden Beispiele zeigen, dafl ,magere* Mengen ziemlich ,,dick® sein kénnen.

5.3. BEISPIELE. (a) Q ist als abzéhlbare Vereinigung von einpunktigen (und daher
nirgends dichten) Teilmengen von R mager in R, obwohl @ dicht in R ist.

(b) Sei I :=[0,1]. Zu jedem ¢ € (0, 1) gibt es eine abgeschlossene in I nirgends dichte
Teilmenge F' von I mit \(F)) > 1 —e¢.

(c) Es gibt eine Borelmenge A C I mit A(A) = 1, welche von erster Kategorie in [ ist.

BEWEIS. (b) Sei (z,)22, eine Durchnumerierung der rationalen Zahlen aus (0, 1) und
sei 0 < € < 1 beliebig. Dann gibt es ein 6 € (0,1/2) mit §/(1 —¢) < e.

Fir H C I mit intH # () sei r(H) := min{k; ), € int(H)}.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (1,,)5°, von abgeschlossenen Teilmengen von [
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) I,, ist endliche Vereinigung von abgeschlossenen Intervallen,
" von denen wenigstens eins nicht zu einem Punkt ausgeartet ist.

(2,,) M) >1— iéﬂ'.

(3,) Fir 0 < j < ngilt: I,, C I; und r(I;) < r(L,).
Mit Iy := I sind diese Forderungen fiir n = 0 offensichtlich erfiillt und es ist r(/y) = 1.
40
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Sei n € Ny und seien nun schon die Mengen [; fiir 0 < j < n konstruiert. Nach
Definition von 7(1,,) ist @, € int(,) und z; ¢ int(I,) fiir 1 < j < r(I,). Sei J = [a, b]
das maximale abgeschlossene Intervall mit J C I,, und z,(;,) € (a,b). Wir wihlen o > 0
mit o < min{é"™/2, (b — a)/3} und setzen I,y := I, \ Us(2,(1,)). Man rechnet leicht
nach, da§ dann die Bedingungen (1,,11), (2n41), (3541) erfiillt sind.

Es folgt insbesondere r(f,) — oo fir n — oco. Die Menge F := () _, I, ist eine
abgeschlossene Teilmenge von I. Wegen der o—Additivitit des Lebesgue—MafBes ist

A(F)_T}L%A(In)znlggo@ ;5) —1-——>1-c.
Wiire int(F) # (), so géibe es eine rationale Zahl x) € int F'. Nach Konstruktion gilt aber
wegen k < r(ly) < r(lx1),
xy & int(Ix1) 2 int(F).
Also folgt int(F') = ). Da F abgeschlossen ist, ist F' also nirgends dicht in [0, 1].

(c) Nach (b) gibt es eine Folge (F,,)22, von abgeschlossenen, in [0, 1] nirgends dichten
Mengen mit A(F,,) > 1 —1/n. Die Menge A :=|J,—, F}, ist dann eine Borelmenge, welche
von erster Kategorie in [0, 1] ist, mit

1> AA) >sup\(F,) =1.

neN

Damit folgt die Behauptung. O

BEISPIEL. Sei (1,,)%, eine Abzéhlung der rationalen Zahlen in [0, 1]. Die Funktionen-
folge ()22, mit

1 firz=r,, 1<k<n
Xn(x) =
0 sonst

konvergiert fiir n — oo punktweise auf [0, 1] gegen die in allen z € [0, 1] unstetige Funktion
Y mit

0 firzel0,1]\Q.

Fiir n € N ist die Funktion x,, punktweiser Limes der stetigen Funktionen ¢, : [0,1] — R
mit

(@) = {1 fir 2 € QN 0, 1]

pu(@) =Y (1—|z—nl) (z € [0,1]).
k=1
X ist also punktweiser Limes einer Folge von Funktionen, die ihrerseits punktweiser Limes
von Folgen stetiger Funktionen sind. Es stellt sich die Frage: Ist x selbst schon punktweiser
Limes einer Folge von stetigen Funktionen?

Allgemeiner kann man fragen: Sei (f,,)%°; eine Folge von stetigen Funktionen mit
Werten in K oder in einem Banachraum E auf einem metrischen Raum (X, d), welche auf
X punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Kann der Fall eintreten, dafl f in allen
Punkten unstetig ist oder gibt es zu f immer Punkte, in denen f stetig ist?.

Als ersten Schritt zu einer Antwort zeigen wir:

5.4. SATZ. Sei (X, d) ein metrischer Raum und (E, || -||) ein Banachraum. (f,)52, sei
eine auf X punktweise gegen eine Funktion f : X — E konvergente Folge von stetigen
E-wertigen Funktionen auf X. Dann ist die Menge der Unstetigkeitspunkte von f wvon
erster Kategorie in X.
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BEWEIS. Fiir beliebiges ¢ > 0 und m € N setzen wir

Pa(e) = {r € X; (&) ~ fu@)] <}, Ge):= | int(Pu(e) wnd D = (G()

Mit Hilfe dieser Definition zeigt man leicht auch die folgende Darstellung fiir die Menge
D:

1
D = {z € X;Vn € N3m € N und eine Umgebung U von zVy € U : || f(y)— fm(y)| < E}

Wir zeigen zunéchst:

(a) D ={x € X; [ ist stetig in x}.

Sei x € D beliebig und € > 0 beliebig vorgegeben. Wir wihlen n € N mit n > 3/e.
Dann gibt es nach obiger Darstellung von D ein m € N und eine Umgebung U von x mit

VU 1)~ fnl)l < -

Da f,, auf X stetig ist, gibt es eine Umgebung V' von x mit

VgV @)~ )l <

Damit folgt fiir alle y in der Umgebung U NV von x:

11 1
1£) = FO < 1) = )|+ L) = )]+ U onl) = F) <= 4= 4 <.
Also ist x ein Stetigkeitspunkt fiir f.

Sei nun umgekehrt z ein Stetigkeitspunkt fiir f und sei n € N beliebig. Wegen f,,,(z) —
f(x)in (E,|-|) fir m — oo gibt es ein m € N mit || f(z) — fin(2)|| < 3. Da f und f,,
nach Voraussetzung beide in x stetig sind, gibt es eine Umgebung U von x mit

Ve U i@ — S < 5o md () ful)] < 5

Damit erhalten wir fiir alle y € U:

1 1 1 1
— < — — — SR T
17W) = F @)l < 176) S+~ Fa) 4 ) — L) < 34 oo =
Es folgt x € D und die Behauptung (a) ist bewiesen.
(b) Wir miissen noch zeigen, dafl die Menge X \ D der Unstetigkeitspunkte von erster

Kategorie in X ist. Fiir ¢ > 0 und m € N setzen wir:
Fole) ={r e X;VE e N: ||fn(z) = frsx(@)| <e}.

Wegen der Stetigkeit der Funktionen x — || f,,(z) — frik()|| ist £, (g) eine abgeschlossene
Teilmenge von X. Da f,,x(z) — f(z) fiir K — oo, folgt

X = G Fo(e) und F,(e) C P,(e) alsoauch int(F,,(¢)) C int(P,,(c))

und damit
o0

U int(F,(e)) € Gle).

m=1
Da F,,(¢) abgeschlossen ist, ist die Menge F,,,(¢) \ int(£,(¢)) = OF,,(¢) nirgends dicht in
X. Nach Lemma 5.2 ist daher die folgende Menge von erster Kategorie in X:

X\ U o) = (U Fa) \ U intFn(e)) € U (Fanle) \int(F(6)).

m= m=1
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Wegen
X\D= Q(X\G(%)) c @ (X\ @1int(Fm(%)))

ist (wieder mit Lemma [5.2) die Menge X \ D der Unstetigkeitspunkte von f mager in
X. U

Man fragt sich nun natiirlich: Wie ,,grofl* konnen ,, magere” Mengen in vollstdndigen
metrischen Rdumen sein? Der folgende Satz von Baire zeigt, dafl die Bezeichnung ,, mager*
fiir Mengen von erster Kategorie tatséchlich berechtigt ist.

5.5. KATEGORIENSATZ VON BAIRE. Sei X ein nicht leerer
(i) wollstindiger metrischer Raum
oder
(i) lokalkompakter topologischer Hausdorffraum.
Dann gilt:

(a) Abzdhlbare Durchschnitte von dichten offenen Teilmengen von X sind wieder dicht
mn X.
(b) X ist von zweiter Kategorie in sich.

BEWEIS. (a) Sei also (G,,)22, eine beliebige Folge von dichten, offenen Teilmengen
von X. Zum Beweis der Dichtheit von G := (>, G, in X geniigt es zu zeigen, daB alle
nicht leeren offenen Teilmengen von X nicht leeren Durchschnitt mit G haben. Sei also
U C X offen und nicht leer. Wir konstruieren induktiv eine Folge (U,,)°, von nicht leeren,
offenen Teilmengen von X mit der Eigenschaft, daf fiir alle n € Ny im Fall (i) gilt:

- — 1
(E(l,n)) Uj+1 Q Gj+1 N Uj fiir 0 S j < n und dlam(U]) S 3 fir 1 S ] S n

beziehungsweise im Fall (ii):
(E(ii,n)) Ujs1 € Gy NUj fiir 0 < j < nund U ist kompakt fiir 1 < j < n.

Fiir n = 0 sind mit Uy := U die gestellten Forderungen erfiillt. Seien nun fiir ein n € Nj
nicht leere offene Mengen Uy, ..., U, C X so konstruiert, daf§ die Forderungen aus (E(i,n))
bzw. (E(ii,n)) erfiillt sind. Da G,41 in X dicht ist gibt es einen Punkt =, € U, N G,41.

Im Fall (i) gibt es, da U, N G411 offen ist, ein € > 0 mit U.(z,) C U, N Gpyq. Wir
setzen nun Uy1; := Us(z,) mit § := min{, 2(++1)} Dann folgt

UnJrl g {[L’ € X7 d(ﬂ?,l’n) S 5} g Us(xn) g Un N Gn+1

und
1
n+1"

diam(U,11) = sup d(z,y) < sup (d(z,z,)+ d(x,,y)) <20 <

z,y€Un4+1 z,y€Un+1

Also sind die in (E(i,n+1)) gestellten Forderungen erfiillt.

Im Fall (ii) gehen wir wie folgt vor: Da X lokalkompakt ist und U, N G, eine
Umgebung von x,, ist, gibt es eine kompakte Umgebung K von x,, mit K C U, N G,;.
Up+1 = int(K) ist dann offen und nicht leer. Damit gilt nun auch (E(ii,n+1)).

In beiden Fillen setzen wir nun A := (0, U,. Dann ist A # (. Im Fall (i) folgt
dies aus dem Cantorschen Durchschnittssatz und in Fall (ii) wegen der Kompaktheit von
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U, aus der endlichen Durchschnittseigenschaft kompakter Mengen (Folgerung [4.6). Nach
Konstruktion gilt:

ﬁ G.NU)=GNU.

Damit ist (a) bewiesen. o
(b) Sei (A,)32, eine Folge von nirgends dichten Teilmengen von X. Dann ist X \ A4,
offen und dicht in X fiir alle n € N. Nach (a) ist dann aber auch die Menge

= E\T)=x\ U7

dicht in X. Wegen X # () mufi dann X # [ J°2 | A, gelten. Also ist X von zweiter Kategorie
in sich. U

5.6. FOLGERUNG. R\ Q ist von zweiter Kategorie in R.

BeEwEIS. Wire R\ Q von erster Kategorie in R, so wire auch R = (R\ Q) U Q nach
Lemma 5.2l mager in R, was im Widerspruch zu zum Kategoriensatz von Baire stiinde. [

5.7. FOLGERUNG. Ist X # () ein vollstindiger metrischer Raum oder ein lokalkom-
pakter Hausdorffraum, so ist X ein Baire—Raum.

BEWEIS. Sei G eine beliebige nicht leere offene Teilmenge von X.

(a) Ist X ein lokalkompakter Hausdorffraum, so ist auch G versehen mit der Relativto-
pologie von X wieder ein lokalkompakter Hausdorffraum und daher nach [5.5/ von zweiter
Kategorie in sich, also auch von zweiter Kategorie in X. (Man beachte, daf§ jede in X
nirgends dichte Teilmenge von G auch beziiglich der Relativtopologie nirgends dicht in G
ist).

(b) Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, so ist auch G versehen mit der von
d induzierten Metrik 0 := d|g,& ein vollstindiger metrischer Raum und daher nach 5.5
von zweiter Kategorie in sich.

Annahme: G ist von erster Kategorie in X also

G:UAn mit int(A,) =0 fiir allen € N.

Da der Abschlul von A, in (X,d) und (G, ) iibereinstimmt, ist auch das Innere von
A, in (G,6) leer. Nun ist auch G eine abgeschlossene Teilmenge von (G ). Wegen
G =0G Ul et A, ergibt dies einen Widerspruch zu der Tatsache, dal G von zweiter
Kategorie in (G, ) ist. O

5.8. FOLGERUNG. In der Situation von Satz 5.4 sei (X,d) ein vollstindiger metri-

scher Raum. Dann st die Menge der Stetigkeitspunkte von f nicht leer und von zweiter
Kategorie in (X, d).

5.9. BEisPIEL. Die Funktion A : [0,1] — R mit
fii 1
W) = 0 ?rerﬂ[O, ]
1 firze[0,1]\Q

kann nach Folgerung 5.8 nicht punktweiser Limes einer Folge von auf [0, 1] stetigen Funk-
tionen sein, da die Menge der Stetigkeitspunkte von h leer ist.
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Wir werden den Baireschen Kategoriensatz hiufig in der folgenden Form anwenden:

5.10. FOLGERUNG. Sei X # () ein vollstindiger metrischer Raum oder ein lokalkom-
pakter Hausdorffraum. Ist (A,,)2, eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen von X mit
X =7, A,, so gibt es einn € N mit int(A,,) # 0.

Ubungsaufgaben zu Kapitel 5.

5.1. AUFGABE. Sei (E, || -||) ein normierter Raum und F ein Untervektorraum von £
mit int(F') # (). Dann ist schon F' = E.

5.2. AUFGABE. Zeigen Sie

(a) Sei E ein K—-Vektorraum mit dimg £ = Ry, d.h. es gibt eine abzéhlbar unendliche,
linear unabhéngige Teilmenge B = {e,;n € N} von F mit £ = LH(B). Dann gibt
es keine Norm auf F beziiglich der E vollstandig ist. Insbesondere ist also jeder
unendlich dimensionale Banachraum schon iiberabzihlbar unendlich dimensional.

(b) Auf dem Raum K[X] aller Polynome gibt es keine Norm, beziiglich der K[X]
vollstandig ist.

5.3. AUFGABE. Sei (f,)nen eine Folge stetiger komplexwertiger Funktionen auf einem
vollsténdigen metrischen Raum X, so daB lim,, ., f,(z) existiert fiir alle x € X.

(a) Zeigen Sie, dafl eine nichtleere offene Teilmenge V in X und ein 0 < M < oo
existieren, so da sup{|f.(z)| : x € V, n € N} < M ist.

(b) Sei ¢ > 0. Zeigen Sie, da eine nichtleere offene Teilmenge V' in X und eine
natiirliche Zahl N existieren, so daB |f(z) — f.(z)| < ¢ ist fir alle z € V und
n>N.

Hinweis: Betrachte fir N € N die Mengen Ay = {x € X, |fm(x) — fu(z)| <
e fir m,n > N}.

5.4. AUFGABE. Sei (X,d) ein vollstiandiger metrischer Raum, X # (). Ein Punkt
zo € X heifdt isoliert, falls es ein € > 0 gibt mit U.(xo) = {xo}. Zeigen Sie:

(a) Hat (X, d) keine isolierten Punkte, so ist X {iberabzéhlbar.
(b) Ist X abzihlbar, so liegt die Menge der isolierten Punkte dicht in (X, d).

5.5. AUFGABE. Sei f eine auf R definierte, reellwertige Funktion. Ist I ein nicht zu
einem Punkt ausgeartetes Intervall, so heifit

wy(T) = sup f (&) — inf [ ()

zel
die Oszillation von f auf I. Zeigen Sie:
(a) Fiir jedes z € R existiert der Grenzwert

we(x) = }sii%wf((x — 6,z +9))

in [0, 0o]; er heifit die Oszillation von f in z.
(b) Die Menge {z € R : wg(x) > ¢} ist abgeschlossen fiir alle € > 0.
(c) Die Menge

}

S|

U{x eR : wp(z) >

ist die Menge aller Unstetigkeitspunkte von f.
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(d) Die Menge der Unstetigkeitspunkte von f ist genau dann von erster Kategorie in
R, wenn es eine dichte Menge gibt, in deren Punkten f stetig ist.

5.6. AUFGABE. Zeigen Sie: Es gibt stetige Funktionen auf [0, 1], die an keiner Stelle
differenzierbar sind.
Hinweis: Betrachte ()~ E, mit

E, = {fEC'[O,l]; sup

0<|h|<1

=10) e



KAPITEL 6

Trennungseigenschaften

Die Menge C'((X, 7),K) der stetigen Funktionen auf einem topologischen Raum (X, 7)
mit Werten in K = R oder K = C) ist, wie man leicht nachrechnet beziiglich der punkt-
weise definierten Operationen der Addition, der Multipkikation und der Multiplikation
mit Skalaren eine K—Algebra. Die konstante Funktion 1 : z + 1 ist offensichtlich stetig
auf X und ist das neutrale Element der Multiplikation in C'((X, 7),K). Die Frage stellt
sich, ob es aufler den konstanten Vielfachen von 1 weitere stetige Funktionen auf X geben
muf}. Dafl dies nicht immer der Fall ist, zeigt das folgende

6.1. BEISPIEL. Sei X eine nicht leere Menge und sei 7 = { X, 0} die indiskrete Topologie
auf X. Dann gilt C((X,7),K) ={A-1; A € K}.

Ist ndmlich zy € X beliebig und € > 0 beliebig, so ist V = f~1 (U5<f(x0>)) nicht leer
(wegen xg € V) und offen, muf} also mit X iibereinstimmen. Fiir alle £ > 0 und alle x € X

gilt also |f(x) — f(xo)| < €. Dies ist nur moglich, wenn f = f(xq) auf X gilt. O

Bevor wir nun Klasse von topologischen Raumen einfiihren, in denen wir eine Reich-
haltigkeitsaussage fiir die stetigen Funktionen zeigen kénnen, soll rasch die Liste der Tren-
nungseigenschaften vervollstéindigt werden:

6.2. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit

e Ty—Raum oder Kolmogorovraum, wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten x,y €
X eine offene Menge U C X gibt mit x € U, y ¢ U oder y € U, x ¢ U.

e T1—Raum, wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € X offene Menge
UVCcXgbtmiteeU,y¢U undyeV,z¢V.

e Ty—Raum oder Hausdorffraum, wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X
offene Menge U,V C X gibt mit x € U, y € Vund UNV = 0.

e T3-Raum, wenn es zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und jedem z € X \ A
offene Mengen U,V C X gibt mit x €c U, ACV und UNV = 0.

e T3,—Raum, wenn es zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und jedem z € X'\ A
eine stetige Funktion f : X — [0, 1] gibt mit f(z) = 1 und f(a) = 0 fur alle a € A.

e T,—Raum falls es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen A, B C X dis-
junkte offene Mengen U,V C X gibt mit ACU, BCV und UNV = 0.

6.3. DEFINITION. Ein 77-Raum (X, 7) heifit

e regulir, falls er auch ein 75-Raum ist.
e vollstindig reguldr, falls er auch ein T3,-Raum ist.
e normal, falls er auch ein Ty)—Raum ist.

Da in einem T}-Raum jede einpunktige Teilmenge abgeschlossen ist (vergl. Aufga-
be 6.1)), ist jeder regulire topologische Raum auch Hausdorffsch und jeder normale topo-
logische Raum auch regulér und somit ebenfalls ein Hausdorffraum.

6.4. BEMERKUNGEN. (a) Jeder T3,~Raum ist auch ein 75-Raum. Insbesondere ist also
jeder vollstandig reguldre topologische Raum auch reguldar und somit ein Hausdorffraum.

47
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(b) Fir alle j € {0,1,2,3,3a} gilt: Jeder topologische Unterraum eines 7;-Raums ist
wieder ein T;-Raum.

(c) Jeder Teilraum eines reguldren bzw. vollstandig reguldren topologischen Raums ist
wieder regulédr bzw. vollstandig regulér.

(d) Abgeschlossene topologische Unterrdume eines T)—Raums bzw. normalen topolo-
gischen Raums (X, 7) sind wieder Ty)~Ré&ume bzw. normal.

BEWEIS. (a) Sei (X, 7) ein T3,—Raum und sei A C X abgeschlossen und x € X \ A.
Nach Definition des T3,~Raumes gibt es dann eine stetige Funktion f : X — [0, 1] mit
f(z) = 1 und f(a) = 0 fur alle a € A. Wegen der Stetigkeit von f sind die Mengen
U:=f(3,1]) und V := f~([0, 3)) offen mit UNV = 0 und es gilt z € U sowie A C V.

(b) rechnet man nach und (c) folgt unmittelbar aus (b).

(d) Dies rechnet man unmittelbar nach unter Beachtung der Tatsache, daf abgeschlos-
sene Teilmengen eines abgeschlossenen Unterraums von (X, 7) auch in (X, 7) abgeschlos-
sen sind. U

6.5. BEISPIELE. (a) Jeder metrische Raum (X, d) ist normal.
(b) Jeder kompakte Hausdorffraum ist normal.

BEWEIS. (a) Seien A, B zwei beliebige disjunkte, abgeschlossene Teilmengen des me-
trischen Raums (X, d). Ist eine der beiden Mengen leer, etwa A = (), so ist U := () offene
Obermenge von A und V := X offene Obermenge von B mit UNV = (). Seien nun A # ()
und B # (). Die durch

f(z) := dist(x, A) — dist(z, B) (x € X)
definierte Funktion ist stetig. Daher sind die Mengen
U={o: f(x) <0} = f'((=00,0)) wnd  Vi={z € X; f(z) >0} = f((0.0))

disjunkt und offen mit A C U und B C V. Also ist (X, d) normal.

(b) Seien A, B zwei beliebige abgeschlossene 0.B.d.A. nicht leere Teilmengen (andern-
falls geht man wie im ersten Teil des Beweises zu (a) vor) des kompakten Hausdorffraums
(X, 7). Dann sind A, B nach Folgerung 4.4l kompakt in (X, d). Nach Satz 4.3 gibt es also
zu jedem b € B offene Mengen Uy, V, mit U, NV, =0, A C U, und b € Vj,. Aus der offe-
nen Uberdeckung (V;)sep von B konnen wir wegen der Kompaktheit von B eine endliche
Teiliiberdeckung Vj,, ..., V;, auswéhlen. Mit

Ve={JV, wmd U:=[)U
Jj=1 j=1
gilt dann: U,V sind offen mit UNV =0, AC U und B C V. Also ist (X, 7) normal. [

6.6. LEMMA. Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines normalen topologischen Raums
(X, 7) und sei U C X offen mit A C U. Dann gibt es eine offene Teilmenge V von X mit
ACV CVCU.

BewEIs. Da A und X \ U disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X sind und (X, 7)
normal ist, gibt es disjunkte offene Mengen VW C X mit A C V und X \ U C W. Es
folgt ACV C X\W C U. Da X\ W als Komplement einer offenen Menge abgeschlossen
ist, folgt ACV CVCX\WCU. O

6.7. SATZ (Lemma von Urysohn). Seien A, B zwei disjunkte abgeschlossene Teilmen-
gen eines normalen topologischen Raums (X, 7). Dann gilt:



6. TRENNUNGSEIGENSCHAFTEN 49

(a) Es gibt eine stetige Funktion f: X — R mit f(X) C[0,1], fla =0 und f|p = 1.

(b) Sind a,b € R beliebig mit a < b, so gibt es eine stetige Funktion g : X — R mit
g(X> C [a’vb]: g|A =a und g|B =b.

BEWEIS. (a) Da X\ B eine offene Obermenge von A ist, gibt es nach Lemma 6.6/ eine

offene Menge V% C X mit A C V% C V% C X \ B. Durch nochmaliges Anwenden von

Lemma 6.6 (auf A C Vi und V% C X \ B) finden wir offene Mengen Vi und Vs mit
ACVICVICVICVICVaCVaCX\B
Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten durch vollstdndige Induktion wir fiir alle
dyadischen Briiche r € B := {fi; n,m € N, 1 <m < 2" — 1} C (0,1) offene Mengen V;,
in (X, 7), so daB fir alle r, s € B mit r < s gilt
ACV,CV,CV,CV,CX\B.

Wir definieren nun eine Funktion f : X — R durch

o) = {sup{sEB;zgéVs} v ¢ (ep Vo (€ X).

0 sonst,

Fiir diese Funktion gilt offensichtlich f(X) C [0,1], f(A) = {0} und f(B) = {1}. Zu
zeigen ist also noch die Stetigkeit von f. Seien u,v € [0, 1] beliebig mit 0 < v < u < 1.
Nach Definition von f fir x € X: f(z) < u genau dann, wenn ein r < u in B existiert mit
x € V.. Es folgt
o= U v
r<u,r€B

Insbesondere ist f~1([0,u)) offen in (X, 7). Fiir z € X gilt f(x) > v genau dann, wenn es
ein v < r € B gibt mit x ¢ V.. Daeszujedemr >veint € Bmitv <t <rundV, CV,
gilt, ist dies also dazu #quivalent, da8 es ein v < ¢t € B gibt mit = ¢ V;. Damit ist gezeigt

= | x\W).
v<teB
Also ist auch f~'((v,1]) offen und somit auch f='((v,u)) = f~*((v,1]) N f71([0,u)).
Hieraus folgt die Stetigkeit von f.
(b) Dies folgt unmittelbar mit
g(x) == (b—a)f(z) +a (z € X),

wobei f: X — R die stetige Funktion aus (a) sei. O

6.8. FOLGERUNG. Fir einen topologischen Raum (X, T) sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) (X, 1) ist ein kompakter Hausdorffraum.

(b) Es gibt eine Menge M, so daf (X,T) homdomorph zu einem abgeschlossenen
topologischen Unterraum des topologischen Produkts [0,1]M ist.

BEWEIS. Ist (a) erfiillt, so bilden wir die Menge M := {f € C(X,R); f(X) C [0,1]}
und betrachten die Abbildung

X S0 e ) = (@) gen

Nach Definition der Produkttopologie und Satz 3.7 ist ¢ stetig und ist ¢(X) nach Satz 4.7
kompakt. Nach dem Urysohnschen Lemma ist ¢ injektiv, also bijektiv als Abbildung von
X auf ¢(X). Nach Satz [4.9] ist also ¢ eine Homéomorphie von (X, 7) auf ¢«(X) (versehen
mit der Unterraumtopologie zur Produkttopologie).
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Sei nun (b) erfiillt. Nach dem Satz von Tychonoff ist [0,1]" ein kompakter Haus-
dorffraum. Da abgeschlossene topologische Unterrdume von kompakten Hausdorffraumen
wieder kompakte Hausdorffraume sind, folgt (a). U

Da in normalen Réumen einpunktige Mengen abgeschlossen sind, folgt aus dem Ury-
sohnschen Lemma unmittelbar:

6.9. FOLGERUNG. Jeder normale topologische Raum ist vollstindig requldr.

Da nach dem Satz 4.23] von Alexandroff iiber die Einpunktkompaktifizierung jeder
lokalkonvexe Hausdorffraum homéomorph zu einem topologischen Unterraum eines kom-
pakten Hausdorffraums ist, folgt mit Bemerkung 6.4/ (¢) hieraus:

6.10. FOLGERUNG. Jeder lokalkompakte Hausdorffraum ist vollstindig reguldr.

Eine wichtige Anwendung des Urysohnschen Lemmas ist der folgende Fortsetzungssatz
von Tietze.

6.11. SATz (Fortsetzungssatz von Tietze). Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines
normalen topologischen Raums (X,7) und sei f : A — R stetig auf A beziiglich der
durch T auf A induzierten Topologie mit f(A) C [a,b]. Dann gibt es eine stetige Funktion
F: X — R mit F(X) Cla,b] und f = F|a.

BEWEIS. Es geniigt, den Beweis zunéchst fiir den Fall a = —1 und b = 1 zu fiihren.
Ist ndmlich a = b, so ist f auf A konstant und daher konstant auf X fortsetzbar. Ist a < b,

so ist die durch 2f(a) )
x)—a—
o(x) = T b—a (z € A)

definierte Funktion ¢ stetig auf A mit Werten in [—1,1]. Hat ¢ eine stetige Fortsetzung
d: X — [-1,1],s0ist F: X — Rmit F(z) := 5((b—a)®(x)+a+b), z € X, eine stetige
Fortsetzung von f auf ganz X mit F(Y) C [a, b].

Sei also nun a = —1 und b = 1. Mit Aq := f~'([-1,—3]) und By := f~([3,1]) folgt
wegen der Stetigkeit von f auf A: Ay und By sind abgeschlossen in A also auch in X (da
A abgeschlossen in X ist) und Ag N By = (). Nach dem Urysohnschen Lemma gibt es also

eine stetige Funktion go : X — [—%, 3] mit glao = —3 und g|po = 3. Mit fi == f — gola
folgt f1(A) € [—2,2] und f; ist auf A stetig. Seien nun schon fiir ein n € N Funktionen

fi,oo oy fn € C(A,R) und gy, ..., gn—1 € C(X,R) konstruiert mit

(in) fo=F— Zgju,

1/2\n=1 1 /2\n-1
(i) () € [=5(5) 5(3)
Dann gilt mit

nom (D) me s (),

die Mengen A,, und B, sind disjunkt und abgeschlossen (in A also auch) in X. Nach dem
Urysohnschen Lemma gibt es also eine Funktion g, € C(X,R) mit

0 [ ()" 20)] =22 wma g =3(3)"

Mit froi1 = fu—gnla = f_Z;L:o gj] 4 sieht man, daf dann die Bedingungen (i,,4+1), (iin11)
und (iii,q) erfiillt sind. Damit ist die induktive Konstruktion beendet.
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Es folgt

> llgallx <D 5(5) =1 <00
n=0 n=0
Die Reihe ZZOZO gn konvergiert also gleichméflig auf X gegen eine stetige, beschriankte
Funktion F' : X — R mit ||F||x < 1 also mit F(X) C [—1,1] (nach Aufgabe 6.3). Fiir
2

alle z € A erhalten wir wegen || f,|la < (2)" — 0 fiir n — oco:

n—1
f(@) = F@)] = Tim |f =3 g;(w)| = Tim |fa(x)] = 0.
=0
Also ist F' eine stetige Fortsetzung von f auf X mit F(X) C [—1,1]. O

Die normalen topologischen Réume sind unter den 77—-R&umen durch die Urysohnsche
Trennungseigenschaft und die Fortsetzungseigenschaft von Tietze charakterisiert:

6.12. SATZ. Fir einen Ty—Raum (X, 1) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) (X, 7) ist normal.

(b) Zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B C X wvon X gibt es eine
stetige Funktion f: X — R mit f(X) C[0,1], fla=0 und f|p = 1.

(c) Zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B C X von X gibt es eine
stetige Funktion f: X — R mit fla =0 und flg=1.

(d) Fiir jeden abgeschlossenen Unterraum A von X und jede auf A stetige Funktion
f:A—=TRmit f(A) C la,b] gibt es eine Funktion F € C(X,R) mit F(X) C [a, ]
und F|a = f.

(e) Fir jeden abgeschlossenen Unterraum A von X und jede auf A stetige Funktion
f:A— R gibt es eine Funktion F € C(X,R) mit F|a = f.

BEWEIS. (a)==(b) ist das Urysohnsche Lemma, (a)==-(d) ist der Fortsetzungssatz
von Tietze und (b)==-(c) ist offensichtlich.

(c)=(a): Seien A, B C X zwei beliebige disjunkte, abgeschlossene Mengen. und sei
f € C(X,R) eine nach (c) existierende Funktion mit f|4 = 0, f|p = 1. Dann sind die
Mengen U := f~!((—00,3)) und V := f~!((},00)) disjunkt und offen mit A C U, B C V.
Also ist (X, 7) normal.

(d)==(e): Sei (d) erfiillt und sei A C X abgeschlossen und f : A — R eine beliebige in
der Unterraumtopologie stetige Funktion auf A. Dann ist g := arctanof : A — R stetig

mit g(A) C (— %,%), besitzt also nach Voraussetzung eine Fortsetzung G € C(X,R)

mit G(X) C [ -3 g] Da der mogliche Wertebereich dieser Fortsetzung noch nicht im

Definitionsbereich der Tangensfunktion enthalten ist, miissen wir nochmals (d) anwenden,

um zum Ziel zu kommen: Die Menge Gil( -5 g}) ist wegen der Stetigkeit von G

abgeschlossen in X und disjunkt zu A. Also ist auch B := AUG™! ({ — 5.5 ) abgeschlossen

in (X,7) und die Mengen A und G~'({ — 2,2}) sind in B versehen mit der von 7
induzierten Topologie sowohl offen als auch abgeschlossen. Die Funktion h : B — R mit

o firzeG({-3.3}),
he) = {1 fir x € A, (v € B)

ist daher stetig und besitzt nach Voraussetzung (d) eine Fortsetzung H € C(X,R) mit
H(X) C [0,1]. Die Funktion HG : X — R ist nun eine stetige Fortsetzung von g auf X
mit (HG)(X) C (—%,%). Somit ist F':=tano(HG) € C(X,R) eine stetige Fortsetzung
von f auf ganz X.
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(e)==(c): Sei nun (e) erfiillt und seien A; B C X zwei beliebige disjunkte, abgeschlos-
sene Teilmengen von X. Dann ist C':= A U B ebenfalls abgeschlossen in (X, 7) und A, B
sind sowohl offen als auch abgeschlossen in dem mit der Relativtopologie von 7 versehenen
abgeschlossenen Unterraum C'. Daher ist die durch

0 firxe A,
o=l ety eeo

definierte Funktion auf C stetig und besitzt nach Voraussetzung eine Fortsetzung F' €
C(X,R) auf ganz X. Wegen F|4 =0 und F|g = 1 ist die Bedingung in (c) erfillt. O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 6.

6.1. AUFGABE. Zeigen Sie, daf} fiir einen topologischen Raum (X, 7) die folgenden
Aussagen dquivalent sind:
(a) (X, 7) ist ein T1—Raum.
(b) Fiir alle x € X ist {} abgeschlossen.
(c) Jede Teilmenge A von X ist der Durchschnitt aller ihrer Umgebungen.

6.2. AUFGABE. Fiihren Sie die Beweise zu Bemerkung 6.4/ (b) aus.

6.3. AUFGABE. Sei (E, || - ||) ein Banachraum iiber K (K = R oder K = C), sei (X, 7)
ein topologischer Raum und sei

Co(X, B) :={f € C(X, E); ||fllx = Slel)lf;\f(x)\ < oo}

der K—Vektorraum der beschriankten, auf (X, 7) stetigen E—wertigen Funktionen. Zeigen
Sie, da} (Cy(X, E), || - ||x) ein Banachraum ist.

6.4. AUFGABE. Sei (X, 7) ein vollstindig reguldrer Raum und seien A C X abge-
schlossen und K C X kompakt mit AN K = (). Zeigen Sie die Existenz einer Funktion
feC(X,[0,1]) mit f=0auf Aund f =1 auf K.

6.5. AUFGABE. Zeigen Sie, daf} ein 73—Raum, der eine Basis aus sowohl offenen als
auch abgeschlossenen Mengen besitzt, vollstdndig regulér ist.

Ein topologischer Raum heifit

o Lindelifraum, falls jede offene Uberdeckung von X eine abzihlbare Teiliiber-
deckung besitzt.

e 0 -kompakt, falls X abzihlbare Vereinigung von kompakten Teilmengen von X
ist.

6.6. AUFGABE. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und sein B eine Basis fiir die To-
pologie 7. Zeigen Sie:
(a) Ist (X, 7) o—kompakt, so ist (X, 7) ein Lindel6fraum.
(b) Genau dann ist (X,7) ein Lindelofraum, wenn jede Uberdeckung von X durch
Mengen aus B eine abzihlbare Teiliiberdeckung besitzt.
(¢) Jeder abgeschlossene Unterraum eines Lindel6fraums ist wieder ein Lindelofraum.
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6.7. AUFGABE. Sei X, 7) ein vollstindig reguldrer Lindel6fraum und seien A, B zwei
beliebige abgeschlossene, disjunkte Teilmengen von X. Zeigen Sie:

(a) Zu je zwei Punkten a € A, b € B gibt es offene Umgebungen U, von a und Vj
von bmit UyNB =0 und V, N A = (.
(b) Es gibt Folgen (a,)$2; in A und (b,);>; in B mit A C (2, U,, und B C

ﬂ:,oil ‘/bn'
(c) Die Mengen

U= [_] (U\UW) und V= @ (Vb\UU_)

sind offen und disjunkt mit A C U und B C V. (X, 7) ist also normal.



KAPITEL 7

Der Satz von Stone und Weierstraf}

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und seien f, g € C'(X,R). Dann sind die durch

(7.1)  (fAg)(x) == min{f(z),g(x)} = %(f(x) +g(e) = [f(z) —g@))  (zeX)

und

(7.2) (Vv g)(x) = max{f(z),g(x)} = %(f(w) +g(x) +1f(x) —g(@))  (reX)

definierten Funktionen f A g, f V g : X — R wieder stetige reellwertige Funktionen.

Wir sagen: Eine Teilmenge A von C(X,K) (mit K = R oder K = C) trennt die Punkte
von X, falls es zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X eine Funktion f € A gibt mit
f(z) #y.

Bevor wir zum eigentlichen Satz von Stone und Weierstral kommen beweisen wir
zunéchst die verbandstheoretische Version dieses Satzes:

7.1. SATZ (Satz von Kakutani und Krein). Sei (K, 7) ein kompakter Hausdorffraum
und sei A ein Untervektorraum von C'(K,R) mit

(a) 1€ A.

(b) Vf,ge A: fAhg fVvge A

(c) A trennt die Punkte von K.
Dann liegt A dicht in dem Banachraum (C(K,R),| - |k).

BEWwEIS. Seien h € C(K,R) und € > 0 beliebig. Wir miissen zeigen, dafl es eine
Funktion f € A gibt mit ||h — f||x < e.

(i) Wir zeigen zunéchst, dafl es zu je zwei verschiedenen Punkten s, ¢ € K eine Funktion
fst € A gibt, die h in den Punkten ¢ und s interpoliert. Da A die Punkte von K trennt
gibt es eine Funktion d € A mit g(t) # g(s). Die durch

_ h(t) —h(s) h(s)g(t) — h(t)g(s)
T RO O ETE R
definierte Funktion f;, : K — R erfilllt in der Tat f;; € A sowie fs.(t) = h(t) und

fs1(s) = h(s). Wir definieren noch f;; € A durch f;,(x) := h(t) fiir alle x € K.
(ii) Wir zeigen nun, daf§ es fiir alle ¢ € K eine Funktion g, € A gibt mit

(7.3) gi(t) = h(t) und  g(z) > h(x) —e firalle ze€ K.

Sei also t € K beliebig. Fiir alle alle s € K gibt es wegen der Stetigkeit von f,; eine offene
Umgebung U, von s, so dafl

(7.4) fst(x) > h(z) —¢ fir alle x € Us.

Aus der offenen Uberdeckung (U,)sex von K kénnen wir wegen der Kompaktheit von
(K, 7) eine endliche Teiliiberdeckung Us,, ..., Us, auswihlen. Wegen (b) ist dann ¢ :=
fs1t V...V fs,+ eine Funktion aus A mit

i(t) = s 1..o(6) = h(t).

54
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Ist nun x € K beliebig, so ist = € Uy, fiir ein jo € {1,...,k} und daher nach (7.4)
() = max F@) 2 i, (1) > hz) — <.

Die Funktion ¢; erfiillt also (7.3).
(iii) Wir zeigen nun die Existenz einer Funktion f € A mit ||f — h||x < e.
Fiir alle t € K gibt es wegen der Stetigkeit von g; eine offene Umgebung V; von t mit

(7.5) gi(x) < h(z)+e fiir alle x € V..

Aus der offenen Uberdeckung (V;),cx kénnen wir wieder wegen der Kompaktheit von
(K, 7) eine endliche Teiliiberdeckung V;,,...,V, auswéhlen. Wegen ¢;,,...,q;, € A ist
dann nach (b) auch f:=g¢g, A... A g, € A Wegen (7.3) ist dann

(7.6) f(z) = min g (z) > h(z) —¢.

1<j<n

Ist nun x € K beliebig, so folgt x € V,, fiir ein j; € {1,...,n} und daher
@) = min 0, (2) < 0, (2) < h(a) — &
Zusammen mit (7.6) ergibt dies || f — hl|x = maxgex | f(x) — h(z)| < e. O

Wir zeigen nun die Fassung des Satzes von Stone und Weierstraf3 fiir reellwertige
Funktionen:

7.2. SATZ (Satz von Stone und Weierstraf}, reelle Fassung). Sei (K, 1) ein kompakter
Hausdorffraum und sei A eine Unteralgebra von C(K,R) mit den folgenden Eigenschaften:

(a) 1€ A.

(b) A trennt die Punkte von K.

Dann liegt A dicht in (C(K,R),| - ||k)-

BEWEIS. Wir zeigen, daf die AbschlieBung A von A die Voraussetzungen des Satzes
von Kakutani und Krein erfiillt. Mit A ist auch A ein Unteralgebra von C(K,R). Da
1 € A C Aund da schon A die Punkte von K trennt, ist nur zu zeigen, daf die Bedingung
(b) in Satz 7.1/ fiir A erfiillt ist. Da A auch ein Untervektorraum ist, geniigt es wegen (7.1)
und (7.2) hierzu zu zeigen, daf fiir alle f € A auch die Funktion |f| :  — |f ()| wieder
in A ist. Wegen f2 € A und |f(z)| = /f(z)? fiir alle f € A, € K, reicht es aus zu
zeigen, daB fiir alle 0 < g € A auch V9 i r = y/g(r) in A liegt. Sei also 0 < g € A
beliebig. Da ¢ stetig ist, existiert ein ¢ > 0 mit 0 < ¢g < 1. Sei nun € > 0 beliebig.
Nach dem klassischen Approximationssatz von Weierstrafl (Satz 12.3 in [1]) gibt es ein
Polynom p mit ||/t — p()]ljo,) < ev/c. Da p ein Polynom und A eine Algebra ist folgt
Vel (po(eg)) € A. Also gilt

Vg —Velpogllk = max

\/F( cg(x) — p(cg(m)))‘ <Vel.eye=e.

Damit ist gezeigt, daf /g € A=A liegt. O

7.3. SATZ (Satz von Stone und Weierstraf, komplexe Fassung). Sei (K, 7) ein kom-
pakter Hausdorffraum und sei A eine Unteralgebra von C(K,C) mit den folgenden Ei-
genschaften:

(a) 1€ A.

(b) A trennt die Punkte von K.

(¢) Fiir alle f € A liegt auch die konjugiert kompleve Funktion x — f(x) := f(x) in
A.
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Dann liegt A dicht in (C(K,C),|| | x)-

BEWEIS. Ist f € A, so folgt wegen (c) fiir die Funktionen Re(f) :  — Re(f(z)) und
Im(f): x+— Im(f(x)):

Re(f) = %(fﬁ) €A, Im(f) = 2%.(]‘—7) €A.

Da A nach Voraussetzung die Punkte von K trennt, gibt es zu beliebig vorgegebenen
Punkten a,b € K mit a # b eine Funktion f € A mit f(a) # f(b) und daher Re(f(a)) #
Re(f(b)) oder Im(f(a)) # Im(f(b)). Damit ist gezeigt, dal Ag := {g € A; g(K) C R}
die Punkte von K trennt. Da Ag eine die konstante Funktion 1 enthaltende Unteralgebra
von C(K,R) ist, liegt Ag nach der reellen Fassung des Satzes von Stone—Weierstraf dicht
in C(K,R). Ist nun f € C(K,C) so sind Re(f), Im(f) € Agr und es gibt zu einem beliebig
vorgegebenen ¢ > 0 Funktionen ¢y, go € Ag mit
€ €
IRe(f) —gillx <5 und [ Im(f) = gllx < 5.
Es folgt g :== ¢1 +ig2 € A und
. . € €
1f =gl = I Re(f) +iIm(f) = g1 —igs[| K < [ Re(f) =gl + [ Tm(f) —gellx < 5+5 =€
Also liegt A dicht in C(K,C). O

7.4. FOLGERUNG. Sei K C R"™ kompakt und sei f : K — K eine stetige Funktion
(K =R oder K = C). Dann gibt es eine Folge von Polynomen in n Verdnderlichen mit
Koeffizienten in K, die gleichmdfsig auf K gegen f konvergiert.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar durch Anwendung der reellen bzw. komplexen Fas-
sung des Satzes von Stone—Weierstrafl auf die Algebra aller Polynome in n Verénderlichen
mit Koeffizienten in R bzw. in K. O

Sei nun (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum. Eine auf (X, 7) stetige K-wertige
Funktion (K = R oder K = C) heifit verschwindend im Unendlichen, falls es zu jedem ¢ >
0 eine kompakte Menge K C X gibt, so daf8 | f(x)| < ¢ fiir alle z € X \ K. Die Menge aller
im Unendlichen verschwinden, K—wertigen, auf (X, 7) stetigen Funktionen bezeichnen wir
mit Cy(X,K). Versehen mit der Supremumsnorm ist Cy(X,K) eine normierte Algebra,
die aber nicht notwendig die konstanten Funktionen enthélt. Unser Ziel ist eine Version
des Satzes von Stone-Weierstrafl fiir Cy(X, K).

7.5. BEISPIELE. (a) Ist (X, 7) kompakt, so gilt speziell C(X,K) = Cy(X, K).
(b) Fiir eine Funktion f € C(R,K) gilt, f € Cy(R, K) genau dann, wenn lim,_., f(x) =
lim, .~ f(z) = 0.

Im folgenden Lemma wird gezeigt, dal wir die Funktionen aus Cy(X,7) identifizie-
ren konnen mit den Einschréinkungen auf X der im Punkt oo verschwindenden stetigen
Funktionen auf der Einpunktkompaktifizierung von (X, 7).

7.6. LEMMA. Sei (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum und sei (Xoo,Too) Seine
FEinpunktkompaktifizierung. Dann gilt: Co(X,K) = {f|x; f € C(X,K), f(c0) = 0}.
Durch f — foo mit foo(z) := f(z) fir x € X und fo(o0) := 0 ist ein isometrischer
Algebrenisomorphismus von Cy(X,K) auf die abgeschlossene und damit vollstandige Un-
teralgebra

{F € C(Xa0, K); F(o0) = 0}
von (C(Xoo, K), || - ||x..) gegeben. Insbesondere ist (Co(X,K), || - ||x) eine Banachalgebra.
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BEWEIS. Ist f € C(Xw, K) mit f(oo) = 0, so ist wegen der Stetigkeit von f die Menge
V = f~1(U.(0)) offen in (X, Too) mit oo € V. Nach Definition von 7o, ist K := X \ V
dann kompakt in (X, 7). Somit gilt fir alle x € X\ K: f(z) < e. Also ist f|x € Cy(X, K).

Ist umgekehrt f € Cy(X,K), so definieren wir fo, : Xoo — K durch fo(z) = f(X)
fir z € X und fo(o0) = 0. f ist stetig in allen Punkten der offenen Teilmenge X
von (X, 77), da f auf (X, 7) stetig ist. Zu zeigen ist noch die Stetigkeit von f., in oco.
Sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung gibt es eine kompakte Menge K in (X, 7) mit
|foo(@)| = |f(x)] < e furalle x € X \ K. Also gilt |foo(2) — foo(00)| = |f(x)] < € fiir alle
r € X \ K. Da K nach Definition von 7., offen in (X, 7,) ist, folgt die Stetigkeit von
foo in 00.

Den Rest rechnet man unmittelbar nach. U

7.7. SATZ. Sei (X, 1) ein lokalkompakter Hausdorffraum und sei A eine Unteralgebra
von Cy(X,K) mit den folgenden FEigenschaften:

(a) Fiir alle v € X gibt es eine Funktion f € A mit f(x) # 0.

(b) A trennt die Punkte von X.

(¢) Fiir alle f € A liegt auch die Funktion x — f(x) := f(z) in A. (Im FallK =R
ist dies stets erfiillt.)

Dann liegt A dicht in (Co(X,K), || - ||x)-

BEWEIS. Man rechnet nach, da A% := {f,, + Al; f € A, \ € K} eine Unteralgebra
von C(X,K) ist, die die konstante Funktion 1 enthilt und mit h € A# auch die kon-
jugiert komplexe Funktion h enthilt. Sind 2,y € X mit 2 # y, so gibt es nach (c) eine
Funktion f € A mit foo(z) = f(x) # f(y) = feo(y). Ist x € X beliebig, so gibt es nach
(a) eine Funktion f € A mit fo(7) = f(z) # 0 = foo(c0). Also trennt A# die Punkte von
Xoo- Damit sind die Voraussetzungen zur reellen bzw. komplexen Fassung des Satzes von
Stone-Weierstraf erfiillt. Daher liegt A% dicht in (C(X,K), | - [|x.)- Ist f € Co(X,K)
beliebig, so gibt es demnach eine Funktion h = g, + Al mit g € A und X\ € K, so daf3

£
e = hllxe < 5.

Insbesondere folgt wegen f..(00) =0

A = [ foo(00) — 1(00)] < || foo — llxe < =

2
und daher auch
e €
17 = gllx = Nfow = el < oo = hllxw + 13 < 5+ 5 = 2.
Also liegt A dicht in (Co(X,K), || - ||x)- O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 7.

7.1. AUFGABE. Zeigen Sie, dafl die Menge der Funktionen der Gestalt

n

2z g(z) = Z 2

k=—n

mit n € Nund c_,, ..., ¢, € C dicht liegen in C(T,C) (mit T := {2 € C; |z| = 1}).
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7.2. AUFGABE. Zeigen Sie mit Hilfe der vorhergehenden Aufgabe, daf§ die Menge der
reellen trigonometrischen Polynome

t— ap+ Z ay, cos(kt) + by, sin(kt)
k=1
mitn € N, ag,a1,...,a,,b1,...,b, € Rbzgl. der Supremumsnorm dicht liegt in der Menge
der 2m—periodischen, stetigen, reellwertigen Funktionen.

7.3. AUFGABE. Sei (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum und sei
Ce(X,K) :={f € C(X,K); 3K = Ky C X, K kompakt, mit f|x\x =0}
die Menge aller stetigen Funktionen f auf X mit Werten in K, die auflerhalb einer kom-

pakten Teilmenge K; verschwinden. Zeigen Sie, daB8 C.(X,K) dicht in (Co(X,K), || - | x)
liegt.



KAPITEL 8

Partition der Eins

8.1. DEFINITION. Seien U = (U;)ier ,V = (V}) ey zwei Familien von Teilmengen eines
topologischen Raums (X, 7). Wir sagen

e V ist lokal endlich, falls es zu jedem x € X eine Umgebung W von z in (X, 7)
gibt mit W NV} # 0 fiir hochstens endlich viele j € J.

e Vist o-lokal-endlich, falls V eine hochstens abzéhlbar unendliche Vereinigung von
lokal endlichen Mengensystemen ist.

o V ist punkt-endlich, falls fiir alle x € X gilt: € V; fiir hochstens endlich viele
jed.

e V ist eine Verfeinerung von U, falls es zu jedem j € J ein i(j) € I gibt mit
Vi € Uiy

8.2. BEMERKUNG. Ist ¥V = (V}),c; lokal endliche Familie von Teilmengen eines topo-

logischen Raums (X, 7), so ist auch die Familie V= := (V}),c; ein lokal endliches Mengen-

system und es gilt
Ur-Uv
jeJ jeJ
BEWEIs. Ist x € X, so gibt es nach Voraussetzung eine offene Umgebung U von z

mit U N V; # 0 fiir hochstens endlich viele j € J. Ist nun j € J mit U N'V; # 0, so ist
auch U NV, # (). Also folgt die Behauptung. O

8.3. SATZ. Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines normalen topologischen Raums
(X, 7) und sei U = (Ui)icr eine punki-endliche offene Uberdeckung von A. Dann gibt es
eine offene Uberdeckung V = (V;);e; von A mit V; C U; fir allei € I.

BEWEIS. Sei 90, die Menge aller offenen Uberdeckungen W = (W;);e; von A mit
W, = U; oder W; C U fiir alle i € I. Wegen U € My, ist My # 0. Fir W = (W;)ser € My
sei

JOW):={iel; W; CU}.
Sind W, = (Wl,i)ieb Wy = <W27Z’)Z’e] € gﬁu, so definieren wir
Wl S WQ < J(Wl) Q J(WQ) und WLJ = Wg,j fir alle j S J(Wl)

Hierdurch ist eine partielle Ordnung auf 9%, erkldrt. Sei nun K eine total geordnete
Teilmenge von My, Wir setzen J = [J,eq JW), Wi = U; fiir alle i € I\ J und
Wi = Wj fiir alle j € J und alle W = (W;)ie; € & mit j € J(W). Da R total geordnet
ist, ist hierdurch W} wohldefiniert fiir alle ¢ € I und W* := (W) ist eine Familie von
offenen Teilmengen von X mit Wj* C U, fiir alle j € Jund W/ := U, fiir allei € I\ J.
Um W* € My, zu zeigen, miissen wir noch nachweisen, dafi WW* eine Uberdeckung von
A ist. Sei also a € A beliebig. Da U eine punkt-endliche Uberdeckung von A ist, ist
K, = {i € I;a € U;} endlich und nicht leer. Gibt es ein igc € K, N (I '\ J), so folgt
a € Uy, =W C e, Wi Sei nun K, C J. Da R total geordnet ist und K, endlich ist,

gibt es dann eine offene Uberdeckung W = (W;)ic; € & von A mit () # K, C J(W).
59
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Insbesondere gibt es ein j € K, C J(W) mit a € W; = W} C [, ; W/. Insgesamt haben
wir gezeigt, dal YW* eine obere Schranke fiir £ aus 2, ist. Damit sind die Voraussetzungen
zum Zornschen Lemma erfiillt. 9, besitzt also wenigstens ein maximales Element V =
(Vi)ier-

Annahme: J(V) # I. Dann gibt es ein ig € I\ J(V). Da V eine offene Uberdeckung
von A ist, ist B := A\ U, e, Vi abgeschlossen mit B C V;; = Uj,. Da (X, 7) normal ist,
gibt es nach Lemma 6.6 eine offene Menge W C X mit B C W C W C U,,- Dann ist
aber V* = (V;*) mit

)

‘ w fﬁri:io,

ein Element von 9%, welches echt grofler als V ist im Widerspruch zur maximalen Wahl
von V. 0

. {w fiir i #£ i € I,

8.4. DEFINITION. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Fiir eine auf X stetige Funktion
mit Werten in R, C oder in einem normierten Raum (£, || - ||) heiit

supp(f) == {r € X'; f(x) # 0}

der Trdger von f.

8.5. DEFINITION. Sei U = (U;);es eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums
(X, 7). Eine Familie (¢;)icr von auf X stetigen reellwertigen Funktionen heifit eine der
Uberdeckung U untergeordnete Zerlequng der Eins oder Partition der Fins, falls gilt:

(a) Vie IVx € X : o(x) > 0.

(b) Viel:  supp(y;) C Ui

(c) Das Mengensystem der Tréger (supp(;));; ist lokal endlich.
) VeeX: > gi(x)=1

el

8.6. SATZ. Seild = (U,)icr eine lokal endliche, offene Uberdeckung eines normalen to-
pologischen Raums (X, 7). Dann gibt es eine der Uberdeckung U untergeordnete Zerlegung
der Fins.

BEWEIS. Nach Satz [8.3] gibt es eine offene Uberdeckung V = (V;)ees mit V, C U, fiir
alle i € I. Da (X, 7) normal ist, gibt es nach Lemma 6.6/ offene Mengen W;, i € I, mit

V,.CW, CW, CU; fiir alle 1 € I.

Nach dem Urysohnschen Lemma 6.7 gibt es daher Funktionen v¢; € C(X,[0,1]), i € I,
mit ¢; = 1 auf V; und ¢; = 0 auf X \ W; fiir alle i € I. Es folgt supp(v;) € W; C U; fiir
alle 7 € I. Da U lokal endlich ist, gibt es fiir alle x € X eine offene Umgebung U von x in
(X,7), so daBl U N supp(¢y;) # O fiir hochstens endlich viele 4y, ..., i € I. Es folgt

k
Vel ly) =) wily) =D _vi(y) 21,

el

Da V eine Uberdeckung von X ist und 1; = 1 auf V; fiir alle i € I gilt. Insbesondere ist
Y auf U stetig. Die Funktion

Y X —]0,00), xHZ%(x)
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ist als wohldefiniert und stetig auf X mit ¢ (x) > 1 fir alle x € X. Also sind die Funktionen

Qi X vil@)

l b(x)
stetig auf X mit 0 < ¢; < 1 auf X und supp(y;) = supp(y;) C U; fiir alle ¢ € I und
erfilllen ). p;(z) = 1 fiir alle i € 1. O

8.7. FOLGERUNG. Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines normalen topologischen
Raums (X,7) und sei U = (Uy)ier eine lokal endliche, offene Uberdeckung von A. Dann
gibt es eine Familie (p;)icr von Funktionen aus C(X,[0,1]) mit supp(y;) C U; fir alle
i€ I und mit )., pi(x) =1 fir alle v € A.

BEWEIS. V :=UU{X \ A} ist eine offene Uberdeckung von X. Mit Satz 8.6/ folgt die
Behauptung. O

_ 8.8. DEFINITION. Ein Hausdorffraum (X,71) heifit parakompakt, falls es zu jeder offenen
Uberdeckung U von X eine lokal endliche, offene Uberdeckung ¥V von X gibt, die eine
Verfeinerung von U ist.

8.9. SATZ. Jeder parakompakte topologische Raum ist normal.

BEWEIS. Sei also (X, 7) parakompakt. Wir zeigen zunéchst:

(a) Sind A und B zwei disjunkte, abgeschlossene Teilmengen von X, so daf§ es zu
jedem a € A offene Mengen U,,V, gibt mit a € U,, B C V, und U, NV, = 0, so gibt es
offene Mengen U,V C X mit ACU, BCV undUNV = 0.

Da die Mengen U,, a € A, mit X \ A zusammen eine offene Uberdeckung &/ von X bil-
den, gibt es wegen der Parakompaktheit von (X, 7) eine lokal endliche, offene Verfeinerung
W = (W,;)ser dieser Uberdeckung, die immer noch X iiberdeckt. Die Menge

Que=J{Wisiel, WinA#0}

ist dann eine offene Obermenge von A. Ist i € I mit W; N A # (), so gibt es (da W eine
Verfeinerung von U ist) ein a(i) € A mit W; C U,g). Zu jedem b € B gibt es, da die
Uberdeckung W lokal endlich ist, eine Umgebung N, von b, so daB die Menge
Iy:={iel;W;NN,#0}
endlich ist. Die Menge
Qb = Nb N ﬂ Va(i)
i€l
ist dann eine (als endlicher Durchschnitt von offenen Mengen) offene Umgebung von b die
zu Q4 disjunkt ist. Dann ist Qp := (J,c5 2 eine zu Q4 disjunkte offene Obermenge von
B.

(b) Sei nun C' C X abgeschlossen und x € X \ C. Da (X, 7) ein Hausdorffraum ist,
ist {x} abgeschlossen in (X, 7) und es gibt zu jedem ¢ € C' disjunkte offene Umgebungen
U. von ¢ und V. von x. Wenden wir (a) auf A = C und B = {z} an, so folgt daf§ es zu C
und z zwei disjunkte offene Obermengen ¢, von C und (2, von z gibt.

(c) Sind nun A, B zwei beliebige disjunkte Teilmengen von X, so ist wegen (b) (mit
dort C'= B und = € A) die Voraussetzung zu (a) erfiillt und es folgt die Behauptung. O

8.10. SATZ. Zu jeder offenen Uberdeckung U = (U;)ie; eines parakompakten Raums
(X, T) gibt es eine untergeordnete Zerlegung der Eins.
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BEWEIS. Wegen der Parakompaktheit gibt es eine lokal endliche, offene Verfeine-
rungsiiberdeckung V = (V});je; von Y. Da (X, 7) nach Satz 8.9 normal ist gibt es zu V
eine untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;);ecs. Zu jedem j € J fixieren wir ein a(j) € I
mit V; C Uy;). Hierdurch ist eine Abbildung o : J — I gegeben. Wir definieren nun fiir

1€ I:
wi = Z 2K
j€a~1({i})
wobei wie iiblich die Summe iiber eine leere Indexmenge als 0 definiert ist. Dann ist ;
stetig auf X mit

supp(s) = | J swplp)C | ViCU
jeat({i}) jea1({i})

und fiir alle z € X gilt: 3750 0i(x) = D icr D jea iy i) = 2ojey ¥ilx) = L. O

8.11. SATZ. Fiir einen reguliren topologischen Raum (X, T) sind dquivalent:

(a) (X, 7) ist parakompakt.

(b) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine o-lokal-endliche, offene Verfeine-
rungsiiberdeckung.

(¢) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine lokal endliche Verfeinerungsiiber-
deckung.

(d) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine lokal endliche, abgeschlossene Verfei-
nerungstberdeckung.

BeEweIs. Die Implikation (a)==-(b) ist offensichtlich.

Sei nun (b) vorausgesetzt und sei U eine offene Uberdeckung von X. Nach Vorausset-
zung besitzt diese eine o—lokal-endliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung V = J2, V,,
wobei die Mengensysteme V), lokal endlich sind. Wir definieren Hy := () und fiir alle n € N:

Gn = U V7 Hn = U Gka Kn = Hn \ Hn—l 3 W = (Kn N V)TLEN,VGVn .
Vev, k=1

Offensichtlich gilt

e o O Un.
n=1 n=1 n=1

W ist eine Verfeinerung von )V also auch von Y. Wir zeigen, dafl W auch eine lokal
endliche Uberdeckung von X ist. Ist & ein beliebiger Punkt aus X; so gibt es ein n € N
mit x € K,, = H, \ H,_1 C G,,. Nach Definition von G,, gibt es ein V € V, mit x € V
und es folgt + € K, NV € W. Da V; eine lokal endlich und H,, offen ist, gibt es eine
Umgebung U, C H,, von z mit U, NV # () fiir héchstens endlich viele V' € V. Dann ist
U := ,_,; Uy eine Umgebung von x, die nur mit héchstens endliche vielen V' € |J;_, Vi
einen nicht leeren Durchschnitt hat. Wegen U C H,, folgt U N K}, = ) fiir alle & > n hat
U nur mit hochstens endlich vielen Mengen aus W einen nicht leeren Durchschnitt. Also
ist W eine lokal endliche Uberdeckung von X und es gilt (c).

Sei nun (c) vorausgesetzt und sei U eine beliebige offene Uberdeckung von X. Fiir
alle x € X gibt es ein U, € U mit x € U,. Da X nach regular und U, eine offene
Umgebung von z ist, gibt es eine offene Umgebung V, von x mit V, C V, C U,. Dann ist
(W4)eex eine offene Uberdeckung von X, zu der es nach Voraussetzung eine lokal endliche
Verfeinerungsiiberdeckung W gibt. Nach Bemerkung 8.2 ist dann (W )y, ebenfalls eine
lokal endliche Uberdeckung von X. Sei W € W beliebig. Wegen W C V, fiir ein x € X
folgt W C V, C U, € U. Also ist W auch eine Verfeinerung von U. Damit ist (d) gezeigt.
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Sei schlieBlich (d) erfiillt und sei U eine beliebige offene Uberdeckung von X. Nach
Voraussetzung gibt es zu U eine lokal endliche Verfeinerungsiiberdeckung V. Fiir alle
V € V fixieren wir ein Uy € U mit V C Uy. Zu jedem x € X gibt es also eine offene
Umgebung U, von x, die mit héchstens endlich vielen Elementen von V einen nicht leeren
Durchschnitt hat. Nach Voraussetzung gibt es zu der offenen Uberdeckung (Uy)zex eine
lokal endliche, abgeschlossene Verfeinerungsiiberdeckung W, so dafl auch alle W € W mit
hochstens endlich vielen V' € V einen nicht leeren Durchschnitt hat. Fir V € V

Ve=X\{JWwew; wnv =0}

Da die Familie {IV € W; W NV = 0} lokal endlich ist und aus abgeschlossenen Mengen
besteht, folgt wegen Bemerkung 8.2:

Uwew, wnv=o=(JW:wew;wnv=0=J{IWew; wnv =0}

Daher ist V und somit auch Uy NV eine offene Obermenge von V. Daher ist Uy :=
(Uy N f/)VeV eine offene Verfeinerungsiiberdeckung zu /. Wir zeigen, dafl sie lokal endlich
ist. Sei also x € X beliebig. Da W lokal endlich ist gibt es eine offene Umgebung 2, von
x, so daB} €0, einen nicht leeren Durchschnitt nur mit endlich vielen Wy, ... W,, € W hat.
Da W eine Uberdeckung ist folgt Q, € Wi U...UW,,. Ist also V € V mit V N Q, # 0,
so folgt schon Wy, NV # @ fiir ein k € {1,...,m}. Nach Definition von V ist dann auch
Wi, NV # 0. Da Wy,...,W,, nur mit endlich vielen V' € V nicht leeren Durchschnitt
haben, folgt: Q, N (V N Uy ) # 0 fiir hochstens endlich viele V € V. Also ist U, eine lokal
endliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung zu Y. Da jede offene Uberdeckung von X eine
lokal endliche Verfeinerungsiiberdeckung besitzt, ist (X, 7) parakompakt. 0

Fiir den Beweis des folgenden Satzes benotigen wir den Wohlordnungssatz, der dqui-
valent zum Zornschen Lemma ist und damit ein Axiom der Mengenlehre ist. Eine partiell
geordnete Menge (I, <) heifit wohlgeordnet, falls jede nicht leere Teilmenge ein kleinstes
Element besitzt. < heifit dann auch eine Wohlordnung auf I. Jede wohlgeordnete Menge
ist insbesondere total geordnet.

8.12. SATZ (Wohlordnungssatz). Jede Menge besitzt eine Wohlordnung.

8.13. SATZ. Jeder metrische Raum (X, d) ist parakompakt.

BEWEIS. Nach Satz 8.11 geniigt es zu zeigen, daB jede offene Uberdeckung von X
eine o—lokal-endliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung besitzt. Sei also U = (Us)ier eine
beliebige offene Uberdeckung von X. O.B.d.A. gilt U; # X fiir alle i € I (sonst iiberdeckt
X schon X). Nach dem Wohlordnungssatz besitzt I eine Wohlordnung <. Fiir alle n € N
und alle 7 € I definieren wir abgeschlossene Mengen A,, ;, Mengen B,, ; und offene Mengen
Vy,i durch

A= {x e U; dist(z, X\ U;) > 2’”} ,

B, ={r€A,;; v ¢ Apprjfuralle j <i} ,V,,; = {x € X ; dist(z, By,;) < 2_”_3} )
Offensichtlich gilt U; = U, ey Ani- Ist © € V,;, so gibt es ein y € B,; € A,; mit
d(z,y) < 27" ! und wegen y € A, ; folgt

dist(z, X \ U;) > dist(y, X \ U;) —d(z,y) > 27" -2 1 =2"""1 >0
und damit z € U;. Fir € X sei i(x) der kleinste Index i € I mit z € U;. Dann gibt
es ein n € N mit v € A, ;) und nach Definition von i(z) folgt * € Bpiw) € Vi)
Mit S, := (Vp,i)ier folgt also S := |J.2, S, ist eine offene Uberdeckung von X, die eine
Verfeinerung von U ist.
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Wir zeigen nun, daf§ S, lokal endlich ist. Seien ¢,j € I mit i # j und (0.B.d.A.) j <
und sei x € B,,;. Nach Definition von B, ; folgt dann = ¢ A, ;, d.h. dist(z, X \ U;) <
271 Fiir y € A, ist dist(y, X \ U;) > 27" und daher d(z,y) > 27""'. Also folgt

dist(By, i, By j) > dist(B, An ) > 27"
Aus der Definition von V,, ; folgt nun
dist(Vy4, Vi) > dist(Bp, Bnj) —2-27"73 > 277t _gn=2 — on=2,
Ist nun z € X beliebig so folgt fiir die offene Umgebung
Wi=Uyno(z)={y € X;dx,y) <27"?}

von x: WNU,,; # 0 fiir hochstens ein ¢ € I. Also ist S, lokal endlich und S somit eine o—
lokal-endliche, offen Verfeinerungsiiberdeckung zu U. X ist somit parakompakt beziiglich
der durch die Metrik d definierten Topologie. 0

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit

e [,—Menge, falls A eine abzéhlbare Vereinigung von in (X,7) abgeschlossenen
Mengen ist,
e Gs—Menge, falls A eine abziahlbarer Durchschnitt von in (X, 7) offenen Mengen
ist.
Offensichtlich ist eine Menge genau dann eine F,-Menge, wenn ihr Komplement eine
Gs—Menge ist.
Zum Beweis des Metrisationssatzes von Bing und Nagata—Smirnow benotigen wir zwei
Hilfsaussagen:

8.14. LEMMA. Sei (X, T) ein topologischer Raum.

(a) Ist (X, T) reguldr und besitzt T eine o—lokal-endliche Basis, so ist jede offene
Teilmenge von X eine F,—Menge.

(b) Ist (X, 7) normal, so ist eine abgeschlossene Teilmenge A von X genau dann eine
Gs—Menge, wenn es eine stetige Funktion f: X — [0,1] gibt mit A= f~1({0}).

BEWEIS. (a) Sei B = (.-, B, eine o-lokal-endliche Basis von 7 mit lokal endlichen
Mengensystemen 5,,. Sei G eine beliebige (0.B.d.A.) nicht leere offene Teilmenge von X.
Da (X, 7) regulir ist, gibt es zu jedem z € G eine offene Umgebung U, von z mit U, C G.
Da B eine Basis der Topologie 7 ist, gibt es n(z) € N und ein B, ;)(z) € By) mit
By (z) C U,. Es folgt B, (z) C U, C G. Fiir alle k € N definieren wir nun

By = U{Bn(z)(:c) ;x € Gyn(x) = k}.
Da By, ein lokal endliches Mengensystem ist folgt nach Bemerkung 8.2

Bi = J{Buw(@); 2 € G,n(z) =k} CG.

Also ist G = |J;=, By eine F,~Menge.
(b) Ist A = f~1({0}) fiir eine stetige Funktion f: X — R so ist A wegen

A= o) =1 (O (=) = (= )

eine Gs—Menge.

Sei nun umgekehrt A = ()2, G,, eine abgeschlossene Gs—Menge mit offenen Mengen
Gn, n € N. Dann gibt es nach dem Lemma von Urysohn Funktionen f, : X — [0, 1]
mit f, =0 auf A und f, =1 auf X \ G,,. Die Reihe Y 2 27"f, hat > >° 27" =1 als
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konvergente Majorante, ist also gleichméflig auf X konvergent gegen eine stetige Funktion
f. Nach Konstruktion gilt f(z) = 0 genau dann, wenn z € A. O

8.15. SATZ (Metrisationssatz von Bing und Nagata—Smirnow). Ein topologischer Raum
(X, 1) ist genau dann metrisierbar, wenn er requldr ist und eine o—lokal-endliche Basis
der Topologie T besitzt.

BEWEIS. Sei d eine Metrik auf X, so dal die durch d definierte Topologie 7; mit
7 iibereinstimmt. Zu der offenen Uberdeckung (Us-»(z))szex von X gibt es dann nach
Satz 8.13 eine lokal endliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung V,,. Dann ist V :=J>~ | V,
eine o—lokal-endliche Basis fiir 7 = 74.

Sei umgekehrt (X, 7) regulér und besitze 7 eine o—lokal-endliche Basis B = |J°~, B,
mit lokalendlichen Mengensystemen B,, = (B,,i)icr,, € N. Zunichst zeigen wir, dafl
(X, 7) parakompakt ist. sei also U = (U;)ic; eine beliebige offene Uberdeckung von X.
Dann ist V,, :={V € B,,; B C U; fiir ein ¢ € I} als Teilmenge von B, lokal endlich und
V= U,~, V, ist eine offene Uberdeckung von X, da jedes U;, i € I, Vereinigung von
Mengen aus B ist. Nach Satz 8.11] ist (X, 7) parakompakt, da jede offene Uberdeckung
von X eine o-lokal-endliche, offene Verfeinerungsiiberdeckung besitzt.

Nach Lemma 8.14 ist jedes B, ; eine F,~Menge und somit X \ B, ; eine Gs—Menge,
zu der nach Lemma 8.14 eine stetige Funktion ¢,,; : X — [0, 1] existiert mit B,,; = {z €
X5 pni(r) > 0}. Da B, lokal endlich ist, ist durch o, (x) = > ,.; ¢ni(7) eine stetige
Funktion definiert und auch die Funktionen 1, ; : X — [0,1] sowie » ., ,; mit

L Son,i(x)
Upi(x) = m (x € X)

sind stetig mit
0< Z@Z)m(ﬂc) <1 fiir alle x € X.

iEITL
Wir definieren nun

Aw) =52 i) — sl @y € X)
n=1 el

und weisen nach, dal d : X x X — [0,00) eine Metrik ist. Sind z,y € X mit z # y, so

gibt es ein n € N und ein i € [, mit z € B,,,i C X \ {y}. Daher ist ¢,,;(y) = 0 < ¢, 1(2)

und somit d(z,y) > 0. Offensichtlich gilt auch d(z,y) = d(y, z) fir alle z,y € X und auch

die Dreiecksungleichung ist unmittelbar klar. d ist also eine Metrik auf X.

Als gleichméfig konvergente Reihe von stetigen Funktionen ist fiir alle z € X die
Funktion d(z,-) : X — R, y +— d(z,y) stetig auf (X, 7). Insbesondere ist fiir alle z € X,
e > 0, die Menge U.(z) :={y € X;d(z,y) < e} offen in (X, 7). Ist umgekehrt U eine
beliebige Umgebung von z € X in (X, 7), so gibt es ein n € N und ein i € I, mit
r € B ={y € X; ¥ni(y) >0} C U. Insbesondere ist 6 := 27, ;(x) > 0 und somit
Us(z) € B,; C U. Also ist U auch eine Umgebung von = in der durch die Metrik d
gegebenen Topologie 7; und es folgt 7 = 7. 0

8.16. FOLGERUNG. Das topologische Produkt [ [, ; X; von mindestens zweielementigen
metrischen Riumen (X;,d;), i € I ist genau dann metrisierbar, wenn I abzihlbar ist.

8.17. FOLGERUNG (Zweiter Metrisationssatz von Urysohn). Fin kompakter Haus-
dorffraum (X, T) ist genau dann metrisierbar, wenn T eine abzihlbare Basis besitzt.
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BeEWEIS. Als kompakter Hausdorffraum ist (X, 7) insbesondere normal, also auch re-
guldr. Ist S ein lokal endliches Mengensystem, so gibt es zu jedem x € X eine offene
Umgebung U, von z, so dafl U, NS # () fiir hochstens endlich viele S € S. Da wir aus der
offenen Uberdeckung (U,),cx wegen der Kompaktheit von (X, 7) eine endliche Teiliiber-
deckung auswéhlen kénnen, kann S nur endlich viele Elemente haben. Insbesondere ist je-
des o—-lokal-endliche Mengensystem in X schon abzahlbar. Mit dem Metrisationssatz 8.15
folgt die Behauptung. O
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