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Aufgabe 1. Sei h: C — C gegeben durch
zZ—1
h(z) = C).
(=2 (ze0)

und sei T'=T* € L(H) ein selbstadjungierter Operator. Zeigen Sie:

(a) Der Operator U := h(T) ist unitir mit 1 ¢ o(U, H).

(b) Driicken Sie das Spektralma$l von U durch das von T aus.

(c) Ist umgekehrt U € L£(H) ein unitérer Operator mit 1 ¢ (U, H), so gibt es genau
einen selbstadjungierten Operator 7' € L£(#H) mit h(T) =U.

Aufgabe 2. Sei D die offene Einheitskreisscheibe in C. Der Hardy-Raum H?(D) ist defi-
niert als

1#0) = {1 € 0 Ul = sup (o5 [ 1502 )" < oo},

Zeigen Sie:

(@) I ll g2y ist eine Norm auf H?(D).

(b) Ist f(2) = 332, arz® eine Funktion in O(D), dann ist f € H?(D) genau dann, wenn
> o lar|? < oo ist und in diesem Fall ist 2 i = > oo |ak|?. Insbesondere ist
k=0 H?(D) k=0

also H?(D) isometrisch isomorph zu ¢?(Ng) und daher ein Hilbertraum.
(c) Zu jedem zp € D existiert ein C(29) > 0, so da8 [f(20)| < C(20)||f||z2m) fiir alle
f € H*(D).
Aufgabe 3. Sei S € L(H?(D)) der Shiftoperator, also
S : H*(D) — H*(D), (SH)(2) = 2f(2) (2 €D).

Zeigen Sie, dal S die Cayley-Transformierte des symmetrischen Operators

1 25z (zeD)

ist. T ist maximal symmetrisch und besitzt keine selbstadjungierte Erweiterung.

Aufgabe 4. Der Operator V sei auf H2(D) definiert als (V f)(z) := zf(2?). Zeigen Sie,
daBl V eine Isometrie ist, welche die Cayley-Transformation eines abgeschlossenen sym-
metrischen Operators T : H?(D) O D(T) — H?*(D) ist, dessen Defektindizes 0 und oo
sind.

Aufgabe* 5. Sei 2 C RY offen und sei T : L*(Q) 2 C5°(Q2) — L?(9) ein duch

lot]
T = Y @) 2w) (e CF@)ren)

T:H?D2D(T)— H?,  (Tf)(z):=

laf<m

definierter linearer partieller Differentialoperator mit C'°°-Koeffizienten. Zeigen Sie, dass
T abschlielbar ist.

Abgabe bis spiitestens Mittwoch, den 07.07.2010, in der Ubungsstunde.

Die Ubungsblitter finden Sie auch im Netz unter
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