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Aufgabe 1. (a) Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen und geben Sie das
Ergebnis in der Form a + ¢b mit a,b € R an:

G) (5-i)+(8-3), (i) iz (i) (1 +20)(3 + 40).

(b) Berechnen Sie

G) §=3, (i) H“

—| @) (1+20)@+40).

Losung: (a) (i) Nach Definition der Addition in C is t
(5—i)+ (8—3i) = (5+8) + (—1—3)i = 13 — 4i.

(ii) Um den Nenner reell zu machen erweitern wir mit 1+ 4 und erhalten wegen i? = —1:
1 . 1 . 2 1 2 . .2 2 .
1—i  (1—1a)(1+4) 1—142 2

(iii) Nach Definition der Multiplikation in C gilt
(1+20)(3+4i)=(1-3-2-4)+(1-4+2-3)i=—5+ 10i.
(b) (i) Es ist 8 — 37 = 8 + 3i und daher |8 — 3i| = /64 + 9 = \/73.

(ii) Nach Teil (ii) von (a) ist )14—@

= Ji| = 1.

(iii) Es ist (1 +2¢)(3+4i) = (1 +24)(3 —4i) = (3+8) + (6 —4)i = 11 + 2i und daher
|(1 4 2i)(3 + 44)| = V112 + 22 = /125 = 5/5. O

Aufgabe 2. Geben Sie alle Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen an:

(a) 222 +4z+5=0.
(b) 22 4+2iz—1=0.
(c) 222 + 2iz + 4i = 0.

Lésung: (a) Die Gleichung ist dquivalent zu: 2% + 224—% = 0 und hat daher nach Satz 1.6
der Vorlesung die Losungen zq/5 = —1 &+ wp wobel wg eine Losung von wg =1- % = —%
ist. Also lauten die Losungen:

z1:—1+i\/§ und zlz—l—i\/g.

(b) Wegen i> = —1 ist die Gleichung nach der ersten bmomlschen Formel dquivalent zu
(1+14)% =0, hat also die doppelte Losung z; = z3 =

(c)Die Gleichung ist dquivalent zu 22 4+ iz + 2i = 0, hat also nach Satz 1.6 der Vorlesung

die Losungen 21/ = —5 & wo wobei wy eine Losung von
7\2 1
1 2:(_7> _2.:_7_2.
(1) wg 5 i 1



ist. Zur Berechnung von wg machen wir den Ansatz wg = a+bi mit zu berechnenden reellen
Zahlen a und b. Setzen wir dies in (1) ein, so miissen wir also a und b so bestimmen, dafl
gilt:
(a+ib)* = R
=1 .

Ausmultiplizieren der linken Seite dieser Gleichung fiithrt zu
1
a® — b2 + 2abi = ~1 —2i.

Da zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn ihre Realteile und Imaginérteile
iibereinstimmen ist diese Gleichung dquivalent zu den beiden folgenden Gleichungen

a2—b2:—i und ab= -1

mit den zu bestimmenden reellen Unbekannten a und b. Aus der zweiten Gleichung folgt
b = —%. Setzen wir dies in die erste Gleichung ein so erhalten wir als Gleichung zur
Bestimmung von a:

1

2 -2
a“—a “=—-.

4

Nach Multiplikation mit a? sicht man, da diese Gleichung dquvalent ist zu der biquadra-

tischen Gleichung
2

4 a
— —1=0.
a+4

Da a eine reelle Zahl ist, kommt kommt fiir a® nur ein positiver Wert in Frage. Die positive
Losung der Gleichung

ist

Wir erhalten demnach

1 |8
= £/ g(-1+V65) =+ NG

und somit (wegen ab = —1)

b=F é(\/@Jrl) undwgza—kib:i\}g <\/—1+\/@—z’\/\/@+1) .

Die Lésungen der gegebenen Gleichung sind also:

. 1 .
21 :—54—7 (\/ 1+ +v65 —z\/v +1> und z; = 5—7 (\/—1—1—\/65—2\/\/65—1-1) .
Aufgabe 3. Das arithmetische Mittel A(x,y), das geometrische Mittel G(z,y) und das
harmonische Mittel H(x,y) zweier positiver Zahlen z,y € R sind definiert durch

T+ 2 1 _1\—
A(.T,y) = 2y7 G(l‘,y) =AY H(-T’y) = l‘i‘ :A($ lay 1) 1'

< =

Eine Folge (an)nen, positiver Zahlen heifit

e arithmetische Folge, falls a,11 = A(an42,a,) fiir alle n € Ny gilt.
e geometrische Folge, falls a,11 = G(ant2,ay) fiir alle n € Ny gilt.
e harmonische Folge, falls an4+1 = H(ap42,a,) fir alle n € Ny gilt.

(a) Zeigen Sie fiir alle z,y > 0, die Giiltigkeit der Ungleichungen
H(z,y) < G(z,y) < A(z,y).

(b) Geben Sie alle arithmetischen Folgen an.
Hinweis: Nach Definition gilt fiir alle n € Ny: a,+1 = %(anH + ay). Losen Sie diese
Differenzengleichung.



Losung: (a) Aus 0 < (va —vb)? = a + b — 2v/ab folgt 2v/ab < a + b und hieraus nach
Division durch 2 die rechte der beiden Ungleichungen. Wenden wir nun die bereits gezeigte
rechte Ungleichung an auf = und b~! statt a und b, so folgt

1 1
= —— =Gl 5 H <At bt
Gad) 7 ( ) < A( )
und hieraus durch Multiplikation mit G(a,b)A(a~!,b~1)~! unter Beachtung von H(a,b) =
A(a=1,b71)~! die auch linke der behaupteten Ungleichungen.

(b) Nach Definition ist eine Folge genau dann eine arithmetische Folge, wenn sie a,41 =
%(an+2 + a,) fir alle n € Ny erfiillt, d.h. wenn sie eine Losung der Differenzengleichung
Gn42 — 20n41 + an, = 0 ist. Die zugehorige charakteristische Gleichung lautet:

A2 +1=0

und hat die doppelte Losung A1 = Ay = 1. Nach Satz 1.4 ist die Losungsmenge der
Differenzengleichung

L={(al™ 4 gnl");>y; a, B € R} ={(a+ fn)’y; o, B € R}.
Eine Folge (a,)2, ist also genau dann eine arithmetische Folge, wenn fiir alle n € Ny gilt
an, = a + Bn mit von n unabhingigen Konstanten «, 5 > 0.

Allgemeiner werden auch alle Folgen aus L arithmetische Folgen genannt. O

Aufgabe* 4. Sei (F),)nen, die Folge der Fibonaccizahlen. Berechnen Sie Fgﬂ — F,Fo 42
fiir alle n € Ny.

Losung: Unter Verwendung der Rekursionsformel fiir die Fibonaccizahlen erhélt man fiir
allen € N:

Fiiy=FoaFy = (Fyt Foy) Pyt = (Bt +Fo) By = Fon Fpoy = Fyf = = (B = Fo1 Faa)
Wendet man diesen Trick n mal an so erhélt man schliefllich (wegen F; = 1 und Fy = 0):
Fpyy = FupaFy = (-1)"(Ff — BFy) = (-1)".

Die duflere Gleichung stimmt auch fiir n = 0. Diesen Wert kann man auch durch Einsetzen
der in der Vorlesung hergeleiteten Formel fiir die Fibonacizahlen

(1+V5)F - (1 - V5)*
2k\/5 ’

firk=n,k=n+1und £k =n+ 2 in den Ausdruck F,% 1 — Fni2F, und anschlieendes

Vereinfachen erhalten. Diese Rechnung ist jedoch etwas aufwendiger. O

F, =

(n € Np).



