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Aufgabe 1. Berechnen Sie die Grenzwerte der folgenden unendlichen Reihen:

n=1
ORI

n=0

=1
(c) Z;)an-

Losung: Bei allen drei Reihen handelt es sich um geometrische Reihen. Nach Beispiel 1.18
der Vorlesung gilt fiir alle ¢ € R mit |¢| < 1:

a1
(1) nzzg)q—l_q.

(a) Aus (1) folgt mit ¢ = 1/2:
[o.¢] (o]
1 1 1
n=1 n=0 2

(b) Aus (1) folgt mit ¢ = —1/2:

— (-1 1 2
nZ:O o 1— (=1 3

(c) Aus (1) folgt mit ¢ = 1/2% = 1/4:

[e.9]

Z 1 1 4
92n — 1~ 39
n:02" 11—z 3

Aufgabe 2. Zeigen Sie die Divergenz der beiden folgenden Reihen:

0 3

(2) Z n3n+ 1

n=1

() Z n;—LI— 1

n=1

Losung: (a) Nach den Grenzwertrechenregeln gilt fiir n — oo
n3 _ 1 I
W+l 1+n3 140
Die Glieder der Reihe unter (a) bilden also keine gegen Null konvergente Folge. Nach
Lemma 1.19 der Vorlesung kann die Reihe nicht konvergent sein.

(b) Fiir alle n € N gilt

n n 1

> = —.
n2+1 " n24+n2 2n
1




Da die harmonische Reihe nach Beispiel 1.20 der Vorlesung divergent ist (und daher auch
die Reihe > 07, 2n eine divergente Minorante zu der gegebenen Reihe ist), ist die Reihe
nach der Folgerung aus dem Majorantenkriterium divergent. O

Aufgabe 3. (a) Zeigen Sie die Konvergenz der folgenden Reihe und geben Sie ihren

Grenzwert an:
o0
>
(n+1)n’

n=1

1 1 1
Hinweis: Beachten Sie: ——— = — — und betrachten Sie die Partialsummen s,
(n+1)n n n+1

der Reihe fiir n — oo.

[e.@]
1
(b) Fiir welche p € N ist die Reihe Z s konvergent? Begriinden Sie Thre Antwort.

n=1

Hinweis: Beachten Sie (a) und das Majorantenkriterium.
Losung: (a) Unter Beachtung des Hinweises sieht man fiir die n-te Partialsumme
—~ 1 =~ /1
Sn_;(k—i-l)k _;<_k+1> Zi_zk—i—l

1 +1 1 1 1 1 1 fi
- = _—— r — .
2 n 2 n n+1 n-+1 e >0

(b) Fiir p =1 ist die Reihe nach Beispiel 1.20 divergent. Fiir p > 2 und alle n € N gilt
1 1 2

<< —-—.
n? ~ n?2 " nn+1)

Nach (a) und der Reihengrenzwertregel 1.21 (b) ist die Reihe > > n(n2+1)
p > 2 eine konvergente Majorante zu der Reihe } > | —. Nach dem Majorantenkriterium

1.22 folgt die Konvergenz von » > ; % fiir alle p > 2. O

also fiir alle

n

o0
Aufgabe* 4. Fiir welche = € R ist die Reihe Z 2957 konvergent, fiir welche z € R
= n41

divergiert sie? Begriinden Sie Thre Antwort.

Hinweis: Erinnern Sie sich an die geometrische Reihe und das Majorantenkriterium.

Losung: Fiir alle € R mit |z| < 1 hat man
T
21 g1
In diesem Fall ist also die geometrische Reihe > || eine nach Beispiel 1.18 konvergente

el xQnH Fiir alle x € R mit |z| < 1 ist die Reihe der Aufgabe nach dem
Majorantenkriterium also (sogar absolut) konvergent.

Majorante zu > oo

Fiir |z| = 1, d.h. # = £1 (und somit 22 = 1) haben wir
|z 1 1

‘x2n+1‘ Tl 141 2
In diesem Fall konvergieren die Glieder der Reihe also nicht gegen Null. Nach Lemma 1.19
der Vorlesung ist > >° somit im Fall |z| = 1 divergent.

2n+1



Im verbleibenden Fall |z| > 1 ist 1/|z| < 1 und wir kénnen wie folgt abschétzen:

‘ " ’_ |z |™ |:r|”_1_(1)n
e+ 11 241 T a2 zn lz|/
Die geometrische Reihe (1) ist also in diesem Fall mit ¢ = ﬁ < 1 eine konvergente
Majorante zu y >, x%ll Mit dem Majorantenkriterium folgt die (absolute) Konvergenz

fir |z| > 1.

n

Wir fassen zusammen: Die Reihe % | 7= ist fiir alle 2 € R mit |z # 1 (absolut)

konvergent. Sie ist im Fall |z| = 1 divergent.



