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Aufgabe 1. Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen f : (0,00) — R mit
(a) flx)=2"  (b) f(z)=In(Vz), (c) f[f(z)=arctan(Vz) (z > 0).

Hinweis zu (a): Fiir @ > 0 und b € R ist a® definiert durch a’ := exp(bIn(a)).

Losung: (a) Wegen f(x) = 2% = exp(zIn(z)) fir alle x > 0 folgt nach der Kettenregel
und der Produktregel

f'(z) = exp(x ln(ac))%(:): In(z)) = 2"(In(x) + 1) (x >0).
(b) Nach der Kettenregel gilt

fl(z) =

oder auch wegen f(z) = In(\/z) =

Loy
f W_Qw
In (exp (3 In(2))) = 42,

flay= 2B _ L s

(c) Nach der Kettenregel und Beispiel (b) nach Satz 2.25 der Vorlesung gilt

reos , I 1
f(a:)—arctan(\/:f)-2\/3?—2(1%_@\/E

(x > 0).
O

Aufgabe 2. Welche der folgenden auf ganz R definierten Funktionen besitzen eine diffe-
renzierbare Umkehrfunktion?

(a) sinh, (b) cosh, (c) tanh, (d) z — exp(exp(z)).

Berechnen Sie die Ableitungen der Umkehrfunktion in den Féllen, in denen sie existiert.

Losung: (a) Wegen sinh’(z) = cosh(z) = > o7, (%), > 1 fiir alle > 0 ist sinh streng
monoton wachsend und besitzt eine Umkehrfunktion. Diese wird mit Arsinh bezeichnet.
Wegen sinh(z) = 1(e® — e™®) und e® — oo fiir x — o0, e* — 0 fiir z — —oo, gilt
sinh(x) — oo fiir x — oo, sinh(x) — —oo fiir x — —oo. Nach dem Zwischenwertsatz folgt
sinh(R) = R. Arsinh ist also eine auf ganz R definierte Funktion. Nach dem Satz iiber die
Differentiation der Umkehrfunktion ist Arsinh auf ganz R differenzierbar und es gilt fiir
alle z € R:

’ 1 = 1 !
Arsinh’(z) = sinh’(Arsinh(z)) cosh(Arsinh(a:)) \/ 1 + (sinh(Arsinh(x)))?

1
Vita?

(b) Da cosh eine gerade Funktion ist, also cosh(z) = cosh(—z) gilt, ist cosh auf R nicht
injektiv, besitzt also auf R keine Umkehrfunktion.

(c) Nach Aufgabe 1, Blatt 7, ist tanh’(z) = m Da cosh(z) > 1fiir alle x € R

gilt, ist tanh’(z) > 0 fiir alle # € R. Daher ist tanh auf R streng monoton wachsend und
besitzt eine Umkehrfunktion. Diese wird mit Artanh bezeichnet. Nach Aufgabe 3, Blatt
1




6, gilt limy .o tanh(z) = 1 und lim,_,_ tanh(z) = —1. Nach dem Zwischenwertsatz
folgt tanh(R) = (—1,1). Artanh ist also auf (—1,1) definiert und nach dem Satz {iber die
Differentiation der Umkehrfunktion auf (—1, 1) differenzierbar mit der Ableitung

1

Artanh’(x) = tanl! (tanh(2)) = (cosh(Artanh(z))))? (z € (—1,1)).

Zur weiteren Berechnung gehen wir vor wie bei der Berechnung von arctan’(z) in der
Vorlesung. Wegen
o _ (sinh(y))? _ (cosh(y))® —1

)
(cosh(y))? ~ (cosh(y))?
ist (nach Auflssung der duBeren Gleichung nach (cosh(y))?):

(cosh(y))? !

~ 1 (tanh(y))?
Also gilt fiir alle z € (—1,1):

(tanh(y))

(y € R).

1 1

/ . _
Artanh' () = 4 @) T—a2

(d) Fiir die durch f(z) = exp(exp(z)) fiir alle x € R definierte Funktion f : R — R gilt
nach der Kettenregel:

7'(z) = expl (exp(e)) exp!(x) = explexp(z)) exp(z) >0 (z € R).
Die Funktion f ist also auf R streng monoton wachsend, besitzt also eine Umkehrfunktion
=L Wegen exp(R) = (0, ) folgt f(R) = exp((0,00)). Wegen der strengen Monotonie der
Exponentialfunktion und exp(0) = 1 ist nach dem Zwischenwertsatz f(R) = exp((0, 00)) =

(1,00) und f~! ist auf (1,00) definiert und nach dem Satz iiber die Differentiation der

Umkehrfunktion auf (1, 00) differenzierbar mit der Ableitung
N _ 1 _ 1 _ 1
V= 50) T salen @) ent @) ree @) C7

Wegen exp(f~!(z)) = In(exp(exp(f~1(x)))) = In(f(f~(z))) = In(z) fiir alle z > 1 folgt

(f7)'(2) = (z > 1).

g

Aufgabe 3. (a) Bei einer zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnenden chemischen Reaktion n-ter
Ordnung ist die zum Zeitpunkt ¢t > 0 umgesetzte Stoffmenge f(t) bis auf einen konstanten
positiven Faktor gegeben durch

1
t)=1-— t>0),
1) "Y1+ (n— 1)kt (£20)
wobei k > 0 eine Konstante ist. Zu welchem Zeitpunkt ¢ ist die Reaktionsgeschwindigkeit
f/(t) am grofiten?

(b) Bei einer zum Zeitpunkt ¢t = 0 beginnenden chemischen Reaktion die zum Zeitpunkt
t > 0 umgesetzte Stoffmenge f(t) gegeben durch

kit e—k:Qt

. k1ko e
fo=1-po (G- ez

wobei k1, ko > 0 positive Konstanten sind. Zu welchem Zeitpunkt ¢ ist die Reaktionsge-
schwindigkeit f’(t) am grofiten? Skizzieren Sie den Verlauf von f(t) fiir k1 = 1, ko = 2.

Loésung: (a) Wegen

Ft)=1- ! (4 (= Dkt 7T (¢>0)

"1+ (n—1)kt




folgt fiir die erste und zweite Ableitung von f nach der Kettenregel

fe) = %(1 + (n = Dkt) 77T (n = 1)k = k(1 + (n — Dkt) " 77T

() = —(1 +— L 1)k:(1 +(n— Dkt) "1 (0 — Dk

2 —2— L
=-—nk*(14+(n—1)kt)"""»1 <0

fiir alle z > 0. Die Reaktionsgeschwindigkeit ist also streng monoton fallend und nimmt
daher ihren grofften Wert am linken Intervallende also in ¢ = 0 an. Die maximale Reakti-
onsgeschwindigkeit ist also f/(0) = k.

(b) Da durch kg — k; dividiert wird, ist natiirlich k; # ko vorausgesetzt. Fiir die erste und
zweite Ableitung von f erhalten wir nach den Rechenregeln fiir die Differentiation:

k1ko & _
/! t) = . 1t kot
Pt = 2 eoht ot
f//(t) - k1k2 (—k?le_klt + kze—kgt)

ko — Ky

Durch Einsetzen sieht man f/(0) = 0 und fiir ¢ — oo gilt wegen e~** — 0 fiir alle k > 0
nach den Grenzwertrechenregeln:

. k1ks
1 / =
tggo f (t) kg — kl

(0-0)=0.

Die zweite Ableitung f”(tp) nimmt in einem Punkt tg > 0 den Wert 0 genau dann an,
wenn fiir tg gilt

ke Fito = foekato
Da der natiirliche Logarithmus injektiv ist, ist dies dquivalent zu
In(k1) — In(k2)
ky —ky
Da ty die einzige Nullstelle von f” ist und f'(0) = 0 = limy_, f'(¢) gilt, nimmt f’ in ¢y
sein Maximum an, wenn wir zeigen kénnen, daf§ die Werte von f’ immer > 0 sind. Sei also

t > 0 beliebig. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein x zwischen
k1 und ko mit

ln(kl) + (—klto) = ln(kg) + (—k2t0)7 d.h. fir t5=

e e . D e
ko — k1 k1 — ko dk
Also folgt
e—klt _ €_k2t
F(t) = kikg—————— >0 fiiralle t>0
ko — k1

und die maximale Reaktionsgeschwindigkeit wird zum Zeitpunkt tg = w

nomimern.

ange-

Fiir ky = 1und kg = 21ist f(z) = 1—2(6_':—%) = 1+e 2 —2¢~! und die obige Rechnung
zeigt: f ist auf (0,00) streng monoton wachsend und besitzt in tg = w = In(2)
einen Wendepunkt. Ferner ist f(0) = 0 und limy_.oc = 1 — 0+ 0 = 1. Zur Skizze siehe

Abbildung 1. O

Aufgabe* 4. Eine bestimmte reelle Grofle werde unter den gleichen Bedingungen n mal
gemessen. Die hierbei gemessenen Werte a1, ..., a, stimmen wegen der unvermeidlichen
Meffehler nicht iiberein. Nach Gaufl betrachtet man den Wert a als das zuverlédssigste
Ergebnis, fiir den die Summe
n
fla)=) (x—ay)? (z € R)
j=1

im Punkt 2 = ¢ minimal wird. Bestimmen Sie diesen Wert a.



ABBILDUNG 1. Graph der Funktion f aus Aufgabe 3 (b) fiir k; = 1, ko = 2
im Bereich von 0 bis 4.

Losung: f(x) ist ein Polynom vom Grad 2 in x, also eine Parabel. Es gilt nach den
Rechenregeln fiir die Differentiation:

f'(z) 222(55—%) :2nx—22aj.
j=1 j=1

Die einzige Nullstelle von f” ist a := & > j—1a;. Wegen f”(a) = 2n > 0 handelt es sich um
eine isolierte lokale Minimumstelle. Die Parabel f ist also nach oben gedffnet und nimmt in

a ihr Minimum an. Das arithmetische Mittel a der gemessenen Werte ist also der gesuchte
Wert.



