KAPITEL 0

Zur Vorbereitung

1. Die Sprache der Mathematik und etwas Mengenlehre

Wir gehen zunéchst etwas auf die Sprache und Notation der Logik ein, soweit wir sie
in dieser Vorlesung verwenden.

Die einfache Folgerung: Seien A und B zwei logische Aussagen, die wahr oder falsch
sein konnen. Wir schreiben

A= B,

falls gilt: Immer, wenn A richtig ist, ist auch B richtig. Fiir diesen logischen Sachverhalt
sagen wir auch: ,, Die Richtigkeit von B folgt aus der Richtigkeit von A* oder ,A gilt nur
dann, wenn B gilt“ oder ,, B ist notwendig fiir A“ oder ,,A impliziert B*.

Man nennt zwei Aussagen A und B dquivalent (Schreibweise: A <= B), falls gilt:
A = B und B = A. Hierfiir sagen wir auch: ,, B ist notwendig und hinreichend fiir A*
oder B gilt dann und nur dann, wenn A g¢ilt* oder ,B gilt genau dann, wenn A gilt*.

Besteht die Aquivalenz von A und B aufgrund einer Definition, so schreiben wir:
A <= B oder Aqef <= B, wobei der Doppelpunkt bzw. 4.t auf der Seite steht, die durch
die Aquivalenz definiert werden soll.

Das Gleichheitszeichen hat folgende Eigenschaften:

(a) A=A (Reflexivitat),

(b)) A=B= B=A (Symmetrie),

(c) A=Bund B=C= A=C (Transitivitit).
Wenn zwei Objekte A, B laut Definition iibereinstimmen sollen, so schreiben wir A :=

B oder Agf = B, wobei der Doppelpunkt bzw. 4o wieder auf der zu definierenden Seite
steht.

Zur Abkiirzung fithren wir ferner die Quantoren der Generalisierung und der Partiku-
larisierung ein:
Generalisierung: /\ ... bzw.Vp...bzw. VB .. .. Lies: ,Fiir alle Objekte, die der Bedin-

B
gung B geniigen, gilt ...“. In der Vorlesung wird meist die letzte Schreibweise verwendet.
Partikularisierung \/ ... bzw. dg ... bzw. 3B .. .. Lies: ,Es gibt ein Objekt, das der

B
Bedingung B geniigt, so daf§ gilt ...“. Hierbei ist ,ein“ im Sinn ,,von wenigstens ein“ zu
verstehen.

Nach diesen Vorbemerkungen, Vereinbarungen und Bezeichnungen wollen wir uns nun
der (naiven) Mengenlehre zuwenden. Georg Cantor', der Begriinder dieser Theorie, gab
folgende ,, Erklarung® der Begriffe ;Menge“ und , Element einer Menge®:

lGEORG CANTOR (3.3.1845-6.1.1918)
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Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M wvon be-
stimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unse-
res Denken (welche die ,Elemente“ von M genannt werden) zu einem
Ganzen.

Man konnte nun meinen, daf§ es sich hierbei um die Definition der Begriffe ,,Menge*
und , Element einer Menge“ handelt. Man stellt jedoch fest, dafi die zu definierenden
Begriffe ,,Menge“ und , Element einer Menge“ nur auf andere, undefinierte Begriffe (wie
zum Beispiel ,,Zusammenfassung zu einem Ganzen®) zuriickgefithrt werden. Nun kann
man natiirlich nicht eine Theorie auf einer Definition aufbauen, da diese notwendigerweise
auf Begriffe zuriickgreifen muf}, die im Rahmen der Theorie nicht definiert sind. Man mufl
also beim Aufbau der Mengenlehre offenlassen, was Mengen , wirklich sind“, dhnlich, wie
bei der axiomatischen Begriindung der Geometrie nicht gesagt wird, was Punkte und
Geraden sind, sondern nur angegeben wird, welche Beziehungen zwischen ihnen bestehen.

Die (also nicht ndher erlauterten) Grundbegriffe der Mengenlehre sind:

(i) Mengen meist durch grofle lateinische Buchstaben A, B, C, ..., M, ... sowie durch
groBe deutsche Buchstaben? oder Sonderzeichen bezeichnet wie z.B. N, Z, Q, R, C
und andere.

(ii) Elemente von Mengen: v € A (gelesen: = ist Element der Menge A). Elemente
einer Menge werden héufig (aber nicht immer) mit kleinen lateinischen, grie-
chischen oder deutschen Buchstaben bezeichnet. Ist x nicht Element von A, so
schreibt man x ¢ A.

Unsere erste Forderung ist nun, dafl Mengen durch ihre Elemente eindeutig bestimmt
sein sollen.

(M1) Zwei Mengen A und B sind gleich (A = B geschrieben) genau dann, wenn sie
die gleichen Elemente haben.

Will man also die Gleichheit von zwei Mengen A und B beweisen, so mufl man zeigen,
daBl jedes Element von A auch ein Element von B ist und jedes Element von B auch ein
Element von A ist.

(M1) erlaubt es (endliche) Mengen anzugeben, indem man ihre Elemente aufzihlt
(aufzihlende Schreibweise), etwa {1,2,3,4,5} oder {5,4,3,2,1} (diese beiden Mengen
sind gleich). Weitere Beispiele {1,2,3} # {2, 3,11}, {«, 5,7} usw.

0.1. DEFINITION. Sei A eine Menge. Eine Menge B heifit Teilmenge von A, falls jedes
Element von B auch ein Element von A ist. Wir schreiben dann B C A oder A O B.

Ist B C Aund B # A, so nennen wir B eine echte Teilmenge von A und schreiben
B C A.

Beispiele: {1} C {2,1,5}, {8,a,v} 2 {B,7}. Fiir jede Menge A gilt offensichtlich
AC A

Héufig mochte man aus einer Menge alle Elemente mit einer vorgegebenen Eigen-
schaft aussondern und zu einer neuen Menge zusammenfassen. Sei z.B. M die Menge
aller Teilnehmer an den Ubungen zu dieser Vorlesung, welche in aufzihlender Schreib-
weise durch die Angabe der Teilnehmer in einer Teilnehmerliste angegeben sei. Will man
nun die Menge aller Teilnehmer dieser Vorlesung bilden, die im Hauptfach Biologie stu-
dieren so konnte man aus der Gesamtteilnehmerliste natiirlich auf einer neuen Liste die

2Am Ende dieses vorbereitenden Kapitels befindet sich eine Wiedergabe des Alphabets in deutscher
Schreibschrift und des griechischen Alphabets
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A

ABBILDUNG 1. Veranschaulichung von B C A

Namen aller derjenigen Studierenden abschreiben, die im Hauptfach Biologie studieren.
Rein schreibtechnisch ist es aber einfacher zu schreiben:

Mp ={z; x € M und x studiert im Hauptfach Biologie} .
Eine solche Beschreibung erlaubt das folgende Aussonderungsaxiom (M2):

(M2) Sei A eine Menge und sei £ eine Eigenschaft, die jedes Element z € A entweder
hat oder nicht hat. Dann gibt es eine Menge B, deren Elemente genau diejenigen
Elemente von A sind, die die Eigenschaft &£ besitzen.

Nach (M1) ist B hierdurch eindeutig bestimmt. Wir schreiben
B = {z; v € A und x hat Eigenschaft £}

oder B = {z € A; x hat Eigenschaft £}. Offensichtlich gilt B C A.

0.2. BEISPIEL. Sei A eine Menge und sei £ die Eigenschaft = # x fiir x € A. Wir
bilden gemaf (M2) die Menge B := {z; x € A, x # x}. Da die Aussage = # z fiir alle
x € A falsch ist gibt es keine Elemente in A mit x # x. Die Menge B besitzt also keine
Elemente. Wir nennen sie daher die leere Menge und bezeichnen sie mit (). Gelegentlich
wird die leere Menge auch mit { } bezeichnet. Nach (M1) ist () eindeutig bestimmt. Ferner
ist () Teilmenge von jeder Menge.

0.3. DEFINITION. Seien A und B zwei Mengen, dann heif3t
ANB:={z;x € Aund z € B}
der Durchschnitt von A mit B.

Nach (M2) ist AN B offensichtlich eine Menge. Die Elemente von A N B sind genau
diejenigen, die sowohl zu A als auch zu B gehoren.

BEISPIELE. {1,2,3,4,5} N {1,3,5} = {1,3,5}, {1,2,3} N {3,4,5} = {3}, {2,4,6} N
{1,3,5} = 0.

In dem folgenden Lemma fassen wir einige einfache Rechenregeln fiir die Durch-
schnittsbildung zusammen, die sich alle elementar beweisen lassen.
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ANB

ABBILDUNG 2. Veranschaulichung von AN B

0.4. LEMMA. A, B, C seien Mengen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

ANBCAund ANBC B.
(ANB)NC=ANn(BNQC).
(f) ACB<= ANnB=A.

Man moéchte manchmal auch {iber ,sehr viele® Mengen einen Durchschnitt bilden:

0.5. DEFINITION. Sei (Jl eine Menge, deren Elemente wieder Mengen sind. Sei M, € (0l
beliebig. Dann definiert man
() M :={z€ My;ze M fir alle M € [}
meldl

Statt ;g M schreibt man manchmal auch ({M; M € 0l}. Der Durchschnitt
(Myreqgr M ist nach (M2) gebildet und damit eine eindeutig bestimmte Menge. Man zeigt
auch leicht, da (1, <01 M nicht von der speziell gewéhlten Menge My abhingt, d.h. dafl
fiir alle My, M, € 001 gilt:

{z € My; x € M fiir alle M € (01} = {z € My; x € M fiir alle M € 001} .

Um zeigen zu konnen, dafl Definition 0.5 die Definition 0.3 als Spezialfall enthélt,
miissen wir wissen, dafl es zu zwei Mengen A und B eine Menge C' gibt, die A und B als
Elemente enthélt. Hierzu bendtigen wir ein weiteres Axiom:

(M3) Zu je zwei Mengen A und B gibt es eine Menge C' mit A € C und B € C.

0.6. BEMERKUNG. Seien A und B zwei Mengen. Dann gibt es genau eine Menge, die
genau A und B als Elemente enthélt. Diese bezeichnen wir (in aufzihlender Schreibweise)
mit {A, B}.

Offensichtlich gilt nun fiir je zwei vorgegebene Mengen A und B:

ANB = ﬂ M.
Me{A,B}

Eine weitere Moglichkeit aus vorgegebenen Mengen neue zu bilden liefert:

(M4) Zu jeder Menge A gibt es eine Menge, die alle Teilmengen von A als Elemente
enthdlt.

Hiermit zeigt man leicht:
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0.7. BEMERKUNG. Sei A eine Menge. Dann gibt es genau eine Menge, die genau alle
Teilmengen von A als Elemente hat. Diese Menge nennen wir die Potenzmenge von A
und bezeichnen sie mit P(A).

BeispieLe.  (a) P(0) = {0}, P{0}) = {0, {0}},
(b) P{1}) = {0, {13}, PP{1}) = {0,{0}, {{1}}, {0, {1}}},
(c) P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1, 2}}.

0.8. DEFINITION. Seien A und B zwei Mengen. Die geméfl (M2) gebildete Menge
A\B:={x € A;x ¢ B}

heifit die Differenzmenge zwischen A und B. Ist B C A, so nennt man A \ B auch das
Komplement von B in A und schreibt auch 4B statt A\ B. Ist vom Zusammenhang her

klar, beziiglich welcher Menge A das Komplement gebildet wird, so schreibt man auch
kurz CB.

BEISPIELE. Mit A := {1,2,3,4,5}, B 1= {3,4,5}, C := {1,2,3} gilt A\ B=(,B =
{1,2}, B\A=0, B\ C = {4,5}, C\ B ={1,2}.

A

\

A\B

ABBILDUNG 3. Veranschaulichung der Differenzmenge A\ B

Im folgenden Lemma fassen wir einige Rechenregeln fiir die Differenzmengenbildung
und die Komplementbildung zusammen.

0.9. LEMMA. Seien A, B, C' und D Mengen mit B C A und C' C A. Dann gilt:
(a) CA0 =A\D=A, C,A=A\A=0.
(b) A\D=A\(AND)=C04(AND).
(¢c) (A\D)ND =10.

(d) BNCaB =1.

(e) A\(A\D)=AnD.

(f) C4(CaB) = B.

(g) BC C <= (4,0 C(4B.

Um die Vereinigung von beliebigen Mengen bilden zu koénnen, bendétigen wir ein wei-
teres Axiom:

(Mb) Zu jeder Menge 001 von Mengen gibt es eine Menge M mit A C M fiir alle A € T0l.
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0.10. DEFINITION. Sei {0l eine Menge von Mengen und sei M eine gemafl (M5) existie-
rende Menge mit A C M fiir alle A € (0l. Dann kénnen wir nach dem Aussonderungsaxiom
(M2) die Menge

U A= J{4; A} ={zecM;IAcW: xc A}
Aelll

bilden. Man iiberlegt sich, daf {J i A von der speziellen Menge M mit A C M fiir alle
A € [l unabhingig ist. Die Menge (J, gy A heiit die Vereinigung der Mengen A € {0l.

AUB

ABBILDUNG 4. Veranschaulichung der Vereinigung zweier Mengen A und B

BEISPIELE. (a) Ist 001 = 0, so ist auch |, g A = 0.

(b) Sind A und B zwei beliebige Mengen, so existiert nach (M3) und Bemerkung 0.6
die Menge {A, B}, die genau die Elemente A und B besitzt. Statt UCE{AB} C
schreiben wir einfacher AU B. Die Menge AU B ist also die Menge der Elemente,

die Elemente von A oder von B sind.
(c) {1,2,3,4YU{2,3,5} = {1,2,3,4,5}.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
0.11. LEMMA. A, B und C seien Mengen. Es gilt:

(b) ACAUB

(c) AUB=BUA.

(d) Au(BUC)=(AUuB)UC

() ACB < AUB=2B

(f) Au(BNC)=(AUuB)N(AUCQC).
(g) AN(BUC)=(ANB)U(ANCOC).
(h) (A\B)U(ANB) = A.

(i) A\ (BNC)=(A\B)U(A\C).

(j) AN(BUC) = (A\ B)N(A\C).
Sind A und B zwei Mengen, so nennt man die Menge
Ax B:={(a,b);a€ A, be B}
der geordneten Paare von Elementen aus A und B die Produktmenge von A und B. Sind
(a,b), (u,v) € A x B gegeben, so heiflen die beiden Elemente gleich, d.h. (a,b) = (u,v)
genau dann, wenn a@ = u und b = v gilt. Statt A x A schreibt man auch A2. Auch hierfiir

gelten eine Reihe von elementaren Rechenregeln, die wir im folgenden Lemma zusammen
fassen.
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0.12. LEMMA. Sind A, B,C, D Mengen, so gilt:
(a) Ax B=0 <= (A=10 oder B=10).

(b) (AUB) xC=(AxC)U(Bx ().

(c) (ANB)x(CND)=(AxC)N (B x D).

(d) Ist ACC und BC D, soist Ax BCCxD.

In den Naturwissenschaften studiert man Beziehungen (Relationen) zwischen den ein-
zelnen Objekten der Untersuchungen.

0.13. BEISPIEL. Sei etwa H die Menge aller Bushaltestellen der Saarbahn GmbH. Wir
definieren a € H steht in Relation zu b € H, falls es eine direkte Busverbindung (ohne
Umsteigen) von a nach b gibt und bilden die Menge

R :={(a,b) € H x H; a steht in Relation zu b}.

Genau dann gilt fiir zwei Haltestellen (a,b) € R, wenn a in Relation zu b steht. Statt
(a,b) € R schreibt man auch aRb. Beispielsweise gilt uRb, wenn u die Haltestelle Univer-
sitdt-Campus und b die Haltestelle Bruchwiesenstrafle in Dudweiler bezeichnet, aber es
gilt nicht bRu. Eine Relation mufl also nicht symmetrisch sein.

Unter einer Relation auf einer Menge A verstehen wir also eine Teilmenge R von A x A
und schreiben statt (a,b) € R auch aRb.

Beispielsweise ist R— := {(a,a); a € A} gerade die Gleichheitsrelation. Es gilt fiir
zwei Elemente a,b € A: Es ist (a,b) € R- genau dann, wenn a = b gilt.

0.14. DEFINITION. Seien A und B zwei nicht leere Mengen. Unter einer Abbildung
f A — B von A nach B verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau
ein Element f(a) € B zuordnet. Zwei Abbildungen f,g : A — B heiflen gleich, falls sie
punktweise tibereinstimmen, d.h. fir alle a € A gilt: f(a) = g(a).

A heifit der Definitionsbereich der Abbildung f und B der Wertebereich. Abbildungen
mit Werten in den reellen Zahlen nennen wir auch Funktionen.

f(a) heit der Bildpunkt von a € A unter f. Fiir eine Teilmenge C' von A heifit
fC)=A{f(a);aeC}t={be B;3ac C: b= f(a)} die Bildmenge von C unter f. Ist
D C B, so heifit die Menge f~1(D) :={a € A; f(a) € D} die Urbildmenge von D unter
f. Die Menge

G(f) :=A(a, f(a)); a € A} :={(a,b) € AX B;b= f(a)}

nennen wir den Graphen von f.

0.15. LEMMA. Seien A und B zwei nicht leere Mengen.

(a) Eine Menge G C A x B ist genau dann Graph einer Abbildung von A nach B,
wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind.
(i) Vae Adbe B: (a,b) € G.
(ii) Sind (a,by), (a,bs) € G so gilt schon by = bs.
(b) Zwei Abbildungen f,g: A — B sind genau dann gleich, wenn ihre Graphen gleich
sind.

BEwEIS. (a) Ist f eine Abbildung und G = G(f) = {(a, f(a)); a € A}, so gibt es
nach Definition der Abbildung zu jedem a € A genau einen Bildpunkt f(a) € B. Dies
zeigt, dafl (i) und (ii) erfiillt sind. Ist umgekehrt G C A x B mit (i) und (ii) gegeben, so
gibt es zu jedem a € A genau ein Element f(a) € B mit (a, f(a)) € G. Hierdurch ist eine
Abbildung f : A — B definiert, fiir die G(f) = G gilt.
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(b) ,—* ist unmittelbar klar. Seien nun umgekehrt f,g: A — B zwei Abbildungen
mit G(f) = G(g). Dann gilt fiir alle a € A: Es ist (a, f(a)) € G(f) = G(g) und damit

fla) = g(a). 0

Das Lemma zeigt also, dafl man jede Funktion als eine spezielle Relation auffassen
kann. Nicht jede Relation ist auch eine Funktion. Beispielsweise ist die Bus-Relation aus
Beispiel 0.13 keine Funktion, denn von der Haltestelle Hauptbahnhof aus kann man sehr
viele, also mehr als eine andere Haltestelle ohne Umsteigen erreichen.

Beispiele von Abbildungen bzw. Funktionen hat man schon in der Schule kennenge-
lernt. Auch im Verlauf dieser Vorlesung werden uns viele Beispiele begegnen. Deshalb
beschrénken wir uns hier zunédchst auf ein paar wenige, die von elementarer Natur sind.

0.16. BEISPIELE. Sei A, C, D nicht leere Mengen.

(a) Die Funktion id:A — A mit id(a) := a fiir alle a € A heifit die Identitit auf A.
(b) Sei B C A. Dann heifit x5 : A — R mit

(z) = 1 firzxeB
B =00 firee A\ B

die charakteristische Funktion von A.
(c) Die Abbildung p : C' x D — C mit p(c, d) := c fiir alle (¢,d) € C' x D heifit die
Projektion auf die erste Koordinate.

Im folgenden Lemma fassen wir wieder einige Rechenregeln zusammen.

0.17. LEMMA. Sei f : A — B eine Abbildung und seien C; D Teilmengen von A sowie
E, F Teilmengen von B. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) fFUENF) = f~HE) N f7U(EF).
(b) fFHEUF) = f"HE)U f7H(F).
(c) fF(CUD)=f(C)Uf(D).
(d) f(CND)C f(C)N f(D), wobei die Inklusion echt sein kann.
BEWEIS. Fiir a € A gilt:
a€ fYENF) < fla) e ENF <= (f(a) € Eund f(a) € F)
< (a€ f'(F)und a € fH(F))
= ac fTUE)NfHF)

sowie
ac fTHEUF) <= f(a) € EUF <= (f(a) € E oder f(a) € F)

<« (a € fY(F)oder a € f'(F))
—=acfHE)UfHF).

Damit sind (a) und (b) bewiesen.
Fiir alle b € B gilt:

be f(CUD) <= 3JacCUD: f(a)=0b
<= (be f(C) oder b e f(D))
< be f(C)U f(D)
und damit (c). Ferner:
be f(CND) <= (JaeCND: fla)=b)=be f(C)N f(D).
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Wir zeigen durch Angabe eines Beispiels, dafl die Inklusion in (d) echt sein kann. Wir
definieren f : {1,2} — {1} durch f(1) := f(2) := 1. Esist {1} N {2} = () und daher
f{1FN{2}) =0 aber f({1}) N f({2}) = {1} # 0. O

0.18. DEFINITION. Sind f: A — Bund g : B — C, so definieren wir die Komposition

(Hintereinanderausfiihrung, zusammengesetzte Funktion) gof : A — C durch (gof)(a) :=
g(f(a)) fiir alle a € A.

Die Hintereinanderausfiithrung von Abbildungen ist assoziativ:

0.19. LEMMA. Sind f : A — B, g: B — C und h : C — D Abbildungen, so gilt
(hog)o f=ho(gof).

BeEwEIs. Fiir alle a € A gilt:

((hog)o f)la) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))) = h((go f)(a)) = (ho(gef)a).
O

0.20. BEISPIEL. Sei R, := {x € R; z > 0}. Wir definieren f: R — R, und g : Ry —
R durch f(z) := 2? fiir alle z € R und g(z) := /z fiir alle reellen z > 0. Dann gilt
fog=idg, und (go f)(x) = |z| fir alle x € R.

0.21. DEFINITION. Eine Abbildung f : A — B heift

(a) injektiv, falls fiir alle z,y € A aus f(z) = f(y) schon x = y folgt.

(b) surjektiv, falls f(A) = B ist, d.h. falls es zu jedem b € B ein a € A mit f(a) = b
gibt.

(c) bigektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

0.22. BEISPIEL. Seien f: R — R, und g : Ry — R wie in Beispiel 0.20. Dann ist f
surjektiv aber nicht injektiv und ¢ injektiv aber nicht surjektiv.

0.23. SATZ. Sei f: A — B eine Abbildung. Es gilt:

(a) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt mit fog =idp
und go f=1idy.

(b) Ist f bijektiv, so ist die Funktion g aus (a) eindeutig bestimmit.

BEWEIS. (a) Sei f : A — B bijektiv. Ist b € B beliebig, so gibt es, da f bijektiv
ist, genau ein a € A mit f(a) = b. Wir setzen ¢g(b) := a. Hierdurch wird eine Abbildung
g : B — A definiert mit g(f(a)) = a fiir alle a € A und f(g(b)) = b fiir alle b € B.

Ist umgekehrt g : B — A eine Abbildung mit f o g =idg und go f = id4, so gilt fiir
alle aj,as € A mit f(ay) = f(az): Es ist

ap = ida(a1) = g(f(a1)) = g(f(az)) = ida(az) = as .

Also ist f injektiv. Fiir alle b € B hat man b = idg(b) = f(g(b)) mit g(b) € A, d.h. f ist
auch surjektiv und damit bijektiv.

(b) Ist auch h : B — A eine Funktion mit f o h =idp und ho f = id4, so folgt wegen
der Assoziativitdt der Hintereinanderausfithrung (Lemma 0.19): h = hoidg = ho(fog) =
(hof)og=idsog=g. O
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0.24. DEFINITION. Sei f : A — B eine bijektive Abbildung. Die gemafl Satz 0.23
eindeutig bestimmte Abbildung g : B — A mit fog = idg und go f = id4 heifit die
Umkehrabbildung (auch inverse Abbildung, Umkehrfunktion oder inverse Funktion). Man
schreibt auch f~! fiir g.

2. Die reellen Zahlen

Zunichst haben Sie in Threr Kindheit die Menge N := {1,2,3,...} der natiirlichen
Zahlen kennengelernt. Wir stellen sie gewohnlich im Zehnersystem dar, z.B.

9876054 =4-1+4+5-1040-100 + 6 - 1000 + 7 - 10000 + 8 - 100000 + 9 - 1000000.

Es handelt sich um eine positionelle Zahldarstellung: Die Stellung der Ziffer gibt ihre
Wertigkeit an.

0.25. BEMERKUNGEN (Historischer Einschub fiir die Lehramtsstudierenden). Die po-
sitionelle Zahldarstellung im Zehnersystem und die indo-arabischen Ziffern tauchen in
Europa erstmals gegen Ende des ersten Jahrtausends n.Chr. auf, wurden aber erst po-
pulér durch das Lehrbuch Liber abaci (1202) des Kaufmanns und Mathematikers Leonardo
da Pisa®. Im rémischen Kulturkreis wurde eine additive Schreibweise verwendet, wie Sie
Ihnen aus der Schule bekannt ist:

Zahl | Zeichen
1
5
10
50
100
500
1000

Z.B. MMMDCCCLXXXVIII=3888.

Es gibt Anzeichen dafiir, dafl in China bereits im 2. Jhdt. v.Chr. ein positionelles
Dezimalsystem bekannt war. Auch bei den Babyloniern gab es ein positionales Zahlsystem,
allerdings nicht mit der Basis 10, sondern mit der Basis 60 (die wir ja noch heute bei der
Zeitmessung verwenden: Eine Stunde hat 60 Minuten, eine Minute 60 Sekunden).

Die Majas hatten ein auf der Basis 20 beruhendes System. Auch in Europa findet man
noch Spuren eines solchen Systems: achtzig heifit auf franzosisch quatre-vingt (= 4 - 20).

Die positionalen Zahldarstellungen zu den Basen 2, 8, 16 findet Anwendung in der
Informatik.

In Griechenland und spéter im gesamten Einflulbereich von Byzanz verwendete man
eine Darstellung mit Hilfe de Alphabets.

210 Qe < <| —

Natiirliche Zahlen kann man addieren und multiplizieren, aber Subtraktion und Di-
vision sind nur eingeschrankt moglich, weshalb man in der Schule zun#chst die Men-
ge Z = {...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} der ganzen Zahlen und anschlieBend die Menge
Q={p/q; p € Z,q € N} der rationalen Zahlen einfiihrt.

Auch Q ist noch nicht hinreichend reichhaltig. So hat etwa die Gleichung x - x = 2
keine Losung in den rationalen Zahlen und auch den Umfang 7 eines Kreises vom Radius
1 kann man nicht durch eine rationale Zahl ausdriicken. Man hat daher die Menge R der

3LEONARDO DA PIsA (genannt Fibonacci) lebte von etwa 1170 bis etwa 1240. Er hatte in Nordafrika,
(im heutigen Algerien) die enormen Vorteile des positionellen Zehnersystems kennengelernt.
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reellen Zahlen eingefiithrt. Im Dezimalsystem ist jede reelle Zahl x durch einen unendlichen
Dezimalbruch

T = :l:akak_l ... a1ap, b1b2b3b4 c. mit Qj, bz c {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

dargestellt also z.B.

1 1 1 1 1
2=+141421...=1-14+4- —+1- —+4- — + 2 1-
V2= - 10 - 100 * 1000 * 10000 - 100000

Bei der Darstellung durch unendliche Dezimalbriiche ist darauf zu achten, daf3 0,999999. .. =
1 gilt. Ist b; = 0 fiir alle 7 > 7y mit einem 7y € N, so handelt es sich um einen abbrechenden
Dezimalbruch und man schreibt o = fagag_1 ... arag, b1b2bsby . . . b, —1b;,

Die rationalen Zahlen sind genau die reellen Zahlen, die durch abbrechende oder pe-
riodische nicht abbrechende Dezimalbriiche dargestellt sind.

+ ...

Fiir die reellen Zahlen gelten die folgenden Regeln:
(A) Addition:
(A1) Assoziativgesetz der Addition: (a +b) +c = a+ (b+ ¢) fir alle a,b, c € R.
(A2) 0 ist neutrales Element der Addition: a + 0 = a fir alle a € R.
(A3) Existenz von beziiglich der Additioninversen Elemente: Zu jedem a € R gibt es
ein Element —a € R mit a + (—a) = 0.
(A4) Kommutativgesetz der Addition: a + b = b+ a fiir alle a,b € R.

(M) Multiplikation:
(M1) Assoziativgesetz der Multiplikation: (a -b) - c = a- (b-¢) fur alle a,b, c € R.
(M2) 1 ist neutrales Element der Multiplikation: a -1 = a fiir alle a € R.
(M3) Ezistenz von beziiglich der Multiplikationinversen Elemente: Zu jedem a € R mit
a # 0 gibt es ein Element % € Rmit a- éa =1
(M4) Kommutativgesetz der Multiplikation: a -b = b - a fiir alle a,b € R.
(D) Distributivgesetz
(D) Fiir alle a,b,c e Rgilt (a+b)-c=a-c+b-c
Aus diesen Grundregeln lassen sich die Thnen aus der Schule bekannten weiteren Re-
chenregeln herleiten:
e Die allgemeinen Assoziativgesetze: Eine Summe (Produkt) ist unabhéngig
von der Klammerung: Beispiele:
(...((ar4+ag) +as)+ ...+ ap1) +a,=a1+ (a2 + (a3 + ...+ (ap_1 + ay) ...))

(...((a1-ag)-asg) ... apn-1)-an=ay-(az-(ag-... - (ap-1-apn)...))
(a+b)+(c+d)=((a+b)+c)+d, (a-b)-(c-d)=((a-b)-c)-d

Da es bei Summen bzw. Produkten nicht auf die Klammerung ankommt, 148t
man die Klammern einfach weg und schreibt

ar+as+...+a,=(..((ae1 +a2) +az) +...4+a,1) +a,

bzw.

ay-ag - ... Ay = (...((a1-a2)~a3)~...-an_1)-an.
Héaufig verwendet man zur kompakten Darstellung auch das Summen- bzw. Pro-
duktsymbol:

a1+a2+...+an:Zaj
j=1
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bzw.
n
al-a2~...~an:||aj.
j=1

Dies bedeutet, daf iiber alle a; die Summe bzw. das Produkt gebildet werden
soll von 7 = 1 bis j = n. Nicht immer wird der kleinste Index 1 sein und statt j
kann man auch andere Bezeichnungen fiir die Variable, iiber die summiert bzw.
das Produkt gebildet werden soll, verwenden. Beispiele:

2006

Z Ay = A = (1985 + Q1986 + - - - 1 A2005 T A2006

k=1985
Sm—-1_ 2 3 45 1

Alom 3456 3
e Die allgemeinen Kommutativgesetze: Die Summen— bzw. Produktbildung
von endlich vielen Zahlen ay, ..., a, ist unabhingig von der Reihenfolge der Sum-
manden bzw. Faktoren. Beispiele:

ar+as+...+ap—1+a, =ap+0n_1+ ... +a2+ay,

Ay - ag ... Ap_1 " QAp = Qp * Ap_1 ... Qg a7,
> (ax+bi) =ag+bo+ar+bi+ ... +a,+b,
k=0

:CL0+CL1+...an+b0+b1+...+bn
= (o) + (Xm).
k=0 k=0

H(ak-bk):ao-bo-al-bl-...-an-bn

k=0
=ap-ar-...Qy by -by-... b,
= (L) (I1)
k=0 k=0
e Das allgemeine Distributivgesetz: Fiir alle a,as,...,a,,b1,b2,...,b, € R

gilt:
(e +as+...+ay) - (i +ba+...4+b,) =a1-bi+a-ba+...4+a1-b,
+as-by4+as-by+...+as-b,+ ...
oot an-bi+a, b+ ...4+a,- b,
Fir n € Nund = € R ist die n—te Potenz von x definiert durch: 2" := [[;_, z. Fiir

x # 0 definiert man ferner 2° := 1 und 27" := xin Es gelten die folgenden Rechenregeln
fiir alle x,y € R\ {0}, n,m € Z:
(a) (z-y)" =a"-y",
(b) antm =g . g™
(©) (z)" = am,
R als angeordneter Korper: Eine von Null verschiedene reelle Zahl heifit positiv,

falls ihre Dezimalbruchdarstellung ein + als Vorzeichen hat. Die Menge der positiven
reellen Zahlen bezeichnen wir mit R,. Man hat mit R_ := —R, :={—a; a € R }:

R=R_U{0}UR,,
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wobei die drei Mengen auf der rechten Seite paarweise disjunkt sind, d.h. der Durchschnitt
von je zwei der drei Mengen ist leer.Fiir alle x € R gilt also genau eine der drei Aussagen

reR_, =0 xzeR,.
Man definiert nun fiir alle x,y € R:
xr <y wenn y —x € R, und sagt x ist echt kleiner als y und y ist echt grofier als x,

xr <y wenn xz =y oder y —x € R, und sagt = ist kleiner oder gleich y

und y ist gréfer oder gleich x.

Die Rechenregeln in dem folgenden Lemma rechnet man leicht (mit Hilfe von Fallun-
terscheidungen) nach. Wir werden sie im folgenden laufend verwenden, ohne jeweils im
einzelnen darauf hinzuweisen.

0.26. LEMMA. Fir alle a,b,c,d € K gilt:

(a) a>0 <= a€R;, a<0 < —aecR,.
(b) Es gelten die folgenden Transitivititsaussagen:
(i) (a<bundb<c)=—a<c.
(ii) (a<bundb<c)=a<ec.
(iii) (a<bundb<c)= a<c.
(iv) (a<bundb<c)=a<ec.
(c) (a<bundc<d)=—a+c<b+d.
(a<bundc<d)=a+c<b+d.
(d) (a <bundc>0)= ac < be.
(a <bundc>0) = ac < be.
(e) (a <bundc<0)= ac > bc.
(a <bundc<0) = ac > bc.
(f) Ist a # 0, so ist a®> = a-a > 0. Insbesondere ist 1 = 1% > (.
(g) Kiirzungsregeln: (a+c¢ <bund c>0) = a < b,
(a+c<bundc>0)= a<b,
(0<ac<bundc>1= a <,
(0<ac<bundc>1=a<b.
(h) Regeln fir die Inversenbildung: a <b=— —a > —b, a < b= —a > —b,
0<a<b=0<b'<al,0<a<b=0<bl<al

0.27. DEFINITION. Fiir 2 € R heifit die durch

o] = €T falls x > 0
T ) =2 fallsz <0

definierte Zahl der Absolutbetrag (oder auch kurz der Betrag) von z.

Wir fassen einige Eigenschaften des Absolutbetrags im folgenden Lemma zusammen:

0.28. LEMMA. (a) Ve e R: |z| > 0. Es ist |x| = 0 genau dann, wenn x = 0.
(b) Fir alle u,v € R gilt: |u| <v <= —v<u<w.
(c)VeeR: —lz| <z <z

(d) Fir alle u,v € R gilt: luv| = |u| - |v|. Insbesondere gilt (mit v := —1): | —u| = |u]
fir alle u € R.
(e) Fiir alle u,v € R gilt:
(i) |lu+v| < |u|+|v|  Dreiecksungleichung.
(if) [fuf = Jvf| < Ju—wv].
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BEWEIS. (a) folgt unmittelbar aus der Definition des Absolutbetrags.

(b) Ist u > 0, so ist 0 < u = |u| und die behauptete Aquivalenz ist offensichtlich. Ist
u < 0,s0ist 0 < |u| = —u. Ist also |u| < wv,s0ist v > 0 und —u < v, also —v < u <0 < v.
Gilt umgekehrt —v < u < v, so folgt aus der linken Ungleichung mit Lemma 0.26 (i):
lu| = —u < w.

(c) folgt mit v := |u| aus (b).

(d) Ist w > 0 und v > 0 (bzw. v < 0 und v < 0), so folgt nach Lemma 0.26 (e)
(bzw. (f)): uv > 0 und nach der Definition des Absolutbetrags |uv| = uv = |ul - |v| (bzw.
luv| = (—u)(—=v) = |u|-|v|). Ist w > 0 und v < 0 (bzw. v < 0 und v > 0), so folgt
nach Lemma 0.26 (f): Es ist wv < 0 und somit |uwv| = —uv = u(—v) = |u| - |v| (bzw.
uv| = —uv = (—u)v = |u| - |v]).

(e) Wegen —|u| < u < |u| und —|v| < u < |v| (nach (c)) folgt die Dreiecksungleichung
durch Anwendung von Lemma 0.26 (d).

Zu (ii): Nach der Dreiecksungleichung gilt: |u| = |u — v 4+ v| < |u — v| + |v| und
damit |u| — |v] < |u —v|. Wegen |v| = |v —u+ u| < |v — u| + |u| folgt mit (c¢) auch
—|u—v| = —|v—u| < |u| — |v|]. Mit (b) folgt als die behauptete Ungleichung. O

0.29. BEZEICHNUNGEN. Fiir a,b € R mit a < b nennen wir die Punktmenge

o [a,b] :={z € R;a<x<b} ein abgeschlossenes Intervall.
e [a,a] = {a} ein ausgeartetes abgeschlossenes Intervall.
Fiir a,b € R mit a < b nennen wir
e (a,b) :={zr € R; a < x <b} ein offenes Intervall,
o [a,b) :={r € R;a <z <b}und (a,b] := {x € R; a < x < b} ein halboffenes
Intervall.
Fiir a € R heiflen die Mengen
e (a,00) :={z € R; x> a} und (—00,a) := {z € R; x < a} offene uneigentliche
Intervalle,
e [a,00) := {x € R;z > a} und (—o0,a] := {z € R;x < a} abgeschlossene
unetgentliche Intervalle.

3. Ein wenig Kombinatorik

Seien k,n € N mit £ < n. Wie viele Moglichkeiten gibt es aus einer Menge mit n
paarweise verschiedenen Elementen k verschiedene Elemente auszuwéihlen, wenn es auf
die Reihenfolge ankommt?

Fiir die erste Auswahl hat man n Moglichkeiten. Bei jeder dieser Moglichkeiten bleiben
fiir die zweite Auswahl noch n — 1 Moglichkeiten. Man hat also insgesamt n - (n — 1)
Moglichkeiten zwei Elemente auszuwéhlen. Fiir jede dieser Moglichkeiten bleiben noch
n — 2 Elemente fiir die dritte Auswahl iibrig. Es ergeben sich also n - (n — 1) - (n — 2)
Moglichkeiten, drei Elemente auszuwéhlen. Fahrt man in dieser Weise fort, so sieht man
schliefSlich, daf3 es

n-n—1)-n—2)-...-(n—k+1)
Moglichkeiten gibt k& Elemente unter Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwéhlen.

Im Spezialfall & = n sieht man: Jede Auswahl ist eine Anordnung der n verschiedenen
Elemente. Solche Anordnungen nennt man auch Permutationen. Es gibt also

n-(n—l)-(n—Q)-...-2-1:Hj
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verschiedene Permutationen von n paarweise verschiedenen Elementen. Man definiert

n

nl=[[i=1-23-...-(n=1)-n

j=1
und nennt diesen Ausdruck n—Fakultdt..

Beim Lotto 6 aus 49 werden aus 49 verschiedenen Kugeln 6 ausgewihlt, auf deren
Reihenfolge es jedoch nicht ankommt.

0.30. SaTz. Seien k,n € N mit k <n. Dann gibt es

n\ mn-n-1)-...-(n—k+1) n!
k) k! k- (n— k)

Modglichkeiten k Elemente aus n verschiedenen Elementen auszuwdhlen, wenn es nicht auf
die Rethenfolge ankommdt.

Die Ausdriicke (}) (lies “n iiber k”) nennt man Binomialkoeffizienten. Offensichtlich

T 0 -0 O-()

BEWEIS DES SATZES. Wie wir gesehen hatten, gibt es
n!
(n—k)!

Moglichkeiten k Elemente unter Beachtung der Reihenfolge auszuwéhlen. Da es fiir k
n!

n-(n—1)-(n—=2)-...-(n—k+1) =

Elemente k! verschiedene Moglichkeiten der Anordnung gibt, haben von den i je-
weils k! die gleichen Elemente. Damit gibt es also #‘_k), Moglichkeiten £ Elemente
auszuwdahlen. U

Damit gibt es im Lotto 6 aus 49 genau (469) = 13983816 also fast 14 Millionen
Moglichkeiten!
Aus der Schule wissen Sie: Fiir alle a,b € R gilt

(a+0b)* = a* + 2ab + b°.
Multiplikation mit a + b und Ausrechnen des Produkts auf der rechten Seite ergibt
(a+b)* = a® + 3ab + 3ab® + b°.
Allgemeiner gilt der Satz:
0.31. SATZ (Binomialsatz). Fir alle a,b € R, n € N gilt:
n
(a+0b)" = kZ:O (k)akb" k
BEWEIS. Beim Ausmultiplizieren des n-fachen Produkts
(a+b)"=(a+b)-(a+b)-...-(a+Db)-(a+0)

erhilt man eine Summe der Form
(a+b)" = Z C patbm="
k=0

Zur Berechnung der Koeffizienten C,, ; beachten wir, dal wir bei dem Ausmultiplizieren
des obigen Produkts aus jedem der Faktoren entweder a oder b auswéhlen. Die Anzahl
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der Moglichkeiten hierbei genau k& mal a auszuwéhlen ist auf (Z) Arten moglich. Also mufl
Cor = (Z) gelten. O

0.32. LEMMA. Flir alle k,n € N mit k < n gilt:

(ki1)+<2):<nzl)

BEWEIS. Nach Definition gilt

<k: . 1) * (Z) = 1)!(2!— F 1) * k:!(nni B!

:n+(x+1—n) H(SL’+1—]€)

n! -

n!
:m-(k+(n+l—k))
 (n+D)! /n41
_k!(n—i-l—k)!_( k )

U

Mit Hilfe dieses Lemmas und unter Verwendung von (3) = (Z) = 1 lassen sich die Bino-

mialkoeffizienten (’:;) fiir n, m € Ny rekursiv berechnen: In dem Schema des Pascalschen’
Dreiecks ist jede Zahl im Innern des Dreiecks die Summe der beiden dariiberstehenden
Zahlen.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

4BLAISE PASCAL (19.6.1623-19.8.1662). Das Pascalsche Dreieck war chinesischen Mathematikern
schon einige Jahrhunderte zuvor bekannt.



