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Blatt 10
Abgabe: Donnerstag, 11.01.2007 von 9.00 bis 9.10 Uhr in HS III, Geb&dude E2 5 oder
bis 9.10 Uhr in den Briefkasten ’Analysis III WS 06/07" in Gebdude E2 5 (Untergeschoss)

Aufgabe 1 (54+5=10 Punkte)

(a) Sei (H,| -||) ein normierter Raum iiber K, fiir den die Parallelogrammegleichung
lz +ylI? + llz = ylI* = 2(|«]* + lly]1*)

fir alle z,y € H gilt. Zeigen Sie, dass durch

1 (va+y|!2 Iz — yl?) falls K = R
<x,Yy>=
1 2 2 . .2 . .2
7 Uz +yl” = llz = ylP* + ile +iyl]° —illz —iy|*)  falls K =C
ein Skalarprodukt auf H definiert wird mit || - || =< -,- >3

(b) Sei (H,<, >) ein Pra-Hilbertraum und seien (2, )pen und (yn)nen zwei Folgen aus
der Einheitskugel von H mit < z,,y, >— 1 fiir n — oo. Zeigen Sie, dass dann
|z, — ynl| — 0 fiir n — oo.

Aufgabe 2 (8 Punkte)
Betrachten Sie zu A € R die Funktion

H:R—C, falz) == e
Zeigen Sie, dass auf X := LH {f\, A\ € R} durch

T
1
< f,g>:= lim ﬁ/f(x)g(:z:)dx
-T
ein Skalarprodukt gegeben ist.
Aufgabe 3 (54+5=10 Punkte)

Sei K =R oder C und E ein normierter K-Vektorraum. Orthogonalitét zweier Elemente
x,y € F kann man mittels

(1) w Ly llz| < v —tyl

fiir alle ¢ € K definieren. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) In einem Hilbertraum stimmen die natiirlich gegebene Orthogonalitit und die gerade
definierte iiberein.

Bitte wenden!



(b) Versehen Sie R? mit der Maximumsnorm und bestimmen Sie alle z € R? mit ||z = 1,
die orthogonal im Sinne von Gleichung (1) zu (0, 1) sind. Zeigen Sie, dass aus L y
im Allgemeinen nicht y L x folgt und aus * L yi,2 L yo im Allgemeinen nicht
L (y1+y2)

Aufgabe 4 (244+34+3=12 Punkte)
Sei I*(I) == LY, P(I),u), wobei p das ZihlmaB auf I ist. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) ‘Cl(L P(I)vﬂ) = Ll(L IP(I)HUJ)'

(b) Eine Funktion f: I — K ist genau dann in ['(I), wenn gilt

sup S 1£6)] < o,

AeF(D) i
wobei F'(I) die Menge aller endlichen Teilmengen von I sei.

(c) Ist f € 1Y(I), soist f(i) # O fiir hochstens abzihlbar unendlich viele i € 1.
(Hinweis: Betrachten Sie die Mengen A, := {i € I : [f(i)| > 1}.)

(d) Ist f € 1Y(I) und Iy :={i € I : f(i) # 0}, so gilt fiir jede Abzihlung (in)ufl von ¢:

n=1
[ in=3 160,
T n=1

Aufgabe 5%* (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Funktion ¢ : R — R mit

e_% fiirz >0
0 firz <0
in C*(R) liegt.

Wir wiinschen lhnen frohe Weihnachten
und einen guten Rutsch ins neue Jahr!



