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Blatt 2
Abgabe: Donnerstag, 02.11.2006 von 9.00 bis 9.10 Uhr in HS III, Gebdude E2 5 oder
bis 9.10 Uhr in den Briefkasten ’Analysis IIT WS 06/07” in Gebdude E2 5 (Untergeschoss)

Aufgabe 1 (54+5=10 Punkte)
Sei (X, ) ein messbarer Raum.

(a) Seien f,g: X — RY Y-messbare Funktionen. Zeigen Sie:
Firaller >0gilt {z € X; |f(z) —g(z)| <r} € X.

b) Sei (f,)n eine Folge Y-messbarer Funktionen von X nach RY. Zeigen Sie:
( g g
{z € X; die Folge (fu(z)), konvergiert in RV} € ¥.
Hinweis: Betrachten Sie die Mengen

A0 A freriinsimi<1)

n=1m=1 jk=m

Aufgabe 2+3 (34+4+2+2+4+3+42+44=20 Punkte)
Sei R := [—00,00] = RU {—00, 00}, und sei
%lzl’ r €R
hiR—[-1,1], 1, =400
-1, z=—-o0
Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung o
d:R xR —[0,00), (z,9) — [h(z) = h(y)]

ist eine Metrik auf R.

(b) Die Abbildung h ist ein Homdomorphismus von dem metrischen Raum (R,d) auf
den metrischen Raum [—1, 1] mit der vom Betrag abgeleiteten Metrik.

(¢) (R,d) ist kompakt.

(d) Eine Menge U C R ist genau dann eine Umgebung von 400 (bzw. von —o0) in (R, d),
wenn ein a € R existiert mit (a, +o0o] C U (bzw. [—00,a) C U).

(e) Die Inklusionsabbildung J : R — R ist ein Homdomorphismus von (R, dy.|) auf
(R, dlrxRr)-

(f) Jede in (R, d) offene Menge ist abziihlbare Vereinigung von Mengen der Form [—co, a),
(b, ¢) und (d, o], wobei a, b, c,d € R.

Bitte wenden!



(2) Ist (X,X) ein messbarer Raum, so ist f : X — R genau dann Y-messbar, wenn
ft((a,x]) € ¥ gilt fiir alle a € R.

~

Hinweis: Zeigen Sie, dass B(R) = X({(a, >]; a € R}).

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Sei (X, Y) ein messbarer Raum und sei (Y, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie die in
der Vorlesung behauptete Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) f ist einfach, d. h. es gibt paarweise disjunkte Mengen A;,..., 4, € ¥ mit A =
n

U Aj, derart dass f |4, konstant ist fiir j = 1,...,n.
j=1

(ii) f ist Borel-messbar und die Menge f(X) ist endlich.

Aufgabe 5%* (44+4=8 Punkte)
Sei X eine Menge und sei P(X) ihre Potenzmenge. Eine Teilmenge (I C P(X) heiit Algebra,
falls gilt

X el

Ael= Acel

A, Bell= AuBed.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) d:={A C X : A endlich oder A¢ endlich } C P(X) ist eine Algebra.

(b) U ist eine o-Algebra <= X ist endlich.

Informationen zu den Ubungen

o Wegen des Feiertages am Mittwoch, den 01. November, findet fiir die Mittwochs-
iibungsgruppen eine gemeinsame Saaliibung am Donnerstag, den 02. November von
16-18 Uhr im Horsaal I der Mathematik statt.

e Eine Anmeldung zu den Ubungsgruppen ist nur bis zum 01. November 2006 moglich.

e Rauminderung. Die Ubungsgruppe mittwochs von 14-16 Uhr findet nicht wie an-
gekiindigt im Zeichensaal, sondern im SR 7 (Geb#ude E2 4, 1. Obergeschoss) statt.



