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Einige Grundlagen aus der Algebrentheorie

In diesem vorbereitenden Abschnitt stellen wir einige Grundlagen aus der Theorie der
Algebren bereit, die wir im Verlauf der Vorlesung bendétigen werden.
Im Folgenden sei K ein beliebiger Korper.

0.1. DEFINITION. A heifit eine K-Algebra, wenn A ein K—Vektorraum ist und auf A
eine Multiplikation (z,y) — zy von A x A nach A gegeben ist, so dass fiir alle z,y, z €
A, X e K gilt:

(a) z(yz) = (zy)z

(b) A(zy) = (Az)y = z(My)
(¢) x(y+ 2) =xy +zz

(d) (x+y)z =22+ yz.

0 # 1 € A heifit Finselement von A, falls fiir alle x € A gilt: 1o = 21 = x. Es gibt
hochstens ein Einselement in A, denn sind 1 und 1' Einselemente in A, soist 1 =1-1' = 1".
Die Algebra A heifit kommutativ, falls xy = yx fiir alle z,y € A. Ist A eine K-Algebra mit
Einselement 1, so heifit ein Element = € A linksinvertierbar, falls ein y € A existiert mit
yx = 1. y heifit dann linksinverses Element zu x. Es kann mehrere linksinverse Elemente
zu x geben. Analog definiert man rechtsinvertierbar und rechtsinverses Element. Hat x ein
linksinverses Element v und ein rechtsinverses Element v, so heifit x invertierbar. Es folgt
u = ul = u(zv) = (ux)v = lv = v. Wir nennen dann u = v das zu x inverse Element
und bezeichnen es mit z 1.

Ein Untervektorraum B von A heifit Unteralgebra von A, falls fiir alle z,y € B auch
xy € B gilt. B ist dann — versehen mit den auf B eingeschrinkten algebraischen Opera-
tionen der Addition, Multiplikation und Multiplikation mit Skalaren — selbst wieder eine
Algebra.

Ist (B;)ier eine Familie von Unteralgebren von A, so ist auch (1,.; B; wieder eine
Unteralgebra.

Sei nun S eine beliebige nicht leere Teilmenge von A. Dann sind die Mengen
S'={reA VseS:xs=sr}und §":= (S")

offensichtlich Unteralgebren von A. Wir nennen §' die Kommutantenalgebra und S" die
Bikommutantenalgebra zu S. Besitzt A ein Einselement 1, so ist 1 € S'NS" Ist S
kommutativ, d.h. gilt zy = yz fir alle z,y € S, so ist S C &' und S§" ist kommutative
Unteralgebra von S'. Die Algebra

(S) := ﬂ{B; S C B C A, Bist Unteralgebra von A}
ist offensichtlich die kleinste S enthaltende Unteralgebra von A. Es ist
(S) = {Z zja;; n € N, z; € C, a;ist endliches Produkt von Elementen ausS} :

j=1
1
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(S) heifit die von S erzeugte Unteralgebra von A. Wir fassen einige elementare Eigen-
schaften von &' und §" in dem folgenden unmittelbar einsichtigen Lemma zusammen.

0.2. LEMMA. Sei A eine K-Algebra und sei S eine beliebige nicht leere Teilmenge von

A.

(a) Ist S kommutativ, so ist S C 8" C S' und S" ist kommutativ.

(b) Ist SC S C A, soistS; CS und S" CSj.

(c) Hat .A ein Einselement und ist x € S in A invertierbar, so ist x=' € S".

(d) A' Z(A) heifst das Zentrum von A und ist eine kommutative Unteralgebra von

0.3. ADJUNKTION DER EINS. Besitzt die Algebra A kein Einselement, so kann man
A auf folgende Art und Weise in eine Algebra A; mit einem Einselement einbetten. Wir
setzen A; := AxK. A; ist dann ein Vektorraum mit den komponentenweisen Operationen
der Addition und der Multiplikation mit Skalaren. Durch

(@,2), (y, w)) = (zy + wa + 2y, 2w) fiir v,y € A, 2w €K |

wird eine Multiplikation auf A; erklért, die den Bedingungen (a) — (d) geniigt und, wenn
wir A mit einer kanonischen Einbettung A x {0} in A; identifizieren, die Multiplikation
von A fortsetzt. Damit wird A zu einer Unteralgebra von 4;. Man rechnet unmittelbar
nach, dass 1 := (0, 1) Einselement fir A; ist. Wegen (z,2) = (z,0) + (0, 2) = (2,0) + =1
und der obigen Identifikation schreiben wir auch einfach = 4 z1 statt (x, z). Mit dieser
Identifikation gilt A1 = A & K- 1. Wir nennen diese Konstruktion eine Adjunktion der
Eins.

0.4. DEFINITIONEN. Sei A eine K—Algebra. Ein Untervektorraum Z von A heif3t Links-
ideal (bzw. Rechtsideal), falls

AT ={ax; a€ A, v €I} CT bzw. TA:={za; a€ A, z€I} CT.

Wir nennen ein Links— (bzw. Rechts—)Ideal Z von A echt, falls Z von A verschieden ist.
7 heiBt ein zweiseitiges Ideal in A, falls Z sowohl ein Links— als auch ein Rechtsideal von
A ist. Jedes Ideal ist offensichtlich auch eine Unteralgebra. Ist = € A, so ist Kz + Ax
(bzw. Kz +2A, bzw. Ke+2A+ Ax+ LH(AzA)) das kleinste Links— (bzw. Rechts—, bzw.
zweiseitige) Ideal in A, welches x enthélt, und ist in jedem Links— (bzw. Rechts—, bzw.
zweiseitigen) Ideal enthalten, das auch x enthilt. Ein Links— (bzw. Rechts—)Ideal Z von
A heifit modular, falls es ein Element u in A gibt, so dass fiir alle x € A gilt: vt —zu € T
(bzw. x — ux € 7). Jedes solche v nennt man dann eine modulare rechte (bzw. linke)
Finheit fir . Besitzt die Algebra A ein Einselement 1, so ist 1 offensichtlich fiir jedes
modulare Links— bzw. Rechtsideal eine modulare rechte bzw. linke Einheit. Insbesondere
ist dann jedes Ideal in A modular.

0.5. LEMMA. Sei A eine K-Algebra mit Einselement 1 und x € A. Dann gilt:

(a) = ist genau dann linksinvertierbar, wenn x in keinem echten Linksideal enthalten
ist.

(b) x ist genau dann rechtsinvertierbar, wenn x in keinem echten Rechtsideal enthal-
ten 1st.

(c) z ist genau dann invertierbar, wenn x in keinem echten Links— oder Rechtsideal
enthalten ist.

(d) 1 ist in keinem echten Links— oder Rechtsideal enthalten.

BEWEIS. Wir zeigen (a). (b) erhélt man dann analog und die iibrigen Aussagen folgen
unmittelbar aus (a) und (b).
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=" Ist y € A mit yr = 1, so ist A = Al = A(yz) = (Ay)r C Az in jedem
Linksideal enthalten, das x enthélt.

" «<=": Az ist ein Linksideal, welches = enthélt. Nach Voraussetzung muss also Az = A
gelten. Insbesondere existiert ein y € A mit yxr = 1. 0

0.6. DEFINITIONEN. Sei A eine K—Algebra.

(a) Eine kommutative Unteralgebra B von A heifit mazimal kommutative Unteralge-
bra von A, falls B in keiner von B verschiedenen kommutativen Unteralgebra von
A, enthalten ist.

(b) Ein echtes Linksideal Z von A heifit mazimales Linksideal, falls es in keinem von Z
verschiedenen echten Linksideal enthalten ist. Analog definiert man Maximalitét
fiir Rechtsideale, zweiseitige Ideale, und modulare Links— oder Rechtsideale.

0.7. SATZ. Sei A eine K-Algebra und sei S eine beliebige nicht leere kommutative
Teilmenge von A. Dann gibt es eine maximale kommutative Unteralgebra K von A mit
S C K. 8" ist in jeder mazrimal kommutativen Unteralgebra enthalten, die S enthdlt.

BewEIs. Wir setzen R := {K; S C K C A, K kommutative Unteralgebra}. Es ist & #
() wegen S" € & und 8 ist durch die Inklusion teilweise geordnet. Sei J eine totalgeordnete
Teilmenge von K. Dann ist Ky := [J{K; K € J} offensichtlich wieder eine kommutative
Unteralgebra, die S enthélt und damit eine obere Schranke fiir J aus K ist. Nach dem
Zornschen Lemma besitzt & also wenigstens ein maximales Element, das dann natiirlich
eine maximale kommutative Unteralgebra von A ist. Die iibrigen Aussagen folgen nun

leicht. O

0.8. SATZ. Sei A eine K-Algebra.

(a) Ist T ein modulares Linksideal und ist u eine modulare rechte Finheit fir I, so
ist u auch fiir jedes T enthaltende Linksideal wieder eine modulare rechte Ein-
heit. Insbesondere ist also jedes I enthaltende Linksideal wieder ein modulares
Linksideal. Es ist u ¢ T.

(b) Jedes echte modulare Linksideal T ist in einem mazimalen modularen Linksideal
enthalten.

(c) Jedes maximale modulare Linksideal T ist auch ein maximales Ideal von A.

(d) Besitzt A ein Einselement 1, so ist jedes Linksideal in A in einem maximalen
Linksideal enthalten.

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir Rechtsideale.

BEWEIS. (a) ist klar, aufler der letzten Aussage, die wir beweisen wollen. Wire u € Z,
so wiirde fiir alle a € A folgen: a = a — au+ au € T+ Z = Z, im Widerspruch dazu, dass
7 nach Voraussetzung ein echtes Linksideal ist.

(b) Sei also Z ein echtes modulares Linksideal und sei u eine rechte modulare Einheit fiir
Z. Wir setzen R := {K; T C K C A, Kechtes Linksideal}. Es ist £ # () wegen Z € £ und
IC ist durch die Inklusion teilweise geordnet. Sei J eine totalgeordnete Teilmenge von R.
Dann ist

Ko = J{K; Ke T}

offensichtlich wieder ein Z enthaltendes Linksideal mit w als rechter modularer Einheit.
Nach (a) ist u in keinem der Ideale aus & und damit auch nicht in deren Vereinigung
ICo enthalten. Damit ist gezeigt, dass Ky eine obere Schranke zu J aus K ist. Nach dem
Zornschen Lemma besitzt K also wenigstens ein maximales Element, das dann natiirlich
ein maximales Z enthaltendes Linksideal sein muss (welches nach (a) auch wieder modular
mit u als modularer Einheit ist). Damit folgen auch die Aussagen (c) und (d). O
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0.9. DEFINITION. Sei A eine K-Algebra mit Einselement 1. Wir definieren das Links-
und das Rechtsradikal durch

L —rad(A) := {z € A; (1 — yx) " existiert in A fiir alle y € A}

und

R —rad(A) := {z € A; (1 — xy) ' existiert in A fiir alley € A} .

0.10. SATz. Sei A eine K-Algebra mit Einselement 1. Dann gilt:
(a) L —rad(A) = R —rad(A) =: rad(A).
(b) rad(A) = ({Z; Zist maximales Linksideal in A}

= ({Z; Zist maximales Rechtsideal in.A}

BEWEIS. (a) Wir zeigen:
(0.1) Va,yc A:(1—ay) ! existiert < (1 —ya) ! existiert.

Es geniigt hierzu " =" zu zeigen. Die Riickrichtung erhdlt man dann, indem man die
Rollen von z und y vertauscht. Es existiere also: u := (1 — zy)~! in A. Dann folgt:

(I+yuz)(l —yx)=1—yr+yur —yuzyr =1 —yr+yu(l —zy)r=1—-—yr +yr =1.
Ferner
(I—yx) 1 4+yuzr)=1—yr+y(l—yrjur=1—yr+yr=1.
(b) Wir zeigen nur die erste Gleichung. Der Beweis der zweiten Gleichung verlduft

analog.
" D": Sei also # € N{Z; Zist maximales Linksideal in A} und sei y € A beliebig.

Annahme: 1 — xy ist nicht in A linksinvertierbar. Dann ist 1 — xy nach Lemma 5.a und
Satz 8.d in einem maximalen Linksideal Z; enthalten. Wegen x € Z, folgt dann auch
yx € Iy und hieraus 1 = (1 — yx) + yx € Zy im Widerspruch zu teil (d) von Lemma 5.
Also hat 1 — zy ein linksinverses Element w.

Wir zeigen (ebenfalls durch indirekten Beweis), dass u auch rechtsinvers zu 1 — xy ist.

Annahme: wu ist nicht in A linksinvertierbar. Dann ist u nach Lemma 5.a und Satz
8 in einem maximalen Linksideal Zy enthalten. Wegen x € Z, folgt dann auch uyx € Z,
und hieraus 1 = u(l — zy) = v — uyzr € Z, im Widerspruch zu Teil (d) von Lemma
5. Also hat u ein linksinverses Element, welches mit dem rechtsinversen Element 1 — zy
iibereinstimmen muss. Nach (a) ist = € rad(.A).

" C" Sei nun umgekehrt x € rad(A) gegeben.

Annahme: Es gibt ein maximales Linksideal 7y, welches = nicht enthélt. Dann muss
wegen der Maximalitdt von Zy gelten: Zy + Ax = A. Es gibt also Elemente u € Z; und
y € A, sodass u+yx = 1. Also ist u = 1 —yx. Dies ist jedoch ein Widerspruch, da u wegen
Lemma 5.¢ nicht invertierbar sein kann, aber 1 — yx invertierbar ist wegen x € rad(A).
Also ist x doch in allen maximalen Linksidealen enthalten. 0

0.11. FOLGERUNG. Sei A eine K-Algebra mit Einselement 1. Dann ist rad(A) ein
zweiseitiges Ideal in A.

Dies ergibt sich unmittelbar aus Satz 10, da beliebige Durchschnitte von Links— bzw.
Rechtsidealen wieder Links- bzw. Rechtsideale sind.

0.12. DEFINITION. Seien A und B zwei K—-Algebren. Eine lineare Abbildung ¢ : A —
B heift:
o (Algebren-)Homomorphismus, falls ® linear ist und ®(zxy) = ®(x)P(y) fir alle
x,y € A gilt.
o (Algebren-)Monomorphismus, falls ® ein injektiver Algebrenhomomorphismus ist.
o (Algebren-)Epimorphismus, falls ® ein surjektiver Algebrenhomomorphismus ist.
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o (Algebren-)Isomorphismus, falls ® ein bijektiver Algebrenhomomorphismus ist.
Besitzen A und B Einselemente 1 bzw. 1', so nennen wir einen Algebrenhomomorphismus
o : A — B unital, falls ¢(1) = ®1' gilt.

0.13. LEMMA. Seien A und B zwei K-Algebren und sei ® : A — B ein Algebrenho-
momorphismus.
(a) ker(®) := {z € A; ®(x) =0} ist ein zweiseitiges Ideal in A. Dieses ist echt, falls
O 0.
(b) ran(®) := ®(A) = {P(z); = € A} ist eine Unteralgebra von B.
(c) Ist ® surjektiv und I ein Links— (bzw. Rechts—, bzw. zweiseitiges) Ideal in A, so
ist auch ®(Z) ein Links— (bzw. Rechts—, bzw. zweiseitiges) Ideal in B.

Dies zeigt man leicht durch direktes Nachrechnen.

0.14. DEFINITION. Sei A eine K-Algebra und sei Z ein zweiseitiges Ideal in A. Auf
dem Quotientenvektorraum A4/Z definieren wir durch

[2] - [y] o= [wy] i [2] =2+ T, [y =y +T € A/I

eine Multiplikation, durch die A/Z zu einer Algebra wird. Wir nennen A/Z die Quotien-
tenalgebra von A nach dem zweiseitigen Ideal 7.

Wir zeigen nur die Wohldefiniertheit der Multiplikation. Da”s diese dann den Be-
dingungen (a) — (d) in Definition 1 geniigt, rechnet man dann leicht nach. Seien also
] =2+ T, [y] = y+Z € A/T beliebig und seien z',y' € A mit [z] = [2], [y] = [v]
Dann liegen x — ' und y — ' in Z und es folgt

ry—a'y =@ —2a)y+2'(y—vy) el dh [zy =[z'y].
—— ~——
€T €z
Der kanonische Epimorphismus 7 : A — A/Z mit 7(z) = [z] fiir alle z € A ist ein

Algebrenepimorphismus mit ker(m) = Z. Besitzt A ein Einselement 1, so ist 7(1) = [1]
das Einselement von A/Z. Es gilt der

0.15. HOMOMORPHIESATZ. Fiir jeden Algebrenhomomorphismus ® : A — B von einer
K-Algebra A in eine K-Algebra B ist das folgende Diagramm kommutativ:

oA — ran(P) C B
™\ s
A/ ker(®)
Hierbei sei m der kanonische Epimorphismus und ¢([z]) := ®(z) fir [z] = x + ker(P) €
A/ ker(®). ¢ ist ein Algebrenisomorphismus.

Eine K-Algebra A mit Einselement 1 heifit halbeinfach, falls rad(A) = {0}. Sie heifit

einfach, falls {0} und A die einzigen zweiseitigen Ideale in A sind.

0.16. LEMMA. Sei A eine K-Algebra mit Einselement 1.

(a) Sei I ein zweiseitiges Ideal in A. Genau dann ist AJ/Z einfach, wenn I ein ma-
ximales zweiseitiges Ideal in A ist.
(b) A/rad(.A) ist halbeinfach.

BeEwels. (a) Sei 7 : A — A/Z der kanonische Epimorphismus.
" <" Ist A /7 nicht einfach, so gibt es ein nicht-triviales Ideal J in A/Z, d.h. ein Ideal mit
{0]} #T # AJT. Jp := 7 1(J) ist dann ein zweiseitiges Ideal in A. Wegen J # {[0]}
ist Z = ker(r) & Jo und wegen J # A/T ist Jo == 7' (J) # A. Also kann 7 kein

maximales Ideal sein.
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" =" Sei nun A/Z einfach und sei Jy ein echtes zweiseitiges Z enthaltendes Ideal
in A. Dann ist 7(Jy) ein echtes zweiseitiges Ideal in A/Z. Da A/Z einfach ist, muss
7(Jo) = {[0]} und damit Jy = 71 ({[0]}) = Z sein. Also ist Z ein maximales zweiseitiges
Ideal in A. (b) Sei [z] € rad(A/rad(A)), = € [z] und sei y € A beliebig. Dann existiert
([1] = [#][y]) " in A/rad(.A). Es gibt also ein z € A und ein u € rad(A) mit z(1 — zy) =
1+u=1—(—1)u. Wegen u € rad(A) ist die rechte und damit auch die linke Seite dieser
Gleichung invertierbar. Es gibt also ein v € A mit vz(1 — zy) = 1. Analog zeigt man,
dass 1 — zy auch rechts invertierbar ist. Da dies fiir alle y € A gilt, folgt = € rad(A) und
damit [z] = [0] in A/rad(A). Also ist rad(A/rad(A)) = {[0]}. O

Eine kommutative K-Algebra A mit Einselement 1 heiit Kdrper (iber K), falls jedes
von 0 verschiedene Element aus A in A invertierbar ist.

0.17. LEMMA. Sei A eine kommutative K-Algebra mit Einselement 1 und sei T ein
zweiseitiges Ideal in A. Genau dann ist AJZ ein Korper, wenn T mazimal ist.

BEWEIS. " =" Sei A/T ein Korper und sei [0] # [z] € A/Z beliebig. Nach Vorausset-
zung existiert [#]7! in A/Z. Nach Lemma 5 ist also [z] in keinem echten Ideal von A/Z
enthalten. Also muss A/Z einfach sein. Nach Lemma [0.16/ (a) folgt hieraus die Maxima-
litat von 7.

" <" Sei nun Z ein maximales Ideal in A/Z. Nach Lemma [0.16/ (a) ist .4/Z dann
einfach. Ist also [0] # [z] € A/Z, so ist [z] in keinem echten Ideal von A/Z enthalten und
daher nach Lemma (0.5 invertierbar. Also ist .A4/Z ein Korper. U



KAPITEL 1

Banachridume: Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden bezeichne K stets den Korper R der reellen oder den Korper C der kom-
plexen Zahlen. Wir wiederholen zunéchst einige elementare Definitionen und Tatsachen
iiber normierte Rédume.

1.1. DEFINITION. Sei E ein K—Vektorraum. Eine Abbildung p : E — [0,00) heifit
Halbnorm auf E, falls gilt

(N2) Ve E VAeK: p(Az) = |A|p(x),
(N3) Vo,y e E: p(z+y) < p(x) + p(y).
Gilt zuséatzlich
(NI) Vee E: p(x)=0<= 2 =0,
so heifit p eine Norm auf E und (F,p) ein normierter Raum.

Normen werden héufig auch durch || - || bezeichnet.

Ist R eine K-Algebra und ist auf PR eine Norm || - || gegeben mit ||zy|| < ||z|| - ||y| fir
alle z,y € R, so nennen wir die Norm || - || submultiplikativ und (R, || - ||) eine normierte
K-Algebra.

Ist (£, - |) ein normierter K—Vektorraum, so wird durch dj. : E x E — [0, 00) mit
dy(z,y) = ||z — y|| fir alle x,y € E eine Metrik auf £ definiert. Eine Menge 2 C E
heifit offen beztiglich || - ||, falls es zu jedem x € E ein € > 0 gibt mit

Ucdz)={ue E;|lu—z| <e} CN.

Eine Menge A C F heifit abgeschlossen beziiglich || - ||, falls E'\ A offen ist. Die hierdurch
auf &' gegebene Topologie bezeichnen wir auch mit 7y und nennen sie die Normtopologze.
Eine Folge (z,)32, aus E heiit Cauchy-Folge, falls gilt

Ve>0 dngeN Vn,m>ng: |zn — zm|| < e.
Eine Folge (z,)52, aus E heifit konvergent in (E, || - ||), falls es ein y € E gibt mit
Ve>0 dngeN Vn>ng: |z, —y| <e.

Man rechnet leicht nach, dafl y hierdurch eindeutig bestimmt ist. Wir schreiben dann
x, — y fir n — oo oder y = lim,,_, x,, und nennen y den Grenzwert der Folge (x,)>2 ;.

Die abgeschlossene Einheitskugel {x € E; ||z|| < 1} von E bezeichnen wir auch mit
Bg. Eine Menge B C E heiit normbeschrinkt (oder kurz: beschrinkt), falls es ein C' > 0
gibt mit [ja]| < C fiir alle a € A.

1.2. DEFINITION. Ein normierter K—Vektorraum (£, || - ||) heit Banachraum, falls er
vollstandig ist, d.h. falls jede Cauchy—Folge aus E beziiglich || - || konvergent ist. Eine
normierte K-Algebra (R, || - ||) heiBt Banachalgebra, falls (R, || - ||) vollstandig ist.

Eine Teilmenge A eines normierten Raums (E, || - ||) heiBt vollstindig, falls fiir jede
Cauchy-Folge (a,), von Elementen aus A gilt: (a,)5°, ist konvergent in (£, || - ||) und
lim, . a, € A.

Die folgenden zum Teil schon aus den Anfangervorlesungen bekannten Aussagen wer-
den wir héufig benutzen.



8 1. BANACHRAUME: DEFINITION UND ERSTE EIGENSCHAFTEN

1.3. LEMMA. Sei (E, || -||) ein normierter K-Vektorraum.

(a) Eine Teilmenge A von E ist abgeschlossen genau dann, wenn fir jede in (E, || - ||)
konvergente Folge (a,)2, von Elementen aus A gilt: lim, . a, € A.

(

(

n=1
b) Jede Cauchyfolge (xn)nen in (E, || ||) ist beschrinkt, d.h. es ist sup,cy ||zn| < co.
(c) Jede vollstindige Teilmenge von E ist abgeschlossen.
d) Ist (E, || -||) vollstindig, so ist jede abgeschlossene Teilmenge von E wvollstindig.
(e) (E,| - 1) ist genau dann vollstindig, wenn jede absolutkonvergente Reihe aus E
konvergent in E ist, d.h. wenn fir jede Reihe Y ", in E mit Y ||z,| < oo
der Grenzwert s := lim,,—.o Z;nzl T, in E existiert.

BEWEIS. (a) Sei A C E abgeschlossen und sei (a,)2, eine beliebige in E' gegen ein
y € E konvergente Folge von Elementen aus A. Wire y € E'\ A, so gibe es, da E'\ A offen
ist, ein € > 0 mit U.(z) C £\ A. Insbesondere wiirde fiir alle n € N gelten |la, —y|| > ¢
im Widerspruch zu ||a,, — y|| — 0 fiir n — oo. Also gilt y = lim,,_,» a, € A.

Habe nun umgekehrt jede in E konvergente Folge aus A ihren Grenzwert in A. Wire
A nicht abgeschlossen, so gibe es einen Punkt y € E \ A, so da8 fiir jedes n € N es ein
an € ANUyp(y) gébe. Es wiirde folgen: a,, — y fiir n — oo aber y ¢ A im Widerspruch
zur Voraussetzung. Also mufl A abgeschlossen sein.

(b) Ist (2, )nen eine Cauchyfolge in (E, || -||), so gibt es zu ¢ = 1 ein ny € N, so daf fiir
alle n > ng gilt ||z, — 2, || < 1 und damit auch ||z, || < [|zo|| + 1. Es folgt fiir alle k£ € N:

lzk]] < max{[lz;]|; 1 < j <no}+ [lzol +1 < oo.

(c) und (d) folgen unmittelbar aus (a).

(e) Sei >>°  a, eine absolut konvergente Reihe in E. Dann ist die Folge ihrer Parti-
alsummen eine Cauchy—Folge in (E, || - ||). Ist (E,] -||) vollstindig, so besitzt diese Folge
also einen Grenzwert in F.

Besitze nun umgekehrt jede absolukonvergente Reihe aus E einen Grenzwert in £ und
sei (2,)9% eine beliebige Cauchy-Folge aus E. Dann gibt es zu jedem k € N ein ny € N
mit ||z, —z,, || < 27 fiir alle n > ny,. Die Reihe @, + > pe ) (@0, — Tn,) ist dann absolut
konvergent, besitzt also nach Voraussetzung einem Grenzwert xy in E. Ist € > 0 beliebig,
so gibt es ein ko € N mit 2' 7% < /2 und ||z, + ZZO:_ll(xnkH — Tn,) — To|| < /2. Fiir
alle n > ny, gilt dann

<eg.

ko
15
= 0ll < N = g |+ gy = 0ll < &+ [+ D (e, =) — 20
k=1

Die Folge (z,)5°; konvergiert also gegen x. O

1.4. BEISPIELE. Sei [ eine nicht leere Menge und K ein kompakter Hausdorffraum.
(a) Die Menge (1) := {z = (z;)ic; € K!; ||2]|00 := sup;e; |i| < oo} ist, versehen
mit den komponentenweisen Operationen der Addition der Multiplikation und

der Multiplikation mit Skalaren eine Banachalgebra beziiglich der Norm || - ||co-
(b) Die Algebra der stetigen K—wertigen Funktionen auf K ist eine abgeschlossene
Unteralgebra von ¢>°(K) und daher beziiglich der Supremumsnorm || - || eine
Banachalgebra.
(c) Fiir alle 1 < p < oo ist
(1) :={z = (2;)ie; € K'; |z[|b = sup Z |z;|P < oo}
FCI endlich ieF

versehen mit den komponentenweisen Operationen der Addition der Multiplika-
tion und der Multiplikation mit Skalaren eine Banachalgebra beziiglich der Norm

- Ml
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1.5. LEMMA. Sei E ein K-Vektorraum und sei q : E — [0,00) eine Halbnorm auf E.
Dann gilt:
(a) N, :={x € E; q(x) = 0} ist ein Untervektorraum von E.
(b) E/N, wird zu einem normierten K-Vektorraum mit der durch ||[z]|, := q(x) fiir
alle [x] == 2+ N, = {z +u; q(u) = 0} € E/N,, x € X, definierten Norm
I+ llq = E/Ng = [0,00).

BEWEIS. (a) rechnet man elementar nach.
(b) Sind z,y € E mit [z] = [y], so ist x —y € N, und somit ¢(z) = q¢((z —y) +y) <
q(z —y) + q(y) = q(y). Durch Vertauschung der Rollen von z und y sieht man, dafl

auch ¢(y) < ¢(z) und daher ¢(x) = ¢(y) gelten muB. || - ||, ist also wohldefiniert. Die
Normeigenschaften (N1)-(N3) rechnet man nun leicht nach. O
1.6. SATZ. Sei F' ein Untervektorraum eines normierten K-Vektorraums (E,|| - ||).

Fiir alle x € E definieren wir
qr(z) = dist(z, F) = inf [lo —y|| = inf Jlz +y].
(a) qr ist eine Halbnorm auf E mit N, = F.
(b) Genau dann definiert ||[x)| g/r = qr(x) fir [v)| = x4+ F € E/F, x € E, also eine

Norm auf E/F, wenn F abgeschlossen ist.
(c) Ist (E,||||) vollstindig und F abgeschlossen, so ist auch (E/F,|-||g/r) vollstindig.

BEwEIS. (a) Fir alle z,y € E, A € K gilt
ar(\) = inf [Ae + ul = inf Az + o)) = M inf [l + o] = [Algr(2)

sowie
— inf — inf <
gr(z+y) =il o +y+ul = inf flot+o+y+of<

v1,02€F

< inf (o vl + g+ vll) = inf o+ ol + inf Iy + sl = ge(e) + ar(y).

qr ist also eine Halbnorm auf F.

Genau dann ist gp(x) = 0, wenn eine Folge (u,)°, in F' existiert mit ||z — u,|| — 0
fiir n — oo, d.h. genau dann, wenn x in der AbschlieBung von F' liegt.

(b) folgt nun folgt nun mit (a) und Lemma 1.5

(c¢) Nach Lemma [1.3| (e) geniigt es zu zeigen, dafl jede absolutkonvergente Reihe einen
Grenzwert in F/F besitzt. Sei also (x,,)22; eine Folge aus E mit

C=> |laalllz/r = qr(zs) < 00.
n=1 n=1

Nach Definition von ¢ gibt es zu jedem n € N ein u,, € F mit
qr(zy) < ||zn + unl| < qr(z,) +27".
Also ist

Z |zn + uy|| < Z(qF(asn) +2M<CH+1<o0.
n=1 n=1

Da E vollsténdig ist, gibt es ein s € E mit s = lim,_.oo y p_,(xn + u,) in (E, ] - ). Es
folgt

-S|, <

i-3pl,, -

Also konvergiert > [xx] in (E/F,|| - |lg/r) gegen [s] fir n — oo. O

‘S — Z(I‘k + uk)H — 0
k=1
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1.7. LEMMA. Seien (E,||-||g) und (F,|-||r) zwei normierte K- Vektorraume. Fir eine
lineare Abbildung T : E — F sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) T ist auf ganz E stetig.

(b) T ist stetig in 0.

(c) Ve>0 39>0 VezekE: |lz||lg <0 = ||Tz||Fr < €.

(d) Fir jede Nullfolge (x,)32, in (E,|| - ||g) ist die Folge (T'z,)S2, der Bildpunkte
eine Nullfolge in (F.|| - ||F).

(e) T ist gleichmdfig stetig auf E.

BEWEIS. Die Aussagen (e)==(a)==-(b)<=(c)<=(d) sind offensichtlich.

“(c)==(e)”: Sei also (c) erfiillt und sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung gibt es
dann ein § > 0 mit |Tz||p < € fiir alle x € F mit ||z||g < J. Fir alle u,v € E mit
|lu —v|| <0 gilt dann wegen der Linearitat von T || Tu — Tv||p = [|T(u — v)||r < €. Also
ist T' gleichméfig stetig auf E. 0

Sind (E,| - ||g) und (F.| - ||r) zwei normierte K-Vektorrdume, so bezeichnen wir
mit L(F, F') die Menge aller stetigen linearen Operatoren von E nach F. Statt L(E, E)
schreiben wir auch £(F) und fiir die Menge L£(E,K) aller stetigen linearen Funktionale
schreiben wir E’. E’ heif3it der topologische Dualraum von E. Man rechnet leicht nach, dafl
L(E, F) ein Untervektorraum des K—-Vektorraums L(F, F) aller linearen Abbildungen von
E nach F ist. Hierbei ist L(E, F') mit den punktweisen Operationen der Addition und der
Multiplikation mit Skalaren versehen. Insbesondere ist E’ Untervektorraum des algebrai-
schen Dualraums E% := L(FE,K). Da die Hintereinanderausfithrung stetiger Abbildungen
stetig ist, ist L(E) eine Unteralgebra der K-Algebra L(E) aller linearen Operatoren von
E in sich.

1.8. LEMMA. Seien (E,| - ||g) und (F.| - ||r) zwei normierte K-Vektorraume. Fiir
T € L(E,F) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(
(a) T ist auf E stetig.
(b) sup [|[Tx||F < co.

rEBE
(c) sup ||Tz|F < co.

[zl z=1

T
(d) sup [T]e < 0
oact |7l

Die Suprema in (b), (c) und (d) stimmen tberein. Fir T € L(E,F) schreiben wir

T\l ze,py == sup ||Tz|F
r€EBE

und nennen ||T| zgr) die Operatornorm von T'. Sind die normierten Riume vom Zusam-
menhang her klar, so schreiben wir auch ||T|| statt ||T| z(e,r)-

Die Stetigkeit von 7" in diesem Lemma ist also dquivalent zur Beschranktheit von T’

auf Bg. Man nennt daher stetige lineare Operatoren auch beschrankt. In der Literatur
wird auch die Bezeichnung B(FE, F') fir L(E, F') verwendet.

BEWEIS. Wegen
e =G, wa el =
]| lellz /e lellz e
fir alle 0 # x € E sieht man unmittelbar, daf die Suprema in (c) und (d) iibereinstimmen.
Der Ausdruck in (b) ist offensichtlich grofier oder gleich dem in (c) bzw. (d). Fir 0 #
z € Bp ist |Tz||p < 12 Damit folgt, daB die drei Ausdriicke in (b), (c) und (d)

=] .
ibereinstimmen. Zu zeigen ist also nur die Aquivalenz von (a) und (b).
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“(a)=(b)”: Ist T € L(E, F), so gibt es nach Lemma 1.7 zu € := 1 ein § > 0, so daf}
|Tu||p < 1 fiir alle w € E mit ||ul|g < d. Fiir alle x € Bg folgt dann

2 4] 2

el =575l < 5

17lle = 51757 )l = 5

Also ist sup,ep, [|[Tz|F < 2.

“(b)==(a)”: Sei nun (b) erfiillt und sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Mit § := T

folgt fur alle z € F mit ||z||g < o:
Il
7ol = |7 (5|, <oITl = <<
I +1

Nach Lemma [1.7/ist T also stetig auf E. U

Der Beweis des folgenden Lemmas ist eine leichte Ubungsaufgabe.

1.9. LEMMA. Seien (E, |- ||g) und (F,| - ||r) zwei normierte K-Vektorraume. Mit der

inl1.8 eingefihrten Operatornorm || - || = || - ||ze,r) gilt:

(a) (L(E,F),| ) ist ein normierter K—Vektorraum.

(b) Ist (F,||-||) ein Banachraum, so auch (L(E,F),| -||).

(c) Ist (G,| - |lg) ein weiterer normierter Raum, so gilt fir alle T € L(E,F), S €
,C(F, G) Esist ST :=SoT € E(E, G) und HSTHE(E,G) < HSH’L:(RG)HTHﬁ(E,F)

Insbesondere ist fiir alle normierten K—Vektorraume (E, || - || g) der topologische Dual-
raum £’ versehen mit der Norm || - ||z := || - [|z(zx) ein Banachraum.

Mit E = F = G folgt aus (c), daB L(E), versehen mit der Operatornorm, eine nor-
mierte Algebra ist (sogar eine Banachalgebra, falls (£, || - ||g). vollstidndig ist).

Die stetigen linearen Funktionale auf einem normierten Raum lassen sich auch wie
folgt charakterisieren:

1.10. LEMMA. Sei (E,| - ||) ein normierter K—-Vektorraum. Fir ein nicht identisch
verschwindendes, lineares Funktional f : E — K sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist stetig.

(b) ker f :={xz € E; f(x) =0} ist abgeschlossen in E.

(c) ker f ist nicht dicht in E.

(d) Es gibt eine Nullumgebung U, fiir die die Menge f(U) in K beschrdnkt ist.

BEWEIS. “(a)==(b)”: Ist f stetig, so ist ker f = f~1({0}) als Urbild der abgeschlos-
senen Menge {0} unter der stetigen Abbildung f abgeschlossen in (£, || - ||).

Die Implikation (b)==(c) ist offensichtlich.

“(c)=(d)”: Ist ker f nicht dicht in F, so gibt es ein x € F und ein ¢ > 0 mit

Uz) Nker f = 0. Ist v € E mit |f(v)] > |f(z)], so ist  — %v € ker f und daher

{c( v ¢ U.(0) (beachte U.(z) Nker f = () und U.(x) = 2+ U.(0) = {x + u; u € U(0)}).
Wegen ‘}c(v)\ < 1 ist dann auch v kein Element von U.(0). Fiir alle v € U.(0) mu8 also
|f(0)| < |f(z)]| gelten. f(U.(z)) ist somit eine beschrankte Teilmenge von K.

“(d)=(a)”: Sei nun (d) erfiillt und sei U eine Umgebung von 0, fiir die f(U) be-
schrinkt in K ist. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit U.(0) C U. Fiir alle v € B ist Sz € U,(0).
Es folgt

2| ,/¢€ 2
sup |f(x)| = sup g‘f(éxﬂ < - Sup lf(v)| < 0.

z€BER r€EBR velU
Nach Lemma 1.8 ist f also stetig auf F. U



12 1. BANACHRAUME: DEFINITION UND ERSTE EIGENSCHAFTEN

Sind (X, d) und (Y,0) zwei metrische Rdume, so nennt man bekanntlich eine Abbil-
dung f: X — Y, die die Absténde erhilt, d.h. 6(f(u), f(v)) = d(u,v) fir alle u,v € X
erfiillt, eine Isometrie. Die metrischen Raume (X, d) und (Y, ) heiflen zueinander isome-
trisch, falls es eine bijektive Isometrie f von X auf Y gibt. Dann ist auch f~!:Y — X
wieder eine Isometrie. Die beiden metrischen Réume unterscheiden sich dann nicht in ih-
rer metrischen Struktur und sind insbesondere zueinander homéomorph. Sind (X, d) und
(Y,0) zueinander isometrisch, so schreiben wir (X, d) = (Y,4). Man rechnet nach, dafl =
eine Aquivalenzrelation ist.

Sind nun (£, ||-||g) und (F, ||-||r) zwei normierte Rdume, so ist eine lineare Abbildung
T : E — F genau dann eine Isometrie, wenn ||Tz||r = ||z||g fiir alle x € E gilt. Eine bijek-
tive lineare Isometrie nennen wir auch einen isometrischen Isomorphismus. (E, ||-||g) und
(F,||-]|7) heiBen zueinander isometrisch isomorph, falls es einen isometrischen Isomorphis-
mus von X auf Y gibt. Wir schreiben dann auch wieder (£, ||-||g) = (F, ||-||r). Zueinander
isometrisch isomorphe normierte Rdume unterscheiden sich weder in ihrer linearen, noch
in ihrer metrischen Struktur und werden als im Rahmen der Theorie normierter Rdume
als nicht wesentlich verschieden angesehen.

Eine lineare Abbildung T' : E — F heift ein topologischer Isomorphismus, falls T
bijektiv (und damit ein K-Vektorraumisomorphismus) ist und 7' und 7! stetig sind. In
diesem Fall sagen wir: (E, || - ||g) und (F, || - ||r) sind zueinander topologisch isomorph.
Wir schreiben dann (E, || - ||g) ~ (F,]|| - ||r). Man rechnet nach, dal ~ ebenfalls eine
Aquivalenzrelation ist. Zueinander topologisch isomorphe normierte Raume (E, || - ||£)
und (F,|| - ||r) unterscheiden sich weder in ihrer linearen noch in ihrer topologischen
Struktur. So ist eine Folge (z,,)°; in E genau dann eine Cauchy—Folge (bzw. konvergent)
in F, wenn (Tz,)7, in E eine Cauchy-Folge (bzw. konvergent) ist. (F, || - ||z) ist genau
dann vollstandig, wenn (F\ || - ||¢) es ist.

Mit Hilfe von Lemma [1.8 zeigen wir nun die folgende Charakterisierung der topologi-
schen Isomorphismen:

1.11. SATZ. Seien (E, || - ||g) und (F,| - ||r) zwei normierte Raume. Eine lineare Ab-
bildung T : E — F' ist genau dann ein topologischer Isomorphismus, wenn es Konstanten
¢ >0 und C >0 gibt, so daf$ fiir alle x € E gilt

(1.1) cllelle < | Tl[r < Cllzfle .

BeEwEIs. Ist T': R — F ein toplogischer Isomorphismus, so ist 7" € L(F, F) und
T-' € L(F,E) sowie (im Fall E # {0}) ||T]] > 0 und ||T7!|| > 0. Die Ungleichungen
(1.1) sind dann erfiillt mit ¢ = ||T7||7! und C' = ||T||. Gilt umgekehrt (1.1) fiir alle
x € E, so folgt nach Lemma 1.8 die Stetigkeit von 7" und von 7! sowie ||| < C und
T < =

1.12. DEFINITION. Zwei Normen || - ||; und | - ||z auf einem K-Vektorraum E heiBen
dquivalent, falls es Konstanten ¢ > 0 und C' > 0 gibt, so daf§ fiir alle x € E gilt

(1.2) cllzfly < llzfls < Ol

Nach Satz 1.11/ist dies genau dann der Fall, wenn die Identitét ein topologischer Iso-
morphismus von (F, ||-||;) auf (£, ||-||2) ist. Aquivalente Normen auf einem K—Vektorraum
E definieren die gleiche Topologie auf F.

1.13. SATz. Jeder normierte K—Vektorraum (E, ||-||) der endlichen Dimension dim E =
N < oo ist topologisch isomorph zu (KV || -1).

BeEwEIls. Wir fithren den Beweis durch vollstéandige Induktion nach N. Fiir N = 0 ist
die Behauptung trivial. Sei nun schon gezeigt, dafl die Behauptung fiir ein N € Ny gilt,
und sei (E, || - ||) ein normierter K—Vektorraum der Dimension N + 1. Wir fixieren eine
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Basis e, ...,ey von E und definieren lineare Funktionale ¢; : £ — K durch ¢x(x) = aj
fiir allex:Zj.V:Oajej el ag...,ay €K, k=0,...,N. Dann hat fir £k =0,..., N der
Untervektorraum

Ey:=kerg, =LH{e;; 0<j < N,j#k}
die Dimension N. Nach Induktionsvoraussetzung ist (E, ||-||| Ek) also topologisch isomorph

zu (KY,|-|) und damit insbesondere vollstindig, also nach Lemma [1.3| abgeschlossen in
(E,|-1]), k=0,...,N . Insbesondere sind die Funktionale ¢y, ..., ¢y nach Lemma [1.10
stetig. Die durch

O(z) = (po(), .., on(2)),  (z€E)

definierte Abbildung ® : E — KV*! ist offensichtlich ein K-Vektorraumisomorphismus.
Fiir alle x € Bp gilt

N 1/
2
— . < .
()] ( E 0 [3(2)] ) < VN +1 max |l
]:

® ist also nach Lemma (1.8 stetig. Die inverse Abbildung ®~' : KN*! — FE ist gegeben
durch

N
(Dil(mj);'v:o) = Zajej ) (aj)j-vzo e KN+
=0

Unter Verwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung erhalten wir:

N N
swp [0 @) = sw | Yae| < s D lagl el <
aEBKN+1 (aj);V:OEBKJ\LFl ]:0 (a‘j)jNZOeB]KN“’l ]:0
N
1/2
(X lesl) <o

=0
Also ist auch ®~! stetig, und ® ist ein topologischer Isomorphismus. 0
1.14. FOLGERUNGEN. (a) Je zwei normierte K—Vektorrdume der Dimension N <

oo sind zueinander topologisch isomorph.

(b) Je zwei Normen auf einem endlich dimensionalen K—Vektorraum E definieren
die gleiche Topologie auf E.

(c) Jeder endlich dimensionale K—Vektorraum ist vollstindig.

(d) Jeder endlich dimensionale Unterraum eines normierten K-Vektorraums E ist
abgeschlossen in F.

(e) In einem mormierten, endlich dimensionalen K—Vektorraum (E, | - ||g) ist eine
Teilmenge M C E genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen
ist. Insbesondere ist die abgeschlossene Einheitskugel B = {x € E; ||z||p < 1}
kompakt.

In unendlich dimensionalen normierten Rédumen ist die Aussage (e) falsch. Bevor wir
dies beweisen, zeigen wir:

1.15. LEMMA (Riesz). Sei (E,||-||) ein normierter K—-Vektorraum und sei F' C E ein
echter abgeschlossener Unterraum von E. Dann gibt es zu jedem ¢ € (0,1) einx € E\ F
mit ||z]| = 1 und dist(z, F) := inf ep ||z —y|| > €.

BEWEIS. Wegen F' # FE gibt es ein u € E \ F. Da F abgeschlossen ist gilt d :=

dist(u, F') = infyep [|u —y|| > 0. Zu e € (0,1) gibt es dann ein § > 0 mit ¢ < 7% Zu
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diesem ¢ > 0 gibt es ein y5; € F mit d < ||u — ys]| < d+ 6. Mit
o

lu— el
gilt dann ||z|| = 1. Fir alle v € F ist ys + ||u — ys||v € F und somit

T (u—ys)

1 u—ys5 — [lu—wyslv d
o ol = [ ) — o = ] l> 4 e
[l — vl [ — s d+9
Also ist dist(z, F') :=inf,ep ||z — v|| > €. O
1.16. FOLGERUNG. Fiir einen normierten K—Vektorraum (E; || - ||) sind die folgenden

drei Aussagen dquivalent:

(a) E ist endlich dimensional.

(b) E ist lokalkompakt, d.h. jeder Punkt in E besitzt wenigstens eine kompakte Um-
gebung.

(c) B ={x € E; ||z| < 1} ist kompakt.

BEwEIS. “ (a)==(b)”: Ist dimF = N < oo, so ist (F; | -||) topologisch isomorph zu
(K¥,|-|) und damit lokalkompakt.

“(b)=(c)”: Sei (E;| - ||) lokalkompakt. Dann gibt es eine kompakte Umgebung U
von 0. Zu U gibt es ein € > 0 mit B(0,¢) := {z € F; ||z]]| < ¢} C U. Da die Norm
|-l : E — R stetig ist, ist B(0,e) = || - ||7*([0,&]) abgeschlossene Teilmenge von U und
damit ebenfalls kompakt. Nun ist die Abbildung  — 1z eine Homdomorphie von (E, |- ||)
auf sich. Also ist Bg = 1B(0,¢) ebenfalls kompakt.

“(c)==(a)": Wir zeigen: Ist dimE = o0, so ist Bg zwar abgeschlossen und beschrénkt
aber nicht kompakt. Wegen dimF = oo gibt es ein 21 € E mit ||z1]| = 1. Sind nun schon
fiir ein n € N Elemente x4, ..., z, € E konstruiert mit

1
|lz;l =1 und ||z; — x| > 5 fir alle j, k € {1,...,n} mit j # k,
so ist Y,, :== LH{zy,...,2,} als endlich dimensionaler Untervektorraum von F nach Folge-

rung 1.14/abgeschlossen in E und echte Teilmenge von E. Nach dem Lemma von Riesz1.15
gibt es also ein Element z,11 € E \ 'Y, mit ||z 41] = 1 und dist(z,11,Y,) > 3. Damit

haben wir induktiv eine Folge (z,)%; in Bg konstruiert mit ||x,|| = 1 fir alle n € N und
mit ||z, — x| > 3 fiir alle n, k € N mit k # n. Da diese Folge keine konvergente Teilfolge
besitzt, kann Bg nicht kompakt sein. 0

In den Ubungen (Aufgabe[1.9) wird gezeigt, daf es zu jedem normierten K-Vektorraum
(E, || -|) einen Banachraum (F, || - ||r) und eine lineare Isometrie J : E — F' so gibt, da8
J(F) dicht in F liegt. (F,| - ||r) heifit dann Vervollstindigung von (E, || - ||). Wir zeigen
nun, dafl diese bis auf einen isometrischen Isomorphismus eindeutig bestimmt ist:

1.17. SATZ. Sei (E,||-||) ein normierter K—Vektorraum. Sind (Fi, |- ||1) und (Fy, ||-||2)
zwei Banachrdume und Jy - E — Fy, Jo 1 E — Fy zwei lineare Isometrien, fir die J;(E)
in Iy dicht liegt fiir j = 1,2, so gibt es einen isometrischen Isomorphismus V : Iy — F,
mit VJix = Jox fiir alle x € E.

BEWEIS. Zu jedem u € Fj gibt es nach Voraussetzung eine Folge (z,)5°, in E mit
Jixy, — win (Fy, ] - ||1) fiir n — oo. Dann sind (z,)22, und damit auch (Jyz,)5%,
Cauchyfolgen in (E, || - ||) bzw. (Fa,| - ||l2). Da (Fz, | - ||2) vollstandig ist existiert also
Vu :=lim, .o, Jox, in Fy. Man rechnet leicht nach, daf§ V'« unabhéngig von der speziell
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gewihlten Folge (z,)%°; mit Jyx, — wist und daf die so definierte Abbildung V' : F; — F
linear ist. Wegen der Stetigkeit der Normen gilt weiter

IVully = lim [ Fyals = B )] = T [yl = [l
n—oo n— 00 n—oo

Ist schlieBlich v € F;, beliebig, so gibt es auch eine Folge (y,,)7°, in E mit Joy,, — v in F
fiir n — oo. Da Jy, J5 lineare Isometrien sind, ist dann wie oben (J1y,)52,; Cauchyfolge in
(F1, ] - |lh), also gegen ein u € Fy konvergent. Es folgt Vu = v. Also ist V' auch surjektiv
und damit ein isometrischer Isomorphismus. U

Ubungsaufgaben zu Kapitel 1. Eine auf einem Intervall I C R definierte reellwer-
tige Funktion heifit bekanntlich konvez, falls fiir alle z,y € I und alle a € [0, 1] gilt:

flaz+(1—a)y) < af(z)+(1—a)f(y).
Die Funktion f heiit strikt konvez, falls fiir alle z,y € I und alle a € (0, 1) gilt:
flar+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y).
Eine Funktion f : I — R heiit konkav (bzw. strikt konkav), falls die Funktion — f konvex

(bzw. strikt konvex) ist.

1.1. AUFGABE. Zeigen Sie: Ist f € C*(I) mit f”(z) > 0 (bzw. f"(x) > 0) fiir alle
xz € I, soist f konvex (bzw. strikt konvex).
1.2. AUFGABE. Sei f : I — R eine konvexe Funktion. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle zy,...,2, € I und alle ay,...,q, € [0,1] mit a3 + -+ 4+ «a,, = 1 gilt die
Jensensche Ungleichung:

(1.3) f(Oé1901+"'+04n9€n) < Oz1f($1) +"'+Oénf($n) .
(b) Ist f strikt konvex und sind ay,...,a, > 0 mit a; + - -+ «a, = 1, so gilt in (1.3)
genau dann das Gleichheitszeichen, wenn z; = x9 = - - - = z,, ist.
1.3. AUFGABE. Seip > 1, p’:= - und w = (wi,. .., wn) € (0, o0)N. Zeigen Sie:

Fiir alle (ay,...,an), (by,...,by) € KY (K =R,C) gilt:
N N N 1/17 N / 1/pl
(@) | Yo asbyes] < D lasbyleoy < (X lagls) (D0 sl )
7=1 7j=1 7j=1 7j=1
N 1/p N 1/p N 1/p
(b) (ZWJ +bj\ij> < (Z\@ﬂp%’) + (Z|bj\pwj) :
j=1 j=1 j=1

Wann gilt in diesen beiden Ungleichungen das Gleichheitszeichen?
Hinweis: Man beachte fiir (a), daB die Funktion = + x*" strikt konvex und fiir (b),
daB die Funktion 2 +— (1 + 2/?)” strikt konkav auf (0, cc) ist.

1.4. AUFGABE. Sei f : I — R eine stetige konvexe Funktion und g € C([a,b]) mit
g([a,b]) C T und b — a = 1. Zeigen Sie:

([ stonae) < [ ot

1.5. AUFGABE. Seien z1,...,z, € [0,00), aq,...,q, > 0 mit ay + -+ + o, = 1. Be-
weisen Sie die Ungleichung fiir die gewichteten arithmetischen und geometrischen Mittel:

Qn

(e
ottty 2 2T

Zeigen Sie, dafl das Gleichheitszeichen hierbei genau dann gilt, wenn z; = 29 = --- =z,
ist.



16 1. BANACHRAUME: DEFINITION UND ERSTE EIGENSCHAFTEN

1.6. AUFGABE. Fiihren Sie die Vollstdndigkeitsbeweise zu den Beispielen in 1.4 aus.
1.7. AUFGABE. Fiihren Sie den Beweis zu Lemma [1.9 aus.

1.8. AUFGABE. Sei (E, |- ||g) ein normierter Raum und sei F' C E ein abgeschlossener
Unterraum von E. Zeigen Sie, daf§ der kanonische Epimorphismus 7 : E — E/F stetig
ist und berechnen Sie ||7||z(£,z/F)-

1.9. AUFGABE. Sei (X, || -||) ein normierter Vektorraum. Mit ¢(X) sei die Menge aller
Cauchy-Folgen in X bezeichnet, mit ¢o(X) die aller Nullfolgen in X.

(a) Zeigen Sie, daB ¢(X) ein normierter Raum ist beziiglich der sup-Norm und daf§
co(X) ein abgeschlossener Untervektorraum davon ist.

(b) Zeigen Sie, daf die Quotientennorm auf X := ¢(X)/co(X) gegeben ist durch
[(Zn)n + co(X)llq = limsup,,_ [[zn]-

(c) Zeigen Sie, daBl (X, || - ||g) vollsténdig ist.

(d) Betten Sie X isometrisch in X ein und zeigen Sie, dafl X durch diese Einbettung
dichter Teilraum von X ist.

1.10. AUFGABE. (Bergman—-Raume) Sei G C C ein Gebiet und sei 1 < p < oo. Der
Bergman—Raum AP(G) sei der Raum aller auf G holomorphen Funktionen f auf G, fir
die gilt

151, = ([ 1GPax) " < .

Hierbei sei A dafl ebene Lebesguemal.
(a) Mit §(z) := inf{|z —w|, w ¢ G} € (0,00] fiir alle z € G gilt fir f € AP(G), z € G
und 0 < R < 4(2)
1 1

(1) f(z) = —5 |z—§|<Rf(C) dX*(C), (i) [f(2)] < WHJCHAP(G)-

(b) (AP(G), || - ||p) ist ein Banachraum.

1.11. AurGABE. (Hardy-Raume) Sei D die offene Einheitskreisscheibe in C. Der Hardy-
Raum H?*(D) ist definiert als

1

2 ) 1/2
1) = {7 o) s Flw = (3= [ 1rePar) " < o).

Zeigen Sie:

(@) [ £l m2) = suPgcya \/% fo% | f(reit)|2 dt ist eine Norm auf H?*(D).

(b) Ist f(z) = > poyaxz” eine Funktion in O(D), dann ist f € H*(D) genau dann,
wenn > 7 ag[* < oo ist und in diesem Fall ist || |72 5y = D252 lax|®. (Hinweis: Cauchy-
Produkt von Reihen.)

(¢) Folgern Sie aus b) die Vollstandigkeit von (H*(D), || - || g2(w))-

(d) Zu jedem z, € D existiert ein C(2p) > 0, so daB |f(20)| < C(20)||fl 2w fiir alle
f € H*(D).

1.12. AUFGABE. Ein metrischer Raum FE heifit separabel, wenn er eine abzéahlbar dichte
Teilmenge besitzt, d.h. falls es eine abzdhlbare Teilmenge A in E gibt, so daf} jedes Element
von FE Grenzwert einer Folge von Elementen aus A ist.

Sei I eine nicht leere Menge und bezeichne ¢°°(I) die Menge aller beschriankten Fami-
lien x = (;);er mit z; € C fiir alle ¢ € I. ¢y(I) sei die Menge aller z = (x;);er € €°°(1),
fir die zu jedem € > 0 eine endliche Teilmenge J von [ existiert mit |z;| < e fir alle
jgelrl\J.
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(a) Zeigen Sie, daB ¢y(I) ein abgeschlossener Untervektorraum von ¢>°(I) ist, der genau
dann separabel ist, wenn I hochstens abzahlbar ist.

(b) Zeigen Sie, dafl £>°(I) genau dann separabel ist, wenn I endlich ist.
(Hinweis: Indirekter Beweis!)

1.13. AUFGABE. Sei X := (([0,1]) der Banachraum der auf [0, 1] stetigen komplex-
wertigen Funktionen versehen mit der Supremumsnorm || - ||. Sei V' der durch

o= | flsds fexten)

definierte Operator auf X.
(a) Zeigen Sie V' € L£(X) und berechnen Sie ||V fur alle n € N.
(b) Zeigen Sie p(V) :={z € C; (21 — V) ! existiert in £(X)} = C\ {0} und geben
Sie (2I —V)~! fiir alle 0 # 2 € C an.

1.14. AUFGABE. Sei X ein normierter Raum. Zeigen Sie, daf} zu jedem endlichdimen-
sionalen Untervektorraum Y von X und jedem Punkt x € X ein y € Y existiert mit
|z — y|| = inf{||x — z||, 2 € Y}. Zeigen Sie am Beispiel (X, || - ||) = (R?,] - |oo), daB diese
Bestapprozimation im allgemeinen nicht eindeutig ist.



KAPITEL 2

Elementare Hilbertraumtheorie

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfithrung in die Hilbertraumtheorie gegeben.
Im folgenden stehe K stets fiir den Korper der reellen oder den der komplexen Zahlen.

2.1. DEFINITION. Ein K-Vektorraum H heifit Prd—Hilbertraum, falls H mit einem
Skalarprodukt (-,-) versehen ist, das ist eine Abbildung
() HxH—-K
mit den folgenden Eigenschaften:

(S1) Fiir alle x € H ist (x, x) reell und nicht negativ. Es ist (x,z) = 0 genau dann,
wenn z = 0.
(S2) Fiir alle uw € H ist die Abbildung = — (z,u) linear, d.h. es gilt:

Ve, y € HVa, 0 € K:  (ax+ By, u) = alzr,u) + By, u) .
(S3) Ve,y e H: (z,y) = (y,x).

2.2. BEMERKUNGEN. (a) Ist K der Korper der reellen Zahlen, so kann man den Quer-

strich in (S3) weglassen.
(b) Aus den Eigenschaften (S2) und (S3) des Skalarproduktes ergibt sich

(S4) Vz,u,v € HVa, B € K: (x,au+ Bv) = alr,u) + 3(x,v) .
Fiir alle x € H ist also die Abbildung (z,-) : H — K konjugiert linear (im Fall K = R
also sogar linear).

2.3. BEISPIELE. (a) Versehen mit dem durch
N
(x,y) == Z:cjy_j fir 2 = (z1,...,o8)y = (y1, ..., yn) € KN
j=1

definierten Standardskalarprodukt (-,-) sind die Spaltenvektorriume RY und CV Pri—
Hilbertrdume (iiber R bzw. tiber C).
(b) H := C([a,b],K) (mit a < b) ist versehen mit dem durch

/ fg(t)dt fir f,g € C([a,b],K)

definierten Skalarprodukt ein Pra—Hilbertraum iiber K.
(c) Sei 2 C RY Lebesgue-mefibar. Dann ist L*(£2) mit dem durch

(f.) /f g(@) dan(x) i f.g € L(9)

definierten Skalarprodukt ein Pra-Hilbertraum.

(d) Sei Q C RY offen, k € N und sei D*(2) der Raum der auf 2 k-mal stetig differen-
zierbaren K—wertigen Funktionen mit kompaktem Triger in Q. Dann ist D*(Q) mit dem
durch

1) =3 [ SIS i) e gy DA

la|<k

18
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definierten Skalarprodukt ein Pra—Hilbertraum.
(e) ¢3(I) mit dem durch (z,y) := Y, ; 2y fir @ = (2;)ier und y = (yi)ier aus £2(1).
Man beachte hierbei, da (z;7;);c; aufgrund der Holderschen Ungleichung summierbar ist.

BEMERKUNG. Ist (H, (-,-)) ein Pré-Hilbertraum und K ein Untervektorraum, so ist
auch (KC, (, -, )|xxx) wieder ein Pra-Hilbertraum.

Dies rechnet man unmittelbar nach.

2.4. SATZ. Sei'H ein Pri—Hilbertraum iber K mit dem Skalarprodukt (-,-) : HxH — K
und sei || - || : H — [0,00) definiert durch ||z|| :== /(z,z) fir alle v € H.
(a) Es gilt die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung:

(2.1) Ve,ye H: o [z y) < =l -yl

Genau dann steht hierbei das Gleichheitszeichen, wenn die Vektoren x und y linear abhdn-
gig sind.

(B) ||| : H — [0, 00) ist eine Norm auf H. Diese nennt man die durch (-,-) definierte
Norm auf H.

(c) Es gelten die Parallelogrammgleichung
(2.2) Yo,y € Ml +yl* + o —yl* =2 (l=]* + )

und die Polarisierungsidentitit

(2.3) Ve,y e H: (x,y) =
im Fall K =R bzw.

(2.4) Ve,y e H: (z,y) =
im Fall K = C.

(Il +yllI* = llz = yII*)

SN,

(2 +yll* = llz = yI* + illz + iyl — ill= — iy])

| =

BeweEls. (a) Fir y = 0 und alle z € H gilt (unter Verwendung von (S4)): |(z,y)| =
|{(z,0-y)| =10 (z,y)| = 0 und in diesem Fall sind = und y linear abhéingig.
Sei also nun y # 0 vorausgesetzt. Nach (S1) ist dann ||y||* = (y,y) > 0. Mit

~({z,y)

(, )

folgt unter Verwendung von (S3)

(@ y)ey) _ Neyl

My, x) =

.y Iyl
und
0<(z—Xy, z—Xy) =(x,2) — Xy, ) — Mz, y) + |M*(y,y) =
iy L)l
’ (,v)

Multiplikation mit (y,y) liefert

(2, y) > < (z, 2)(y, )

woraus durch Wurzelziehen (2.1) folgt. Wie man aus der Rechnung sieht, gilt das Gleich-
heitszeichen in (2.1) genau dann, wenn (z — Ay, x — A\y) = 0, d.h. wenn = = Ay, d.h. wenn
2 und y linear abhéngig sind.

(b) Die Eigenschaften (N1) und (N2) rechnet man unmittelbar mit Hilfe von (S1)
—(S4) nach.
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Zur Dreiecksungleichung (N3): Aus der Definition der Norm und den Skalarproduk-
teigenschaften erhélt man unter Verwendung der Cauchy—-Schwarzschen Ungleichung fiir
alle xz,y € H:

lz +yl* =z +y,2 +y) = [l2]* + 2Re(z,y) + [lylI* <
<[l l* + 2z, y)| + lylI* <
<[l (1> + 2ll= ]| - 1l + lyl* = (Nl + yl)*
Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung.
(c) Fiir alle z,y € H gilt:
lz +yll* + llz = ylI* = (z +y.x +y) + (2 —y,2 —y)
= Jlzl* + [[ylI* + 2Re(z, y) + =[I* + [lyl|* — 2Re(z, y)
= 2([lzl” + llyl*).
(d) rechnet man in &hnlicher Weise elementar nach. O

2.5. BEMERKUNG. Die Préa-Hilbertrdume sind unter den normierten K-Vektorraum-
en durch die Parallelogrammgleichung charakterisiert, d.h.: Ist (H,]| - ||) ein normierter
K—Vektorraum, dessen Norm die Parallelogrammgleichung (2.2)) erfiillt, so ist durch die
Polarisierungsgleichung (2.3) bzw. (2.4) ein Skalarprodukt gegeben, dessen zugehorige
Norm mit der urspriinglichen Norm iibereinstimmt.

Beweis als Ubung (Aufgabe 2.1).

2.6. DEFINITION. Ein Pré-Hilbertraum (H, (-, -)) tiber K, der beziiglich der durch das
Skalarprodukt (-, -) definierten Norm vollstandig ist, heifit ein Hilbertraum.

2.7. BEISPIELE. (a) Die in den Beispielen 2.3 (a), (c¢) und (e) angegebenen Pra—Hil-
bertrdume sind Hilbertraume.

(b) Die in den Beispielen 2.3 (b) und (d) angegebenen Pra-Hilbertrdume sind keine
Hilbertraume.

2.8. BEMERKUNG. Seien (H;, (-,-);), j = 1,2, zwei Pra-Hilbertrdume. Ist V' : H; — Ho
eine lineare Isometrie, so gilt:

Vx?il/ell_(l <V$,Vy>2: <$7y>1~
Lineare Isometrien erhalten also das Skalarprodukt.

Dies folgt mit der Polarisierungsgleichung unmittelbar aus der Tatsache, dafl V' eine
lineare Isometrie ist.

2.9. SATZ. Zu jedem Pri-Hilbertraum (H, (-,-)) gibt es einen bis auf einen isometri-
schen Isomorphismus eindeutig bestimmten Hilbertraum (KC,[-,-]), der H als Untervektor-
raum enthdlt und folgende Figenschaften besitzt:

(a) Vo,y € H  [z,y] = (2,y) .

(b) Zu jedem x € K gibt es eine Cauchy—Folge (x,)5%, aus H mit x, — x in K

beziiglich der durch das Skalarprodukt [-,-] auf K gegebenen Norm.

Der Hilbertraum IC heifst die Vervollstindigung von H.

BEWEIS. Sei (K, || - ||x) die nach Satz[1.17 bis auf einen isometrischen Isomorphismus
eindeutig bestimmte Vervollstdndigung von H. Dann gibt es eine lineare Isometrie J :
H — K, fiir die J(H) dicht in K liegt. Zu beliebigen u,v € K gibt es dann Cauchyfolgen
()22, und (y,)9, in H mit Jx, — w und Jy, — v in (K, - [|¢) fir n — oo. Da
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die Parallelogrammgleichung in ‘H gilt und J eine lineare Isometrie ist, folgt wegen der
Stetigkeit der Norm:

ot vl + e = ol =l (1720 4+ ol + 20— Tyl
= lim (|lzn + yall® + 20 = vall®)
= 1m 2 (Jaa® + 1)
=2 lim (| JzallE + | Tal12)

=2 (Jlullk + lIvllk) -
(K, || - ||x) erfiillt also die Parallelogrammgleichung. Nach Aufgabe 2.1 wird nun durch die

Polarisierungsgleichung ein Skalarprodukt [-,] : K x K — K definiert dessen zugehorige
Norm mit ||-||c tibereinstimmt. Der Rest folgt nun leicht mit Bemerkung 2.8 und Satz/1.17.
O

In Analogie zum endlich-dimensionalen Fall definiert man: Zwei Vektoren x, y in einem
Préa-Hilbertraum (H, (-,-)) heiflen zueinander orthogonal (oder senkrecht zueinander),
falls (x,y) = 0 gilt. Wir schreiben dann auch x L y. Ist A eine nicht leere Teilmenge von
'H, so definieren wir den Orthogonalraum

At ={r cH;Va€ A: (x,a) =0}
Statt x € AL schreiben wir auch x 1 A.
2.10. LEMMA. Sei (M, (-,-)) ein Pri—Hilbertraum und () # A C 'H.
(a) Ist AC B CH, so gilt Bt C A+,
(b) AL =A".
(c) At ist abgeschlossener Untervektorraum von H.
(d) A* = (LH(A))*.
BEWEIS. (a) rechnet man unmittelbar nach.

(b) Nach (a) ist A C AL Tst umgekehrt z 1 A und u € A, so gibt es eine Folge
(an)$e, in A mit a,, — u fiir n — oo und es folgt wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes
(z,u) = lim, oo (z, a,) = 0 und damit x € A,

(c) Es ist A+ = (,c4ker(-,a). Da die linearen Funktionale (-,a) : = — (x,a) we-
gen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir alle @ € A stetig sind, ist A+ also ein
abgeschlossener Unterraum von H.

(d) Dies rechnet man leicht nach. O

2.11. LEMMA (Satz des Pythagoras). Sei H ein Prd—Hilbertraum tber K mit dem
Skalarprodukt (-,-) : H x H — K. Sind z,y € H mit x Ly, so gilt:

Iz + yll* = ll=ll* + lyl*-
BEWEIS. Wegen (z,y) = 0 hat man

2+ yl|”> = |zl + (z, y) + (x, y) + |ylI> = [|z]]* + [|ly]*-

Durch vollstéandige Induktion zeigt man mit Hilfe von Lemma 2.11: Sind x1,..., 2, n
paarweise orthogonale Vektoren eines Pra-Hilbertraums H, so gilt

n 2 n
| > = D sl
j=1 i=1
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2.12. DEFINITION. Eine Teilmenge K eines K-Vektorraums F heifit konvez, falls fiir
alle z,y € K und alle o € (0,1) auch az + (1 — )y € K gilt.

Wir wollen uns nun dem folgenden Approzimationsproblem zuwenden: Sei (H(-,-)) ein
Préa—Hilbertraum {iber K und sei K eine konvexe Teilmenge von H. Zu gegebenem f € H
suchen wir eine Bestapproximation aus K, d.h. ein v € K mit

— || = inf ||f —u||.
If = vl = inf [|f — u]
Fragestellungen dieser Art treten in verschiedenen Problemen der Anwendungen auf.

2.13. BEISPIELE. (a) Sei w € C([a,b],R) eine Funktion mit w(t) > 0 fir alle ¢t € [a, 0]
und w(t) = 0 fiir hochstens endlich viele t € [a, b]. Dann ist durch (-, ), : C([a, ], K) X
C([a,b],K) — K mit

b
«m»:/f@%%wﬁﬁmMeammm

ein Skalarprodukt auf C(]a, b],K) gegeben. Sei f € C([a,b],K). Gesucht ist ein Polynom
ps vom Grad < n mit

lf —prllo < inf{]|f — pl|lo; p Polynom vom Grad <n}.

Hier ist K = P,, der (n+1)-dimensionale Untervektorraum der Polynome vom Grad < n.
Man spricht von Approximation im quadratischen Mittel oder von Gauflapproximation.

(b) Das lineare Ausgleichsproblem: Gegeben sei eine Matrix A € M, ,,(K) und ein
Vektor b € K”. Gesucht ist ein Vektor o € K™ der das lineare Gleichungssystem Az = b
moglichst gut 16st, d.h. fiir den gilt

b~ Aol| = inf | Ax]].
Hier ist K =ran(A) = {Ax; x € K™}.
Das obige Approximationsproblem wird gelost durch:

2.14. SATz. Sei (H,(-,-)) ein Pri—Hilbertraum und sei ) # K C H wollstindig und
konvex. Dann gibt es zu jedem x € 'H genau ein y € K mit

lz =yl = nf [la —ull =4.
y ist also die eindeutig bestimmte Bestapproximation zu x aus K.

BEWEIS. Zur Existenz einer Bestapproximation: Es gibt eine Folge (u,)$°; in K mit
lim,, . || — u,|| = 0. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein ng € N, so daf fiir alle n > ny
gilt: 0 < ||z — u,|* — 6% < £%/4. Mit Hilfe der Parallelogrammgleichung (angewendet
auf die Vektoren £ = = — u, und n = x — u,,) erhalten wir fiir alle n,m > ng (unter
Verwendung von 3 (u, + u,,) € K):

1
ltn = wal® =2 (e = wall® + & = wal®) = 4]l2 = 5 (un + )|
<2 (J|lz — un||® + |z — up[|?) — 40 < 2.

Also ist (u,)32; eine Cauchy-Folge. Da K nach Voraussetzung vollstindig ist (in der
durch die Norm | - || induzierten Metrik), existiert der Grenzwert y := lim,_, u, und
liegt in K. Wegen

inf o~ ul =6 = lim fla — u | = |z — y]

ist y also eine Bestapproximation zu z aus K.
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Zur Eindeutigkeit: Seien y;,y, € K zwei Bestapproximationen zu x aus K mit ||z —
yj|| = d. Dann folgt wieder unter Anwendung der Parallelogrammgleichung und unter
Beachtung von $(y1 + y2) € K (wegen der Konvexitit von K):

1 2 1 2
0< lyi—1el? = 2(Hl‘—y1||2+Hl‘—y2||2)—4Hfﬁ—§(y1+y2)H < 452—4Hx—§(y1+y2)H <0
und damit y; = ys. O

2.15. FOLGERUNG. Seit H ein Prd—Hilbertraum und K ein endlich dimensionaler Un-
tervektorraum von H. Dann gibt es zu jedem x € H genau ein y € K mit ||z — y|| =
infyex || — ul| = dist(z, ).

BEWEIs. Als endlich dimensionaler Untervektorraum von H ist K nach Folgerung 1.17
vollsténdig. Da IC als Untervektorraum insbesondere konvex ist, folgt die Behauptung aus
Satz 2.14. 0

BEMERKUNG. Wie Sie selbst mit Hilfe eines einfachen Kompaktheitsschlusses zei-
gen konnen (Aufgabe [1.14)), existiert ganz allgemein in jedem normierten K—Vektorraum
(E,| - |I) zu jedem endlich dimensionalen Untervektorraum V und jedem = € E eine
Bestapproximation zu x aus V. Jedoch ist die Eindeutigkeit (schon im Fall (E, | - ||) =
(R%|| - ||s) ) nicht mehr gewihrleistet.

2.16. FOLGERUNG. Sei H ein Hilbertraum und IC ein abgeschlossener Untervektorraum

von H. Dann gibt es zu jedem x € H genau ein y € IC mit ||z — y|| = infex ||z — u|| =
dist(z, K).

BEWEIS. Als abgeschlossener Untervektorraum von H ist K vollstiandig. Da I als
Untervektorraum auch konvex ist, folgt die Behauptung aus Satz 2.14l U

2.17. SATz (Projektionssatz). Sei M abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums
(H,{-,-)). Dann gilt H = M & M=. Jedes x € H hat also eine eindeutige Darstellung
der Form x = Pp(z) + Py (z) mit Py(z) € M und Py (z) € M*. Fiir alle x € H
ist Pp(x) (bzw. Py (x)) die Bestapprovimation zu x aus M (bzw. M= ). Die hierdurch
definierten Abbildungen Py und Py1 sind stetige lineare Operatoren auf H mit || Pp|| < 1
(= 1, falls M # {0}) und ||Pye|l < 1 (=1, falls M # H) sowie P}, = Py und
P} = Pyu. Ferner gilt (M*)+ = M.

BEWEIS. Ist z € M N ML, soist [|z]|? = (x,2) = 0 und somit x = 0. Also ist
MN M+ = {0}. Sei nun = € H beliebig und sei Py(z) die nach Folgerung 2.16 eindeutig
bestimmte Bestapproximation zu x aus M, so dafl also gilt

lv = Pr(@)]| = 6 = inf [l —u].

Wir zeigen nun, dafl Py (z) := 2 — Py(z) in M= liegt. Sei also u € M beliebig vorge-
geben. Fiir alle o € K ist Py(x) + au € M und daher || — (Py(z) + au)|| > 0. Es folgt

also
7 = (Pu(z) + aw)||? = ||lz = Pm(2)|?

0<|
<Az = Pu(2)) — au, (z = Pp(2)) — au) = (& = Pp(z), 2 = Prm(@))
< —a(u,z = Pm()) — @z — Pu(),u) + |af*||u]*.
Fiir alle ¢ € R erhalten wir hieraus mit « := t(z — Py(), u):
0 < [z = Pum(@), w)*(=2t + £*Jul]®).

Diese Ungleichung kann nur dann fiir alle ¢ € R gelten, wenn (x — Py(x),u) = 0 ist.
Da u ein beliebiger Vektor aus M war folgt also Py (z) = # — Py(x) € M*. Es ist



24 2. ELEMENTARE HILBERTRAUMTHEORIE

also © = Puy(z) + Py (z) mit Py(z) € M und Py (z) € M*. Insbesondere folgt
H = M @& M+ und die Linearitdt der Abbildungen Py und Py, .
Nach Pythagoras hat man

Vi € H : ||Pu(2)]]? + || Pre ()] = [|2]|%

Hieraus folgt nach Lemma 1.9 die Stetigkeit von Py; und Pp. sowie ||[Py|| < 1 und
| Pre]| < 1. Gibt es ein 0 # u € M, so ist 0 # |ju|| = ||Pm(u)| und daher ||Py]| = 1.
Ist M # H, so gibt es wegen H = M & M* ein 0 # v € M. Fiir dieses ist 0 # ||[v] =
| Prge (0)|], so daB dann || Py || =1 gilt.

Die Inklusion M C (M™)+ ist unmittelbar klar. Ist umgekehrt z € (M*)+ so folgt
r=u+v mit u € M und v € M*t. Wegen z,u € (M1)+ hat man |[v|? = (v,z —u) =0
und somit z = u € M. O

2.18. DEFINITION. Sei H ein Préi-Hilbertraum. Ein Operator P € L£(H) heifit ortho-
gonale Projektion, falls P> = P und ran P L ker P gilt.

Der Projektionssatz besagt insbesondere, dafl in einem Hilbertraum jeder abgeschlos-
sene Unterraum stetig projiziert ist. Man kann zeigen, daf§ die Hilbertrdume hierdurch
charakterisiert sind: Ein Banachraum ist genau dann topologisch isomorph zu einem Hil-
bertraum, wenn in ihm jeder abgeschlossene Unterraum stetig projiziert ist (Lindenstrauss
und Tzafriri (1973)).

Wegen des Projektionssatzes nennen wir fiir einen abgeschlossenen Unterraum M
eines Hilbertraums H den Orthogonalraum M= auch orthogonales Komplement von M
und schreibt auch H © M statt M.

2.19. SATZ VON RIESZ. Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum. Fir alle x € ‘H definieren wir
Jr : H — K durch (Jx)(y) := (y,x) fir alley € H. Dann ist J eine konjugiert lineare,
bijektive Isometrie von H auf seinen topologischen Dualraum H'.

BeEwEIS. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt fiir alle x,y € 'H:

[(J2) (W)l = Ky, 2} < [lyll - ll=]-

Also ist Jx stetig und ||Jz|| < ||z||. Wegen (Jz)(z) = ||z|?* folgt ||Jx| = |/z|. Die
Linearitdt von Jx und die konjugierte Linearitdt von J folgen wegen der Linearitédt des
Skalarproduktes in der ersten und der konjugierten Linearitdt in der zweiten Variablen.
Insbesondere ist J : H — H' eine konjugiert lineare Isometrie.

Zu zeigen ist noch die Surjektivitit von J. Sei also 0 # f € H’ beliebig. Dann ist
ker f ein von H verschiedener abgeschlossener Unterraum von H. Also gibt es nach dem
Projektionssatz ein 0 # y € (ker f)1. Fiir alle u € H gilt also wegen f(u)y— f(y)u € ker f:

0= (fwy— fWu,y) = fW)yll* = fy){u,y) .

Damit folgt f = Jx mit x := ||y|| 7> f(y)y. O

2.20. FOLGERUNG. Jeder Hilbertraum (H,(-,-)) ist isometrisch isomorph zu seinem
topologischen Bidualraum H" = (H')'.

BEWEIS. Sei J : H — H' die in im Satz von Riesz angegebene bijektive, konjugiert
lineare Isometrie. Dann wird durch

[f,g]:= (J g, J7Lf) fiiralle f,g € H

ein Skalarprodukt [-,-] auf H' definiert, dessen zugehoérige Norm mit der Operatornorm
auf H' tibereinstimmt. (H', [, -]) ist also ein Hilbertraum, da H’ vollsténdig ist. Nach dem
Satz von Riesz gibt es also eine bijektive konjugiert lineare Isometrie K : H' — H”. Als
Hintereinanderausfithrung von zwei bijektiven, konjugiert linearen Isometrien ist K o J :
H — H" dann eine bijektive, lineare Isometrie. O
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2.21. SATZ. Ein Unterraum M eines Hilbertraums H liegt genau dann dicht in H,
wenn M+ = {0} ist.

BewEIs. Es ist stets M C M+ und daher auch M C Mi (da M*+ nach Lem-
ma [2.10/ (c) abgeschlossen ist). Ist M nicht dicht in H, so ist M # H und daher nach
dem Projektionssatz M+ = M # {0}. Ist umgekehrt M+ = {0}, so folgt nach dem
Projektionssatz H = M @ M" = M und damit die Dichtheit von M in H. O

2.22. DEFINITION. Eine Familie (e;);e; von Vektoren in einem Pra—Hilbertraum H
heif}t ein

(a) Orthogonalsystem, falls fiir alle 4,5 € I mit ¢ # j gilt (e;, e;) = 0.

(b) Orthonormalsystem, falls (e;);cr ein Orthogonalsystem ist mit ||e;|| = 1 fiir alle

v e .
(c) wollstindiges Orthonormalsystem, falls (e;);cr ein Orthonormalsystem ist und
LH{e;; i € I'} dicht in H liegt.

2.23. FOLGERUNG. Ein Orthonormalsystem (e;)icr in einem Hilbertraum H ist genau
dann ein vollstindiges Orthonormalsystem, wenn {e;; i € I}+ = {0} ist.

BeEWwEIs. Diese Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 2.10 (d) und Satz 2.21 O

Ist I eine Menge, so bezeichnen wir im folgenden mit §(7) die Menge aller endlichen
Teilmengen von I.

2.24. SATZ. Sei (H, (-,-)) ein Prd-Hilbertraum und (e;);cr ein Orthonormalsystem in
‘H. Dann gilt fir alle x € H:

(a) ({z,e:))icr € (1),
(b) Z |(z,e;)]* = sup Z |(z,e;)[* < ||z||*. (Besselsche Ungleichung).

iel Fes(I) jep
(¢) Genau dann gilt in der Besselschen Ungleichung das Gleichheitszeichen, wenn
(2.5) Ve > 03F, € §(I)VF, C F € §(I) Hx =S @ee| <

i€F
Wir schreiben dann auch
r = lim T,e;)e; = T,€;)€; .
Jim gFX ) %} )
BEWEIS. Sei also € H beliebig. Fiir alle F' € §(I) definieren wir
Tp = Z(x, ei)e;.
i€F

Nach Pythagoras (Lemma 2.11) gilt ||zp||* = Y",cr |(x, €;)|*. Ferner hat man

0< |l —zpl® = (& —zp,x —2p) = 2| = (z,28) — (wp, ) + ||lzp|
(2.6) = ||=[* - Z (w, e}z, ;) — Z (x, e (w, &) + Z [z, e5) ]2

= llz]* = ll=rI*.
Damit folgt

sup Y [(ze)]* = sup [lap|® < 2]’ < oo.
Fes(l) icp Feg(I)

Insbesondere ist also ((z,¢€;))ic; € *(I) und

1((z, e))ierllezcry = Z (2, e)]* =

iel

>zl < el

sup
Fe3(I) Py
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Damit sind (a) und (b) bewiesen.
Zu (c): Ist (2.5) erfiillt, so gibt es zu jedem & > 0 ein Fy € §F(I) mit

VFhCFegF(): 0< HxHQ—HxFHZ:Hx—xFH2<€.

Hieraus folgt

(2.7) D laenl? = sup Y |, = |z

icl Fes) jep

Ist umgekehrt (2.7) erfiillt und € > 0 beliebig vorgegeben, so gibt es ein Fy € F(I) mit

l2l® = Y 1, ea® > [|lz))* — €.

i€ Fy

Mit (2.6) folgt fiir alle F' € F(I) mit Fy C F":
le = 2pll? = llal® = llorl® = ll2l* = 1z, e < Jlell* = D [, e < 2

ieF i€Fy
Also ist (2.5)) erfiillt. O

2.25. BEISPIEL. Sei I # () eine Menge. Dann gilt fiir alle ¢ = (¢;)icr € (*(I): Es ist
¢ = limpegr) cp, wobei cp = (cp;)ier mit cp; = ¢; fiir alle ¢ € F und cp, := 0 fiir alle
iel\F.

BeEWwEIS. Die Familie (e;);e; mit e; := (0; ) er, 6;; = 1 flir ¢ = 7, 6;; = 0 fiir ¢ # j, ist
ein Orthonormalsystem in ¢*(I) und fiir alle ¢ = (¢;);er € £2(1) gilt

lellz =D leil? = e el

el el
Mit Satz 2.24/ (c¢) folgt die Behauptung. O

2.26. DEFINITION. Sei ‘H ein Hilbertraum und M ein Untervektorraum von H. Ein
Orthonormalsystem (e;);c; in M heifit Orthonormalbasis von M, falls fiir alle x € M
gilt:

r = lim (x,e;)e; = Z(x, €i)e; .
Fes() ier iel

2.27. SATZ. Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und (e;);e; ein vollstindiges Orthonormal-

system in H. Dann ist (e;);e; eine Orthonormalbasis von H und fir alle x € H gilt die

Parsevalsche Gleichung
=] = [, e

icl
Ferner ist H isometrisch isomorph zu (*(I) vermége der Abbildung x — ({x,e;))icr-

BEWEIS. Fiir alle F' € F(I) und alle ¢ = (¢;)ie; € K! mit ¢; =0 fiir alle s € I\ F gilt
nach Pythagoras || Y., cieil|* = Do el Da M == LH{e;;i € I} = {d ;e ¢ €
K, ¢; # 0 fiir hochstens endlich viele i € I} nach Voraussetzung dicht in H liegt und
nach Beispiel 2.25/ auch M := {(¢;)ier; ¢; € K, ¢; # 0 fiir hochstens endlich viele ¢ € I}
dicht in ¢?(I) liegt und isometrisch isomorph zu M ist, sind sowohl H als auch ¢?(I)
Vervollstandigungen von M und daher nach Satz 2.9 zueinander isometrisch isomorph
vermoge eines isometrischen Isomorphismusses @ : H — ¢*(I) mit ®(x) = ({x, e;));es fiir
alle © € M. Da die Abbildung x +— ({x,e;));c; offensichtlich linear und nach Satz 2.24
(a),(b) auch stetig von H nach (2(I) ist, gilt ®(z) = ({x,e;));es fiir alle z € H. Insbe-
sondere gilt [|z||* = Y., [(z,e;)|? fiir alle © € H und daher nach Satz 2.24/ (c) auch
T = limpegr) D iep (@ ei)ei = Y (T, e5)e; fiir alle . € H. Also ist (e;);er eine Orthonor-
malbasis von H. O
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2.28. FOLGERUNG. Fir ein Orthonormalsystem (e;)iecr in einem Hilbertraum (H, (-, -))
sind dquivalent:

(a) (e;)ier ist ein vollstindiges Orthonormalsystem in H.
(b) (ei)ier ist eine Orthonormalbasis von H.
(c) Fir alle x € H gilt die Parsevalsche Gleichung:

2] =) K, ).

i€l
BEWEIS. Dafl jede Orthonormalbasis insbesondere ein vollstédndiges Orthonormalsy-

stem ist, folgt direkt aus der Definition 2.26. Nach Satz 2.27 folgt (c) aus (a). Ist (c)
erfiillt, so ist (e;);e; nach Satz 2.24/ (c) eine Orthonormalbasis von H. O

2.29. SATZ. Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

BEWEIS. Die Menge A aller Orthonormalsysteme in H ist nicht leer (wegen () € A)
und durch die Inklusion teilweise geordnet. Ist L C A eine totalgeordnete Familie von
Orthonormalsystemen, so ist die Vereinigung iiber alle Orthonormalsysteme aus K wieder
ein Orthonormalsystem und somit eine obere Schranke fiir . Nach dem Lemma von Zorn
hat A also wenigstens ein maximales Element (e;);e;. Wéare LH{e;; ¢ € I} nicht dicht in
H, so gibe es nach dem Projektionssatz ein v € LH{e;; i € I}t mit ||v]| = 1. Dann
wire aber {v} U {e;;i € I} ein {e;; ¢ € I} echt enthaltendes Orthonormalsystem im
Widerspruch zur Maximalitét von {e; ; i € I'}. Das Orthonormalsystem (e;);e ist also ein
vollstandiges Orthonormalsystem und daher eine Orthonormalbasis. U

2.30. SATZ. Alle Orthogonalbasen eines Hilbertraums (H(, -, -)) haben die gleiche Mdchtig-
keit.

BEWEIS. Seien also (e;);e; und (f;);es zwei Orthonormalbasen von H. Da die Elemen-
te einer Orthonormalbasis stets linear unabhéngig sind, folgt aus der linearen Algebra: [
ist genau dann eine endliche Menge, wenn J eine endliche Menge ist. In diesem Fall ist
dann auch |I| = |J]. Seien nun sowohl I wie auch J unendliche Mengen. Wir setzen

K= {(i,j) € I x J; {es, f;) # 0}

Dann folgt
K=JA=JB
iel jed
mit
Ai=A{G,5); 7€ J, (e f;) #0} #D fur allei € I
und

By ={(i,j);i €1, (e fj) # 0} # 0 fiir alle j € J.
Nach Folgerung 2.23/in Verbindung mit der Parsevalschen Gleichung gilt in der Tat A; # ()
und B; # 0 fiir alle i € I,j € J. Wegen ({e;, f;))jes € (*(J) fiir alle i € I ist A; fiir alle
i € I hochstens abzéhlbar unendlich. Ferner sind die Mengen A;, i € I, paarweise disjunkt.
Es folgt nach dem Auswahlaxiom

1< K=Y Al < 3N = 11}

iel i€l
(wegen No|/| = |I|) und damit |I| = |K|. Analog zeigt man |J| = |K]. O
Beziiglich der verwendeten Rechenregeln fiir Kardinalzahlen siehe z.B. [10].

2.31. DEFINITION. Sei ‘H ein Hilbertraum. Die nach Satz 2.30/ eindeutig bestimmte
Maéchtigkeit einer Orthonormalbasis von ‘H heifit die Hilbertraum—Dimension von H.
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2.32. SATZ. Zwei Hilbertraume (H;, (-,-);), j = 1,2, sind genau dann zueinander
1sometrisch isomorph, wenn sie die gleiche Hilbertraumdimension haben.

BEWEIS. Gibt es einen isometrischen Isomorphismus ® : H; — Hs und ist (e;);c; eine
Orthonormalbasis von Hjy, so ist auch (®(e;));es ein Orthonormalsystem in Hs von gleicher
Michtigkeit. Man beachte hierbei, dafl nach der Polarisierungsidentitét (®(z), ®(y))s =
(z,y); fiir alle x,y € H; gilt. Ist y € LH{®(e;)ser}, s0 ist y = ®(u) fiir ein u € H und
es folgt (u,e;) = (y,®(e;)) = 0. Also ist u € LH{e;; i € I}t = {0} und somit y = 0.
(®(e;))ier ist also ein vollsténdiges Orthonormalsystem und damit eine Orthonormalbasis
von Ha, welche die gleiche Méchtigkeit wie (e;);e; besitzt.

Sei nun vorausgesetzt, dafl H; und Hs die gleiche Hilbertraum-Dimension besitzen und
seien (e;)ier und (f;)jes Orthonormalbasen von H; bzw. H,. Dann gibt es eine bijektive
Abbildung ¢ : I — J von I auf J. Mit (f;);es ist auch (f,@))ier eine Orthonormalbasis
von Hs. Nach Satz 2.27 sind ‘H; und Hs beide isometrisch isomorph zu ¢2(I) und damit
auch zueinander isometrisch isomorph. [l

2.33. SATZ. Fir einen unendlichdimensionalen Hilbertraum H sind dquivalent.
(a) H hat die Hilbertraum-Dimension N;.

(b) H besitzt eine abzihlbare Orthonormalbasis.

(c) H ist isometrisch isomorph zu (*(N).

(d) H ist separabel.

BEWEIS. Die Aquivalenz der Aussagen (a), (b) und (c) ist nach Definition der Hilbert-
raum-Dimension und Satz 2.32 klar. Die Separabilitdt von ¢(N) ist in den Ubungen
gezeigt worden. Zu zeigen bleibt also nur die Richtung von (d) nach (b). Dies soll als
Ubung ausgefiihrt werden. O

2.34. DEFINITION. Sei E ein K—Vektorraum. Eine Abbildung B : E x E — K heifit
Sesquilinearform auf E, falls gilt:

(SL 1) Fiir alle z € E ist die Abbildung u — B(u, ) linear von E nach K.
(SL 2) Fiir alle z € E ist die Abbildung u — B(z,u) konjugiert-linear von E nach K.

Ist (E,] -||) ein normierter Raum, so heifit eine Sesquilinearform B : £ x E — K be-
schrankt, falls
(2.8) IBI| == sup{|B(z,y)|; x,y € E, [z <1, |yl <1} < oc.

Man rechnet leicht nach, dafi die Menge der Sesquilinearformen auf einem Vektorraum
E mit den punktweisen Operationen der Addition und der Multiplikation mit Skalaren als
Verkniipfungen einen K-Vektorraum bilden. Ist (£, || - ||) ein normierter K-Vektorraum,
so ist die Menge B(FE, F) der beschriankten Sesquilinearformen auf ein Untervektorraum
des Raums aller Sesquilinearformen und durch (2.8) ist eine Norm auf B(E, E) gegeben.

2.35. BEISPIELE. (a) Jedes Skalarprodukt ist eine Sesquilinearform.

(b) Sei (H, (-,-)) ein Pra-Hilbertraum und sei T' € £L(H). Dann ist durch By(z,y) :=
(Tz,y) fir alle z,y € H eine Sesquilinearform auf H definiert. Diese ist sogar beschrénkt,
denn

(2.9) |Br|| = sup{|[(Tz,y)|; z,y € W, |lz|| < 1, |yl <1} < [T < o0
Ist T'= 0, so ist also auch By = 0. Sei nun T" # 0 vorausgesetzt. Dann gilt:
IT)1* = sup |Ta|* = ||T| - sup [(T, |T|7'Ta)| <|IT| - || Br|-

r€EBy rEBy
Wegen (2.9) folgt hieraus sogar || T|| = || Br|| fiir alle T" € L(H). Da T — By offensichtlich
linear ist erhalten wir: Die Abbildung T +— Br ist eine lineare Isometrie. Wir werden
spéter sehen dafl diese im Hilbertraumfall sogar ein isometrischer Isomorphismus ist.
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2.36. LEMMA. Set B : E x E — K eine Sesquilinearform auf einem K-Vektorraum
E. Dann qilt die Polarisierungsidentitit:

(a) Ist K =R und B symmetrisch (d.h. mit B(z,y) = B(y,x) fir alle x,y € E), so
gilt

Vr,y € E: B(z,y) = i(B(a:ij,m—i—y) —B(xr—y,x—y)) im FallK=R
(b) Im Fall K = C gilt:
Vr,y € E: B(z,y) = %(B(m—ky,:E—I—y)—B(m—y,x—y)—i—iB(m—f—iy,x+iy)—iB(m—z’y,w—iy)).
BEWEIS. Dies beweist man durch direktes Nachrechnen. U

2.37. DEFINITION. Sei (H, (-, -)) ein Pra-Hilbertraum. Ein Operator 7' € £(H) heifit
hermitesch, falls fiir alle z,y € H gilt: (T'z,y) = (z,Ty).

2.38. FOLGERUNG. Sei (H, (-,-)) ein Pri—Hilbertraum diber K und sei T' € L(H). Ist
K =R und T hermitesch oder ist K = C, so gilt T'= 0 genau dann, wenn fir alle v € H
gilt (Tz,z) = 0.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Beispiel 2.35 und der Polarisierungsidentitét 2.36
O

Sind (E, || - ||g) und (F,|| - ||r) zwei normierte Rdume und ist 7' € L(E, F'), so wird
durch ¢ — @ o T eine stetige lineare Abbildung 7" € L(F', E') definiert mit || 77| < ||T°]].
Diese heiit die zu T transponierte (oder zu T' duale Abbildung).

Sind (Hj, {-,);), = 1,2, zwei Hilbertrdume und bezeichnet J; : H; — Hj, j = 1,2,
die kanonischen bijektiven, isometrischen konjugiert linearen Abbildungen, so heifit fiir
T € L(Hy,Hs) der Operator T* := J; ' o T" o J, der zu T adjungierte Operator.

Wir fassen einige erste Eigenschaften der Adjungiertenbildung in dem folgenden Lem-
ma zusamien.

2.39. LEMMA. Seien (H;,(-,-);), j = 1,2, zwei Hilbertriume und T € L(Hi, H2).
Jj + Hy — M, j = 1,2, seien die kanonischen isometrischen, bijektiven, konjugiert
linearen Abbildungen. Dann gilt:

(a) T* ist der einzige Operator aus L(H1, Ha) mit

Vee HiVy € Ho:  (Tx,y)e = (z,T"y)1 .

(b) T** := (T*)*=T.

(c) Ist Hy ein weiterer Hilbertraum und S € L(Ha, H3), so gilt (ST)* = T*S*.

(d) Die Adjungiertenbildung * : L(H1,H2) — L(H2, H1) ist eine konjugiert lineare

bijektive Isometrie.
() |77} = |77
BEWEIS. (a) Fir alle 2 € Hy und alle y € Hs gilt
(Tz,y)2 = (Jay)(Tx) = (T"Jay)(w) = {z, Jy ' T"Jay)1 = (2, T"y)1.

Ist auch S € L(Hy, H2) mit (T'z,y)e = (z, Sy), fir alle x € H; und alle y € Ha, so folgt

fir alle z € Hy, y € Hy auch (x, (S — T*)y); = 0 und damit 7% = S.
(b) Fiir alle x € ‘H; gilt unter Verwendung von (a) mit y := Tx — T**x:

lyl? =(Tz,y)s — (T2, y)2 = (T, y)2 — (y, T**x)s = (Tx,y)s — (T*y, x)9
=(Tx,y)s — (x,T"y)s = 0.

Also gilt T** =T.
(c) rechnet man elementar nach.
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(d) Fir alle y € Ho mit ||y|2 < 1 gilt:

1T yll2 =T T Teylls = 1T Tayllzg, = sup{|(T" Joy) ()| ; & € Hy, [lzfy < 1}
=sup{|(Joy)(T2)]; & € Hy, [|z]ly < 1}
<sup{[| Lyl - [ Txll2; 2 € Ha, [lafl < 1} < |IT1].
Damit folgt ||7*]] < ||T||. Wenden wir dies auch auf 7™ an, so erhalten wir unter Verwen-

dung von (b), da ||T|| = ||T**|| < ||T*|| und damit insgesamt ||T'|| = ||| gilt.
(e) Nach (d) ist ||T*T|| < [|T*|| - |T]| = ||T||*. Fiir alle x € H; mit ||z]| < 1 gilt ferner

[Tzl = (Tz,Tx)y = (, T"Tx)y < [zfly - [T°T] - [l < [[T7T],
womit die Behauptung folgt. O

Nach Lemma 2.39/ (a) ist also ein stetiger linearer Operator 7" auf einem Hilbertraum
‘H genau dann hermitesch, wenn 7" = T gilt.

2.40. SATZ. Zu jeder beschrinkten Sesquilinearform B : H x H — K auf einem Hil-
bertraum (H, (-,-)) gibt es genau einen Operator T' € L(H) mit B = Br.

BEwEIS. Da B beschrinkt ist, gilt |B(z,y)| < ||B] - ||=| - ||y| fir alle z,y € H. Fiir
alle y € H ist als durch x — B(x,y) eine stetige Abbildung von H nach K gegeben. Nach
dem Satz von Riesz gibt es also genau ein Sy € H mit B(z,y) = (z, Sy) fiir alle x € H.
Fiir alle z,u,v € H, «, § € K gilt

(z,S(oau+ fv)) =B(z,au + fv) = aB(x,u) + BB(x,v) = alz, Su) + Bz, Sv) =
=(z,aSu+ [Sv).

Dies zeigt, da S : H — H eine lineare Abbildung ist. Fiir alle z € H mit ||z|| < 1 gilt
ISz||* = (Sz, Sz) = B(Sz,x) < ||B]| - || S| - [l] -
Hieraus folgt die Stetigkeit von S und [|S|| < ||B||. Mit 7" := S* folgt nun die Existenz-
aussage. Ist R € L(H) ein weiterer Operator mit Bg = B, so folgt fiir =,y € H:
(T'= R)z,y) = (T, y) — (Ra,y) = B(x,y) — B(z,y) =0
und damit R =1T. O

2.41. DEFINITION. Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum. Ein Operator T' € L(H) heifit

selbstadjungiert, falls T = T™,

normal, falls TT™ =T*T,

positiv, falls (T'x,z) > 0 fiir alle x € H,

strikt positiv, falls (Txz,x) > 0 fiir alle 0 # x € H.

Sind (H;, (-, -);), 7 = 1,2, zwei Hilbertrdaume, so heifit ein Operator I' € L(H1, Ha) unitdr,
falls TT* = 13, und T*T = 15, .

Aus der Definition folgt insbesondere, dafl jeder unitdre Operator T : H — H von
einem Hilbertraum H in sich schon ein normaler Operator ist.

2.42. LEMMA. Fiir einen stetigen linearen Operator T auf einem Hilbertraum (H, (-, -))
tiber C sind dquivalent:

(a) T ist selbstadjungiert.
(b) T ist hermitesch.
(¢c) Fir alle x € H ist (Tx,x) reell.
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BEWEIS. Wie wir schon festgestellt haben ist nach Lemma 2.39 (a) 7' genau dann
hermitesch, wenn 7' = T™ gilt.

Ist T selbstadjungiert, so ist nach Lemma 2.39 (a) (Tx,x) = (x,Tz) fiir alle z € H
und daher (wegen (S3)) (Tx,z) € R.

Ist (c) erfiillt, so erhélt man mit der Polarisierungsformel 2.36/ fiir alle x,y € H:

(T2,9) =3 (T +9). 2 +4) — {T(x —y). 7 — o)+

+ (T (x +1y), v +iy) — i(T(x — iy),x — 1y))
= 1T @+ 92 +9) — (T —y)o— )+
+ (T (iz — y), iz — y) — i(T(ix + y), iz + y))

=(Ty,z) = (z, Ty).
Mit 2.39 (a) folgt T = T™*. O
2.43. LEMMA. Fiir einen stetigen linearen Operator T' auf einem Hilbertraum H diber
C gilt:
(a) Ist T positiv, so ist T selbstadjungiert.
(b) TT* und T*T sind positiv (strikt positiv, falls T* bzw. T injektiv ist)..

BEWEIS. (a) folgt aus Lemma 2.42.
(b) Fiiralle 0 # x € H gilt (T*Tx,z) = (Tx,Tx) > 0 (> 0, falls T injektiv ist). Wendet
man dies auf 7™ statt 7" an, so erhélt man die entsprechende Aussage fiir T7™. O

2.44. LEMMA. Sind (H;,(-,-);), j = 1,2, zwei Hilbertrdume, so ist ein Operator T &
L(H1,Hz) genau dann unitir, wenn er ein isometrischer Isomorphismus ist.

BEWEIS. Ist T" unitér, so ist 7' nach Definition des unitéiren Operators bijektiv (da er
die Umkehrabbildung T™* besitzt). Ferner gilt in diesem Fall fiir alle z € H;:

T2 = (Tz, Tz)y = (T"Tz,2)1 = (z,2)1 = |||,

so daf3 T" also ein isometrischer Isomorphismus ist.
Ist umgekehrt T ein isometrischer Isomorphismus, so folgt fiir alle z € H;:

(@, 2)1 = ||zllf = | T2[l; = (Tw,Tx)s = (I"Tx, z)y

und damit ((1y, —T*T)x,z); = 0. Nach Folgerung 2.38 muf also T*T" = 15, gelten. Da T
invertierbar ist folgt 7~' = T™. Mit T ist auch T~' = T™ ein isometrischer Isomorphismus.
Wenden wir die obige Uberlegung auf 7™ statt 7" an, so erhalten wir auch 77 = 14,. U

2.45. LEMMA. Sei (H,{-,-)) ein Pri—Hilbertraum. Fiir hermitesche Operatoren T €
L(H) gilt: Fir alle x € H ist (Tx,x) reell und

1T = (1) := sup{[{T'z, 2)|; x € H, ||lz|| < 1}.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Definition 2.37 und (S3). Mit Hilfe
der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung sieht man ¢(T") < ||T’||. Wegen Br(z,y) = (T'x,y)
folgt aus der Polarisierungsidentitét fiir By:

(2.10) Ve,ye H: Re(Tx,y) = i((T(m +y)x+y) —(T(x—y),z—1y)).

Zu gegebenen z,y € H mit ||| < 1 und ||y|| < 1 gibt es ein @ € K mit o] = 1 und
(Tx,y)| = a(Tx,y) = (T'(ax),y). Durch Anwenden von (2.10) auf az und y erhalten wir
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also

(T, )| = Re(T(aw) ) = 1({T(ax +y), a2 + 1) — (T(az —y), oz — y)

< %q(T)(Ilam +yll* + flaw —yl*) = %q(T)?(HOMCII2 +lyl*) < o(T).

Also ist ||T|| = sup{[{Tx,y)|; x,y € H,||z|| < 1,||y| < 1} < ¢(T) und die Behauptung
ist bewiesen. O

2.46. LEMMA. Fir einen stetigen linearen Operator T auf einem Hilbertraum (H, (-, -))
qgilt:
(a) ker T = (ran T™*)*.
(b) ker T* = (ranT)= .

BEWEIS. Wegen T' = T** geniigt es, die Aussage (a) zu beweisen. Fiir alle z € H gilt:
x € ker T genau dann, wenn fiir alle y € H gilt (T'z,y) = 0. Dies ist nach Lemma 2.39
(a) dquivalent zu (x, T*y) = 0 fiir alle y € H, d.h. zu x € (ran T*)*. O

Die orthogonalen Projektionen auf einem Hilbertraum kénnen wir nun auch wie folgt
charakteriesieren:

2.47. LEMMA. Fir einen stetigen linearen Operator P auf einem Hilbertraum (H, (-, -))
mit P = P? sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) P ist orthogonale Projektion, d.h. es ist ran P L ran(1ly — P).
(b) P = P*, d.h. P ist selbstadjungiert.
(c) P ist positiv.

BEWEIS. Ist (a) erfiillt, so gilt fiir alle z,y € H:
(Pz,y) = (Px,Py+ (In — P)y) = (Px, Py) = (Px + (1y — P)x, Py) = (z, Py).

Nach Lemma 2.39 (a) muf} also P = P*gelten.
Ist (b) erfiillt, so gilt fir alle x € H (unter Verwendung von Lemma 2.39 (a):

0 < (Pz, Pr) = (P*Px,v) = (P*z,1) = (Px, 7).

P ist also positiv.
Ist P positiv, so ist P nach Lemma 2.43 selbstadjungiert und es folgt wegen

ran(1ly — P) = ker P = ker P*
aus Lemma 2.46, daf (a) gelten muf. O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 2.

2.1. AUFGABE. (a) Sei (H,||-||) ein normierter Raum iiber K, fiir den die Paral-
lelogrammgleichung

2+ yll* + llz = ylI* = 2(|z]* + lylI*) Va.yer
gilt. Zeigen Sie, dafy durch
iz +yl? = llz = yl?) falls K = R
(z,y) =
iz +yll? = llz —yl® +ille +iyl* —illz —y)?) fals K=C
ein Skalarprodukt auf H definiert wird mit || - || = (-, -)/2.
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(b) Sei (H,( , )) ein Pra-Hilbertraum und seien (z,,)nen und (Y, )nen zwei Folgen aus
der Einheitskugel von H mit (z,,y,) — 1 fiir n — oo. Zeigen Sie, daf} dann
|zn — ynl| — 0 fiir n — oo,

2.2. AUFGABE. Zu X € R betrachte man die Funktion
fHLiR—C, Alz):=e?,
(a) Zeigen Sie, dafl auf X := LH{fy, A € R} durch

T

ein Skalarprodukt gegeben ist.
(b) Zeigen Sie, dafl X nicht separabel ist.
Hinweis: Betrachten Sie fy, f, mit A # p.

2.3. AUFGABE. Auf dem Raum ¢*(Np) der komplexwertigen, quadratsummierbaren
Folgen versehen mit dem Skalarprodukt ((z,), (yn))ee = Y oo Tn¥n betrachte man den
Operator

S 62(N0> e 62(N0), (1}0, T1,Ta, .. ) — (0,33'0, T1y.. .),
den sog. Rechtsshift.

(a) Zeigen Sie, dal S eine Isometrie ist. Ist S (links-, rechts-)invertierbar, und wenn
ja, wie sieht die (Links-, Rechts-)Inverse aus?

(b) Zeigen Sie, dafl das Bild von S abgeschlossen ist und die Kodimension 1 in ¢*(Nj)
hat.

(c) Existiert der Grenzwert lim,, . (S™z,y) fiir alle z,y € (*(Ny)?

2.4. AUFGABE. Sei GG eine Menge und sei (H, (-, ) i) ein Hilbertraum von C—wertigen
Funktionen auf GG. Eine Abbildung K : G x G — C heifit reproduzierender Kern von H,
wenn gilt

(i) die Abbildung K, : G — C, x +— K(x,y) ist ein Element von H fiir alle y € G.
(ii) f(y) = (f, K,)u fiir alle f € H und alle y € G.

Zeigen Sie:
(a) Ist K ein reproduzierender Kern von H, so gilt:

W < fllavK(y,y) firaleyeG, feH.

(b) Es gibt genau dann einen reproduzierenden Kern K von H, wenn fiir alle z € G
die Abbildung §, : H — C, f +— f(z) stetig ist.
(c) Vermoge (f,g) = fBT(O) f(2)g(2) dz wird der Bergmann-Raum A?(B,(0)) zu ei-
nem Hilbertraum (siehe auch Aufgabe [1.10). Zeigen Sie, dafl
r? 1
K :B,(0) x B,(0) — C, (¢,2)— PNy
ein reproduzierender Kern von A?(B,(0)) ist.

2.5. AUFGABE. (a) Bestimmen Sie Orthonormalbasen von A?(D) und H?*(D).

(b) Sei K : G x G — C reproduzierender Kern eines Hilbertraumes H von kom-
plexwertigen Funktionen auf einer Menge G (siehe Aufgabe 2.4) und (e;);cs eine
Orthonormalbasis von H. Zeigen Sie, da8 fiir alle (z,y) € G x G gilt:

K(z,y) =) ex)e(y).
icl
Uberpriifen Sie dies am Beispiel der Bergmannschen Kernfunktion und der Orth-
normalbasis aus (a).
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2.6. AUFGABE. Zeigen Sie: Fiir einen unendlichdimensionalen Hilbertraum H sind
dquivalent:

(a) H hat die Hilbertraumdimension y.

(b) H besitzt eine abzidhlbare Orthonormalbasis.
(c) H ist isometrisch isomorph zu ¢?(N).

(c) 'H ist separabel.



KAPITEL 3

Der abstrakte Mittag—Leffler-Satz und der Satz von Baire

Der folgende abstrakte Satz von Arens aus der Theorie der metrischen Réume hat viele
bemerkenswerte Anwendungen in der Topologie und in der Funktionalanalysis. Bourbaki
[5] hat ihn Mittag—Leffler—Satz genannt, weil man mit seiner Hilfe auch sehr elegant den
klassischen Satz von Mittag—LefHler aus der Funktionentheorie beweisen kann.

3.1. ABSTRAKTER MITTAG-LEFFLER-SATZ (Arens, 1958, Theorem 2.4 in [3]). Sei

(Xn, dp)nen, €ine Folge von vollstindigen metrischen Raumen und sei ( f,)nen, eine Folge
von stetigen Abbildungen f, @ X,41 — Xn, so dafs fir alle n € Ny das Bild f,(X,) dicht
in (X,_1,d,_1) liegt. Dann liegt die Menge

(3.1) My = {vy € Xo; Ivp)nen mit v, € Xy, fno1(vn) = vp_q fiir alle n € N}

und somit auch

(3.2) M= ()(foo fio--o fa)(Xn)

n=0
dicht in (X, dp).

Ist also Xy # 0 so ist auch der Durchschnitt M in (3.2) nicht leer, eine Aussage, die
keineswegs offensichtlich ist.

BEWEIS. Seien x € X und € > 0 beliebig vorgegeben. Wir wollen zeigen, dafl es einen
Punkt vy € M gibt mit dy(x,v9) < . Um dies zu erreichen, konstruieren wir zunéchst
induktiv eine Folge (y,)nen, mit den folgenden Eigenschaften:

£
(3.3) yn € Xo und - dy(yns falynir)) < 57

(34)  dl(fio ferro w0 fur)n)s (feo firr 00 fu)(ynin)) < oy

fiir alle n € Ny und 0 < k£ < n. Wir setzen yo := x und finden wegen der Dichtheit von
fo(X1) in Xg ein y; € Xy mit do(yo, fo(y1)) < £/2. Damit sind die Bedingungen (3.3) und
(3.4) fiir n = 0 erfiillt.

Seien nun fiir ein m € N schon die Punkte yy, ...,y so konstruiert, dafl die Bedin-
gungen (3.3) und (3.4) fir 0 <n <m —1und 0 < k < n erfillt sind. Da f,,(X,,41) in
X, dicht liegt, gibt es eine Folge (2;)%2, in X1 mit fr(25) — ym fiir j — oo. Wegen
der Stetigkeit der Abbildungen fy, ..., f,,_1 folgt dann auch fiir alle £ =0,...,m — 1:

lim di((fieo ferr o+ © Fnt) ). (0 fusr 0+ fu) () = 0.

Insbesondere gibt es ein j, € N so dafl mit y,,,+1 := 2, die Bedingungen (3.3) und (3.4)
auch fir n = m und 0 < k < m erfiillt sind. Damit haben wir die gewiinschte Folge
konstruiert.

Fiir alle £ € Ny sei nun

Ugo = yp und ugj ;= (fr, 00 frpjo1)(ypyy)fiir alle j € N.
35
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Dann gilt nach (3.3) und (3.4)

g
diung, Ung1) < G

Fiir alle 7 € Ny, p € N folgt hieraus durch vollstdndige Induktion mit Hilfe der Dreiecks-
ungleichung:

u £ 1 €
(3.5) di(Up g, Ur jip) < X:Idk(uk,j—i-m—lauk,j-&-m) < okt 2:1 om < ok 0
fiir j — oc. Fiir alle k& € Ny ist also die Folge (uy,;)32, eine Cauchyfolge in dem vollsténdi-
gen metrischen Raum (Xj, dx) und daher konvergent in (X, dy) gegen ein v, € Xi. Es
gilt fiir alle £ € Np:

fk:(uk-',-l,j) = fx ((fk+1 ©---0 fk+1+j) (yk+1+j)) = Uk, j+1 — Uk fiir j — oo

und wegen der Stetigkeit von fj auch

jh_{glo fr(urg1j) = fx (Jli_g;lo Uk+1,j) = fi(vg+1) -

Insbesondere ist vy € M. Ferner folgt wegen der Stetigkeit der Metrik dy unter Verwendung
von (3.5) fir k=7=0":

p
1
do(ﬂ?, 'U()) = do(yo,vo) = do (ono, hrn U07p) = hrn dU(U()’Q,UOJ‘,) S hm sup € E — = £.
p—oo p—oo 2m

p=0o0 m=1

Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Wir zeigen, dal man den klassische Satz von Mittag—Leffler tatsédchlich mit Hilfe dieses
abstrakten Mittag-Leffler-Satzes beweisen kann. Hierzu benétigen wir ein topologisches
Lemma:

3.2. LEMMA. Sei Q C C offen und nicht leer. Dann gibt es eine Folge (K,)>2, von
kompakten kompakten Teilmengen von €2 mit den beiden folgenden Eigenschaften:
(a) Vn € N : 0+#int Ky C K,, Cint Ky C Q= Upey K, d-h. (IK,)52, ist eine
kompakte Ausschopfung von €.

(b) Fiir alle n € N und jede Zusammenhangskomponente G von C\ K, ist GN(C\ Q)
nicht leer.

BeEwEIS. Ist Q@ = C, so leistet K,, := {z € C; |2|] < n + 1} das Gewiinschte. Sei
nun ) # C. Da Q nicht leer und offen ist gibt es ein 2y € Q und ein € € (0,1) mit
Ko := U:(z) C Q. Wir setzen fiir alle n € N

K, ={2€Q;|z—2|<n und dist(z,00) > 1/n}.

Damit ist (a) erfiillt. Ist @ die unbeschriinkte Zusammenhangskomponente von C\ K,,, so
ist co € GN (@ \ Q). Sei nun G eine beliebige beschrinkte Zusammenhangskomponente
von C\ K,,. Da {z € C; |z— 2| > n} in der unbeschrankten Zusammenhangskomponente
von C\ K, enthalten ist, folgt G C {z € C; |2| <n und dist(z,C\Q < 1/n)}. Ist wy also
ein fester Punkt aus G und w; € 09 mit |w; —wy| = dist(wg, C\ ), so ist {(1—t)wy+tws}
eine zusammenhéngende in C\ K, enthaltene Strecke, die einen nicht leeren Schnitt mit
der Zusammenhangskomponente G hat und daher in G enthalten ist. Insbesondere ist
w, € GN(C\ Q). O
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Fiir auf €2 holomorphe Funktionen f und alle n € N definieren wir dann
= max |f(z)].
anf) = max | (2)

Dann wird der Raum O(Q2) der auf Q2 holomorphen Funktionen zu einem vollstandigen
metrischen Raum vermoge der durch

L S ¢ (f —9)
W) = 2 Ty 7—g)

Die Konvergenz beziiglich dieser Metrik ist gerade die gleichméfiige Konvergenz auf allen

kompakten Teilmengen von 2. Diese Metrik ist translationsinvariant in dem Vektorraum
O(9), d.h. es gilt

(f,9 € O(Q)).

Vf,g,h € O(Q) d(f+h,g+h)=4d(f, g).

3.3. DEFINITION. Unter einem Hauptteil mit dem Entwicklungspunkt w € C verstehen
wir jede rationale Funktion der Form

hy(z) = Z(Zi;]w)J mitn € Nja_q,...,a_, € C.
7j=1
Eine Hauptverteilung H auf einer offenen Menge 2 C C ist eine Menge H = {h,,;w € A}
von Hauptteilen mit Entwicklungspunkten in einer in 2 diskreten Teilmenge A von (2.

Jede auf einer offenen Menge €2 C C meromorphe Funktion f definiert eine Hauptver-
teilung Hy = {hy.; w € Py} wie folgt: Fiir jede Polstelle w von f gibt es ein 7, > 0 mit
D(w,r,) € Qund D(w,r,)N P = {w}. Fiir alle Polstellen w € Py sei hy,, der Hauptteil

My
PO ey
‘= (z —w)i
der Laurentreihenentwicklung

o

f) = 3 auz—w)

n=—muy

in Ry, (w). m, bezeichne hierbei die Ordnung der Polstelle w von f. Offensichtlich gilt
fiir jede auf ganz €2 holomorphe Funktion g: Hy,, = Hy.

3.4. DEFINITION. Eine Hauptverteilung H auf einer offenen Menge €2 C C heif3t [0sbare
Hauptverteilung, falls es eine auf €2 meromorphe Funktion f mit H; = H gibt.

Ist f mit Hy = H eine Losung der Hauptverteilung H in €2, so ist fiir jede auf (2 holo-
morphe Funktion g auch Hy,, = H und somit auch f+ g eine Lésung der Hauptverteilung
H

Der klassische Satz von Mittag-Leffler besagt, daf§ jede Hauptverteilung losbar ist.

3.5. Satz (Mittag—Leffler). Sei Q C C offen, A eine in Q0 diskrete Menge und sei
H = {hy;w € A} eine Hauptverteilung in Q. Dann gibt es eine Funktion f € M()
mit Hy = H. f ist hierdurch bis auf eine additive Abinderung durch eine auf ganz Q

holomorphe Funktion eindeutig bestimmt. Ist also auch F' € M(Q) eine meromorphe
Funktion mit Hp = H so ist g: = F — f € O(Q).
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BEWEIS. Wir zeigen nur die Existenz der Losung der Hauptverteilung, da die Eindeu-
tigkeitsaussage unmittelbar klar ist. Sei (K,,)%, eine kompakte Ausschopfung von € mit
O.B.d.A. Qg := int Ky # (). Wir setzen Q,, := int K,,. Fiir alle n € Ny sei ¢, eine (wie oben
angegebene) Metrik auf O(€,), so daf also die zugehorige Konvergenz die Konvergenz
auf allen kompakten Teilmengen von (2, ist. Da A keine Haufungspunkte in €2 hat ist
AN K, und somit auch A, := AN, fir alle n € Ny eine endliche Punktmenge oder leer.

Daher ist
Ty = Z hq

a€Anp
eine rationale Funktion. Fiir alle n € Ny sei nun X,, die Menge aller derjenigen auf €2,
meromorphen Funktionen, fiir die die Funktion f — r,, nur hebbare Singularititen in 2,
hat und somit eine (auch mit f — r, bezeichnete) holomorphe Fortsetzung auf ganz (2,
besitzt. Da (O(£2,),d,) ein vollstindiger metrischer Raum ist, ist auch X,, versehen mit
der durch

dn(f9) == 0n(f — 70,9 —70) (f,g € 0(Q,))

gegebenen Metrik vollstédndig. Eine Folge (fx)r=100 aus X, ist genau dann konvergent,
wenn die Folge (fx — )52, in O(€,,) konvergent ist. Insbesondere sind also fiir alle n € N
die Restriktionsabbildungen

pnan+1—>Xn7 fo’Qn

folgenstetig, also stetig.
Wir zeigen, dafl das Bild von p,, in X, dicht liegt. Sei also f € X, beliebig vorgegeben.

Da
T'n+1 — Tn = E ha
a€A7l+1\An

eine rationale Funktion ist, die keine Polstellen in €,, besitzt, ist f—r,. 1 auf €2,, holomorph
(ergénzbar). Sei (Hy)%2, eine kompakte Ausschopfung von 2, wie in Lemma [3.20 Ist
k € Ny beliebig und G eine beliebige Zusammenhangskomponente von C\ Hy, so existiert
nach Lemma 3.2 ein w € (C\ ©,) N G. Nach Definition von Q,, ist w € C\ K,,. Da G
offen ist, gibt es eine Zusammenhangskomponente G; von C\ K, mit G; NG # (). Da G,
zusammenhéngende Teilmenge von C\ K,, C C\ Hy, ist, folgt G; C G. Nach Lemma 3.2
existiert ein Punkt z,, € G; N (C\ Q) C GN(C\ Q). Nach dem Satz von Runge gibt es
eine rationale Funktion ¢, ; mit Polen hochstens in C\ © und mit

sup [@ne(2) = (f(2) = Para(2))] < 275,

z€H,

Also konvergiert die Folge (¢y,x)72, gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge von €2,
gegen f —rpy1(2). Mit g := (@ne — Tny1)|0ny, folgt gr € Xy fiir alle £ € N und

dn(pn(gk)a f) = 5n(90n,k + Tn+1 — Tn, f - Tn) = 5n(‘;0n,ka f - rn—i—l) — 0 fir k — oo.

Also liegt pp(X,41) dicht in (X, d,) und die Voraussetzungen zum abstrakten Satz von
Mittag-Leffler sind erfiillt. Es gibt somit eine Folge (f,,)2%, mit f,, € X, und p,(fni1) = fu
fiir alle n € Ny. Die durch g(z) := f.(z) fir alle z € Q,, n € Ny, definierte Funktion ist
also wohldefiniert und auf 2 meromorph mit Hauptteil h, fiir alle a € A. O

Zwei Metriken
dl,dg X x X — [0,00)
auf einer nicht leeren Menge X heiflen dquivalent, falls eine Menge G C X genau dann

beziiglich d; offen ist, wenn sie beziiglich ds offen ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
die Identitdt id : X — X eine Homo6éomorphie ist.
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3.6. LEMMA. Sei U eine nicht leere offene Teilmenge eines metrischen Raums. Dann
ist die von d auf U induzierte Metrik d|yxy : U x U — [0,00) dquivalent zu der durch

dy(z,y) = d(z,y) + |dist(z, X \U)™" —dist(y, X \U)™|  a,yeU

(mit der Vereinbarung dist(x,0)™! := 0) auf U definierten Metrik dyy : U x U — [0, 00).
Ist (X, d) vollstindig, so ist auch (U,dy) vollstindig.

BEWEIS. Da die Behauptung im Fall U = X offensichtlich gilt, betrachten wir nur den
Fall U # X, d.h. X\ U # . Dafl diy eine Metrik auf U definiert, rechnet man unmittelbar
nach. Fir alle x,y € U ist d(z,y) < dy(z,y). Also gilt fir jedes ¢ > 0, x € U: Die
e-Umgebung beziiglich dyy von x ist enthalten in der e-Umgebung beziiglich d|U x U von
x. Insbesondere ist jede beziiglich dy .y offene Teilmenge auch beziiglich dyy offen, d.h.:
id : (U,dy) — (U,dyxy) ist stetig.

Sei nun (x,)> ; eine beliebige gegen ein a € U beziiglich d konvergente Folge aus U.
Wegen der Stetigkeit von dist(-, X \ U) : U — R gilt dann auch

dist(x,, X \ U) — dist(a, X \U) >0 fiir n — oo.
und somit
dy(2n, a) == d(zy, a) + |dist(z,, X \ U)~" —dist(a, X \U)""| = 0 fiir n — oo.

Also ist auch id : (U, dyxv) — (U, d|y) stetig. Damit ist die Aquivalenz der beiden Metri-
ken gezeigt.

Sei nun (X, d) vollstandig und sei (z,,)52 ; eine beliebige Cauchyfolge in (U, dyy). Dann
gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N mit

(3.6) Vn,m > ng : AT, Tm) < dy(Tn, zm) < €.
Insbesondere ist (x,);2; auch eine Cauchyfolge beziiglich d und daher (wegen der Voll-

standigkeit von (X, d)) beziiglich d konvergent gegen ein a € U. Sei nun £ > 0 beliebig
und ng € N mit

(3.7)
Vn > noVp € Nt dy (@, Tpip) =d(Tn, Tpsp) + |dist(z,, X \ U) 7" = dist(2p4p, X \ U) 7"
£
<§.

Wegen d(xy,, Tpyp) — d(xy, a) und dist(x,4p, X \ U) — dist(a, X \ U) fiir p — oo ist dies
nur moglich, wenn dist(a, X \ U) > 0 und somit a € U gilt. Fithren wir nun in (3.7) den
Grenziibergang fiir p — oo durch, so erhalten wir fiir alle n > ng:

dy(xn, a) = d(z,, a) + |dist(z,, X \ U)™" — dist(a, X \U)7'| <e/2 <e.

Also gilt z,, — a in dem metrischen Raum (U, dyy) fiir n — oco. Damit ist die Vollstandig-
keit von (U, dyy) bewiesen. O

3.7. BEMERKUNG. Der Durchschnitt U NV von zwei dichten offenen Teilmengen U, V'
eines metrischen Raums (X, d) ist ebenfalls dicht in (X, d).

BeEweIs. Sind z € X und ¢ > 0 beliebig vorgegeben, so gibt es wegen der Dichtheit
von U in (X,d) ein u € U N U.(x). Da U N U.(x) offen ist gibt es ein § € (0,£/2) mit
Us(u) C UNU.(x). Daauch V dicht liegt in (X, d), gibt esein v € VNUs(u) C VNUNU(x).
Also enthélt jede e-Umgebung von x ein Element von U N'V. Daher liegt U NV dicht in
(X, d). O

Insbesondere folgt mit dieser Bemerkung durch vollstédndige Induktion, dafl endliche
Durchschnitte dichter, offener Teilmengen eines metrischen Raums wieder dichte, offene
Teilmengen sind.
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3.8. SATZ VON BAIRE. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und (Uy,)nen eine
abzihlbare Familie von dichten, offenen Teilmengen von X. Dann ist auch (., U, dicht

in (X, d).

BeEWEIS. Wir setzen (X, d) := (X, d) und definieren induktiv X,, .1 := X,, N U, fiir
alle n € Ny. Nach der Vorbemerkung sind die Mengen X, dichte, offene Teilmengen von
(X,d) mit X,,,; C X, fiir alle n € Ny. Versehen mit den Metriken d,, := dy, sind die
Réume (X, d,) fir alle n € N vollstdndig. Da die Metriken d,, nach Lemma 3.6/ d4quivalent
zu d|x, xx,, sind, sind die Inklusionsabbildungen i, : X,, — X,,;1 stetig mit dichtem Bild.
Nach dem abstrakten Satz von Mittag-Leffler (Satz 3.1) ist also

ﬂ Un = ﬂ X, = m(lﬂ 0130 -- Oin)(Xn-‘rl)
n=1 n=0 n=0
dicht in (X, d). O

Héufig wenden wir den Satz von Baire auch in folgender Form an:

3.9. FOLGERUNG. Sei (A,)22, eine Folge abgeschlossener Teilmengen eines vollstin-
digen, nicht leeren metrischen Raums (X,d) mit |J,_ | A, = X. Dann ist int A, # 0 fir
wenigstens ein n € N.

BewEIs. Wir wenden den Satz von Baire an auf die Mengen U,, :== X \ 4,, n € N.
Wire int A,, = 0 fiir alle n € N, so wire U,, = X fiir alle n € N und daher nach dem Satz
von Baire der Durchschnitt (2, U, = (),—, (X \ 4,) = 0 dicht in (X, d) im Widerspruch
zu X # 0. 0J

3.10. LEMMA. Ist F' ein Untervektorraum eines normierten Raums (E,|| - ||) mit
int ' # 0, so gilt schon E = F.

BEWEIS. Hat F einen inneren Punkt f, so gibt es ein ¢ > 0 mit U.(f) = f+eBg C F.
Da F' ein Untervektorraum von FE ist, folgt dann Br = %(Ug(f) — f) C F und somit auch
E=U,.qrBe CFCE. O

3.11. FOLGERUNG. Sei E ein K—Vektorraum mit dimg E = Ry, d.h. es gibt eine abzdhl-
bar unendliche, linear unabhdngige Teilmenge B = {e,;n € N} von E mit E = LH(B).
Dann gibt es keine Norm auf E beziiglich der E vollstindig ist. Insbesondere ist also jeder
unendlich dimensionale Banachraum schon diberabzdihlbar unendlich dimensional.

BEWEIS. Ist || - || eine Norm auf £ und B = {e,;n € N} eine abzdhlbar unendliche,
linear unabhéngige Teilmenge von E mit £ = LH(B), so folgt mit F,, := LH({ey,...,e,}):
F, ist in (B, - ||) abgeschlossen (nach Folgerung 1.14) und erfillt £ = J,—, F,,. Wére
(E,|| - ||) vollstindig, so gidbe es nach Folgerung 3.9 und Lemma [3.10/ ein ng € N mit
E = F,, im Widerspruch zu dimg E = RNj. O

3.12. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A von X heift
o dicht in X, falls A = X. B
e nirgends dicht in X, falls int(A) = 0.
e von erster Kategorie oder mager in X, falls A abzéhlbare Vereinigung von in X
nirgends dichten Teilmengen ist.

e von zweiter Kategorie oder nicht mager in X, falls A nicht von erster Kategorie
in X ist.

3.13. FOLGERUNG (Kategoriensatz von Baire). Jeder nicht leere vollstindige metrische
Raum ist von zweiter Kategorie in sich.
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BEWEIS. Sei (A,);2; eine Folge von nirgends dichten Teilmengen von X. Dann ist
X \ A, offen und dicht in X fiir alle n € N. Nach dem Satz von Baire ist dann aber auch

die Menge
G = ﬂX\A = UA_

dicht in X. Wegen X # () mufl X 7& Un:1 A, gelten. Also ist X von zweiter Kategorie in
sich. [l

Ubungsaufgaben zu Kapitel 3.

3.1. AUFGABE. Sei (f,)nen eine Folge stetiger komplexwertiger Funktionen auf einem
vollsténdigen metrischen Raum X, so daB lim,,_.., f,(z) existiert fiir alle x € X.
(a) Zeigen Sie, daf eine nichtleere offene Teilmenge V in X und ein 0 < M < oo
existieren, so dal sup{|f.(z)| : v € V, n € N} < M ist.
(b) Sei e > 0. Zeigen Sie, dafl eine nichtleere offene Teilmenge V' in X und eine
natiirliche Zahl N existieren, so dafl |f(z) — f.(z)| < ¢ ist fiir alle z € V und
n> N.
Hinweis: Betrachte fir N € N die Mengen Ay = {z € X, |fn(x) — fu(z)| <
e fur m,n > N}.
3.2. AUFGABE. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, X # (. Ein Punkt
zo € X heiit isoliert, falls es ein € > 0 gibt mit U.(xo) = {zo}. Zeigen Sie:

(a) Hat (X, d) keine isolierten Punkte, so ist X iiberabzéhlbar.
(b) Ist X abzidhlbar, so liegt die Menge der isolierten Punkte dicht in (X, d).

3.3. AUFGABE. Sei f eine auf R definierte, reellwertige Funktion. Ist I ein nicht zu
einem Punkt ausgeartetes Intervall, so heifit
wy(I) 1= sup f(z) — inf f(x)
zel ael
die Oszillation von f auf I. Zeigen Sie:
(a) Fiir jedes x € R existiert der Grenzwert

wr(a) = I wy((z — 5.2+ )
in [0, 0o]; er heifit die Oszillation von f in z.

(b) Die Menge {z € R : wg(x) > ¢} ist abgeschlossen fiir alle € > 0.
(c) Die Menge

S
—

U{x eER: wy(z) >

ist die Menge aller Unstetigkeitspunkte von f.
(d) Die Menge der Unstetigkeitspunkte von f ist genau dann von erster Kategorie in
R, wenn es eine dichte Menge gibt, in deren Punkten f stetig ist.

3.4. AUFGABE. Zeigen Sie: Es gibt stetige Funktionen auf [0, 1], die an keiner Stelle
differenzierbar sind.
Hinweis: Betrachte ()~ E,, mit

E, :{fEC[O,l]; sup

0<|h|<1

f(t+h}i_f<t)‘>n Vte[O,l]}.



KAPITEL 4

Der Satz von Banach—Steinhaus

4.1. DEFINITION. Seien (E,| - ||g) und (F,| - ||r) zwei normierte K—Vektorrdume.
Eine Familie A linearer Abbildungen von E nach F heifit gleichstetig, falls es zu jeder
Nullumgebung U in (F,|| - ||r) eine Nullumgebung V in (E,| - ||g) gibt mit A(V) :=
{Av;A € A,v € V} CU . Dies ist genau dann der Fall, wenn gilt

Ve>030>0VAe AVe € E:  |z||lg < §d = ||Azx||r < e.
Dies ist wiederum &dquivalent zu

Ve>036>0VAc AVr € B |z||p <0 = ||Az|r <.

Insbesondere ist jede gleichstetige Menge von linearen Abbildungen von E nach F
schon in L(F, F') enthalten.

4.2. LEMMA. Seien (E, || - ||g), (F,] - ||r) zwei normierte K-Vektorraume. Fir A C
L(E,F) gilt:

(a) Ist A gleichstetig, so ist fir jede in (E,|| - ||g) beschrinkte Menge B auch die
Menge A(B) := {Ax; A € A,z € B} beschrinkt in (F,|| - ||r). Insbesondere ist
fiir alle x € E die Menge A(x) := {Ax; A € A} beschrinkt in (F, || - ||r).

(b) Genau dann ist A gleichstetig, wenn sup 4c 4 ||A|| < 0o, d.h. wenn A in L(E, F)
beschrdnkt ist.

BEWEIS. (a) Sei A gleichstetig. Da B beschriankt in E ist existiert ein C' > 0 mit
|zl < C fiir alle z € B. Wegen der Gleichstetigkeit von A gibt es zu ¢ = 1 ein § > 0 so
daB [[Az||p <1 fiir alle A € A und alle z € E mit ||z|g < J. Damit gilt fiir alle A € A,

T € B: c 5
+1
||AZL‘||F——(S HA (C—I—lx) F< 5

Also ist A(B) beschrankt in (F,|| - ||#). Da fiir alle x € E die Menge {z} in (E,| - || g)
beschrinkt ist folgt auch der Zusatz.

(b) “=" erhalten wir, indem wir (a) auf die Einheitskugel Br von E anwenden.
Sei nun umgekehrt C' := supyc 4 ||A]] < oo und sei € > 0 beliebig. Fiir alle z € E
mit [|lz][p < § == &7 und alle A € A gilt dann ||Az[|p < Cflz|lp < &. Also ist A
gleichstetig. 0

C+1

4.3. SATZ VON BANACH-STEINHAUS. Seien (E, |- || g), (F,|-||r) zwei normierte K-
Vektorrdume und sei A C L(E, F). Ist die Menge B := {x € E; A(x) ist beschrinkt in F'}
von zweiter Kategorie in E, so gilt schon B = E und A st gleichstetig, also nach Lem-
ma 4.2 beschrinkt in L(E, F).

BEWEIS. Als Durchschnitt von (wegen der Stetigkeit der Abbildungen A € A) abge-
schlossenen Mengen ist die Menge M := (), 4 A~'(Br) abgeschlossen in (E, || - ||g). Fiir
alle z € B existiert nach Definition von B ein n, € N mit ||Az|r < n, fiir alle A € A. Es
folgt x € n, M und damit

B C O nM.
n=1

42
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Da nach Voraussetzung die Menge B von zweiter Kategorie in E ist, muf} fiir wenigstens
ein ny € N die Menge ngM = nygM nicht leeres Inneres haben. Nun ist die Abbildung
x — ngr eine Homdomorphie von E auf sich ist, so dafl schon int M # ) gilt. Insbesondere
besitzt M einen inneren Punkt xy. Es gibt also ein p > 0 mit U,(xy) C M. Fiir alle
u € Bg gilt dann wegen Su + xg € U,(29) C M und xo € M:

VAe A ||Au|r = % HA <gu+xo> - Aa:OHF < %

Also ist A in L(E, F') normbeschriankt und daher nach Lemma 4.2 (b) gleichstetig. O

4.4. SATZ VON DER GLEICHMASSIGEN BESCHRANKTHEIT. Sei (F, ||-||g) ein Banach-
raum und (F,|| - ||r) ein normierter K-Vektorraum. Fir A C L(E, F) sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) Vx € E:  sup ||Az|r < co.
AcA

(b) A ist gleichstetig.
(¢c) 3C >0Vex € BgVAe A: |Az|lr <C.
(d) 3C >0Vz e EVAe A:  ||Az|lp < C|z|E.
(e) sup [[A]l < oo.
AcA

BewEIS. Die Aquivalenz von (c) und (d) zu (e) rechnet man unmittelbar nach. Nach
Lemma 4.2 sind die Aussagen (b) und (e) dquivalent. (¢)==-(a) ist offensichtlich und die
Implikation (a)==-(b) ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz 4.3 von Banach-
Steinhaus und dem Kategoriensatz 3.13 von Baire. O

In Lemma 1.3 hatten wir gezeigt:
4.5. LEMMA. Jede Cauchyfolge in einem normierten Raum (E., || - ||g) ist beschrankt.

4.6. SATZ. Seien (E, ||-||g), (F,||-||r) zwei normierte K-Vektorraume und sei (A,)0
eine Folge in L(E, F).
(a) Ist die Menge
C:={x e FE; (A,x)2, ist Cauchyfolge in F'}

von zweiter Kategorie in E, so ist schon C = E und (A,)>2, ist gleichstetig.
(b) Ist (F,|| - ||r) vollstindig und ist die Menge
L:={z e E; Av:= lim A,x existiert in F'}

von zweiter Kategorie in E, so ist schon L = E und die Abbildung A : E — F
st stetig und linear.

BeEwEls. (a) Ist z € C, so ist {A,z;n € N} nach Lemma [4.5/in F' beschrénkt. Nach
dem Satz 4.3/ von Banach-Steinhaus ist die Folge (A,)7, also gleichstetig. Man rechnet
leicht nach, da C' und damit auch C ein Untervektorraum von E ist. Da C von zweiter
Kategorie in E ist, folgt intC' # () und damit nach Lemma 3.10 schon C = E, d.h. C
liegt dicht in E. Sei nun © € FE beliebig und £ > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der

Gleichstetigkeit von {A,;n € N} gibt es ein § > 0 mit
Vn € NVu € Us(0) : || Anul|p < %

Da C in E dicht liegt, gibt es ein v € C' mit ||z — ul|g < § und da {A,u;n € N} eine
Cauchyfolge ist gibt es ein ng € N mit
£

Vn,m >ng: ||Asu— Apullr < 3
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Damit folgt fiir alle n, m > ng

e € ¢
|Anz — Apx||lr < ||An(z — w)||r + ||Anu — Apul|r + || Am(u — 2)||F < 3 + 3 + 3= €.

Also ist x € C' und es folgt £ = C.

(b) Wegen der Vollstandigkeit von F' ist L = C. Nach Teil (a) folgt also L = E und
die Gleichstetigkeit der Folge {A,;n € N}. Wegen der Linearitéit des Grenzwertes ist die
hierdurch definierte Abbildung A : E — F linear. Nach Lemma 4.2 (b) ist {A,;n € N}
normbeschriankt in L(F, F'). Wegen der Stetigkeit der Norm folgt also fiir alle x € Bg:

|Az||p = lim ||Apz||r < limsup ||A,]| < oo.
n—0o0 neN

Also ist A stetig und ||A]| < limsup,,cy [|Ax]]- O

4.7. FOLGERUNG. Sei (E,| - ||g) ein Banachraum und (F, || - ||r) ein normierter K-
Vektorraum und sei (Ay,)0, eine Folge in L(E, F).

(a) Existiert fir alle x € E der Grenzwert Ax := lim,,_., Az, so ist die hierdurch
definierte Abbildung A : E — F linear und stetig.

(b) Ist auch F wvollstindig und ist fir alle x € E die Folge {A,z;n € N} eine Cauchy-
folge in F', so ist die durch Ax = lim,, ., Az, v € E, definierte Abbildung linear
und stetig.

In beiden Fallen ist ||A|| < limsup,,cy ||An|l-

BEWEIS. In beiden Féllen ist C' = L = F. Nach dem Kategoriensatz 3.13/ von Baire
ist E von zweiter Kategorie in sich. Mit Satz 4.6 und dem zugehorigen Beweis folgen die
Behauptungen. 0

4.8. FOLGERUNG. Seien (E, ||-||g) und (F,||-||r) zwei Banachrdume und sei (A,)52,
eine Folge in L(E, F) mit

(a) Ve € E:  {A,z; n € N} ist normbeschrinkt in F.

(b) C:={z € E; (A,x)2, ist Cauchyfolge in F'} ist dicht in E.

n=1
Dann ist schon E = C und die durch Ax = lim,, ., Az, x € E, definierte Abbildung ist
linear und stetig.

BeweEis. Nach dem Satz 4.4/ von der gleichméBigen Beschrénktheit ist (A4,)52; gleich-
stetig. Nach dem Beweis zu Satz 4.6 folgt aus der Dichtheit von C' und der Gleichstetigkeit
von (A,)r, die Behauptung. O

4.9. SATZ. Seien E, F,G normierte K-Vektorrdume und sei E wvollstindig. Fiir eine
bilineare Abbildung B : E x F — G sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) B ist stetig.
(b) B ist komponentenweise stetig, d.h. fir alle x € E ist die Abbildung y — B(z,y)
stetig und fir alle y € F ist die Abbildung x — B(x,y) stetig.
(¢c) Fir jede Nullfolge (z,)5, in E und alley € F gilt B(x,,y) — 0 fir n — oo und
fir alle Nullfolgen (y,)22, in F' und alle x € F gilt B(x,y,) — 0 fir n — oo.
(d) B ist stetig in (0,0).

(e) 1Bl := sup |[B(z,y)llc < oo
r€BEg,yeBr
(f) Ve e E:  sup ||B(z,y)|lc <oo und VyeF: sup |[|B(z,y)le < oc.
yEBp r€BER

BeEwEIS. Die Implikationen (a)==(d) sowie (¢)==-(f) sind klar und nach Lemma 1.8
sind die Aussagen (b), (c¢) und (f) dquivalent.



4. DER SATZ VON BANACH-STEINHAUS 45

(b)=(a): Sei (z,y) € E x F beliebig und sei (z,,y,) — (x,y) in E x F fir n — oo.
Insbesondere gilt dann x,, — x und y, — vy fiir n — o00. Sei nun ¢ > 0 beliebig. Nach
Voraussetzung (b) gibt es ein ny € N mit

€
(4.1) Vn >np: ||B(z,y.) — B(z,y)|la < 3"

Ebenfalls nach Voraussetzung (b) ist E = {u € E; (B(u,y,))>, ist konvergent in G}.
Da FE als Banachraum nach dem Kategoriensatz 3.13 von Baire von zweiter Kategorie in
sich ist, folgt nach Satz 4.6, dal (B(-,y,))s, eine gleichstetige Folge in L(F,G) ist. Es
gibt daher ein § > 0, so daB

3

(4.2) Vu e Us(0)¥n e N [Blu,yn)lla <

Zu ¢ gibt es wegen x,, — x fiir n — 0o ein ng € N mit
(4.3) Vn>ng: |lo—a,|eg <9.

Mit Hilfe von (4.1), (4.2) und (4.3) folgt fiir alle n > ng := max{ng,nr}:

€ €
1B(z,y) = Blzn, yu)llc < 1Bz, y) = Bla,ya)lle + 1Bz = 2a,yu)llc < 5+ 5 =¢.

Also ist B in allen (x,y) € E x F stetig.
(d)==(e): Sei nun (d) erfiillt. Dann gibt es zu € = 1 ein 6 > 0 mit || B(z,y)||¢ < 1 fiir
allex € Fjy € F mit ||z||g <9, ||yl|lr < 0. Fir alle u € Bg,v € By folgt dann

| B(u,v)||q = 5_2||B(5u,5v)||g <62
Also gilt (e). O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 4.

4.1. AUFGABE. Wir betrachten eine Folge (.5,,),eny numerischer Quadraturformeln auf
dem Intervall [a, b],

Su:Clab] — C, fr Y a fai).
1=0

Hierbei seien die Stiitzstellen :L‘(()n), e ,x%n) paarweise verschiedene Punkte im Intervall
[a, b] und a(()n), . ,a%") € C. Beweisen Sie den folgenden Satz von Szego:

Genau dann gilt fir alle f € Cla, 0]

(4.4) lim S, (f) = / f(w) de,

n—oo

wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(a) Es gibt eine dichte Teilmenge P von Cfa, b, so dafl (4.4) fiir alle f € P gilt.
(b) sup,en Xilaf”] < oo.

Hinweis: Zeigen Sie, daf} S,, stetig und linear ist und berechnen Sie ||S,,|.

4.2. AUFGABE. Die Bezeichnungen seien wie in Aufgabe 4.1l

(a) Sei nun a§”> > 0 fiir alle n € N und 0 < i < n. Beweisen Sie: Genau dann gilt

(4.4) fir alle f € C[a,b], wenn (4.4) fir alle Polynome gilt.
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(b) Bei der summierten Trapezregel verwendet man die Stiitzstellen xE") =a-+ z'b;—“,

t=20,...,n und
sup =t <f(a) +10) , f(x§n>)> |

Zeigen Sie, daf (4.4) fiir alle f € Cla, b] erfiillt ist.



KAPITEL 5

Die Sitze von der offenen Abbildung und vom abgeschlossenen
Graphen

5.1. DEFINITION. Eine lineare Abbildung 7" : F — F zwischen zwei normierten K-
Vektorrdumen E und F heif3t offen, falls fiir jede in E offene Menge €2 auch die Bildmenge
T(Q) offen in F ist.

Fiir den Rest dieses Kapitels seien £/ und F' stets zwei normierte K-Vektorraume.

5.2. LEMMA. Fir eine lineare Abbildung T : E — F sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) T ist offen.

(b) Fiir jede Nullumgebung U in E ist T(U) eine Nullumgebung in F.

(c) Ve > 035 > 0: UF(0) C T(UE(0)).

(d) Vne N: T(UE,(0)) ist eine Nullumgebung in F.

BewEIS. Die Aquivalenz von (b) und (d) rechnet man leicht nach.

Ist (a) erfiillt und U eine beliebige Umgebung von 0, so ist intU offene Umgebung von
0 und daher nach Voraussetzung 7'(intU) offen. Wegen 0 = T7'(0) € T'(intU) C T(U) ist
T(U) also eine Umgebung von 0 in F'. Damit folgt (b).

Ist (b) erfiillt und & > 0 beliebig, so ist nach Voraussetzung T(UF(0)) eine Umgebung
von 0 in F. Es gibt also ein § > 0 mit UF C T(UE(0)). Also ist (c) erfiillt.

Sei nun (c) erfiillt und ©Q C E offen. Ist T'(zo) ein beliebiger Punkt aus 7(2), zo € §2,
so gibt es ein ¢ > 0 mit UF(zy) C Q. Es folgt UF(0) = UF(x) — 29 € Q — 0. Nach
Voraussetzung (c) gibt es also ein § > 0 mit Uf'(0) C T(UF(0)). Es folgt: UF(0) C
T(UE(0)) CT(Q —z9) = T(Q) — Txo und damit UF (Txg) = Txo + UF(0) C T(Q2). Also
ist jeder Punkt T'zy aus 2 ein innerer Punkt von 7'(€2). Die Bildmenge T'(2) ist daher
offen. 0

5.3. BEISPIEL. Sei F ein normierter Raum und F ein abgeschlossenener Untervektor-
raum von E. Dann ist der kanonische Epimorphismus 7 : E — E/F stetig und offen.

BeEWwEIs. Die Stetigkeit von 7 wurde schon in Lemma 1.20 (c¢) gezeigt. Sei ¢ > 0

beliebig. Fiir alle v € E mit ||7(x)| g/r < € gibt es nach Definition der Norm || - || g/ ein
f € Fmit ||z + f|lg < e Wegen n(z + f) = w(x) fiir alle f € F folgt also 7(UF(0)) D
UEE/F(W(O)). Nach Lemma 5.2 ist 7 also eine offene Abbildung. O

5.4. LEMMA. Seien (E, ||-||g), (F, ||-||r) zwei normierte K-Vektorrdume. IstT : E — F
linear und offen, so ist T schon surjektiv.

BewEIs. Da E offene Teilmenge von (E, ||| g) und T eine offene, lineare Abbildung ist,
ist T'(E) offener Untervektorraum von (F, || - ||r). Nach Lemma 3.10 folgt T(E) = F. O

5.5. SATZ VON DER OFFENEN ABBILDUNG. Seien (E,||-||g), (F\|-||r) zwei normierte
K-Vektorriume, E sei vollstindig. Ist A € L(E,F) und A(E) von zweiter Kategorie in
(F | - |lr), so gilt:

(a) A(E)=F, d.h. A ist surjektiv.
47
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(b) A ist eine offene Abbildung.

BeEwEIs. Nach Lemma 5.4 geniigt es (b) zu beweisen. Wegen Lemma 5.2 geniigt es
hierfiir zu zeigen, dafl A(UE, (0)) eine Nullumgebung in F ist. Wir zeigen zunéchst:

(i) Fir alle n € N ist A(UE,(0)) eine Nullumgebung in F.

Sei also n € N beliebig. Ist 2 € E beliebig, so gibt es ein & € N mit %HxHE < 27 1also
mit z € kU;Z,_,(0). Es folgt E = J,, kU,,-1(0) also auch A(E) C Jpo; KA(UL,-1(0)).
Da A(FE) von zweiter Kategorie in F'ist, gibt es ein k& € N mit int <l{:A(U2E,n,1 (0))> # (). Da
die Multiplikation mit & eine Homéomorphie von F auf sich ist, folgt auch int A(UL .., (0)) #
0.

Ist y € intA(US,_,(0)) beliebig, so ist also intA(UJS,_,(0)) — y eine Nullumgebung in
F. Wegen

int A(UE.,~, (0)) —y CintA(UE, _,(0) + intA(UE,_,(0)) € A(VE,,(0)) + A(UE,_,(0))
CA(UE,(0) + UZ,.(0)) € A(UL,(0))

ist auch A(US.,(0)) eine Nullumgebung in F.

(ii) Fir alle n e N st A(UF,_,(0)) € A(UL..(0)). Insbesondere ist also A(U;..(0))
eine Nullumgebung in F.

Sei y € A(UZ._,(0)) beliebig. Wir konstruieren induktiv zwei Folgen (x4);2, und
(yr)52, in E bzw. F', so daB fur alle [ € N die folgende Bedingung (E;) erfiillt ist:

(E) ||xk—1||E < 2—k—n’ Yk € A(UQELnflfk (0)) fiir 1 < k < [
: Arxp =yp —ypypr fir 1 <k <[l-—1
Mit y; = y und o = 0 ist offensichtlich (E;) erfiillt.

Seien nun schon zg,...,x;—1 € F und y,...,y € F so konstruiert, daf (E;) erfiillt
ist. Wir konstruieren z; und y;41: Wegen (i) ist 3 — AU, ,_41)(0)) eine Umgebung von
y € A(UL.,-1-,(0)). Es gibt also ein 2; € U,”,_,_,(0) und ein y. 11 € A(UE, | ,,)(0)) mit
Y — Yir1 = Ax;. Damit ist dann (E;;4) erfiillt und die induktive Konstruktion vollendet.

Mit s, := Zle x; gilt fiir alle p € N:

p p p
s = seeplle = || 3 | € gl € 302749 < 2 g i oo
j=1 j=1 j=1

(sk)p2, ist also eine Cauchyfolge in F und damit wegen der Vollsténdigkeit von E kon-
vergent gegen ein x € E. Wegen

: k
lsklle <Y llwmlle <> 2t <2t
I=1 =1

folgt ||z||p <2771, also . € UE, ,(0) C UL, (0).
Wir zeigen nun noch, dafl Az = y gilt. Hierzu beachten wir unter Verwendung von
(Ei) und 41 = y:
k

k
Asp =Y A= (yr— 1) =y — Ys1-
=1

= I=1
Sei nun € > 0 beliebig. Da A stetig ist, gibt es ein § > 0 mit A(U{(0)) € Uf),(0). Wihlen
wir kg € N mit 27"27% < §, so folgt fiir alle k > ko:

o1 € A(UYZ.4(0)) € A(UF(0)) € UL,(0) € UZ(0).
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und damit ||y — Asgllr = |lyks1llr < . Also gilt yx — 0 in F fir k — oco. Wegen der
Stetigkeit von A folgt
Axr = lim Asj, = klim (Y — Ypt1) = y-

k—o0

Damit ist die Behauptung (b) bewiesen. O

5.6. FOLGERUNG. Seien E und F zwei Banachrdume. Fiir eine stetige lineare Abbil-
dung A : E — F sind dquivalent:

(a) A ist eine offene Abbildung.
(b) A ist surjektiv.
(c) A(E) ist von zweiter Kategorie in F'.

BeweEis. Nach Lemma 5.4 folgt (b) aus (a) und nach dem Kategoriensatz von Baire

ist (c) eine Konsequenz von (b). Ist (c) erfiillt, so gilt (a) nach dem Satz von der offenen
Abbildung. O

5.7. SATZ VON DER INVERSENEN ABBILDUNG. Seien E,F zwei Banachrdume. Ist
A€ L(E,F) bijektiv, so ist A=t € L(F, E), d.h. A ist ein topologischer Isomorphismus.

BEWEIS. Sei ) C E eine beliebige offene Menge. Nach Folgerung 5.6 ist dann die
Menge (A~1)71(Q) = A(Q) offen in F. Also ist A™! stetig. O

Bisher haben wir nur lineare Abbildungen betrachtet, die auf dem ganzen Ausgangs-
raum definiert waren. Wir wollen den Begriff der linearen Abbildung jetzt etwas allgemei-
ner fassen und auch lineare Abbildungen zulassen, die nur auf einem Untervektorraum
definiert sind.

5.8. DEFINITION. Seien F,F' zwei K—Vektorrdume. Ein linearer Operator T von E
nach F' ist eine auf einem Untervektorraum D(T') definierte lineare Abbildung mit Werten
in F. Wir schreiben T': E D D(T) — F. Wir nennen D(T') den Definitionsbereich von T'
und definieren

e den Kern von T durch ker T := N(T) := {x € D(T); Tx = 0},
e das Bild T durch ranT := R(T) := {Tx;x € D(T)} und
e den Graphen von T durch G(T') := {(z,Tz);x € D(T)}.

Zwei lineare Operatoren 7" und S heilen gleich, S =T, genau dann, wenn D(T) = D(S)
und Tz = Sz fir alle € D(T) = D(S) gilt. T" heiBt eine Erweiterung von S und S
eine Einschrankung von 7', falls gilt D(T") 2 D(S) und Tx = Sz fiir alle z € D(S). Wir
schreiben dann auch S C T'. Offensichtlich gilt

SCT < G(S)CG(T) und S=T < G(S)=G(T).

5.9. DEFINITION. Seien (E, || ||g) und (F.| - ||r) zwei normierte Rdume. Ein linearer
Operator T': E 2O D(T) — F heifit abgeschlossenen, falls sein Graph G(T) in E x F
abgeschlossen ist. Hierbei versehen wir £ x F mit der durch |[(e, f)||exr := |lellz + || f||F
fur alle (e, f) € E x F definierten Norm. Die durch

||l :== ||z||g + || Tx||p fiir alle z € D(T)

definierte Norm heifit die Graphennorm fiir T. Durch = — (x, Tx) ist dann ein isometri-
scher Isomorphismus von (D(T), || - ||z) auf (G(T'), | - ||exrlcr)) gegeben.

Die Einfiihrung der Graphennorm hat den Vorteil, da§ 7" : (D(T), || - ||r) — F' stetig
ist, wenn wir den Definitionsbereich mit der Graphennorm versehen.
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Sind £ = H und F' = K Pra-Hilbertraume, so werden ‘H x K und D(7T) wieder zu
Pra-Hilbertraumen vermoge der durch

(z,y), (u,v)) == (x,u)yy + (y,v) fur alle z,u € H, y,v € K
und
(xyu)yp = (x,u)yy + (Tx, Tu) fir alle z,u € D(T)
definierten Skalarprodukte. Die hier durch definierten Normen sind (wie man leicht veri-
fiziert) dquivalent zu den oben definierten Normen || - ||yxxc bzw. || - ||z

5.10. LEMMA. Seien (E, |- ||g) und (F.||-||r) zwei Banachriume. Fir einen linearen
Operator T : E D D(T) — F gilt: T ist genau dann abgeschlossen, wenn (D(T),| - ||r)
vollstindig 1st.

BEWwEIS. Da die Abbildung x +— (z,7'z) eine lineare Isometrie von (D(T'), || - ||r) auf
G(T') versehen mit der durch ||-|| gx r induzierten Norm ist und (E X F, ||-|| gxr) vollsténdig
ist, ist (D(T), || - ||7) genau dann vollstandig, wenn G(T') vollstandig ist und dies ist genau
dann der Fall, wenn G(7') abgeschlossener Untervektorraum von (E X F\ || - ||gxr) ist. O

5.11. DEFINITION. Seien (E, |- ||g) und (F, || -||r) zwei normierte Réume. Ein linearer
Operator T': E D D(T') — F heifit abschliefibar, falls es einen abgeschlossenen Operator
S:EDD(S)— Fmit T CS gibt.

Fiir einen linearen Operator T': E D D(T) — F heifit

. Es gibt eine Folge (x,,)22, in D(T)
&(T) = {y € mit ||z,||g — 0 und Tz,, — y in F fiir n — oo
der separierende Raum zu T.

5.12. LEMMA. Seien (E,||-||g) und (F.,| -||r) zwei normierte Riume und sei T : E D
D(T) — F ein linearer Operator.

(a) Fir T sind dquivalent:
(i) T st abschliefsbar.

(i) &(T) = {0}.
(i) G(T) 1 ({0} x F) = {(0,0)}. -
(b) Ist T abschlieffbar, so gibt es genau eine minimale abgeschlossene Erweiterung T
von T. Es ist G(T) = G(T). T heifit die Abschliefung von T .
BeEWwEIs. (a) (i) = (ii): Ist T" abschliefibar, so existiert ein abgeschlossener Operator
S 2 T. Sei nun y € &(T) beliebig. Dann gibt es eine Folge (z,)52; in D(T) C D(S)
mit ||z,]|z — 0 und Sz, = Tz, — y in F fiir n — oo. Es folgt (0,y) € G(S) = G(S)
und damit S(0) = y. Da S linear ist, ist dies nur moglich, wenn y = 0 gilt. Also folgt
S(T) = {0}.
(i) = (iii): Fiir alle y € F mit (0,y) € G(T)
Z, — 0in F und Tz, — y in F. Es folgt y € &
gelten.
(iii) = (i): Sei nun (iii) erfiillt. Wir definieren
D(T)={zr€E;3ycF: (z,9) € GT)}.
Fiir alle z € D(T) gibt es wegen der Voraussetzung (iii) genau ein T(z) := y € F mit
(z,T(x)) € G(T). Man rechnet nach, daf die hierdurch definierte Abbildung T : E D
D(T) — F ein linearer Operator ist. Aus der Definition von T folgt G(T) = G(T). Also
ist T eine abgeschlossene Erweiterung von 7.
(b) Ist T" abschliefibar, so gilt (iii) nach (a) und aus dem Beweis zu (iii) = (i) folgt
die Existenz einer abgeschlossenen Erweiterung T mit G(T) = G(T). Sei nun S D T

gibt es eine Folge (2,)5°; in D(T") mit
(T). Ist also &(T") = {0}, so mufB (iii)
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eine beliebige abgeschlossene Erweiterung von 7'. Dann ist G(T') C G(S) und daher auch
G(T) = G(T) € G(S) = G(S). Also gilt T C S und es folgt, daB T die eindeutig
bestimmte minimale abgeschlossene Erweiterung von 7' ist. 0

Seiennun A; : ED D(A;) = F,j=1,23,S:F2OD(S)—GundT:HDDT)—
E lineare Operatoren und A € K. Wir definieren lineare Operatoren A; + Ay, SA; und
AA; durch

D(A; + Ay) :=D(A;1) N D(Az) und (A; + Ao)x := Ajx + Agx fiir alle x € D(A; + As),
D(SAy) :={x € D(A)); Ajx € D(S)} und (SA;)x := S(A;z) fiir alle x € D(SA,),
D(AAy) :=D(A;) und (AAy)z := AM(Ajx) fiir alle x € D(AA;).

Fiir die so eingefithrten Rechenoperationen rechnet man leicht nach, daf§ die Assoziativ-
gesetze

(A1 + Ag) + A3 =A; + (Ay + A3)
(SA)T =S(AT)
und das erste Distributivgesetz
(A + AT = (AT) + (AST)
gelten. Fiir das zweite Distributivgesetz gilt im Allgemeinen nur die abgeschwéchte Form
S(A; 4+ Ag) D (SA)) + (SAg).

Daf} das Gleichheitszeichen beim zweiten Distributivgesetz im Allgemeinen nicht gilt, zeigt
schon das folgende einfache

BEISPIEL. Sei E # {0} und sei A; := idg, Ay := —idg mit D(A4,) := D(A4y) := E
und sei S : E D D(S) — E definiert durch D(S) := {0} und S(0) := 0. Dann gilt
D(A; 4+ Ay) = E und (A; + Ag)z = 0 € D(9) fiir alle x € E sowie D((SA;) + (SAg)) =
Ist A: E D D(A) — F ein injektiver Operator, so definieren wir A~ : F D D(A™') —
E durch D(A™!) :=ranA und A7'y := x fiir y = A(x) € ranA = D(A™!). Dann ist auch
A1 ein injektiver Operator und es gilt ranA™! = D(A).
5.13. LEMMA. Seien (E,||-||g) und (F.| -||r) zwei normierte Riume und sei T : E D

D(T) — F ein injektiver linearer Operator. Dann ist T genau dann abgeschlossen, wenn
T~ abgeschlossen ist.

BEWEIS. Es ist G(T™!') = {(T'z,z); x € D(T)}. Die Abbildung
UV:ExF— FxFEmit¥(z,y) = (y,z) fiir alle (x,y) € Ex F

ist offensichtlich linear und erfiillt ||V (z,y)||lrxe = |yllr + |zllg = [|(z,y)||pxr fir alle
(zr,y) € E x F, ist also ein isometrischer Isomorphismus mit W(G(T)) = G(T™'). G(T)
ist also genau dann abgeschlossen in E x F, wenn G(T~1) in F' x E abgeschlossen ist. [

5.14. LEMMA. Seien (E,|| - ||g), (F, ] - ||r) und (G, || - ||c) normierte Raume, sei T €
L(E,F) und sei S: F 2O D(S) — G ein abgeschlossener Operator. Dann gilt:

(a) T st ein abgeschlossener linearer Operator und auf D(T) = E sind die Graphen-
norm || - ||z und die Ausgangsnorm || - ||g dquivalent.
(b) ST ist ein abgeschlossener Operator.

BEWEIS. (a) Sei ((z,, Tx,))22, eine beliebige Folge aus G(T') mit (z,, Tx,) — (z,y)
in F x I fiir n — oo. Insbesondere gilt dann z,, — x in £F und Tx,, — y in F fiir n — oo.
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Wegen der Stetigkeit von T folgt auch T'x,, — Tx in F fiir n — oco. Also ist y = Tx und
(x,y) = (z,Tz) € G(T). Fur alle z € E gilt ferner

[zlle < llzllr = llzlle + [1T2]r < |zl + | TIzle = @+ 1TIDIzle,

d.h. die Normen || - ||g und || - ||z sind &quivalent.

(b) Sei ((zn, (ST)x,))se, eine beliebige Folge aus G(ST) mit (z,, STx,) — (z,y) in
Ex @G fiir n — oo. Insbesondere hat man z,, — x in E und wegen der Stetigkeit von 7" auch
Tx, — Tz in F fur n — oo. Wegen x,, € D(ST) ist Tz, € D(S) und (ST)x,, = S(Tx,)
fir alle n € N. Die Folge ((Txp, (ST)x,)):2, ist also eine Folge aus G(S5), welche in F' x G
gegen (T'z,y) konvergiert. Da S ein abgeschlossener Operator ist, folgt Tx € D(S) und
S(Tz) = y. Also ist z € D(ST) und (ST)z = y, d.h. (z,y) € G(ST), d.h. G(ST) ist
abgeschlossen. O

BEMERKUNG. In den Ubungen wird gezeigt, daB es stetige lineare Operatoren S und
abgeschlossene lineare Operatoren T' gibt fiir die ST" nicht abgeschlossen ist.

5.15. LEMMA. Seien (E,||-||g) und (F,||-||r) zwei normierte Rdume und S € L(E, F).
IstT: E 2 D(T) — F ein linearer Operator, so gilt:

(a) S+ T ist abgeschlossen genau dann, wenn T abgeschlossen ist.
(b) S+T ist abschlieffbar genau dann, wenn T abgeschlief$bar ist. Es ist dann S +T =
S+T.

BEWEIS. (a) “=" Sei also S + T abgeschlossen und sei (z,y) € G(T') beliebig vor-
gegeben. Dann gibt es eine Folge (x,)22, in D(T) mit (z,,Tx,) — (z,y) in E x F fir
n — oo. Insbesondere folgt x,, — x in E und wegen der Stetigkeit von S auch Sx,, — Sz
in F fiir n — oo. Also gilt

(Tn, (S +T)xp) = (0, STp + Tp) — (2,57 + y) fiir n — o0

Da S + T abgeschlossen ist, folgt x € D(S+T) = D(S)ND(T) = D(T) und Sx +Tx =
(S+T)x = Sx+y also auch Tx = y. Esist also (z,y) € G(T). G(T) ist also abgeschlossen
in £ x F.

“<" Sei nun T ein abgeschlossener Operator. Wegen —S € L(E, F) und T'= —S +
(T+5S) folgt aus der bereits gezeigten Beweisrichtung “=", daf§ auch S+7T abgeschlossen
ist.

(b) als Ubungsaufgabe. O

5.16. SATZ VOM ABGESCHLOSSENEN GRAPHEN. Seien (E, || -||g) und (F,|| - ||r) zwei
Banachrdume. Fir einen linearen Operator T : E D D(T) — F sind die folgenden drei
Aussagen dquivalent:

(a) T ist abgeschlossen und D(T') ist in (F,| - ||g) abgeschlossen.

(b) T - (D(T), || - llelpey) — (FS|[ - lp) st stetig und D(T) ist in (E, || - [|g) abge-
schossen.

(©) T = (D(T), [ - llelpery) — (F || - [[) st stetig und G(T) st in (E X F, || - ||gxr)
abgeschossen.

BEWEIS. “(a)==(b)”: Sei also (a) erfiillt. Da T" abgeschlossenen ist und D(T) in E
abgeschlossen ist, ist (wegen der Vollstédndigkeit von E) auch (D(T),| - ||g|per)) ein Ba-
nachraum. Da G(7') in dem Banachraum (E X F| || || px ) abgeschlossen ist, ist auch G(T")
beziiglich der durch || - ||pxF induzierten Norm ein Banachraum. Dieser ist isometrisch
isomorph zu (D(T'), || - ||r). Also ist auch (D(T'), || - [|r) ein Banachraum. Die Identitét

id : (D(T), || - llr) — (D(T), | - lelpery)
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ist wegen ||z||g < ||zl|g+ ||Tx||F = ||z||7 offensichtlich stetig und bijektiv. Nach dem Satz
von der inversen Abbildung ist also auch

id : (D(T), || - |elpe)) — (D(T), ] - ||7)

stetig. Es gibt also eine Konstante C' > 0 mit ||z||g + | Tx| r = ||z||r < C|z||g fiir alle
xz € D(T). Es folgt
sup |Tz||r < C < o0
zeD(T), ||zl p<1

und damit die Stetigkeit von T": (D(T'), || - |g|py) — (.| - ||#)- Also gilt (b).

“(b)==(c)”: Sei nun (b) erfiillt. Da D(T') in E abgeschlossen ist, ist (D(T), ||| £|pr))
ein Banachraum. Wegen der Stetigkeit von T": (D(T), || - [|[g|p)) — (F, || - ||r) ist nach
Lemma 5.14/ der Graph G(T') ein abgeschlossener Unterraum von D(T') x F versehen mit
der von || - ||pxr induzierten Norm also auch von (E x F, || - ||[gxr). Also gilt (c).

“(c)==(a)": Aus (c) folgt wegen der Stetigkeit von T": (D(T), ||| elp)) — (F,|-]|r),
daB fiir alle x € D(T') gilt

lzlle < llzllr = llelle + 1Tl < |zl + [ Tzle

Die Normen || -||g und || - ||z sind daher auf D(T") dquivalent. Da (D(T), || - ||r) isometrisch
isomorph zu dem abgeschlossenen Unterraum G(77) des Banachraums (E'x F, ||| pxr) und
daher vollstandig ist, ist auch (D(T'), ||-||g|p¢r)) vollstéindig und damit ein abgeschlossener
Unterraum von (E, || - ||g). Also gilt (a). O

5.17. FOLGERUNG. Seien Ey, FEs zwei normierte K-Vektorraume und seien Fy, Fb
zwei Banachrdume. Seien weiter J; € L(F}, E;), j = 1,2 und T € L(E1, Ey) gegeben. Ist
Jo ingektiv und ist S : Fy — Fy linear mit J,S = T'Jy, so ist auch S stetig.

BEWEIS. Nach dem Satz 5.16/ vom abgeschlossenen Graphen geniigt es zu zeigen, dafl
G(S) abgeschlossen ist in E; X Ey . Sei also (x,y) € G(S) beliebig vorgegeben. dann gibt
es eine Folge (z,)0%, in Fy mit =, — x in F} und Sz, — y in F; fir n — oo. Wegen
der Stetigkeit von Ji, Jo und T und der Vertauschungsbedingung folgt JoSx,, — Joy und
JoSx, =T Jix, — TJix = JobSxr in Fy fir n — oco. Also mufl Joy = JoSx gelten. Da Jy
injektiv ist, folgt Sz = y und daher (x,y) = (z, Sz) € G(S). Damit ist gezeigt, daBl G(.59)
abgeschlossen ist. 0

Ubungsaufgaben zu Kapitel 5.

5.1. AUFGABE. Seien E und F zwei Banachrdume und sei T : E — F ein stetiger
linearer Operator, so daf§ dim F/T'(FE) =: N < oo gilt, d.h. so daf} das Bild von 7" von end-
licher Kodimension in F ist. Zeigen Sie, daf in diesem Fall das Bild von T" abgeschlossen
ist.

Hinweis: Man beachte, dal T'(F) einen algebraischen Komplementarraum der Dimen-
sion N besitzt.

5.2. AUFGABE. Seien X und X; Untervektorrdume eines normierten Raumes (Y, ||-||),
auf denen Normen || - ||o bzw. || - |1 gegeben seien, so daB (Xo, || - |lo) und (Xi,] - 1)
Banachrdume sind und die kanonischen Einbettungsabbildungen

X)) = -, 2=
stetig sind (j = 0, 1). Zeigen Sie:

(a) Ist T: (Y, ]| - ||) = (Y, || - ||) eine stetige lineare Abbildung mit 7'X, C Xj, so ist
auch die Abbildung T'|x, : (Xo, || - [lo) = (Xo, || - llo) stetig.
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(b) Die Untervektorraume Xa := Xy N X; und
Xes=Xo+ X1 ={xo+21 : 7y € Xo,21 € X}
werden, versehen mit den durch
lzlla = max(lzf; und - flzfs = inf{{lzoflo + [lzr ]l = =20 + 21}
definierten Normen zu Banachrdumen.
5.3. AUFGABE. Fiihren Sie den Beweis zu Lemma 5.15 (b) aus.

5.4. AUFGABE. Geben Sie ein Beispiel eines stetigen linearen Operators S und eines
abgeschlossenen linearen Operators T', so daf3 S7T' nicht abgeschlossen ist.



KAPITEL 6

Der Satz von Hahn—Banach

6.1. DEFINITION. Sei E ein R—Vektorraum. Eine Abbildung p : F — R heifit subli-
neares Funktional, falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(a) Ve e EYO< A e R: p(Ax) = Ap(x).
(b) Vz,y e E: p(z+y) < p(r) + py).

Insbesondere sind also alle reellwertigen R-linearen Funktionale und alle Halbnormen
sublineare Funktionale.

6.2. LEMMA. Sei E ein R-Vektorraum und p : E — R ein sublineares Funktional auf
E. Sei F ein Untervektorraum, xo € E\ F und f : F — R linear mit f(x) < p(x) fir
alle x € F, so gibt es ein lineares Funktional fo : Fy := LH{zo} U F) — R mit

fo<paufFy und folr=f.
BeEwEIs. Fiir alle z,y € F gilt:

f@) = fly) = fle—y) < ple—y) < ple+20) + p(—20 — y)
und daher
—p(—=z0 —y) — f(y) < p(z + x0) — f(2).
Hieraus folgt

Sup —p(=r0 —y) = f(y) < inf p(z +w0) — f(2).

Insbesondere existiert also ein v € R mit

(6.1) Ve,y € Foo —p(—zo —y) — f(y) <v < plx+20) — fl).

Wir definieren nun fy : Fy — R durch fo(z + Azg) := f(x) + Ay fir alle x € F, A € R.
Dann ist fy offensichtlich linear und erfiillt fo|r = f.

Wir zeigen noch fy < p auf Fj. Sei also u = x + Axg € Fy beliebig, x € F', A € R. Ist
A =0, so0ist u =x € F' und daher nach Voraussetzung fo(u) = f(u) < p(u). Ist A > 0, so
ersetzen wir in (6.1) = durch %a: und erhalten aus der rechten Ungleichung

1

3 < b5+ a0) = S50,

woraus nach Multiplikation mit A\ wegen der positiven Homogenitét von p und f folgt:

Jo(Azg) = Ay < p(x + Azo) — f(x) = p(u) — f(2)

folgt. Hieraus erhélt man durch Addition von f(z) wegen der Linearitdt von f

fo(u) = f(x) + My < p(u).

Im verbleibenden Fall A < 0 ersetzen wir in (6.1) in der linken Ungleichung y durch %x

und erhalten
1
—P(—xo - XI) - f(

55
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Durch Multiplikation mit A folgt wegen der positiven Homogenitéit von p und der Linea-
ritdt von f,

folAo) = Xy < (~N)p(=52 = 0) — f(z) < plu) — f(z).

Hieraus folgt wie im vorhergehenden Fall fy(u) = f(z) + Ay < p(u). Damit ist gezeigt,
daB fo(u) < p(u) fiir alle u € Fy erfiillt ist. O

6.3. SATZ VON HAHN (1927) UND BANACH (1929). Sei E ein R—Vektorraum, p :
E — R ein sublineares Funktional auf E und F' ein Untervektorraum von E. Ist f : FF — R
linear mit f < p auf F, so gibt es ein lineares Funktional f, : E — R mit

(6.2) fllp=f und f.<paufE.
BEWEIS. Sei
G ist Untervektorraum von £ mit F' C G,
F = (G, fG); . . . . _ .
fo : G — Rist linear mit fg|p = f und fo < p auf G

Wegen (F, f) € F ist F # (. Auf F ist eine teilweise Ordnung gegeben durch
(G, fe) < (H, fu) = G C H und fq = fulc.
Sei nun /C eine linear geordnete Teilmenge von F. Wir setzen

Go :== U G und firu e Gy:  fg,(u) = fo(u) falls uw € G und (G, fg) € K.
(foG)GIC

Da K linear geordnet ist, ist G ein Untervektorraum und f, wohldefiniert. Man rechnet
weiter nach, daf§ fq, linear ist und fq,|G = fq fir alle (G, fg) € K gilt. Wegen fo < p auf
G fir alle (G, fo) € F gilt auch fg, < p auf Go. Damit ist gezeigt: Jede linear geordnete
Teilmenge IC von F besitzt eine obere Schranke in F. Nach dem Lemma von Zorn gibt
es also wenigstens ein maximales Element (H, fy) in F.

Ist H # E, so gibt es ein g € F \ H und damit nach Lemma [6.2 ein lineares
Funktional fy, : Hy := LH{zo} U H) — R mit fy,|g = fu und fg, < p auf Hy. Dann
ist aber (Hy, fn,) ein echt grofieres Element aus F im Widerspruch zur maximalen Wahl
von (Hy, fu,). Daher mufl Hy = E gelten und f, := fp, erfiillt (6.2). O

6.4. BEISPIEL. Es gibt ein lineares Funktional LIM: (>*°(N,R) — R auf dem Raum
(>°(N,R) der beschréinkten Folgen mit Werten in R mit
(6.3) liminf z,, < LIM(z) < limsup x,,
fir alle © = (z,)72, € ¢*°(N,R). Insbesondere gilt LIM(x) = lim,_., z, fiir alle konver-
genten Folgen x = (z,)5° .

Beweis. Fir z = (2,)22, € (*°(N,R) definieren wir p(x) := limsup,,_,. z,. Man
rechnet unmittelbar nach, dafl p ein sublineares Funktional auf ¢*°(N,R) ist (welches
tibrigens weder linear noch eine Halbnorm ist). Der Raum ¢(N,R) der konvergenten re-
ellwertigen Folgen ist ein Untervektorraum auf dem durch f(z) := lim, . z, fiir alle
r = (2,)0%, € ¢(N,R) ein lineares Funktional f : ¢(N,R) — R mit f = p auf ¢(N,R)
definiert ist. Nach dem Satz 6.3/ von Hahn—Banach gibt es also ein lineares Funktio-
nal LIM: (*(N,R) — R, welches f auf ganz (>*°(N,R) fortsetzt und die rechte Unglei-
chung in (6.3) erfiillt. Zum Beweis der linken Ungleichung beachten wir, daf} fiir alle
r = (2,)52, € (N, R) gilt

—LIM(z) = LIM(—z) < p(—z) = limsup(—z,) = — liminf z, ,

n—00 n—00

woraus die linke Ungleichung in (6.3) durch Multiplikation mit —1 folgt. O
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Spéter, in Satz 6.8, werden wir sehen, dafl man LIM sogar so finden kann, dal noch
einige zusétzliche Eigenschaften erfiillt sind.

6.5. SATZ VON HAHN-BANACH FUR REELLE UND KOMPLEXE VEKTORRAUME. Sei
E ein K-Vektorraum (K =R oder K = C) und seip: E — [0,00) eine Halbnorm auf E.
Ist ' eine Untervektorraum von E und f : F' — K ein K-lineares Funktional auf F' mait
|f(2)| < p(z) fir alle x € F, so gibt es ein K-lineares Funktional fo : E — K auf E mit
fo(@)| < plx) fiir alle @ € E und folr = f.

BEWEIS. (a) Wir fithren den Beweis zunéchst fiir den Fall K = R. Nach Voraussetzung

gilt auf F: f < |f| < p. Nach dem Satz 6.3 von Hahn—Banach gibt es also ein lineares
Funktional fy : F — R mit fo|r = f und fy < p auf ganz E. Da dann auch

—fo(z) = fo(—2) < p(—z) = p(x)

fir alle x € F gelten muB, folgt |fo| < p auf E.

(b) Fall K = C (Bohnenblust und Sobcyk): Da R ein Teilkorper von C ist, ist jeder
C—Vektorraum insbesondere auch ein R-Vektorraum. Ist nun f : FF — C C-linear mit
|f| < pauf F, so sind die Funktionale

fi==Ref, x— Ref(r)
fo=Tmf, > Tm f(z)
reell linear und erfiillen |f;| < |f| < p auf F fir j = 1,2. Nach (a) gibt es also ein
reell lineares Funktional g; : £ — R mit |¢;] < p auf £ und ¢;|r = Re f. Wir setzen
g2(x) := —gi(ix) fiir alle z € E und definieren fy : E — C durch
fo(x) == g1(z) + iga(z) = g1(x) —igi(ix) fiir alle xz € E.
Za zeigen ist nun:

(i) fo ist komplex linear.
(i) [fol < p auf E.
(ili) folr = f.
Zu (i): Da g; und g reell linear sind, ist fj reell linear. Sei nun z € E und A = a+if €
C beliebig mit «, § € R. Dann gilt

fo(Ar) = gi(ax + ifx) —igi(iax — fr) = agi(z) + Bg1(ix) — iagi(iz) + iBg () =
= Ag1(z) —idg1(iz) = A fo(x)
Also ist fy komplex linear.
Zu (ii) Sei z € E beliebig. Dann gibt es ein ¢ € [0, 27) mit fo(z) = €| fo(z)|. Es folgt:
|fo(z)| = e fo(x) = fole ™z) = Re fole ¥x) = gi(e ¥x) < p(e ¥x) = p(x)
und damit (ii).
Zu (iii): Nach Konstruktion ist g;|r = Re f. Nun gilt fiir alle x € F:
g1(iz) +ig1(z) = Re f(iz) + i Im f(iz) = f(ix) = if(z) = iRe f(z) — Im f(ix) =
= igi(z) — Im f(z),
d.h. es gilt Im f(z) = —g;(ix). Damit folgt fiir alle z € F: fo(x) = g1(z) — ig1(ix) =
Re f(xz) +ilm f(x) = f(z). O

6.6. LEMMA. Sei F' ein abgeschlossener Untervektorraum eines normierten Raums E.
Ist Fy ein weiterer Untervektorraum von E mit F' C Fy und dimFy/F < oo, so ist auch
Fy abgeschlossen.
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BEWEIS. Fy/F ist als endlich dimensionaler Unterraum des nach Lemma 1.20 nor-
mierten Raums F/F nach 1.17 abgeschlossen in E/F'. Da der kanonische Epimorphismus
7 : F — E/F nach Lemma 1.20 stetig ist, ist auch Fy = 7 !(F,/F) abgeschlossen in
E. U

6.7. FOLGERUNGEN. Sei (E, || - ||) ein normierter K-Vektorraum.

(a) Ist F' ein Untervektorraum von E und f : F' — K ein stetiges lineares Funktional
auf F', so gibt es ein stetiges lineares Funktional fo: E — K auf E mit fo|lp = f
und | folliw = |1/l

(b) Ist F' ein abgeschlossener Untervektorraum von E und xo € E'\ F, so gibt es ein
fo € E' mit || foller =1, folr =0 und fo(xg) = infrep ||zg — x|

(¢) Zu jedem xoy € E mit ||zo|| = 1 gibt es ein fo € E' mit ||follgr =1 = fo(xo).

BEWEIS. (a) p: E — [0,00) mit p(x) := || f||#||x| fiir alle € E ist eine Halbnorm
auf F mit |f| < p auf F. Nach der Variante [6.5 des Satzes von Hahn—Banach gibt es also
ein lineares Funktional fo : B — K mit fo|r = f und |fo(z)| < p(x) = || f]|#||x| fir alle
x € E. Insbesondere ist fy stetig und ||follzr < [|fl|r. Wegen ||f|lr < || folle folgt die
Behauptung.

(b) Wir setzen Fy :=LH(F U{zo}). Da F' ein abgeschlossener Untervektorraum von F
ist, ist Fy nach Lemma 6.6 abgeschlossen und es ist d := dist(zq, F') = inf e ||xo—x| > 0.
Durch f(x 4+ Axg) := Ad fiir alle x € F, A\ € K ist ein lineares Funktional f : [y — K
gegeben mit f|r = 0 und

_ )l _ |f(z + Amo)| Ald
I fllm = sup = sup = sup =
ozyer |Vl 0 eKzer  ||T + Azl 0K zeF || 4+ Azo|
1
=d sup sup ———— =d sup - =1.
0£AeK e F |32 + To| o£aek Infyep [|u + x|

Nach Teil (a) gibt es also ein fy € E' mit || fol|zr = 1 und fo|r, = f. Dieses stetige lineare
Funktional hat die gewiinschten Eigenschaften.
(c) erhdlt man aus (b) in dem Spezialfall F' = {0}. O

Als Anwendung beweisen wir die schon angekiindigte Verscharfung von 6.4:

6.8. SATZ (Banach—Grenzwerte). Es gibt ein lineares Funktional L auf (> (N,C) so
dafS gilt:

(a) L(1) =1, wobei 1 die konstante Folge (1)2°, bezeichne.

(b) L(z) > 0 fir alle x = (x,)5, € {>°(N,C) mit x,, reell und x,, > 0 fir alle n € N.

(c) Mit Sz := (xp41)22, fir alle x € (*°(N,C) gilt L(Sz) = L(z) fir alle v €

>(N,C).

(d) L ist stetig mit ||L|| = 1.
Funktionale mit den Eigenschaften (a)-(c) heiffen auch Banach-Grenzwerte. Sie haben
zusdtzlich folgende Figenschaften:

(e) Fiir alle x = (2,), € (>°(N,C) gilt

|L(z)| < limsup |z, .

(f) Fiir alle reellwertigen Folgen x© = (x,)2, € (> (N,R) gilt

liminfx, < L(z) <limsupz, .

n—oo n—oo

(g) Fiir alle konvergenten Folgen x = (x,)22, € {*(N,C) gilt L(z) = limy, o0 T

n=1
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BEWEIS. Sei ' := ran(l —.5). Dies ist ein abgeschlossener Untervektorraum von
(>°(N,C). Wegen 0 € F ist dist(1, F') < 1. Wir zeigen zunéchst:
(i) dist(1, F') = 1.
Zum Beweis gehen wir indirekt vor und nehmen an, es ist dist(1, /') < ¢ < 1. Dann
gibt es eine Folge = = (z,)52, € (*°(N,C) mit
sup |z, — x,11 — 1| < c.
neN
Es folgt mit ¢, := 2, — 2,01 — 1

n
X1 — Tpyt :n—l—zgk fur alle n € N.
k=1
Wegen |e;| < ¢ fir alle £ € N erhalten wir:
|z1 — 21| > n—nc— oo firn — oo

im Widerspruch zur Beschrianktheit der Folge z = (z,)% ;. Also mufl doch (i) gelten.

(ii) Wir fassen (*(N,C) als R-Vektorraum auf und F' als R-Untervektorraum von
¢>°(N, C). Nach Folgerung 6.7 (b) gibt es ein R-lineares Funktional Lg : /*(N,C) — R
mit || Lg|| = 1, Lg|r = 0 und Lg(1) = dist(1, F) = 1. Fiir alle x = (2,,)>2,; € {*(N,C)
definieren wir reellwertige Folgen Re(z) := (Re(z,))2,, Im(x) := (Im(x,,))5 . Hiermit
ist © = Re(x) + ¢Im(z). Durch direktes Nachrechnen sieht man, daf§ durch L(z) :=
Lg(Re(x)) + iLg(Im(z)) ein C-lineares Funktional L : (N, C) — C definiert ist. Nach
Konstruktion erfiillt L die Bedingung (a) und wegen Re(x — Sz) = (1 — 5) Re(z), Im(z —
Sz) = (1 —.8)Im(x)) fiir alle z € (*°(N,C) und Lg|ran—s) = 0 auch (c).

(iii) Wir zeigen nun ||L|| = 1: Sei hierzu z = (2,,)52, € (*°(N, C) beliebig mit ||z|o <
1. Sei p € R mit |L(z)| = e L(x). Wegen der Linearitit von L und ||Lg|| = 1 folgt

|L(z)] = L(e"z) = Re(L(e"?7)) = Lr(Re(e")) < || Re(e"?7) o0 < [|2floc < 1.

Also ist L stetig mit ||L|| < 1. Wegen L(1) =1 = ||1]|» folgt ||L|| = 1.
(iv) Sei nun & = ()52, € (N, R) mit x,, > 0 fiir allen € N. Es folgt 0 < z,, < ||2]|

fiir alle n € N und hieraus ||z — ||2|ls1]| < 3z[lco. Wegen (a) und [|Z|| = 1 = L(1)
ergibt sich

1 1 1
|1L(2) = 5 ll2llec] = Lz = Szl )] < 5]l

und hieraus (wegen L(z) = Lg(x) € R):
1 1 1
Nl < L)~ glelle < 3ol
d.h. 0 < L(z) < ||z]|co. Damit ist (b) gezeigt.
(v) Zu (e): Sei z = (x,)52, € {>°(N,C) und £ > 0 beliebig und « := limsup,,cy |Zx|.
Dann gibt es ein ng € N, so daB fiir alle n > ng gilt: |z,| < « + . Insbesondere folgt
157 (2) oo = SUpgens ko] < @ + . s folgt wegen (c):

| L(z)| = [L(S™ ()] < |5™(2)]lc S +e.
Da dies fiir alle € > 0 gilt, erhalten wir (e).

(vi) Zu (f): Sei x = (z,)22, € (*°(N,R) beliebig. Mit o := liminf, .z, und § :=
lim sup,,_, . =, gilt

1 _
lim sup |z,, — §(a+ﬁ)| < g ) a
Nach (e) und (a) erhalten wir
a+ 3 a+p 0 —«
L)~ T = e - Py < 22
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Wegen L(z) € R folgt hieraus

B-a §L(x)—a+ﬁ < ﬁ—a’
2 2 2
woraus sich (f) ergibt.
(vii) Zu (g): Sei nun = = (z,)5, eine in C konvergente Folge. Dann sind die Folgen

Re(z) und Im(z) konvergente reellwertige Folgen. Nach (f) gilt also L(z) = L(Re(z)) +
iL(Im(x)) = lim,, o Re(x,) + ¢ lim,, o Im(z,) = lim, o0 2. O

Eine stetige lineare Abbildung P : £ — FE von einem normierten K-Vektorraum
(E,|| - ||) in sich heifit stetige Projektion, falls P? = P gilt und ein Unterraum F von
(E, | - ||) heiBt stetig projiziert, falls es eine stetige Projektion P € L(FE) mit ran P = F
gibt. Wegen F' = ker1 — P ist F' dann insbeondere abgeschlossen. Nach dem Projek-
tionssatz ist jeder abgeschlossene Unterraum eines Hilbertraums stetig projiziert (sogar
mit einer orthogonalen Projektion). In Banachridumen, die nicht topologisch isomorph zu
einem Hilbertraum sind, ist dies im Allgemeinen nicht mehr richtig. Mit Hilfe des Fort-
setzungssatzes von Hahn und Banach kann man jedoch zeigen, daf§ endlich dimensionale
Untervektorraume und abgeschlossenen Untervektorraume von endlicher Kodimension ei-
nes normierten Raums stets stetig projiziert sind. Zunéchst zeigen wir ein Lemma von

Auerbach:

6.9. LEMMA (von Auerbach). Sei (F,||-||) ein normierter Raum mit dim F' = n < oco.
Dann gibt es x1,...,2, € F und oy,..., 2, € F' mit |lz;|| = |[2}]| = (z;) = 1 fir
j=1,...,nundz(ry) = 0 fir alle j,k € {1,...,n} mit j # k. Insbesondere ist xy, ..., Ty,

eine Basis von F.

BEWEIS. Sei e, ...,e, eine Basis von F'. Dann hat jedes Element x € F' eine eindeu-
tige Darstellung der Form
n
T = Z a;(z)e;
j=1

mit ay(x),. .., a,(z) € K. Die durch
V(ug, ..., uy,) = det(aj(ug))jr=1,.n (ug,...,u, € F)

definierte Abbildung V' : F" — K ist dann eine stetige, alternierende Multilinearform
auf F". Wegen der Kompaktheit von (0Bp)" gibt es x1,...,2, € F mit |z;|| = 1 fur
j=1,...,n und mit

V(zy,...,z,) = ma Vi(ug, ..., uy)l
( b ’ n) Ul,...,un?aBF ’ ( b ’ n)’
Fiir j = 1,...,n definieren wir nun stetige lineare Funktionale z’; : I’ — K durch
:L',(:)j) — V(I‘l, e ,l'j_l, ZL’,[L’j_H, P ,ZL‘n)
J V(zy,...,x,)
Direkte Rechnung zeigt nun, da zi,...,z,, z},...,2), die gewiinschten Eigenschaften
besitzen. U

Wir zeigen nun die angekiindigten Projektionsaussagen:

6.10. SATZ. Sei (E, || -||) ein normierter K-Vektorraum und n € N.

(a) Ist F' ein Untervektorraum der Dimension n von E, so gibt es eine Projektion
P e L(E) mitran P = F und ||P]| < n.

(b) Ist F' ein abgeschlossener Untervektorraum der Kodimension n von E und ist
e > 0 beliebig, so gibt es eine Projektion P € L(E) mit ran P = F und ||P|| <
n+1+e.
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BeEWEIS. (a) Nach dem Auerbachlemma gibt es xq,...,2, € F, 2},..., 2, € F' mit
|25l = [|7}]] = 2)(z;) = 1 fiir j = 1,...,n und 2%(z)) = 0 fiir alle j,k € {1,...,n} mit
j # k. Nach dem Satz von Hahn-Banach (in der Form von Folgerung 6.7 (a)) gibt es
Yy, - Yp € B mit yi|p = 2% und ||yj||e = |2} =1, j =1,...,n. Durch

=Yy (veB)

ist also eine stetige lineare Abbildung mit Bild in F' auf F definiert. Wegen
[Pyl < Z ly; (@)l < Z 5l ]l - ;]| = nll]

ist |P|| <n.IstxeF beheblg, so hat x eine eindeutige Darstellung der Form
x:Zakxk mit aq,...,q, € K.

Es folgt
T) = Zy;(x) ozkyj x)T Z ()5 = Zaka = 1.
j=1 j=1 k=1 j=1 k=1 k=1
Insbesondere folgt also P? = P und ran P = F.

(b) Wegen dim E//F = n < oo gibt es nach dem Auerbachlemma Punkte i, ... &, €
E/F und stetige lineare Funktionale &,...,&, € (E/F) mit [|§l|g/r = |5l (z/ry = 1
und (&) = ;. fiir alle j,k € {1,...,n}. Bezeichnet 7 : £ — E/F den kanonischen
Epimorphismus, so ist 2 := & om € E' mit ||2}]| g < [|€}]|(z/py 7] =1 fir j =1,...,n
Nach Definition der Norm im Quotientenraum gilt

L=1&lep =t el (G=1....n).
TES;

Insbesondere gibt es also zu € > 0 Elemente x; € £ mit 7(x;) = & und |lz;]| < 1+ £
fiir j = 1,...,n. Wegen 2(z1) = &}(§) = d; fiir alle j,k € {1,...,n} sind die Vektoren
Z1,...,%, linear unabhédngig und der von diesen Vektoren erzeugte Untervektorraum Fj
hat die Dimension n.

Wir definieren nun fiir alle x € E:

Qr:=x — Zxﬁc(l’)xk, Pr:=(1-Q)x = Zxﬁc(x)xk
k=1 k=1

Wie im Beweis zu (a) sieht man P (und damit auch @ = 1 — P ist eine stetige Projektion
mit ker () = ran P = Fy Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir alle x € E:

QG r<uxu+2\xk Nlaell < flall - (1+n(14+5)) < (n+1+€)al

und somit [|Q[ < n+1+e Wegen F' =kerm C keray, j = 1,...,n, gilt Q(z) = = fiir
alle z € F' und daher F' C ran (). Da F von der Kodimension n in F ist und ker Q = Fj
die Dimension n hat, mufl F' = ran () gelten. O

6.11. TRENNUNGSSATZ VON HAHN-BANACH. Sei (E, ||-||) ein normierter K—Vektor-
raum und seien A, B zwei disjunkte, konvexe, nicht leere Teilmengen von E.
(a) Ist A offen, so gibt es ein f € E' und ein v € R mit

Vaec A,be B:  Ref(a) <y <Ref(b).
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(b) Ist A kompakt und B abgeschlossen, so gibt es f € E', v € R und € > 0 mit
Vae A,be B: Ref(a) <vy—e<vy<Ref(b).

BEWEIS. (i) Sei zunéchst K = R vorausgesetzt.
(a) Seien ag € A und by € B fest gewdhlt. Mit zq := by — ag gilt: C := zo+ A — B ist
eine offene, konvexe Nullumgebung in E. Wir definieren p : E — [0, 00) durch

p(z) :=1inf{p > 0; z € pC}.

Man rechnet nach, da§ p sublinear ist. Wegen AN B = () ist o ¢ C und daher p(zy) > 1.
Wir setzen F' := LH{x¢} und definieren ein lineares Funktional fy : F' — R durch
fo(Azg) := A fiir alle Axg € F, A € R. Es folgt:

VA€ [0,00):  folAzg) =X < Ap(wo) = p(Axo),
YA€ (—00,0):  fo(Azg) =X < 0 < p(Azo)

und damit fo(x) < p(z) auf F. Nach dem Satz [6.3 von Hahn-Banach gibt es also ein
lineares Funktional f : F — R mit f|r = fo und f < p auf E. Insbesondere ist f < 1 auf
C und daher

-1 < f aut —C.

Fir alle z € V := C N (=C) ist also |f(x)] < 1. Da V eine konvexe Nullumgebung ist,
folgt f € E’. Ferner gilt fiir alle a € A,b € B:

fla) = f(b)+1=fla—b+wxo) <pla—0b+m) <1,
daa—b+xy € C und C offen ist. Also gilt
Vae A,be B:  f(a) < f(b).

Insbesondere ist f nicht konstant, also f(E) = R. Wir setzen nun v := sup,c, f(a) .
Wire v € f(A), also v = f(a) fiir ein a € A, so gibe es, da A offen ist, ein § > 0 mit
(1 +£6)a € A und es wiirde folgen (1 +0)y = (1 £6)f(a) € f(A) im Widerspruch zur
Definition von 7. Also ist v ¢ f(A) und es folgt

Vae A,be B: Ref(a) <y <Ref(b).

(b) Da A kompakt und B abgeschlossen ist mit AN B = (), ist dist(A, B) > 0. es gibt
also ein ¢ > 0 mit dist(A4, B) > 0. Es folgt daher (A -+ Us(0)) N B = (. Da A+ Us(0) offen
und konvex ist, gibt es nach (a) ein f € £’ und ein vy, > 0 mit

Va € A+ Us(0),b€ B: Ref(a) <~y <Ref(b).

Da f stetig ist, ist f(A) eine kompakte Teilmenge von (—o0,7;). Es gibt also ein 1 > 0
mit f(a) <y —ep. Mit v:=7; —e1/2 und € := £1/2 folgt die Behauptung.

(ii) Sei nun K = C. Indem man F zunichst als R-Vektorraum auffaft, findet man
gemdf (i) ein stetiges, reell-lineares Funktional f; : £ — R mit den gewiinschten Eigen-
schaften. Sodann definiert man fiir alle z € E: f(z) := fi(x) — i f1(iz) und rechnet nach,
dafl f komplex—linear ist. Es folgt f € E’ und f hat wegen Re f = f; die gewiinschten
Eigenschaften. O
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 6.
6.1. AUFGABE. (a) Zeigen Sie, daf in jedem normierten Raum X gilt:

lz]| = sup{[e(2)]; v € X', [lo] < 1}
(b) Ist X ein normierter Raum und U ein Untervektorraum, so sind dquivalent:
(i) U liegt dicht in X.
(i) Falls ¢ € X" und ¢|y = 0, so gilt ¢ = 0.
6.2. AUFGABE. Sei X ein Banachraum und M ein Unterraum von X. Der Annihilator
M~ von M ist definiert als
M+ :={pe X'; p(xr)=0firaler e M} C X'.
Sei nun M ein abgeschlossener Unterraum von X. Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung
s: M — X'/M*, s() ==+ M+,
mit einer Hahn-Banach Fortsetzung ¢ von ¢ auf X, ist ein isometrischer Iso-
morphismus von M’ auf X’/M~+, wenn X’/M~* mit der Quotientennorm versehen
ist.
(b) Sei m: X — X/M die Quotientenabbildung. Dann ist die Abbildung
t:(X/M) — M*,  t(p):=gpom
ein isometrischer Isomorphismus von (X/M)" auf M=,

6.3. AUFGABE. Sei X ein normierter Raum. Mit X" bezeichnet man den Dualraum
von X', er wird Bidual von X genannt.

(a) Zeigen Sie, daf8 die Abbildung

i X = X" (i(@)(p) = ()
eine lineare [sometrie ist.
Die Abbildung ¢ ist i.a. nicht surjektiv. Ein Banachraum heif3t refieziv, falls die Abbildung
¢ surjektiv ist.
(b) Zeigen Sie, dafl abgeschlossene Unterrdume reflexiver Réume wieder reflexiv sind.
6.4. AUFGABE. (a) Zeigen Sie: Jeder Banachraum kann isometrisch in
(1) == {(@i)ier; ©: € C, |[(2i)ierlloo = sup || < oo}
1€
eingebettet werden fiir eine geeignete Indexmenge 1.
(b) Jeder separable Banachraum kann isometrisch in ¢*°(N) eingebettet werden.

6.5. AUFGABE. Zeigen Sie: Jeder Banachraum E ist Quotient eines ¢*(I)-Raumes nach
einem abgeschlossenen Unterraum.
Hinweis: Wéhlen Sie I = {z € E : ||z| < 1}.



KAPITEL 7

Banachalgebren: Erste Eigenschaften

Weiterhin sei stets K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen.

7.1. DEFINITION. Sei fR eine Algebra iiber K. Wir nennen R eine normierte K-Algebra,
falls auf 2R eine Norm || - || gegeben ist, so dal (R, ]| - ||) ein normierter K—Vektorraum
ist und so daB || - || submultiplikativ ist, d.h.

Va,b e R |ab]| < la] - [bl] .
Eine vollstédndige normierte K—Algebra nennen wir auch eine Banachalgebra.

Beispiele von Banachalgebren sind uns schon mehrfach im Rahmen dieser Vorlesung
begegnet. Wir wollen uns nun systematischer mit der Theorie der Banachalgebren beschéf-
tigen.

7.2. SATZ. Sei R eine K-Algebra, die mit einer Norm || - || versehen sei, so dafs gilt:

(i) (R, || - |lm) ist ein Banachraum.
(ii) Fir alle x € R sind die linearen Abbildungen

L(z) R— R, y+— zy und
R(z) R — R, yw— yx stetig.

Dann gibt es eine zu || - || dquivalente Norm || - || auf R mit den folgenden Eigenschaften:
(a) Ve,y e R eyl < |zl - |lyll, d-h. (R, || - ||) ist eine Banachalgebra.
(b) Besitzt R ein Einselement 1, so kann || - || zusdtzlich so gewdhlt werden, dafs
11| =1 gilt.
BEWEIS. Wir betrachten den Banachraum
R, |- [l:) falls R ein Einselement 1 besitzt,

(B [[[p) == q R&K-1|-[[g) sonst,

wobei ||a + k- 1]|g := ||a||lw + |k| fir alle a € R,k € K.
Die Abbildung L : R — L(E) mit L(z)(a+ k- 1) := za + kz fiir alle z,a € R, k € K ist
ein Monomorphismus (wegen L(z) =0 = 0= L(x)(1) = z) mit L(1) = idg falls R ein
Einselement besitzt. Nach Definition der Operatornorm in £(F) gilt fiir alle z € fR:

T
2 e = sup WLl 2 o1l = o1
ueByp [aipa 1]
Damit folgt
(7.1) VeeR: |zlln <[z L) -
Durch [jz|| := ||L(x)||zg) fir alle z € R ist also eine submultiplikative Norm auf SR

gegeben. Besitzt R ein Einselement 1, so gilt wegen L(1) = idg: ||1]| = ||L(1)|zx) = 1.
Wir zeigen, dafl ran L = L(R) vollstéandig ist. Sei also (L(z,))s>, eine beliebige
Cauchyfolge in L(R). Wegen der Vollsténdigkeit von L(FE) folgt L(z,) — T beziiglich
| - llzep) filr ein T € L£(F). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N, so daf fiir alle
n,m > ng gilt:
[0 = llon < I12(0) = Lwm) ey - 1115 < e,
64
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wobei die linke Ungleichung aus (7.1) folgt. Die Folge (z,,)%°, ist also eine Cauchyfolge in
M und konvergiert daher (wegen der Vollstandigkeit von SR) gegen ein = € R beziiglich
|- |l Firallea+ k-1 € E, a € R,k €K, gilt dann bei n — oo:

L(z,)(a+k-1) = z,a+ kx, = R(a)z, + kx,, — R(a)r + kx =za+ ke = L(z)(a+ k- 1),
da R(a) : B — R nach Voraussetzung stetig ist. Wegen L(z,)(a +k-1) —» T(a+ k- 1)
fiir n — oo, folgt T'= L(x) € L(R). Damit ist die Vollstindigkeit von L(*R) gezeigt.

Die Abbildung L : ;R — L(fR) ist also ein Algebrenisomorphismus von der Algebra R
auf die Banachalgebra (L(R), || - ||z |L@y). Da die Umkehrabbildung L~* : L(R) — R
nach (7.1) stetig ist und R, L(9R) Banachraume sind, folgt nach dem Satz von der inversen
Abbildung auch die Stetigkeit von L : R — L(R). Es gibt also Konstanten ¢, C' > 0 mit

VeeR: dlafn <L)l =[] < Cllz)ln-

Die Normen || - ||« und || - || sind also dquivalente Normen auf fR. O
7.3. FOLGERUNG. Zu jeder Banachalgebra (R, || - ||:) mit Finselement 1 gibt es eine
zur Ausgangsnorm dquivalente submultiplikative Norm || - || auf R mat ||1|| = 1.

Einige Autoren wie z.B. Neumark, Rudin und andere verlangen von einer Banachalge-
bra, daB sie (a) und (b) in Satz[7.2lerfiillt. Andere wie z.B. Zelasko nennen eine K-Algebra
schon dann eine Banachalgebra, wenn sie den Voraussetzungen zu Satz 7.2 geniigt. Da
man durch Ubergang zu einer #quivalenten Norm stets erreichen kann, daf (a) und (b)
in Satz 7.2] erfiillt sind, schlieBe ich mich den erstgenannten Autoren an.

7.4. LEMMA. Sei R eine normierte K-Algebra und sei A eine Unteralgebra von R.
Dann gilt:

(a) A ist eine Unteralgebra von R.

(b) Ist A kommutativ, so auch 2.

(c) Ist A eine mazimale kommutative Unteralgebra, so ist 2 schon abgeschlossen.

Dies rechnet man unmittelbar nach.

7.5. LEMMA. Sei R eine normierte K-Algebra und sei ) # S C R. Dann sind die
Kommutantenalgebra 8" = {x € R;VYa € S : ar = za}, die Bikommutantenalgebra
S":=(8") und das Zentrum Z(R) := R abgeschlossene Unteralgebren von fR.

BEWEIS. Ist 7 € &, so gibt es eine Folge (,,)%, in &’ mit x,, — x fiir n — co. Wegen
der Stetigkeit der Multiplikation folgt dann fiir alle a € S:
ra —azx = lim (r,a —ax,) =0, dh zeS.

n—oQ

S’ ist also abgeschlossen in R. Wegen §” = (§’) und Z(R) = MR’ sind dann auch §” und
Z(R) abgeschlossen in fR. O

Falls nicht anders vermerkt sei im folgenden stets R eine Banachalgebra mit Eins-
element 1 und ||1]] = 1. G = G(R) sei die Menge der invertierbaren Elemente von R,
G; = Gi(R) die Menge der linksinvertierbaren Elemente und G, = G,(R) die Menge der
rechtsinvertierbaren Elemente von R. Offensichtlich gilt G = G; N G, und G ist mit der
Multiplikation als Verkniipfung eine Gruppe.

7.6. LEMMA. Esist U :={x € R; ||l — z| < 1} C G und die Abbildung u — u™" von
U nach *R ist stetig in 1.
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BEWEIS. Wir setzen (1 — x)? := 1 und definieren fiir beliebiges = € U:

o)

Y= Z(l —z)".

n=0

Wegen

ist die Reihe absolut konvergent in ER, d.h. es ist y € R. Ferner folgt wegen der Stetigkeit
der Multiplikation in fR:

(7.2) y:1+2(1—:c)”:1+(Z(l—x)")(l—:c)zl—i-y(l—x)

n=1 n=0

und damit yz = 1. Ebenso zeigt man xy = 1. Also ist  invertierbar und 2! = y.
Zu zeigen ist noch die Stetigkeit der Inversion in 1: Sei also £ > 0 beliebig vorgegeben.
Wiihle 6 := min{1/2,¢/2}. Dann folgt nach (7.2) fiir alle z € R mit |1 — z|| < J:

i 1—ax)"
n=1

lo=" — 1] =

oo sl _l1-a|
<Z||1—a:|r* E <t

7.7. SATZ. Sei (R, || - ||) eine Banachalgebra mit Einselement 1.
(a) G, G, und G, sind offene Teilmengen von R.

(b) Die Inversion x — x~ ' ist eine stetige Abbildung von G auf sich.

BEWEIS. (a) Sei zg € G| beliebig. Dann gibt es ein y € R mit yzo = 1. Fiir alle z € R
mit ||z — xo|| < ||y[|~! gilt dann

lyz — 1| = lly(z = 2o) | < [lyll - lz — =0 < 1.

Nach Lemma [7.6] ist yx also invertierbar. Mit u := (yx) 'y gilt also uz = 1. Also ist G,
offen. Analog zeigt man, dafl auch G, offen ist und somit auch G = G; N G,..

(b)Wir miissen zeigen, daf die Abbildung z — z~! in allen 2y € G stetig ist. Sei also
7o € G beliebig. Die Abbildung f : G — G mit f(z) := x, ' x ist auf G stetig und es ist
f(zo) = 1. Die Abbildung g : G — G mit g(y) = y~! ist nach Lemma [7.6/in 1 = f(x)
stetig. Schlielich ist noch die Abbildung h : G — G mit h(u) := uzy' auf G stetig.
Wegen 27! = (27 ag)zyt = (zg ' w) oyt = h(g(f(x))) ist z +— 27! stetig in zo. O

7.8. LEMMA. Sei (R, || -||) eine Banachalgebra mit Einselement 1. Die Abschlieffung
T eines echten Links- bzw. Rechts- bzw. zweiseitigen Ideals T in R ist wieder ein echtes
Links- bzw. Rechts- bzw. zweiseitiges Ideal in R. Jedes mazrimale Links- bzw. Rechts- bzw.
zweiseitige Ideal in R ist abgeschlossen. Insbesondere ist also das Radikal rad(R) nach
Satz0.10 ebenfalls abgeschlossen.

BEWEIS. Sei also Z ein echtes Linksideal in 2. Nach Lemma 0.5 gilt dann 7 C R\ G.
Da G, nach Satz [7.7 offen ist, folgt 7 C R \ Gi. Insbesondere ist 7 # R. Die Idealei-
genschaften fiir Z rechnet man unmittelbar nach. Damit ist Z ein echtes Linksideal. Den

Beweis fiir Rechtsideale bzw. zweiseitige Ideale fithrt man analog. Der Zusatz ist dann
klar. U
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Sei nun ‘R eine Banachalgebra mit Einselement 1 iiber dem Korper C der komplexen
Zahlen. Fiir z € R und 2z € C schreiben wir auch z—x statt z-1—=z. Die Resolventenmenge
von x beziiglich R ist definiert als:

pm(z) :=={z € C; z — z ist in R invertierbar}.

Die Komplementirmenge ox(z) := C\ px(z) heifit das Spektrum von x beziiglich 2. Die
durch

R(z,z) = (2 —2)™' fiir alle 2z € px(z)
definierte R—wertige Funktion auf px(z) heifit die Resolvente von z beziiglich .

7.9. SATZ. Sei R eine komplexe Banachalgebra mit 1 und sei x € R. Dann gilt:

(a) Ist z € pw(z) und 6 := ||R(z,2)|| 7", so ist Us(z) C psw(x) und fiir alle w € C mit
|z —w| < hat man

(7.3) R(w,x) = Z(Z — w)"R(z, :L’)"H
(7.4) |R(w.2) — Bz 2)] < |z — w]— &2

1—[z—w|-[|R(z,2)||
Insbesondere ist ps(x) offen (und damit ox(z) abgeschlossen) und die Resolvente

ist auf pm(x) stetig.
(b) Fiir alle z,w € px(x) gilt die erste Resolventengleichung

R(z,x2) — R(w,x) = (w — 2)R(z, ) R(w, x) .
(c) Ist auch y € B und z € pw(x) N px:(y), so gill die zweite Resolventengleichung
(d) Esist ow(z) C {z € C; |z| < ||z||} und fir alle z € C mit |z| > ||z ist

o0

1 n
R(Z,ZL‘) - Z ZnJrlx ’
n=0
(e) Die Resolvente R(-,x) ist auf pw(x) komplex differenzierbar und es gilt fir alle
z € pw(x):
1
li R - R = —R(z,2)%
lim L (R(z,7) ~ R{w, 7)) = ~R(z2)

(f) om(x) ist kompakt und nicht leer.
1

Iz dist(z, om(x))

BEWEIS. (a) Sei also w € C mit |z — w| < |R(z,x)||~". Offensichtlich konvergiert die
Reihe auf der rechten Seite von (7.3) wegen |z — wl|||R(z,x)|| < 1 absolut und es gilt:

(g) Fiir alle z € pw(z) hat man die Abschitzung: ||R(z, z)

Z(z —w)"R(z, )" (w — x) =(w — 2) Z(z —w)"R(z,z)""!
=[(w — (z — ) Z w)"R(z,x)" !

:—Z "+1szn+1+22— )'R(z, z)"

n=0
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Also ist w — x invertierbar und es gilt (7.3). Ferner hat man die Abschétzung

[e.e]

Z(z —w)"R(z,z)" — R(z, )

n=0

[R(w, ) = R(z,2)| =

|z — w| - || R(z, x)|*
|2 = w|"|R(z, 2)["* =
; 1= [z —wl-[|R(z, )|

Also gilt (7.4).

(b) Multipliziert man die Gleichung (w — x) — (2 — ) = w — z von links mit R(z, x)
und von rechts mit R(w, z), so erhdlt man die Behauptung.

(c) Durch Multiplikation der Gleichung (z —y) — (z —x) =  —y von links mit R(z, )
und von rechts mit R(z,y) folgt (c).

(d) Fiir alle z € C mit |z| > ||z|| ist die Reihe "2 27" 2™ absolut konvergent und
es gilt

(Z z_"_lx”> (z—xz)=(2—x) Z 27t = Z 2 " Z ZT gt =

n=0 n=0 n=0 n=0

Also ist R(z,z) = (z —x) b =320 27" tam
(e) Wegen (b) und der Stetigkeit der Resolventenfunktion auf px(x) folgt

lim w(R(z,x) — R(w,x)) = —lluimz R(z,7)R(w,z) = —R(z,1)*.
Insbesondere ist dann fiir alle stetigen linearen Funtionale f : S8 — C die komplexwertige
Funktion f o R(-,z) : z — f(R(z,z)) auf der nach (a) offenen Menge pn(z) komplex
differenzierbar und damit holomorph.

(f) Wegen (a) und (d) ist on(x) kompakt.

Annahme: og(z) ist leer. Dann ist fiir alle stetigen, linearen Funktionale f : R — C
die Funktion f o R(-,z) : z — f(R(z,z)) eine ganze Funktion. Fiir |z| > ||z| folgt nach
(d):

[f(R(z,2)| < Il - IRz, )| < I|f|IZ||TnH+1 RE |”—f|\||xll

Nach dem Satz von Liouville ist also f o R(-,z) = 0. Nach der Folgerung 6.7(b) aus dem
Satz von Hahn-Banach (mit £ = R und F' = {0}) ist also R(z,2) = 0 im Widerspruch
zu (z —x)R(z,2) = 1 # 0. Also fiihrte die Annahme zu einem Widerspruch. ox(x) ist
daher nicht leer.

(g) Nach (a) enthélt ps(z) mit z auch die offene Kreisscheibe um z mit dem Radius
|R(z,z)||~'. Daher folgt dist(z, om(z)) > ||R(z, )|~ und hieraus (g). O

— 0 fiir 2| — 0.

7.10. SATZ (von Mazur und Gelfand). Ist R eine komplexe Banachalgebra mit Eins-
element 1 und ||1]| = 1, in der jedes von 0 verschiedene Element invertierbar ist, so ist R
schon isometrisch isomorph zu C.

BEWEIS. Sei x € R beliebig. Nach Voraussetzung ist z - 1 — x fiir alle z € C mit
z+-1—x # 0 invertierbar. Wegen () # ) (nach Satz 7.9 (f)) gibt es ein z, € ox(x). Fiir
dieses muf} z, - 1 —x = 0 und damit x = z, - 1 gelten. z, ist hierdurch eindeutig bestimmt.
Es folgt S8 = C-1 und die Abbildung z +— z-1 ist ein isometrischer Algebrenisomorphismus
von C auf fR. U
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 8.

7.1. AUFGABE. Zeigen Sie: Der Banachraum ¢!(Z) ist vermoge

[(Zn)nez * (Yn)nezlk = Z%yk—n (keZ)
neZ
eine kommutative Banachalgebra mit Eins.

7.2. AUFGABE. (a) Sei (A, ||-]|4) eine Banachalgebra und Z C A ein abgeschlosse-
nes zweiseitiges Ideal in A. Zeigen Sie: A/7 ist, versehen mit der Quotientennorm
|z + Z|| := infyez ||z + yl| 4, eine Banachalgebra.

(b) Zeigen Sie: Die Vervollstandigung einer normierten Algebra A ist eine Banachal-
gebra, die A als Unteralgebra enthélt.

7.3. AUFGABE. Sei A eine K-Algebra und sei Z G A ein zweiseitiges Ideal in A.
Zeigen Sie: Genau dann ist A/Z eine Algebra mit Einselement, in der jedes von Null
verschiedene Element invertierbar ist, wenn 7 sowohl maximales modulares Linksideal als
auch maximales modulares Rechtsideal ist.

7.4. AUFGABE. Untersuchen Sie in den folgenden Féllen, ob die Unterrdume Z, J und
KC der kommutativen Banachalgebra R abgeschlossene, maximale oder modulare Ideale
sind.

(a) R=Co(R) ={f € C’(R) | f(t) — 0 bei t — oo}, versehen mit der sup-Norm,
= {f € Go(R) | f(2006) = 0},
= {f € C*(R) | suppf ist kompakt},
IC {f € Co(R)|InsgVn >nys: f(n)=0}.
(b) R =Cy(R) :={f € C(R)| sup|f(t)| < oo}, versehen mit der Supremumsnorm,
teRr

T:={f € GR)] lim f(x) =0},

7.5. AUFGABE. (a) Zeigen Sie: Der Banachraum L'[0, 1] ist mit der Multiplikation

Fe@= [ 1Wala-ndy  seb
eine kommutative Banachalgebra.
(b) Sei 0 < av < 1. Zeigen Sie, dafl
T = {f € L'[0,1]; fljo,a] = 0 fast iiberall }

ein abgeschlossenes Ideal in L'[0, 1] ist, welches aus nilpotenten Elementen be-
steht.

7.6. AUFGABE. Es sei X ein Banachraum. Mit F(X) bezeichnen wir die Menge aller
Operatoren aus £(X) deren Bild von endlicher Dimension ist. Zeigen Sie:

(a) F(X) ist ein zweiseitiges Ideal in £(X).
(b) Ist {0} #Z C L(X) ein zweiseitiges Ideal, so gilt F(X) C Z.
(c¢) L(X) ist einfach genau dann, wenn dim X < co.
7.7. AUFGABE. Die Diskalgebra ist definiert als
A(D) := {f € C(D) : f|p ist holomorph}.
(a) Zeigen Sie, dafi durch
| Fllaw = sup{|f()| : = € T}
cine Norm auf A(D) gegeben ist und da8 A(D) damit eine Banachalgebra wird.
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(b) Sei fiir € € [0, 1]
R.1(0) :={z€C:e<|z| <1}
Zeigen Sie, dafl die Abbildung
R.: A(D) = C(Res(0) = Ceo f = flreso

eine isometrische Einbettung ist.
(c) Berechnen Sie o 4p)(id) und o¢,(id).



KAPITEL 8

Der Spektralradius

Falls nicht anders vermerkt sei (R, || - ||) in diesem Abschnitt stets eine normierte
Algebra iiber dem Korper der reellen oder komplexen Zahlen. Fiir x € R heifit

e n||l/n
r(a) = inf [la”|
der Spektralradius von x beziiglich (R, || - ||)-

8.1. SATZ. Fliir alle x € R gilt:
(a) r(x) = lim 2"V,

(b) r(z) < [lz]-

(c) Va e K: r(ax)=|alr(z).
(d) Vk e N:  r(z%) = r(x)k.

BEWEIS. (a) Sei ¢ > 0 beliebig und sei k& € N mit ||2*|'/* < r(z) + ¢. Jede natiirliche
Zahl n € N hat dann eine eindeutige Darstellung der Form

n = p(n)k+q(n) mit p(n),q(n) € No,q(n) < k.
Fiir n — oo folgt

M—A), Mﬁlunddamitwel.
n n n k

Hiermit erhélt man wegen der Submultiplikativitdt der Norm fiir n — oo:

r(z) < [la"H = e < PR gt e <
<l® Pl |10 — |2V < () + e

Es gibt also ein ng € N, so daf fiir alle n > ng gilt: 7(x) < |[|Jz”||'/" < 7(z) + . Damit
folgt die Behauptung.
(b) ist klar nach Definition von r(x).
(¢) Nach (a) hat man r(az) = lim,_ ||(az)”||V/" = lim, o || - ||2"]|*/™ = |a|r(z).
(d) Nach (a) gilt: r(2*) = lim, . ||2*"||V/" = lim,, oo (kanHl/k”)k =r(x)k. O

Das folgende Lemma beschreibt, wann fiir eine normierte Algebra SR in Satz 8.1 (b)
stets das Gleichheitszeichen steht.

8.2. LEMMA. Fiir eine normierte Algebra ‘R sind die beiden folgenden Aussagen dqui-
valent:

(a) Ve e R: r(x)=|z|.
(b) Ve e R: 22| = ||z

BeEweIs. Ist (a) erfiillt, so folgt nach Satz 8.1/ (d) fiir alle x € R:

2% = r(2?) = r(2)* = ||=]|*.
Gilt (b), so folgt durch vollstindige Induktion fiir alle z € R, n € N: ||22"|] = ||z||*" und
damit 7(x) = lim, e [|2"]|™ = lim, s [|22"]|?7" = lim, oo [|2]| = ||2]]. O

71
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Sei z.B. R := C(K) die Algebra der stetigen K—wertigen Funktionen auf einem kom-
pakten Hausdorffraum, versehen mit der sup-Norm || - ||x. Dann gilt fiir alle f € R:

1/ = I[f |l und somit r(f) = [|fx-

BEZEICHNUNG. Mit EN(fR) bezeichnen wir die Menge aller zur Ausgangsnorm || - ||
dquivalenten submultiplikativen Normen auf fR. Besitzt R ein Einselement 1, so sei

EUN(R) := {p € EN(R); p(1) = 1}.
8.3. LEMMA. Vp € EN(R)Vz € R :  r(z) = lim p(z™)"". Der Spektralradius ist
also fiir alle zur Ausgangsnorm || - || dquivalenten Algebranormen auf R derselbe.

BEWEIS. Da p und || - || &quivalente Normen sind, gibt es Konstanten ¢ > 0,C > 0
mit
VueR: cul] <plu) < Cull.
Damit folgt fiir alle z € R und n € N
Cl/n“anl/n < p(xn)l/n < Cl/anL’nHl/n.
Fiir n — oo erhalten wir nach Satz 8.1 (a) die Behauptung. O

8.4. SATZ. Sei (%R, ]| - ||) eine normierte K-Algebra und sei S eine beschrinkte Halb-
gruppe beziiglich der Multiplikation von R. Dann gibt es eine Norm p € EN(R) mit

VseS: p(s)<1.
Besitzt R ein Einselement 1, so ist p € EUN(R) wdhlbar.

BEWEIS. Ist R eine Banachalgebra mit Einselement 1, so ist mit S auch §; := {1}US
eine beschrankte multiplikative Halbgruppe in fR. In diesem Fall setzen wir auch R; := fR.

Besitzt R kein Einselement, so betrachten wir Ry := R@G K- 1 mit der wieder mit || - ||
bezeichneten, die Ausgangsnorm fortsetzenden Norm, die definiert ist durch

|lx+ - 1| :==||z|]| + |a| fiir alle x € R, @ € K,

wobei ||z| die Norm von z in QR sei. Damit wird 2R; zu einer Banachalgebra mit dem
Einselement 1 und die kanonische Einbettung von fR in R, ist eine Isometrie. Mit § ist
auch Sy := {1} U S eine beschriankte multiplikative Halbgruppe in ;.

Wir konnen nun beide Fille gemeinsam weiter behandeln. Da S; beschrankt ist, gibt
es eine Konstante C' > 0 mit ||s|| < C fiir alle s € S;. Wir definieren nun fiir alle a € fR;:
q(a) := sup [|sal| < Cllaf|.

s€S)
Offensichtlich ist ¢ eine Halbnorm auf 9. Wegen 1 € S; auch ||a|| < ¢(a) fiir alle a € ;.
q ist also eine zu || - || &quivalente Norm auf 9R;. Wir setzen nun fiir alle a € R,

p(a) = sup{g(az); v € Ry, q(z) < 1}.
Nach Satz [7.2 ist p dann eine zu ¢ dquivalente Algebranorm auf 9y mit p(1) = 1. Ins-
besondere ist p € EUN(R;) und p|x € EN(R). Fiir alle t € S,z € R; mit ¢(z) < 1
gilt
q(tz) = sup ||stz| < q(z) <1
SES]
und damit nach Definition von p: p(t) < 1. O

8.5. BEMERKUNG. Die Aussagen von Satz 8.4 gelten allgemeiner fiir normierte Alge-
bren. Man betrachte hierzu einfach die Vervollstdndigung R von R (vergl. Aufgabe 1.9).
Diese ist, wie in Aufgabe 7.2 gezeigt wird eine Banachalgebra und S ist natiirlich auch in
R beschrinkte Halbgruppe in M. Wendet man nun Satz 8.4 auf R und S an, so folgt die
Behauptung.
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8.6. FOLGERUNG. Sei (R, || - ||) eine normierte K-Algebra.

(a) r(z) = inf{p(z); p € EN(R)}.
(b) Besitzt R ein Finselement 1, so ist r(x) = inf{p(z); p € EUN(R)}.

BEWEIS. (i) Nach Satz 8.1/ (b) und Lemma 8.3 ist r(z) < p(x) fiir alle x € R,p €
EN(R).

(ii) Sei nun x € R beliebig mit r(x) < 1. Dann ist {z™; n € N} eine beschrénkte
multiplikative Unterhalbgruppe von R. Nach Bemerkung 8.5/ gibt es eine Norm p € EN(R)
(bzw. p € EUN(R)) mit p(z") < 1 fiir alle n € N. Insbesondere ist also p(z) < 1.

Sei nun y € R beliebig und € > 0 beliebig. Nach Satz 8.1 (c) ist r(r(y§+£y) = r(g/()yj-a < 1.

Wie eben gezeigt, gibt es also ein Norm p € EN(R) (bzw. p € EUN(R)) mit p(my) <1,

also mit p(y) < r(y) +e.
Aus (i) und (ii) folgen nun die Behauptungen. O

8.7. FOLGERUNG. Sei (R,|| - ||) eine normierte K-Algebra und seien a,b € R mit
ab = ba. Dann gilt:

(a) r(ab) < r(a)r(b).

(b) r(a+b) < r(a)+ r(b).

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Wir setzen

1 1
u = a und wv:= b.
r(a) +¢ r(b) +¢
Nach Satz B.1 (c) ist 7(u) < 1 und r(v) < 1. Also sind wie oben {u™;n € N} und
{v"™;n € N} beschrénkte multiplikative Halbgruppen in fR. Da « und v kommutieren, ist
auch

{u";n e N} U{v";n € N} U{u"v™;n,m € N}
eine beschrinkte multiplikative Halbgruppe in R. Nach Bemerkung 8.5 gibt es also eine
Norm p € EN(R) (bzw. p € EUN(R)) mit p(u) < 1 und p(v) < 1. Es folgt p(a) < r(a)+e¢
und p(b) < r(b) + £ sowie

r(ab) <p(ab) < p(a)p(b) < r(a)r(b) + &(r(a) + r(b)) + &
r(a+b) <p(a+b) < pla)+ pb) <r(a)+r(b) + 2¢.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgen die Behauptungen. O

Die Voraussetzung ab = ba in Folgerung 8.7 kann nicht weggelassen werden. Dies zeigt
das folgende einfache Beispiel:

8.8. BEISPIEL. Sei R := Ms,»(K) die Algebra der 2 x 2 Matrizen, versehen mit einer

Algebranorm || - ||. Mit
01 0 0
A':(OO) und B':(l())

gilt A? = B? =0 und daher r(A) = r(B) = 0. Ferner

AB = (é 8) — (AB)" fiir alle n € N.
Damit folgt
> 1/n

=1 aber r(A)r(B)=0.

<
—~
o
S
I
B
VR
O =
o O
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Weiter gilt

_ (01 om (10
A+ B = ( 1 O) und Vn e N (A + B) _(O 1)
und daher
1/2n
r(A+ B) = lim H( > =1
aber r(A) +r(B) = 0.
8.9. FOLGERUNG. Sei (R, || - ||) eine Banachalgebra mit Einselement 1. Dann gilt fir

alle x € R:
r(r) <1 = 11— istinR invertierbar.

BEWEIS. Nach Folgerung8.6 gibt es eine zu ||-|| 4quivalente Algebranorm p € EUN(2R)
mit p(z) < 1. Es folgt p(1 — (1 — 2)) = p(z) < 1. Nach Satz 7.9 (angewendet auf (R, p))
ist also 1 — z invertierbar und es gilt (1 — )™t =" ™ O

8.10. FOLGERUNG. Sei R eine komplexe Banachalgebra mit Finselement 1 und sei
xr € R.
(a) Fir alle z € C mit |z| > r(z) ist z — x in R invertierbar und es gilt

z—x § anln

(b) om(z) C{z € C; |z| < r(z)}.

(c) Gibt es eine gegen x konvergente Folge (x,)°, von invertierbaren Elementen, fiir
die (r(z;1))e, beschrinkt ist, und gilt xz,, = x,x fir alle n € N, so ist auch x
invertierbar in R.

BEWEIS. (a) Es ist r(1z) = r(z) < 1. Nach Folgerung 8.9 ist 1 — 2z invertierbar in

|2
R und es gilt:

1——:(: Zz””.

Es folgt
1 1 1 1
—2)-(1==z)t=1=-(1-=2)""2—2).
(s = 2)(1 - 22) “(1— o) (- )
Also ist z — z in R invertierbar und
1 1 >
_ *1:_1__ -1 _ —n—1 n
(z —x) z( Zx) ngzo 2"

(b) folgt unmittelbar aus (a).
(c) Esist 1 —z, 'z = 2! (x, —x) und daher wegen der Beschréinktheit von (r(z,!))
nach Folgerung 8.7

[eS)
n=1

r(1 —a'2) <r(x,YYr(z, —2) <r(x )|z, — 2| — 0 fir n — co.

Hierbei ist Folgerung 8.7 anwendbar, da z,, mit x und damit auch z,! mit x, — x ver-
tauscht. Fiir n > ng gilt also r(1 — x,;'z) < 1. Nach Folgerung 8.9 ist z,, 'z invertierbar
=z (z; (x; ). Also

und wegen xz, ! =z 'z ist (z'z) e le = 1 = o e(n M x)
ist  in R invertierbar. O

Die Begriindung fiir die Bezeichnung Spektralradius wird durch den folgenden Satz
gegeben.
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8.11. SATZ. SeifR eine komplexe Banachalgebra mit Einselement 1. Dann gilt fiir alle
x € R:

r(z) = max{|z|; z € om(x)} .

BeweEis. Nach Folgerung 8.10/ist 7 (z) := max{|z|; z € on(x)} < r(x).

Seien nun r > ri(z) und f € R beliebig vorgegeben. Da R(-,z) nach Satz [7.9 auf
pm(x) also auch auf Q2 := {z € C; |z| > ri(z)} komplex differenzierbar ist, ist die Funktion
z+— f(R(z,x)) auf € in eine Laurentreihe entwickelbar. Fiir |z| > ||z|| gilt nach Satz 7.9

F(R(e ) — 1 (z ) ).

Wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten der Laurententwicklung gilt diese Darstellung
auf ganz {2 mit absoluter Konvergenz der Reihe. Insbesondere ist

Zr’”’l\f(xnﬂ < 00.
n=0

Daher ist fiir alle f € R’ die Folge (r™" ! f(2")),_, und somit auch (r~"f(z"))~, be-
schrinkt in C. Nach dem Satz von Banach—Steinhaus ist mit (i(a))(f) := f(a) fir alle
a € R also die Folge (i(r~"a™)) ", beschrinkt im Bidual 8" beschrinkt. Da i : R — R”
nach Aufgabe 6.3 eine Isometrie ist, ist (r~"z") ", beschrinkt in . Es gibt also ein

M > 0 mit ||[r~"2"|| < M fiir alle n € N. Es folgt also
VneN: |z"|Y" < MY
und hieraus fiir n — oo: r(x) < r. Dar > r(x) beliebig war mufl r(x) < ri(z) gelten. O

8.12. FOLGERUNG. SeifR eine komplexe Banachalgebra mit Einselement 1. Fiir x € R
sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

"V =0, d.h. x ist quasinilpotent.

(a) lim ||z

(b) r(x) = 0.
(¢) om(z) = {0}.

Hier bei gilt die Aquivalenz von (a) und (b) nach Satz 8.1 und die von (b) und (c)
nach Satz 8.11.

8.13. FOLGERUNG. Sei R eine kommutative, komplexe Banachalgebra mit Einselement
1. Dann gilt

rad(R) = {z € R; r(z) = 0}.
BEwEIS. Ist x € R mit r(z) = 0, so gilt nach Folgerung 8.7/ fiir alle y € R
0 < r(zy) <r(x)r(y) =0.

Nach Folgerung 8.9/ist 1 — xy also fiir alle y € R invertierbar. Nach Definition 0.56 und
Satz 0.57 aus den Grundlagen aus der Algebrentheorie ist also x € rad(fR).

Sei nun x € rad(MR) und sei 0 # z € C. Dann existiert nach Definition des Radikals
(1= (2-1)z)"" in R. Es folgt, daBf dann z — z in R invertierbar ist mit (z — z)™! =
11— (L-1)2)~t Also gilt z € pw(x) fiir alle 0 # z € C und somit ox(z) € {0}. Nach
Satz [7.9] (f) ist also on(z) = {0} und somit (nach Folgerung 8.12) r(z) = 0. O
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 9.

8.1. AUFGABE. Sei R eine Banachalgebra mit Einselement 1 und sei A eine abge-
schlossene Unteralgebra von R mit 1 € A. Zeigen Sie, daB fiir alle x € A gilt:
(a) or(x) C oa(z).
) Ooa(x) C Oog(z).
) Ist or(z) C R, so ist og(x) = og4(x).
) Ist A eine maximale kommutative Unteralgebra von R, so ist og(x) = o.4(x).
e) Belegen Sie durch ein Beispiel, dafl der Fall o (z) # o.4(x) auftreten kann.

(b
(c
(d
(
8.2. AUFGABE. Sei A eine Banachalgebra mit Einselement iiber C und seien a,b € A.
(a) Zeigen Sie: o(ab) \ {0} = o(ba) \ {0} und r(ab) = r(ba).

(b) Belegen Sie durch ein Beispiel, daf der Fall o 4(ab) # o 4(ba) auftreten kann.

(c) Sei E ein Banachraum iiber C mit dimF = N < oo . Zeigen Sie, daf in diesem

Fall fiir alle A, B € L(E) gilt o,g)(AB) = or5)(BA).



KAPITEL 9

Kompakte Operatoren

9.1. DEFINITION. Seien F, F' zwei normierte K—Vektorrdume. Ein linearer Operator
T : E — F heifit kompakt, falls er jede beschrankte Teilmenge von F auf eine relativkom-
pakte Teilmenge von F' abbildet.

Die Menge der kompakten linearen Operatoren von E nach F' bezeichnen wir mit
K(E,F).

9.2. LEMMA. Sei T : E — F ein linearer Operator zwischen zwei normierten K-
Vektorrdiumen.

(a) Ist T kompakt, so ist T schon stetig.
(b) Fiir T sind dquivalent:
(i) T ist ein kompakter Operator.
(ii) Fir jede beschrinkte Folge (x,)22 , in E besitzt die Bildfolge (Tx,)>2, eine
in F konvergente Teilfolge.
(i) T(Bg) ist relativ kompakt in F (mit Bg :={x € E; ||z|| < 1}).

BEWEIS. (a) Nach Voraussetzung ist T'(Bg) relativkompakt in F' also auch normbe-
schrinkt in F. Insbesondere ist sup{||Tz||r; x € E, ||z||p < 1} < co und daher T stetig.

(b) Die Implikation (i) = (iii) ist unmittelbar klar.

Ist (iii) erfullt und ist (z,)5°, eine beschrénkte Folge in F, so gibt es ein r > 0 mit
x, C rBg fiir alle n € N. Mit T'(Bg) ist auch rT(Bg) = T(rBg) relativkompakt in F'.
Jede Folge aus rT(Bg) und damit insbesondere auch die Bildfolge (T'x,,)3, besitzt also
eine in F' konvergente Teilfolge.

Sei nun (ii) erfiillt und sei B C E eine beliebige beschrinkte Teilmenge von E. Ist
(Txy,))e2, eine beliebige Folge aus T'(B) (mit z,, € B fiir alle n € N), so besitzt diese
nach Voraussetzung eine beschriankte Teilfolge. T'(B) ist also relativ kompakt in F. [

9.3. BEMERKUNGEN. (a) Jeder stetige lineare Operator mit endlich dimensionalem
Bild ist kompakt.

(b) Sei (E, || -||) ein normierter Raum. Dann ist die Identitdt 15 : F — E genau dann
kompakt, wenn E endlich dimensional ist.

(c)Ist 0 # X € Kund ist T' € L(E) ein kompakter linearer Operator auf dem normier-
ten K—Vektorraum (£, || - ||), so ist dimker(A — 7T') < oc.

BEWEIS. (a) Ist T : £ — F ein stetiger linearer Operator zwischen zwei normierten
Réumen, so ist das Bild T'(Bg) der Einheitskugel B von E beschrénkt in (F), || - || r) und

damit auch in (ranT, || - || glranT). Ist also dimran7 < oo, so ist T'(Bg) als beschrénkte
Teilmenge eines endlich dimensionalen Raumes relativkompakt in (ran 7, || - || g|ran7) und
damit auch in (£, - ||F).

(b) Nach Lemma 9.2/ (b) ist 15 genau dann ein kompakter Operator, wenn 1x(Bg) =
Bpg kompakt in E ist. Nach Folgerung 1.19 ist dies dquivalent zu dim F < oo.

(c) Da T ein kompakter Operator ist, und wegen T'|xer(r—7) = Adyer(r—1) gilt fiir die
abgeschlossene Einheitskugel B von ker(A — T'): B = $T(AB) ist relativkompakt. Nach
Folgerung 1.16/ ist ker(A — 7") von endlicher Dimension. O

7
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Ist T : E — FE eine lineare Abbildung von einem K-Vektorraum F in sich, so heif}t
ein Punkt p € K bekanntlich Figenwert von T, falls es ein 0 # x € E gibt mit Tx = px.
Der Vektor x heifit dann Eigenvektor zum Eigenwert p und ker(pu — T') der zu u gehorige
Figenraum. Teit (c) der vorstehenden Bemerkungen besagt also, dafl die Eigenrdume zu
von 0 verschiedenen Eigenwerten kompakter Operatoren von endlicher Dimension sind.

Eine Teilmenge K eines metrischen Raums (X, d) heifit praikompakt, falls es zu jedem
e > 0 endlich viele a4, ...,z, € K gibt mit K C U.(xy)U---UU(2y,). {x1,...,2,} heiit
dann ein endliches e—Netz fiir K. Relativkompakte Teilmengen von X sind prakompakt
n (X,d). Ist (X,d) vollstdndig, so ist auch jede prikompakte Teilmenge von X schon
relativkompakt (siehe z.B. [9], p. 61 f.).

9.4. LEMMA. E. F,G, H seien normierte K—Vektorrdume.

(a) Ist K € K(E, F), so sind fir alle S € L(H, E),T € L(F,G) auch die Operatoren
TK:FE — Gund KS: H— F kompakt.

(b) K(E, F) ist Untervektorraum von L(E, F).

(c) K(F) ist ein zweiseitiges Ideal in L(E).

(d) Ist F wvollstindig, so ist K(E, F) ein beziiglich der Operatornorm abgeschlossener
Untervektorraum des Banachraums L(E, F).

BEWEIS. (a) Seien (h,)5, bzw. (e,)22, beliebige beschrinkte Folgen aus H bzw. E.
Dann ist wegen der Stetigkeit von S auch dle Folge (Sh,)22, in E beschrinkt. Da K ein
kompakter Operator ist, gibt es nach Lemma (9.2 in F konvergente Teilfolgen (K Sh,, )52,
von (KSh,)X, baw. (Key,, )32, von (Kep,)r Wegen der Stetigkeit von 7" ist dann auch
(TKen, )2, elne konvergente Teilfolge von (TK en)o ;. Nach Lemma 9.2 sind also TK
und K S kompakte Operatoren.

(b) DaBl IC(E, F) ein Untervektorraum von L(F, F) ist rechnet man mit Hilfe von
Lemma 9.2/ und den Linearitétseigenschaften der Grenzwertbildung direkt nach.

(c) folgt unmittelbar aus (a) und (b).

(d) Sei nun (K,,)22, eine beziiglich der Operatornorm gegen einen stetigen linearen
Operator T' : E — F konvergente Folge aus K(FE, F') und sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Dann gibt es ein n € N mit |7 — K,| < ¢/3. Da K, ein kompakter Operator ist, ist
K, (Bg) relativkompakt also auch prakompakt. Es gibt also endlich viele x4, ..., z,, € Bg
mit

min || K,z — K,xi|| < ° firaller e Bg.
1<k<m 3
Es folgt dann fiir alle x € Bg:

min ||Tx — T < mln (H(T Kp)z|| + || Knx — Kz + || (K —T)ka)

1<k<m

< érllﬁglm (§ + || K — Kpag|| + 5) <e

Also ist T'(Bg) prikompakt in F' und damit wegen der Vollstédndigkeit von F' relativkom-
pakt. O

Fiir einen kompakten topologischen Hausdorffraum K wollen wir die relativkompakten
Teilmengen des Banachraums C(K) aller stetigen Funktionen auf K mit Werten in K
charakterisieren. Wir machen zunéchst einige Vorbereitungen, die auch in anderer Hinsicht
spater bendtigt werden.

9.5. SATZ. Sei Uy, ..., U, eine endliche offene Uberdeckung eines kompakten topologi-
schen Hausdorffraums K. Dann gibt es eine zugehdrige Zerlegung der 1, d.h. reellwertige
Funktionen ¢, ..., p, € C(K) mit supp(p;) CU;, 0< p; <l auf K, j=1,...,n, und
mit Y30 p; =1 auf K.
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BEWEIS. Zu Uy, ..., U, findet man kompakte Mengen V; C U;, 7 = 1,...,n, mit
K = {Jj_, Vj. Nach dem Lemma von Urysohn (siehe z.B. Satz 6.7 in Verbindung mit
Beispiel 6.5 in dem Skriptum [2] zur Topologie) gibt es Funktionen ¢, € C(K,R) mit
suppy; € Uj und ¥; =1 auf V}, j = 1,...,n. Dann sind die durch

() ¥;()
GRS S

definierten Funktionen ¢,..., ¢, stetig mit Werten in [0, 1] und erfiillen suppy; C Uj,
j=1,...,nund 37 p; =1 auf K. O

re K,

Ist F(X) ein Raum von K-wertigen Funktionen auf einer nicht leeren Menge X und £
ein K—Vektorraum, so sei fir f € F(X) und e € E die Funktion f ® e : X — E definiert
durch

(f@e)(z) = f(x)e fiir alle z € X.
Wir definieren F(X)® F :=LH{f ®e; f € F(X),e € E}.

9.6. SATZ. Seit K ein kompakter topologischer Hausdorffraum und E ein Banachraum.
Dann liegt C(K) ® E dicht in C(K, E).

BEWEIS. Sei f € C(K, E) beliebig und € > 0 beliebig. Da f(K) als stetiges Bild einer
kompakten Menge kompakt ist, gibt es zu der offenen Uberdeckung {U.(e) e € f(K)}
von f(K) eine endliche Teiliiberdeckung U.(e1), ..., U-(e,). Dann bilden die Mengen U; :=

fY(U.(e;)), 5 = 1,...,n eine offene Uberdeckung von K, zu der es nach Satz 9.5 eine
Zerlegung ¢, ..., ¢, der Eins gibt. Es folgt fiir alle x € K:

Hf@)—i%(x)ej =Hi%<m><f )= Z% @) - esll <.

Hierbei haben wir verwendet, da8 3 7, p; = 1 und 0 < ¢ < 1 auf K gilt, und die
Tatsache, daB || f(x) — e;|| < ¢ fur alle x esuppp; C U, j =1,...,n. O

9.7. SATZ. Eine Teilmenge H eines Banachraums (E,||-||) ist genau dann prikompakt,
wenn gilt

(9.1) (When € X(H) Q E ™.

BeEwEIs. Ist H C F priakompakt, so gibt es zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 endlich
viele hy, ..., h, € H mit

H € (JUzp(hy)

j=1
Zu jedem h € H gibt es also ein j(h) € {1,...,n} mit h € U.ja(h;p). Fir alle h € H
definieren wir: f(h) := hjq,). Dann folgt

0 fiir j(h) #
1 fiir j(h) =

Ferner gilt fiir alle h € H: ||h — f(h)|| = ||h — hjm)|| < €/2. Also folgt

g
[ = flloo = sup |h = F(R)]| < 5 <&
heH

f=) fi®h € (*(H)@E  mit fi(h):= { ]’:
k=1 |

und somit (9.1).
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Ist umgekehrt (9.1) erfiillt, so gibt es zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 endlich viele
Elemente fi,..., f, € (*(H), e1,...,e, € E mit

(9.2) H(h)heH - Zn: fi@ell =sup Hh - Zn: fi(h)e;
j=1 j=1

oo heH

Die Menge
B = {Zf](h)e], h € H}
j=1
ist als beschrénkte Teilmenge des endlich dimensionalen Untervektorraums LH{es, ..., e,}

prakompakt. Es gibt also endlich viele vy, ..., v, € E mit B C Uzo(v1) U--- U Uz a(vy).
Insbesondere gibt es zu jedem h € H ein k(h) € {1,...,n} mit

|30 ] < 5

Zusammen mit (9.2) folgt fiir alle h € H:

17 = ve | = [|p = 3 F()e;
j=1

+ H ij(h)ej — ’Uk(h)H < E.
j=1

{v1,...,v,} ist also ein endliches e-Netz fiir H. O

9.8. SATZ (Ascoli 1883 und Arzela 1885). Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum.
Fiir H C C(K) sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) H ist relativkompakt in C(K) beziiglich der Supremumsnorm || - ||k
(b) H ist punktweise beschrinkt und gleichgradig stetig, d.h. es gilt
(i) Fir alle x € K ist supcp |h(z)| < 0o und
(ii) Ve > 030 >0 Vh € HVs,t € K:d(s,t) <d = |h(s) — h(t)] <e.

BEWEIS. Ist H eine relativkompakte Teilmenge von C(K), so ist H insbesondere be-
schrinkt und erfillt supycpy |h(2)| < sup,ey |||k < oo und damit (i). Da H priakom-
pakt ist, gibt es zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 endlich viele hAy,..., h, € H mit
H C Ugs(hi) U---UUgs(hy). Da die Funktionen hs,...,h, gleichméBig stetig sind,
gibt es ein d > 0, so daB fir alle z,y € K mit d(z,y) < 6 und j = 1,. ..,j gilt:
|h(z) — hj(y)] < 5/3 Ist nun h € H beliebig, so ist h € U, 3(h;) fiir ein j € {1,...,n}
und es folgt fir alle x,y € K mit d(z,y) < ¢:

() = h(y)| < |h(x) = hy(2)| +[hy(2) = hi(y)| + |h;(y) = hy)| < e
H ist also gleichgradig stetig.
Seien nun die Bedingungen (i) und (ii) fur H erfiillt. Wegen (i) ist F : & +— (h(2))nen
eine Abbildung von K nach ¢>°(H), die wegen (ii) stetig, also ein Element von C'(K, (*°(H))
ist. Also folgt nach Satz 9.6: Zu beliebig vorgegebenem & > 0 gibt es endlich viele

P1y---,Pn € C(K)7 Uy = (u1,h)heH> ceyUp = (Un h)heH € foo( ) mit

5>HF—Z¢j®uj = sup sup |h(z Z% T)Ujn
j:

K xeK heH
—H heH_§ u3®901

Also folgt (h)pem € (*(H)® C’(K)‘H'OC und damit nach Satz 9.7 die Aussage (a) (mit
E = C(K)). O

= sup sup |h(x 5 w;n; (T)u)n
heH zeK
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BEISPIEL. Seien K; C RY, K, C RM kompakte Mengen und sei k € C(K; x K»).
Dann ist der durch

(Fef)(z) = /K o) f)duly) (€ C(Ky)x € Ky)

definierte Integraloperator Kj : C(K3) — C(K;) ein kompakter Operator, wenn wir
C(K1) und C(Ks) jeweils mit den sup—Normen || - ||x, bzw. || - ||k, auf K; bzw. auf K
versehen.

BEwEIs. Fiir alle f € C(Kg) ist ||ka||K1 < ||k||K1><K2||f||K2)\N(K1)- Die Menge H =
{Kif; f € C(K2),| fllx, <1} ist also eine Menge von auf K; gleichméfig beschrénkten
stetigen Funktionen. Da k auf der kompakten Menge K3 X K stetig, also auch gleichméfig
stetig ist, gibt es zu beliebig vorgegebenem & > 0 ein § > 0, so daB fiir alle (z,y), (u,v)
mit |(z,y) — (u,v)| < 0 gilt: |k(z,y) — k(u,v)|] <e/(Am(K2)+1). Fiir alle f € C(K3) mit
| flle, <1 und alle 21,29 € Ky mit |21 — 22| < 6 gilt dann

6)\M<K2)
K — (K < k(x1,y) — k(xg, d\ < —————<e.
(ef) ) = () < [ G0) = bl 1P @)ldhu) < 5
Nach dem Satz von Arzela—Ascoli ist H also relativkompakt und damit Kj ein kompakter
Operator. 0

9.9. SATZ. Eine Teilmenge H von (P(N) (1 < p < 00) ist genau dann relativkompakt
in P(N), wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:

(a) VE € N Je, > 0 Vo = (x,)02, € H: |ag| < ¢y
(b) Die Reihe Y7 |x,|P ist auf H gleichmdifig konvergent, d.h. es gilt

> 1/p
sup{<2|xk|p> 55E:(xj)§.;1€H}—>0 fiir n — oo.
k=n

BEWEIS. Fir j € N sel e; 1= (;,)02, der j-te Einheitsvektor in ¢?(N). Sind fiir
H c (°(N) die Bedingungen (a) und (b) erfullt so gilt wegen (a) fiir alle £ € N:

k

und wegen (b) folgt

M-

(hj)he]—[ & ej € EOO(N) ®£p(N)

J=1

k ) 1/p
|Merr =D hihen @ esf| =sup (D2 Imslr) " =0 i k- oo
j=1 > j=k+1
Nach Satz 9.7 ist H also prakompakt.
Ist umgekehrt H C ¢?(N) priakompakt, so ist H insbesondere beschrankt und es folgt
(a), denn fiir alle k € N gilt: sup,,cy |hi| < suppey ||h]l, < 0o. Da H prikompakt ist, gibt

es zu einem beliebig vorgegebenen ¢ > 0 ein endliches ¢/3-Netz hy = (h1 )32, ..., hy =
(hmj)52 € (P(N). Insbesondere gilt 377 |hy ;[P — 0 fir n — oo fir k = 1,...,m.

Zu beliebig vorgegebenem e > 0 gibt also ein ng € N, so dafl fiir alle n > ng gilt:
> e b slP < (e/3)P, k = 1,...,m. Seien nun n > ng und x = (v;)32, € H beliebig.
Dann gibt es ein k € {1,...,m} mit x € U,/3(hx) und es folgt

ad 1/p nd 1/p < 1/p
<Z|%‘|p> §||x_hk||p+<2|hk,j|p> +<Z|hk,j—f’3j|p>
i=n : i=1
5

3+ +||Jf—hk||p<€
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Also ist auch (b) erfiillt. O

9.10. BEMERKUNG. Fiir beschrankte Mengen H C ¢P(N) ist die Bedingung (a) im
vorstehenden Satz automatisch erfiillt.

9.11. BEISPIEL. Sei 1 < p < oo und 4% = 1. Fiir k = (knm)nmen € 7' (N x N) wird
durch

Ki(z) := (f: kmmxm)j:l fir x = (x)oe_; € (P(N)
m=1

ein kompakter Operator K}, : 7(N) — P" definiert.

Beweis. Fiir alle z = (x,,)%°_; € (?(N) schéitzt man mit der Holderschen Ungleichung

ab:
1Kl = (D] knmam| )"
n=1 m=1

Insbesondere ist K}, stetig und daher H := K (B) beschrinkt in ¢#'(N) mit B := {x €
(?(N); ||z]|, < 1}. Nach der vorstehenden Bemerkung ist also (a) in Satz 9.9 erfiillt (fiir p/
statt p). Ferner hat man mit den Bezeichnungen aus 9.9 fiir alle z = (z,,)3°_, € B und
alle N € N (wieder mit Hilfe der Holderschen Ungleichung):

o] o] o o] [e%e) ) ) o] o] )
SN fnmn| = X S Ul < 30D il =0

n=N+1 m=1 n=N-+1m=1 n=N+1m=1

1
ol

(3 ol 21 = Wl 2l

n=1m=1

IN

fir N — oo wegen der Summierbarkeit von (]kn,m\p/)mmeN. Hiermit folgt, dafl auch Be-
dingung (b) aus Satz 9.9 erfiillt ist. Nach Satz 9.9 ist also H = K (B) relativkompakt in
7 (N) und daher der Operator K} kompak®. O

9.12. SATZ. Sei (H,(-,-)) ein Pri-Hilbertraum iiber K, H # {0}. Ist T € L(H) ein
kompakter, hermitescher Operator, so gibt es einen Figenwert g € R von T mit || =

177
Bewers. Fiir T" = 0 ist die Behauptung trivial, denn dann ist (wegen H # {0})
o := 0 ein Eigenwert von 7. Sei nun also T" # 0 vorausgesetzt. Nach Lemma 2.45 gilt
7] = sup{[{Tz, )| ; v € H, ||| < 1}.
Daher gibt es eine Folge (z,)52; in By mit [(T'x,, x,)| — [|T]| fiir n — co. Da T' nach
Voraussetzung ein kompakter Operator ist, konnen wir 0.B.d.A. (durch Ubergang zu einer
Teilfolge) voraussetzen, daf die Folge (T'x,,)%° , gegen ein yy € ‘H konvergiert. Nun ist die
Folge ((Tx,,x,))22, eine beschrinkte Folge in R, besitzt also eine gegen ein py € R
konvergente Teilfolge ((T'zy, , Tn, )72, und es ist |po| = [|7]] > 0. Mit zy := %yo folgt
Tx,, — poxo und ||zo|| < 1. Ferner gilt (da 7" hermitesch ist):
0 <[ Tan, — toxa,lI* = T2 |* = 2000(T g, ) + 15120, ]I
<ITIP = 2p0(Twn, s ) + 115 = 2000 — (T Ty )) — 0
fiir k — oo. Es folgt limy_, poxn, = limg_ oo T2y, = poTo. Also ist xg = limy_,» =, und
damit auch wegen der Stetigkeit von T': pozg = limy_,o T2y, = Txo. Wegen
07 |pol =l (T, 2| = [{Tw0, 20)| = [p0|(x0, 20)

ist ||zo|| = 1 und damit insbesondere ¢ # 0. O
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9.13. BEMERKUNG. Der Beweis zeigt, daf§ fiir kompakte, hermitesche Operatoren die
Funktion ¢r mit ¢r(z) := [(Tx,z)| fir alle z € By ihr Maximum ||7|| auf der Einheits-
sphire Sy = {x € H; ||z|| = 1} von H annimmt.

Die folgenden Beispiele zeigen, dal man die Voraussetzungen in Satz 9.12/ auch tat-
séchlich benotigt.

9.14. BEISPIELE Sei H der Pra-Hilbertraum (C([0, 1]), (-, -)) mit dem durch (f,g) :=
fo f(t)g(t)dt fiir f,g € C([0,1]) gegebenem Skalarprodukt.
(a) Der Operator T mit (T'f)(t) := tf(t) fir alle f € C([0,1]),t € [0, 1] ist hermitesch,
besitzt aber keine Eigenwerte
(b) Der Operator V' mit ( = [} f(s)ds fiir alle f € C([0,1]),¢ € [0,1] ist
kompakt und hat ebenfalls keme Elgenwerte.

Beweis als Ubung.
Wir kénnen nun einen fiir die Anwendungen sehr wichtigen Entwicklungssatz fiir kom-

pakte hermitesche Operatoren beweisen.

9.15. SPEKTRALSATZ FUR KOMPAKTE HERMITESCHE OPERATOREN. Sei (H, (-, "))
ein undendlich dimensionaler Prd—Hilbertraum tber K und seiT' : ' H — H ein kompakter,
hermitescher Operator. Zu dem Eigenwertproblem

Tx = px
gibt es abzdihlbar unendlich viele Paare (pj,z;) € R x H, j € Ny, so daf gilt:
(a) Fir alle j € Ny ist p; ein Figenwert von T und x; ein zugehoriger Eigenvektor
mit ||z;|| = 1. Die Folge ()52, bildet ein Orthonormalsystem.
(b) 171 = lttol > lpu| = -+ > |1l > |pnga| = ... und es gilt [p,| — 0 fir n — oo.
(¢) Mit H,, := {xo,... ,9[:n,1}L gilt fiir alle n € N:
|pn| =sup{[(T'z, z)|; © € Hy, [[x]] <1} = sup{||Tz|; v € Hy, [lzf] < 1}

(d) Jedes Element aus dem Bildraum von T wird durch seine Entwicklung nach dem
Orthonormalsystem (:Ej)j?";o dargestellt und es gilt fir alle v € H:

Ty = iO(Tx,xn)ajn = iﬂ x, Try)x, Zun T, L)

(e) Fliir jeden von 0 verschiedenen Eigenwert p von T gzbt es einn € Ng mit p, = p.
Der zugehdirige Eigenraum E, == {x € H; Tx = pa} = ker(uly — T) ist endlich
dimensional und hat {zy; pr = p} als Basis.

BeEwEIS. Wir konstruieren die Paar (p,, z,) induktiv. Das Paar (uo, zo) wahlen wir
geméf Satz 9.12. Seien nun schon fiir ein n € Ny die Eigenwerte g, 1, . . ., tt, mit den
zugehorigen Eigenvektoren so gefunden, dafl die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

() [T} = [pol = |pa] = -+ = |pn].
(i) (xj, zx) = o fiir alle 5,k € {0,1,...,n}.
(iii) Mit Ho := H gilt fiir j =0,1,...,n
|| =sup{[(Tz, 2)|; © € Hy, ||=]] <1} = sup{|[T||; v € Hy, [J«f] < 1}

Wir konstruieren nun einen Eigenwert pi,.7 und einen zugehérigen Eigenvektor, so dafl
die Forderungen (i)-(iii) auch fiir n + 1 erfiillt sind.

Hyr1 = {zo,. .., ajn}L ist ein abgeschlossener Untervektorraum, der versehen mit dem
(auf H,, 11 X H,41 eingeschréankten) Skalarprodukt (-, -) wieder ein Pra-Hilbertraum iiber
K ist. Wegen (T'z,z;) = (z,Tz;) = pj{x,x;) = 0 fiir alle € Hy,4q und j = 0,...,n ist
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T(Hnt1) € Hpg1. Hnsr st also unter T invariant und 7'y, © Hps1 — Hptr ist natiirlich
ebenfalls kompakt und hermitesch. Da H unendlich dimensional ist, ist H,41 # {0}. Wir
kénnen also Satz 9.12 auf T'|3,,,, : Hy41 — Hnq1 anwenden und finden einen Eigenvektor
pnt1 von Ty, und damit auch von 7" sowie einen zugehérigen Eigenvektor 11 € Hyqq
mit ||z,41] = 1 und mit

g1 =T 4,0 | = sup{(Tz, )| ; © € Hppa, ||| < 1}
=sup{||Tz|; * € Hus1,||z]| < 1}.

Insbesondere folgt wegen H,, .1 C H,
nr1l = 1T | < 1T 1, | = Jpan] -

Die Forderungen (i)-(iii) sind nun auch fiir n + 1 erfiillt. Damit ist (pin41,Zns1) wie
gewiinscht gefunden und es folgen die Behauptungen (a) und (c) sowie der erste Teil
von (b).

Den zweiten Teil der Behauptung in (b) beweisen wir indirekt:

Annahme: Die Folge (1,)52, konvergiert nicht gegen 0. Dann ist die Folge ( ~)nto in

R und damit auch die Folge (;Tnx")nzo in ‘H beschrankt. Da T" ein kompakter Operator

ist besitzt die Folge (T(%xn)),‘f:o eine in H konvergente Teilfolge (T(l%xnk))i‘;o. Dies
n "k

ist aber wegen

1 1
T (—xn) = T(—=x))| = |z, — ;]| =2 fiir alle j,n € Nmit n # j

Hn J

nicht moglich. Also war die Annahme falsch und (b) ist bewiesen.
Zu (d): Fiir alle n € N definieren wir P, : H — H durch P,z := 37 (v, z;)x; fiir
alle x € H. Dann folgt fiir 0 < k < n:
(x — Pyx,xy) = (x,xp) — Z(x, z)(zj, xp) =0.
=0

Also ist * — P,x € 'H, fiir alle x € H,n € N. Nach der Besselschen Ungleichung ist
| Poz|| < ||z||. Es folgt fur alle x € H:

IT(x = Pox)|| = [|Tr, (2 = Po)l] < [Ty, || - lz — Pozl| < 2|pn] - [J]] — 0 fir n — oo
Damit ergibt sich fiir alle z € H:

[e.e]

o0
Ta:—hmTPa:—hmE (v, 2;)Tx; = (v, 2;)Tx; = E (@, x) 1y,
j:

Jj=0 Jj=

NE

o¢] e}

:Z T, UT5)T Z v, Trjye; =Y (Tv, x;)z;
=0 =0

und (d) ist bewiesen.

Zu (e): Sei u # 0 ein Eigenwert von 7" und x # 0 ein zugehoriger Eigenvektor. Dann
folgt fiir alle n € Ny:

=0

wlx, x,) = (Tx,x,) = (x,Tx,) = pu{x, ) .

Ist also p # pin, so folgt (x, x,) = 0. Demnach kann p nicht von allen pu,,,n € Ny verschie-
den sein, da sonst die unmégliche Aussage

[e.9]

0#pr=Te=>Y (z,2;)p;=0

J=0

folgen wiirde. Nach Bemerkung 9.3 (c) ist dim £, < oo. O
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9.16. FOLGERUNG. Sei (H,(-,-)) ein unendlich dimensionaler Hilbertraum iber K.
Gibt es auf H einen injektiven, kompakten, hermiteschen Operator, so ist H separabel und
das in dem Beweis des Spektralsatzes konstruierte Orthonormalsystem von Eigenvektoren
von T st eine Orthonormalbasis von H.

BEWEIS. Sei also ein injektiver, kompakter, hermitescher Operator T auf ‘H gegeben.
Dann ist (ranT)t = kerT* = ker T = {0} (vergl. Lemma 2.46). Nach Satz 2.21 liegt
ran T also dicht in H. Nach Teil (d) des Spektralsatzes liegt also die lineare Hiille des in
9.15 konstruierten Orthonormalsystems dicht in H und ist somit ein vollstdndiges Ortho-
normalsystem, also auch eine Orthonormalbasis von H. Da diese abzéhlbar unendlich ist,
ist H nach Satz 2.33 separabel. O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 3. In diesem Abschnitt sei 2 C RY ein beschrinktes
Gebiet. Eine Funktion f : Q — K heifit Hilder-stetig mit Exponent o € (0, 1], falls gilt

93) w(f) = sp HDZTWL

syeQaty T =Yl
Die mit dem Exponenten o = 1 Holder—Stetigen Funktionen stimmen also mit den
Lipschitz—stetigen Funktionen iiberein.

Fiir m € Ny und 0 < o < 1 sei C™%(Q) der Raum der auf 2 m mal stetig differenzier-
baren Funktionen, die mit allen Ableitungen der Ordnung < m stetig auf Q fortsetzbar
sind und die mit allen Ableitungen der Ordnung < m Holder—stetig auf 2 vom Exponenten
a sind.

9.1. AUFGABE. Zeigen Sie:
(a) Durch

Y

Il f llim.e := max sup
[vISm 20

+ max qa(avf> fir f € C™*(Q)

8957( >‘ |v|=m Y

wird eine Norm auf C™(Q) erklirt, beziiglich der C™%((2) ein Banachraum ist.

(b) Fiir 0 < a < 1 gilt C™(Q) € C™(Q) € C™(Q) mit kompakten Einbettungen.
Hierbei sei C™(2) der Banachraum der auf € m mal stetig differenzierbaren
Funktionen, die mit allen Ableitungen der Ordnung < m stetig auf Q fortsetzbar
sind, versehen mit der Norm

7w recr@

| f |l := max sup
[vI<m 20

9.2. AUFGABE. Sei Cy(R) der Banachraum der auf R beschrénkten stetigen Funktionen
versehen mit der Supremumsnorm || - ||oo. Fiir z € R und k& € N definieren wir:

fw) =

{52(1 —2?) fir —1<z<1 und fip(z) = f(z + k).

fir |z| > 1

Zeigen Sie: Die Folge (f)%2,
(a

(b
(c
(d

) ist punktweise beschrinkt.

) ist gleichgradig stetig.

) ist punktweise konvergent.

) besitzt keine gleichméflig konvergente Teilfolge.
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9.3. AUFGABE. (a) Sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis {e,, n € N} und
(ap)nen € €°(N). Wir definieren zu k € Ny beliebig aber fest eine Abbildung T
auf ‘H folgendermaflen:

T(Z(m, en>en> = Z(x, en)nenyy  fiir alle z € H.
n=1 n=1
Zeigen Sie, dafi T' nach H abbildet und stetig ist. Geben Sie ||| an.
(b) Zeigen Sie, daf8 der in (a) definierte Operator genau dann kompakt ist, wenn
(an)nen eine Nullfolge ist.

9.4. AUFGABE. Sei T ein stetiger Operator auf einem separablen Hilbertraum H. Man
nennt 7" einen Hilbert-Schmidt-Operator, wenn es eine Orthonormalbasis {e;, i € N} von
‘H gibt, so daB gilt

(9.4) > |ITeq||* < oo
=1

(a) Zeigen Sie, dafl Bedingung [9.4 fiir jede Orthonormalbasis erfiillt ist, wenn sie
schon fiir eine Orthonormalbasis gilt und alle Summen der Form 9.4/ denselben
Wert haben (dessen Wurzel wir mit |7’ gs bezeichnen). Aulerdem ist 7" Hilbert-
Schmidt-Operator genau dann, wenn 7™ ein solcher ist.
(b) Es gilt || T[] < ||T|ars-
(¢) Jeder Hilbert-Schmidt-Operator ist kompakt.
Hinweis zu (a): Zeigen Sie fiir zwei Orthonormalbasen {e;}, { f;} von H, daB > "7, || Te;||* =
D 1T f5117 gilt.

9.5. AUFGABE. (a) Welche der Operatoren aus Aufgabe9.3/sind Hilbert-Schmidt-
Operatoren?

(b) Zeigen Sie: T ist Hilbert-Schmidt-Operator < T*T" ist kompakt und die Familie
der Eigenwerte von 7T ist summierbar.

9.6. AUFGABE. Fiihren Sie die Beweise zu den Beispielen in 9.14/ aus.

9.7. AUFGABE. Sei H ein Hilbertraum und 7" € K(H) positiv und selbstadjungiert.
Zeigen Sie, dal genau ein positiver selbstadjungierter Operator S € IC(H) existiert mit
S? = T. Man schreibt S = T"/2,

9.8. AUFGABE. Sei T': Hy — H, ein kompakter Operator zwischen zwei Hilbertrium-
en.

(a) Zeigen Sie, dafl T*T kompakt, selbstadjungiert und positiv ist. Der nach Aufga-
be [9.7 daher eindeutig bestimmte Operator (T*T)'/? wird mit |T'| bezeichnet.

(b) Es gilt |||T'|h|| = ||Th]| fur alle h € H;.

(c) Es existieren Operatoren U € L(H;, Hy) und P € L(H,) mit T = UP, so daf§ P
kompakt und positiv ist und Ul yer g2 eine Isometrie. U ist durch die Forderung
ker U = ker T eindeutig bestimmt.

9.9. AUFGABE. Seien Hi, H, Hilbertraume.

(a) Fiir T € K(H;, Hy) existieren Orthonormalsysteme {ey, eq, ...} von Hy und { f1, fo, ...
von H, sowie eine monoton fallende Folge nicht negativer Zahlen s, mit s, — 0,
so daf

Tr = Z silx, ex) m, fr fir alle x € H;.
k=1
Welche Bedeutung haben die Zahlen s27?
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(b) Zeigen Sie, daf die linearen Operatoren von H; nach Hs mit endlichdimensionalem
Bild dicht liegen in IC(H,, Ha).



KAPITEL 10

Grundlagen aus der Fredholmtheorie

Im folgenden seien (F; || ||g), (F, ||-||r) und (G, || ||¢) Banachrdume iiber dem Kérper
K der reellen oder komplexen Zahlen. Die Identitdt auf diesen Rdumen bezeichnen wir
mit 1.

10.1. LEMMA. Ist E = E\@®Fs die algebraisch direkte Summe zweier Untervektorrdaume
E1 und Es, so sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Ey und Ey sind abgeschlossen.

(b) Es gibt P € L(E) mit P> = P, ran(P) = E; und ker(P) = Es, d.h. die Un-
terraume Ey und Eo sind insbesondere stetig projiziert.

(¢c) Der algebraische Isomorphismus S : Ey X Ey — E mit S(x1,x9) = x1 + xo fiir
alle x1 € Ey, x9 € Ey ist ein topologischer Isomorphismus. Hierbei sei E X FEy
versehen mit der Produktnorm.

BEWEIS. “(a)==(c)”: Ist (a) erfiillt, so ist insbesondere E; x F5 ein Banachraum und
der algebraische Isomorphismus S ist offensichtlich stetig, also nach dem Satz von der
inversen Abbildung ein topologischer Isomorphismus.

“(c)==(b)”: Ist (c) erfiillt, so ist Q : By X Fy — Ey X Fy mit Q(xy,xz3) := (x1,0) fiir
alle (z1,22) € E; X Fy eine stetige lineare Projektion. Also ist auch P := SQS™! eine
stetige lineare Projektion. Diese erfiillt ran(P) = £} und ker(P) = Es.

“(b)=(a)”: Ist (b) erfiillt und P wie in (b), so sind Fy = ker(P) und E; = ker(1— P)
wegen der Stetigkeit von P und 1 — P abgeschlossen. 0

10.2. LEMMA. Sei Ey ein endlich dimensionaler Untervektorraum von E. Dann gibt
es eine Projektion P € L(E) mit ran(P) = Ej.

BEWEIS. Sei e, ...,e, eine Basis von E; und fi, ..., f, eine duale Basis im algebrai-
schen Dualraum von F; (mit also fj(ex) = 0k, j,k=1,...,n). Wegen dim Fy =n < oo
sind die Funktionale fi,..., f, auf F; stetig, besitzen also nach dem Satz von Hahn—

Banach stetige Fortsetzungen f; ..., f, auf ganz E. Die durch
P(z):=) fi(z)e; (v€E)
j=1

definierte stetige lineare Abbildung erfiillt offensichtlich P? = P und ran(P) = F;. O
10.3. LEmMA (Kato 1958). Ist T € L(FE, F) ein stetiger linearer Operator mit
codimran(7) := dim F'/ran(T) = n < oo,
so ist ran(T') abgeschlossen und es gibt eine Projektion P € L(F') mit dimran(1— P) =n
und ran(P) = ran(T).

BEWEIS. Sei 7 : E — E/ker(T) der kanonische Epimorphismus und 7" : E/ ker(T) —
F der von T induzierte Monomorphismus. Wegen der Stetigkeit von 7" ist ker(7T") abge-
schlossen und auch 7" stetig mit ran(7) = ran(7"). Wegen dim F'/ ran(T") = n < oo gibt es
Elemente vy, ...,y, € F' mit
F =ran(T) 4+ LH{y1,...,yo} und ran(T)NLH{y,...,yn} = {0}.

88
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X = E/ker(T) x C" wird zu einem Banachraum durch
1], 2)llx = 2l zyierry + D1zl (2] € B/ ker(T),2 = (21, 2,) €C")
j=1

Der Operator S : X — F mit S([z], 2) := T([z]) + i1 #y; ist offensichtlich stetig und
bijektiv. Nach dem Satz 5.7/ von der inversen Abbildung ist dann auch S~! : F' — X stetig
und ranT = (S7')"1(E/ker(T) x {0}) ist als Urbild des abgeschlossenen Unterraums
E/ker(T) x {0} unter der stetigen Abbildung S~! abgeschlossen.

Sei @ : X — X die stetige Projektion ([z], z) + ([z],0). Dann ist P := SQS~! stetig
und erfiillt P2 = P, ran(P) = ran(SQ) = ran(T) und ran(l — T) = ran(S(1 — Q) =
LH{y1,...,Yn} 0]

10.4. LEMMA. Sei E; ein endlich dimensionaler Untervektorraum von E und sei Eo
ein abgeschlossener Untervektorraum von E. Dann ist auch der Untervektorraum Fy+ Fo
abgeschlossen in E.

BEWEIS. Sei 7 : E — E/E; der kanonische Epimorphismus. Da mit E; auch 7(E)

endlichdimensional und somit abgeschlossen in E/FE, ist, ist wegen der Stetigkeit von 7
auch der Raum F; + Fy = 7~ 1(7(FE})) abgeschlossen in E. O

10.5. DEFINITION. T' € L(E, F) heiBt Fredholmoperator, falls dimker(7") < oo und
codimranT = dim F'/ ran(7") < co. Dann ist

ind(T") := dimker(7") — dim F'/ ran(T")

eine ganze Zahl. ind(7") heifit der Index von T
Mit ®(E, F) bezeichnen wir die Menge aller Fredholmoperatoren von E nach F'. Ferner
sei fiir alle n € Z die Menge der Fredholmoperatoren vom Index n mit

O, (B, F) = {T € ®(E, F); ind(T) = n}
bezeichnet. Statt ®(E, F) bzw. @, (F, E) schreiben wir auch ®(E) bzw. ®,(FE).
10.6. BEISPIEL. Sei E := (?(Ny) fiir alle n € Ny definieren wir S,,,T,, € L(E) durch

r = (21)2 — Th(2) == (Tpan)ioo und © = (25)52, — Sn(2) = (Yr)ie, mit v, == 0
fir 0 < k < nund y; := xp_, fir £ > n. Dann sind die Operatoren T},,.5, stetig mit
|T.]| = ||Sull = 1. Man hat T, S, € ®(F) mit ind(7,,) = n und ind(S,) = —n. Alle

ganzen Zahlen konnen also als Index auftreten.
Eine wichtige Klasse von Beispielen wird durch den folgenden Satz gegeben:
10.7. SATZ. Fiir jeden kompakten Operator K € KC(E) ist 1 — K € ®(E).

BeEWwEIS. (a) dimker(1 — K) < oo: Dies ist unmittelbar klar nach Bemerkung 9.3l (c).

(b) ran(1—K) ist abgeschlossen: Wegen dim ker(1—K') < oo existiert nach Lemma [10.2
eine Projektion @) € L(F) mit ran(Q) = ker(1 — K'). Wegen der Stetigkeit von () ist dann
E; = ker(Q) = ran(1 — Q) abgeschlossen in £ und es gilt ran(1 — K) = (1 — K)(E}). Sei
nun y € ran(l — K) = (1 — K)(FE}) beliebig. Dann gibt es eine Folge (2,)5°, in E; mit
(1 - K)z,, — y in E fir n — oco. Wir unterscheiden zwei Flle:

1. Fall: Die Folge (z,,)5%, ist unbeschrénkt. Durch Ubergang zu einer Teilfolge konnen

wir dann annehmen, daf ||z,||p — oo fiir n — oco. Mit u, = ||z, ||z z, folgt |Jua|lz = 1
fiir alle n € N und

1
(10.1) ||(1—K)un||E:m||(1—K)xn||E—>0 fiir n — oo.

Da der Operator K kompakt ist, hat die Folge (Ku,)22 , eine gegen ein Element v € F
konvergente Teilfolge (Kuy, )7 ,. Wegen (10.1) folgt hieraus w,, — v fir & — oo und
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wegen der Stetigkeit von 1 — K und (10.1) somit (1 — K)v = 0. Da E; abgeschlossen ist,
liegt v in E; und es folgt v € Ey Nker(1 — K) = {0}, d.h. v = 0 im Widerspruch zu
|lvllg = limg— oo ||tn, ||z = 1. Dieser Fall kann also nicht eintreten und es bleibt nur:

2. Fall: Die Folge (x,,)22 ; ist beschrénkt. Dann hat die Folge (Kz,,)5° ; eine konvergente
Teilfolge (K, )5 ,. Also ist z,, = (1 — K)z,, + Kz,, gegen ein Element z, € E;
konvergent. Wegen der Stetigkeit von 1 — K folgt

y = Jim (1= K)za, = (1= K)o

und somit y € ran(1 — K). Also hat 1 — K ein abgeschlossenes Bild.

(c) Zu zeigen bleibt: dim(FE/ran(l — K)) < oo. Wir fithren den Beweis indirekt und
nehmen an, daf§ dim(£/ran(l — K)) = oo gilt. Wir fithren eine induktive Konstruktion
durch:

Wir setzen Y, := ran(l — K). Insbesondere ist Y, nach (b) abgeschlossen. Wegen
dim(E/ran(1 — K)) = oo gibt es nach dem Lemma von Riesz [1.15 ein y; € E \ Y, mit
dist(y1, Yp) > 1/2 und ||y1|| = 1 und hierzu nach der Folgerung 6.7 aus dem Satz von
Hahn-Banach ein 2} € E' mit 2|y, = 0, ||z1]|pr = 1 und 2 (y1) = dist(y1, Yo) > 1/2.
Dann ist Y} := Yy + LH{yo} nach Lemma [10.4/ und unserer Annahme wieder ein echter
abgeschlossener Unterraum von FE.

Seien nun schon y; € E,x} € E' fir 1 < j < n konstruiert derart, dal mit Y, :=
Yo+ LE{yr,. .55} gilt: s = 1 = [2}ller 35 € Y3\ Vi, ally, , = 0 und #(y;) =
dist(y;, Y1) > 1/2fir j=1,...,n.

Nach unserer Annahme und Lemma [10.4 ist Y,, ein echter, abgeschlossener Untervek-
torraum von E. Wieder nach dem Lemma von Riesz [1.15 gibt es also ein y; € E \ Yj
mit dist(yn11,Yn) > 1/2 und ||y,41]] = 1 und hierzu nach der Folgerung 6.7 aus dem
Satz von Hahn-Banach ein z/,,, € E' mit 2, |y, = 0, ||Zpt1l|lpr = 1 und 2,1 (Y1) =
dist(yps1,Y,) > 1/2.

Da K ein kompakter Operator auf E ist, ist H := K (Bg) kompakt. Die Folge der oben
induktiv konstruierten stetigen linearen Funktionale z/,, n € N ist auf der kompakten
Menge H punktweise beschriankt und gleichgradig stetig, besitzt also nach dem Satz von
Arzela—Ascoli eine auf H gleichméflig konvergente Teilfolge (7, )32,. Daher ist die Folge
(!, o K)¢2, in (E',| - ||g) konvergent gegen ein stetiges lineares Funktional ' auf E.

n
Wegen 27, |ran1-x) = 0 folgt dann auch

x;k:x;ko(l—K)+x;koK—>y' fiir k — oo

im Widerspruch dazu, daf (z;, )72, wegen

1
keine Cauchyfolge in (£, - ||g) sein kann. Also war die Annahme falsch, d.h. es gilt
codim(ran(l — K)) < oo. O

10.8. SATz (Atkinson). Fir alle T € ®(E,F). S € ®(F,G) gilt ST € ®(E, F) und
ind(ST) = ind(S) + ind(7).
BEwEIS. Wir betrachten die folgenden algebraisch direkten Zerlegungen:
ker(S) = (ran(T") Nker(S)) & F

und
rariET) ran(S)

7 ) P%
E=ker(T)® E; - F =F, & (ran(T) Nker(S)) @F ® Fy - S(F)) ®S(F3) &G .
——

ran(ST)
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Wegen dim ker(S) < oo ist
(10.2) dim(ran(7T") Nker(S)) = dimker(S) — dim F, < oo
und aus der Injektivitét von S|, und wegen codimran(7") < oo folgt
dim S(F3) = dim F3 < oo
und daher
dim S(F3) = dim F;, @ F3 — dim F;, = codimran(7T) — dim F, .
Nun ist T'|g, injektiv und
ker(ST) = ker(T) @ {z € Ey; Tx € ker(S5)}
und somit
dimker(ST) = dimker(7T") + dim(ran(7") N ker(S)) < oo.
Ferner gilt
codimran(ST) = dim S(F3) + dim G; = codimran(7") — dim F5 + codimran(.5) .
Es folgt unter Verwendung von (10.2)
ind(ST') =dimker(ST") — codimran(ST')
=dim ker(T") + dim(ran(7T") N ker(S)) — codimran(7") + dim F, — codim ran(.S)
=ind(7") + ind(S).
O
10.9. LEMMA. Fir alle A € F(E) istind(1 4+ A) = 0.

BeEwEIS. Wir zerlegen ker(A) und E algebraisch direkt in der Form ker(A) = E; &
(ran(A) Nker(A)) und

Ey

A

E = E; @ (ran(A) Nker(A)) ® Ey ®F; .

ran(A)

Es folgt
(1 + A) (E4) g E4 + A(E4) g E4 + ran(A) g E4 .
Fiir alle # € E; hat man wegen E; C ker(A): (1 4+ A)z = v+ Ax = 2 € E; und daher
(1+A)|g, = 1g,. Insbesondere sind F; und Ej invariant unter 1+ A. Wegen der Injektivitét
von A|g,er, und wegen dimran(A) < oo gilt dim(Ey & E3) = dimran(A) < oco. Da E,
von endlicher Dimension und invariant unter 1 4+ A ist, folgt
dimker((1 4+ A)|g,) = dim(Ey/(1 + A)(E,)) = codimran(1l + A)
und daher
dimker(1 4+ A) = dimker((1 + A)|g, + dimker((1 + A)|g,) = 0+ codimran(1 + A),
also ind(1 + A) = 0. O
Im folgenden Satz zeigen wir, dafl die Fredholmoperatoren gerade die stetigen linearen
Operatoren sind, die modulo der Operatoren von endlich dimensionalem Rang invertierbar
sind.
10.10. SATZ. FirT € L(E, F) sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:
(a) T ist Fredholmoperator.
(b) Es gibt L, R € ®(F, F) und Ay € F(E), Ay € F(F) mit
(10.3) LT =1p—A,, TR=1p—A,.
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(c) Es gibt L,R € L(F,E) und Ay € F(E), Ay € F(F) mit (10.3).

BEWEIS. “(a)==(b)": Sei also T' € ®(F, F'). Nach dem Kato-Lemma 10.3/gibt es eine
Projektion P = P? € L(F) mit ran(P) = ran(T) und dimran(1 — P) = codimran(T).
Wegen dim ker(T') < oo gibt es nach Lemma[10.2 auch eine Projektion Q = Q% € £(F) mit
ran(Q) = ker(7). E; := ker(Q) = ran(lg — Q) ist abgeschlossener Untervektorraum von
F und esist E' = ker(T)® Ey. T'|g, ist also injektiv und T'(E;) = ran(7') ist abgeschlossen.
Nach dem Satz von der inversen Abbildung existiert also S € L(ran(T"), Ey) mit ST |g, =
lg, und T'S = lian(ry. Mit R := L := SP : F — E folgt

ran(L) = ran(R) = E;, codimran(L) = codimran(R) = dim F/FE; = dimker(7) < oo

sowie

ker(R) = ker(L) = ran(1lp — P),
dim ker(R) = dim ker(L) = dimran(1p — P) = codimran(T") < co.
Also gilt R =L € ®(F, E) und ind(R) = ind(L) = —ind(T"). Ferner hat man
LT =SPT = ST(1p — Q) + STQ = 15 — Q,
TR=TSP =P =1 (1p — P)
mit Q) € F(E), 1p — P € F(F).
“(b)==(c)” ist offensichtlich.
“(c)==(a)”: Aus der Voraussetzung in (c) folgt fiir x € E:

LTr =0 <= x=Ax
und damit
ker(T") C ker(LT) Cran(A;) also dimker(7") < dimran(A;) < oco.
Wegen TR = 1p — A, ist
F =ran(lp) Cran(TR) +ran(A4y) C F

und daher codimran(7T") < codimran(7R) < dimran(As) < co. Also ist 7" ein Fredholm-
operator. O

Aus Satz 10.8 und Lemma 10.9 erhalten wir unmittelbar:

10.11. FOLGERUNG. Ist T € ®(E, F) und sind L, R, Ay, Ay wie in Satz[10.10 (b), so
gilt ind(L) = ind(R) = —ind(T).

10.12. SATZ (Satz von der Stabilitdt des Indexes). Seien E, F' unendlich dimensionale
Banachriume. Fir alle n € 7 ist die Menge ®,,(E, F) offen in L(E, F). Insbesondere ist
also auch ®(E, F) offen und die Abbildung ind : ®(E, F) — 7 ist stetig.

BeEWwEIs. Sei T' € ¢,(E, F) beliebig. Nach Satz [10.10/ und der anschlieBenden Folge-
rung gibt es dann L, R € &_,(E, F) und A; € F(E), Ay € F(F) mit LT =15 — Ay und
TR = 1 — A,. Insbesondere ist

d := min{||L||7" | R[ 7'} > 0.

Sei nun S € L(E, F) beliebig mit ||S|| < d. Dann ist ||LS|| < 1 und ||RS|| < 1. Nach
Lemma [7.6/ sind die Operatoren 1z + LS in L(E) und 1p + SR in L(F') invertierbar, also
bijektiv und insbesondere Fredholmsch vom Index 0. Ferner gilt

L(T+S)=1p— A+ LS, (T+S)R=1pr— Ay +SR.
Multiplikation von links mit (1z 4+ LS)™! bzw. von rechts mit (1 + SR)™! ergibt
(g +LS) 'L(T+S) =1 — (1g + LS) ' A,
D e —— ~ ~ ~

=LeL(F,E) =:A€F(E)
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bzw.
(T+ S)R(1p+SR) ™' =1p — AyR(1p + SR) ™.
N J/ NG ~~ S
=:ReL(F,E) = A2eF(F)

Nach Satz [10.10 ist 7'+ S also ein Fredholmoperator und mit Satz 10.8 und Lemma 10.9
folgt aus der letzten Gleichung

0=ind (T+S)R(1+SR)™") = ind(T+S5)+ind(R)+ind((1+SR)™") = ind(T+S) —n+0
und daher ind(7 +S) =n,dh. T+ S € ®,(E, F). O

10.13. FOLGERUNG. Sei X ein zusammenhdngender topologischer Hausdorffraum und
sei T(+): X — ®(E, f) stetig. Dann ist t — ind(T'(t)) konstant auf X.

BewEIs. Nach dem Stabilitdtssatz [10.12]ist die Abbildung ¢ — ind(7'(¢)) als Hinter-
einanderausfithrung von stetigen Abbildungen eine stetige Abbildung von X nach Z. Da
X zusammenhéngend ist, ist auch {ind(7°(¢)) ; ¢t € X} eine zusammenhéngende Teilmenge
von Z, also nur aus einem Punkt bestehend. O

10.14. FOLGERUNG. Fiir alle K € L(F) istind(1g + K) = 0.

BeEwEeis. Mit K ist fiir 0 <t < 1 auch der Operator —tK kompakt. Nach Satz 10.7
ist also fiir alle ¢ € [0,1] der Operator T'(t) := 1 + tK ein Fredholmoperator. Da die
Abbildung T'(+) : [0,1] — L(E) stetig ist und [0, 1] zusammenhingend ist, folgt nach
Folgerung 10.13: ind(T' + K') = ind(7'(1)) = ind(7'(0)) = ind(1g) = 0. O

10.15. SATz. Sei K € K(E) und T := 15 — K. Dann gibt es ein ng € N, so dafs fiir
alle n > ng gilt:
ker(T") = ker(T™°), ran(7") = ran(7™°).

BEwEIs. Offensichtlich gilt fiir alle n € N:
ker(T™) C ker(T"*), ran(7™) D ran(T"").
Annahme: Fiir alle n € N gilt ker(T") C ker(T™*!). Da ker(7T™) abgeschlossen ist, gibt es

nach dem Lemma von Riesz 1.15 zu jedem n € N ein x,, € ker(T™*!) mit ||x,|| = 1 und
dist(z,, ker(T™)) = inf{ ||z — 7] : @ € ker(T™)} > % |
Wegen T'x,, + x, — Tz, € ker(T™) fur alle m > n folgt
|\ Kz — Kzl = ||t — (Tom + 2 — Tay)|| > inf{||z, — z||; € ker(T™)} > %

im Widerspruch dazu, daf§ die Folge (Kz,)%, wegen der Kompaktheit von K und der
Beschrénktheit der Folge (x,,)22 ; eine konvergente Teilfolge besitzen mufl. Die Annahme
war also falsch. Es gibt daher ein ng € N mit ker(7™) = ker(7T™ ™). Fiir x € ker(T™"?)
ist Tz € ker(T™*!) = ker(T™) und somit z € ker(T™!) = ker(7™). Durch vollstéindige
Induktion folgt ker(7™) = ker(7™) fiir alle n > ng. Insbesondere gilt also fiir alle n > ny:
dim ker(7T™) = dim ker(7™°). Mit Folgerung 10.14' und Satz 10.8 erhélt man fiir alle n € N

0 =nind(T) = ind(7T") = dim ker(7™) — codim ran(7™)
und daher fiir alle n > ng:
codimran(7") = codimran(7"°) < oco.

Hieraus folgt ran(7") = ran(7™) fiir alle n > ny. O
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10.16. LEMMA. Sei X ein K-Vektorraum und sei T : X — X eine lineare Abbildung,
so daf$ fiir ein ng € N und alle n > ngy gilt

(10.4) ker(T™) = ker(T™), ran(7") = ran(7™).
Dann gilt

(a) X = ker(7T7™) @ ran(7™°).

(b) T'(ker(T)) C ker(7T™) und T'(ran(7™)) C ran(7").

(¢) Tlran(rno) ist ein Isomorphismus von ran(T™) auf sich.

BEWEIS. (a) Ist x € ker(7T™) Nran(7™), so gibt es ein y € X mit 7™y = x. Wegen
0 = Trog = Ty folgt y € ker(T?™) = ker(T™) und daher z = T™y = 0. Also ist
ker(T™) Nran(7T™) = {0}.

Zu zeigen ist noch X = ker(7™°)+ran(7™°). Sei also # € X beliebig. Wegen ran(770) =
ran(7%") gibt es zu y := T™x ein u € X mit y = T?"0u. Wegen

T (x —TMu) =Tz — Ty =y —y=0

folgt = = (z — T™u) + T"u € ker(T™) + ran(T™).

(b) ist offensichtlich.

(c) Ist x € ker(T) Nran(7T™), so gibt es ein y € X mit 7™y = 2 und es folgt
0 =Tz =Ty dh y € ker(T™") = ker(T™) und somit = T™y = 0. Die lineare
Abbildung T'|;an(rmo) ist also injektiv.

Wegen T'(ran(77)) = ran(T"t!) = ran(7™) ist T'|ran(rmo) auch surjektiv. O

10.17. LEMMA. Ist T € ®(E) mit (10.4), so ist die Zerlegung E = ker(T™°) @ran(1")
auch topologisch direkt. Die kanonische Projektion P von E auf ran(T™) mit ker(P) =
ker(70) ist also stetig. T'|an(rmo) ist dann ein topologischer Isomorphismus von ran(1m°)
auf sich.

BEWEIS. Nach dem Satz von der inversen Abbildung ist T’ran(T"O) als stetiger Iso-
morphismus von ran(7"°) auf sich auch ein topologischer Isomorphismus. Die Abbildung
P := (T|san(rroy) " o T™ ist also stetig von E auf ran(7™) und erfiillt P? = P und
ker(P) = ker(T™). O

10.18. SATZ. Sei (E,||-||) ein Banachraum iber C und sei K € K(E). Fir alle A € C
sei T\ := ANg — K. Dann gilt:

(a) Fiir alle 0 # X € C ist T\ ein Fredholmoperator vom Index 0. Insbesondere ist Ty
genau dann injektiv, wenn T; surjektiv ist.

(b) Zu jedem 0 # X € C gibt es ein ng € N mit
(10.5) ker(TY) = ker(7T\°) wund ran(TY') = ran(7,°) fir alle n > ny.

(c) oz (K) \ {0} ist hochstens abzihlbar mit hichstens 0 als Haufungspunkt und
besteht nur aus Eigenwerten von K.

BewEss. Fiir 0 # A € Cist T = (1 — 1K) und ker(7}) = ker ((1p — 1K)")
sowie ran(7}) = ran ((1p — 2K)") fiir alle n € N. Mit K ist auch £1K ein kompakter
Operator. (a) folgt also aus Folgerung [10.14/ und (b) aus Satz [10.15.

Zu (c): Wegen (a) besteht oz(g)(K) \ {0} nur aus Eigenwerten von K. Ist 0 # X €
orp)(K), so gibt es nach (b) ein ng mit (10.5). Nach Lemma [10.16 und Lemma [10.17 ist
E = ker(T") @ ran(T}"°), wobei die Zerlegung topologisch direkt ist und 7| ,n 7m0y ein
topologischer Isomorphismus von Ej := ran(7,") auf sich ist. Insbesondere ist E5 invariant
unter T) also auch unter K und \ ¢ og,(K|g,). Da o, (K|g,) kompakt ist, gibt es ein
d > 0 mit Us(A\) Nog,(K|g,) = 0. Da T, ein Fredholmoperator ist, ist £y := ker(7}°) ein
endlich dimensionaler Unterraum von E, der nach Lemma [10.16/invariant ist unter 7T’ also
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auch unter K. Da E; endlich dimensional ist, besteht o, (K|g,) nur aus endlich vielen
Punkten. Insbesondere gibt es ein n > 0 mit U, () Nog, (K|g,) = {\}. Mit € := min{d, n}
folgt nach Aufgabe 10.1: U.(X\) Moz g (K) = {A}. Jeder Punkt A € oz (K) \ {0} ist also
ein isolierter Punkt des Spektrums. o,(g)(/K) kann daher hochstens 0 als Haufungspunkt

haben. O
10.19. SATZ. Seien (E, || - ||g) und (F,| - ||r) zwei Banachrdume.
(a) Ist T € ®(E,F) und K € K(E,F), soist T+ K € ®(E,F) und ind(T + K) =
ind(7T).

(b) Ein Operator T € L(E, F) ist genau dann ein Fredholmoperator, wenn es kom-
pakte Operatoren Ky € K(E), Ky € K(F) und stetige lineare Operatoren L, R €
L(F, E) gibt mit

IT=1p-K,, TR=1p—K,.

BEWwEIS. (a) Nach Satz[10.10 und der daran anschlieBenden Folgerung gibt es L1, R; €
O(F,E) und A € F(E), Ay € F(F) mit ind(L) = ind(R) = —ind(7T), h/T = 1p — A
und TRy = 1p — A,. Es folgt

Li(T+K)=1p — Ay + L1 K, (T+ K)Ry=1p — Ay + KRy .

Da die Operatoren K; := —A; + L1 K und Ky := —Ay + KR, kompakt sind, folgt
Li(T+K)e®(F)und (T'+ K)R; € ®(F) sowie ind(L1(T+ K)) =ind((T'+ K)R;) =0
(nach Folgerung 10.14). Also gibt es (wiederum nach Satz 10.10) Operatoren L, € ®(E),
Bl S f(E), R2 S (I)(F), BQ € f‘(F) mit 1nd(L2) = 1nd(R2) = (0 und

Lyl (T+K)=1p—B;, (T+K)RiRy=1r— B,.

Nach Satz10.10/ist also T+ K € ®(E, F') und mit Satz/10.8/in Verbindung mit Lemma10.9
folgt

0 =ind(LyLy (T + K) = ind(Ly) + ind(Ly) +ind(7 + K) = 0 — ind(T") + ind(T + K),

also ind(T' + K) = ind(7).

(b) “=" folgt aus Satz [10.10 (da stetige lineare Operatoren von endlichem Rang
insbesondere kompakte Operatoren sind).

“~=": Sind L, R, K, Ky wie in (b), so ist LT = 1p — K; € ®(FE), TR = 1p —
K, € ®(F) nach Folgerung [10.14. Nach Satz [10.10 gibt es daher Operatoren L; € L(F),
Rl EE(F), Al GF(E) und AQ EJT(F) mit

LT =15—A4,, TRRy—=1p—A,.
Nach Satz 10.10/ folgt T € ®(E, F). O

10.20. FOLGERUNG. Sei (E,| - ||) ein Banachraum. Genau dann ist ein Operator
T € L(FE) ein Fredholmoperator, wenn seine Restklasse T+K(E) in der Quotientenalgebra
Q(F) := L(E)/K(E) von L(E) nach dem abgeschlossenen zweiseitigen Ideal IC(E) der
kompakten Operatoren invertierbar ist.

Q(E) nennt man auch die Calkin—-Algebra von E. Versehen mit ihrer Quotientennorm
ist Q(F) wieder eine Banachalgebra. Ist also E ein unendlichdimensionaler komplexer
Banachraum (und daher Q(E) # {0}), so ist fiir alle T" € L£(F) das Spektrum

0e(T) = oo (T + K(E))

der Restklasse von T" in Q(F) eine kompakte nicht leere Menge, welche offensichtlich in
orp)(T) enthalten ist. Man nennt o.(7") das wesentliche Spektrum von T'.
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10.21. FOLGERUNG. Sei (E, ||-||) ein unendlichdimensionaler komplezer Banachraum
und T € L(E). Dann ist ind(A — T) auf jeder Zusammenhangskomponente von C\ o.(T)
konstant. Bezeichnet Qy die unbeswchrinkte Zusammenhangskomponente von C\ o.(T),
so sind alle Punkte aus o) (T)G Ny Eigenwerte von T

Ubungsaufgaben zu Kapitel 10.

10.1. AUFGABE. Sei (E,|| - ||) ein komplexer Banachraum und E = FE; & Ey mit
abgeschlossenen Unterrdumen Fy und Ej, von E. Zeigen Sie: Ist T' € L(E) mit T'(E;) C E;
fiir j = 1,2, so ist o,(r)(T) = 02(5)(T]5,) U o) (T]E)-

10.2. AUFGABE. Seien (F, || - ||g) und (F,|| - ||r) zwei Banachraume. Zeigen Sie:
(a) Ist A€ F(E,F)sogibteseinn € Nund 2,...,2, € E', y1,...,y, € F mit

Az = Zx;(x)y] fir alle z € E.
=1

(b) Ist A€ F(E,F),soist A’ € F(F', E').
(c) Ist T € ®(E,F),soist T" € ®(F', E') und ind(7") = —ind(T).

10.3. AUFGABE. Seien ag,ay,...,a, € C([0,1]) und sei h € C([0,1] x [0,1]). Zeigen
Sie: Der durch

(Th)(t) = f(”+1)(t)+z aj(t)f(j)(t)Jr/o hs, ) f" D (s)ds  (f € C"V([0,1]), t € [0,1])

definierte Operator T : C"*1([0,1]) — C([0, 1]) ist ein Fredholmoperator. Berechnen Sie
ind(7).

10.4. AUFGABE. Sei (E,|| - ||) ein Banachraum und sei T" € L(F). Zeigen Sie: Ist
T" € K(F) fiir ein n € N, so ist A\1g — T fur alle A € C\ {0} ein Fredholmoperator vom
Index 0.

10.5. AUFGABE. Sei (E, | - ||) ein Banachraum. Ein Operator 7' € L(E) heiit Riesz—
Operator falls die Restklasse T'+ K(E) von T in Q(F) = L(F)/K(FE) quasinilpotent
ist.

(a) Zeigen Sie: T' € L(FE) ist genau dann ein Riesz—Operator, wenn fiir alle 0 # A € C

der Operator Ty := A — T ein Fredholmoperator vom Index 0 ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel eines Riesz—Operators T' € L(F) an, der kein kompakter

Operator ist.



KAPITEL 11

Lokalkonvexe Vektorriaume

In einer Reihe von Situationen reicht der bisher verwendete Begriff des normierten
Raums nicht aus. So 148t sich etwa der Begriff der punktweisen Konvergenz einer Folge
von Funktionen auf einer nicht endlichen Menge nicht auf eine Konvergenz im Sinne
einer Norm zuriickfithren. Insbesondere benétigen wir eine geeignete Topologie auf dem
topologischen Dualraum eines normierten Raumes, fiir die der Konvergenzbegriff gerade
der Begriff der punktweisen Konvergenz ist.

11.1. DEFINITION. Eine Topologie 7 auf einem K-Vektorraum E (mit wie stets in
dieser Vorlesung K = R oder K = C), fiir die die Addition + : £ x £ — FE und
die Multiplikation mit Skalaren - : K x £ — E (beziiglich der Produkttopologien auf
E x E bzw. K x E) stetig sind heifit eine Vektorraumtopologie auf E. Ist E mit einer
Vektorraumtopologie 7 versehen, so nennen wir (E, 7) einen topologischen Vektorraum.

Eine bijektive lineare Homoéomorphie T : Ey — F5 zwischen zwei topologischen Vek-
torrdumen (FE4, 1), (F2, ) nennt man wieder einen topologischen Isomorphismus. Die
Réume (Eq, 1), (Eq, 72) heiflen dann zu einander topologisch isomorph. Zueinander topo-
logisch isomorphe topologische Vektorrdume werden im Rahmen der Theorie der topolo-
gischen Vektorrdume als nicht wesentlich verschieden angesehen.

Genau dann ist eine Topologie 7 auf E eine Vektorraumtopologie, wenn die beiden
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(U1) Zu je zwei Punkten x,y € E und jeder Umgebung U von z+y gibt es Umgebungen
V von x und W von y mit V. + W C U. (Dies ist dquivalent zur Stetigkeit der
Addition).

(U2) Zu jedem z € E, jedem A € K und jeder Umgebung U von Az gibt es eine
Umgebung V von x und ein ¢ > 0 mit {uy; |u — A| < g,y € V} C U. (Dies
ist dquivalent zur Stetigkeit der Multiplikation mit Skalaren in allen Punkten

(N z) e Kx E).
11.2. BEMERKUNGEN. Sei (F,7) ein topologischer Vektorraum.
(a) Firalley € E,0 # X € Ksind (wegen der Stetigkeit der Addition) die Translation
T,: F— F, T Tty
und (wegen der Stetigkeit der Multiplikation) die Streckung
My :E—FE, T A\x

Homdoomorphien. Insbesondere ist also M) ein topologischer Isomorphismus von
(E, 1) auf sich.
(b) Zu jeder Nullumgebung U in E gibt es eine Nullumgebung V' in E mit V+V C U.

BEWEIS. Zu (b): Wegen der Stetigkeit der Multiplikation in (0,0) gibt es nach (U1)
zu U Nullumgebungen Wy, Wy mit Wy 4+ Wy C U. Mit Wy, Wy ist auch V := W, N W,
als endlicher Durchschnitt von Nullumgebungen wieder eine Nullumgebung. Diese erfiillt
V+V W +W,CU. OJ
11.3. DEFINITION. Eine Teilmenge M eines K—Vektorraums E heif3t

97
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konvez, falls gilt: Va,y € M Vo € [0,1]: ax + (1 — a)y € M.

absolutkonvez, falls gilt: Vo,y € E Vo, € K: o]+ |6 <1 = ax + fy € M.
kreisformig, falls gilt: Vo € M Va € K: |o| <1 = ax € M.

absorbant, falls £ = |, .y nM.

11.4. LEMMA. Sei K eine nicht leere Teilmenge eines K—Vektorraums E.

(a) K ist genau dann absolutkonver, wenn K konver und kreisformig ist.
(b) Ist K absolutkonvex und absorbant, so ist durch

pr(z) =inf{r >0; z € rK}, (x € E)
eine Halbnorm pr : E — [0,00) gegeben. px heifit das Minkowski—Funktional zu
K
(c) Istp: E — [0,00) eine Halbnorm auf E, so sind die Mengen
B, ={r e E;p(x) <1} und D, :={zr € E;p(r) <1}
absorbant und absolutkonvexr und es gilt pp, = pp, = p.
(d) Ist K wie in (a), so gilt Dy, C K C By,.

BEWEIS. (a) rechnet man unmittelbar nach.
(b) Da K absorbant ist, gibt es zu jedem = € E ein r > 0 mit z € rK. Also ist
p(x) € [0,00). Da K absolutkonvex ist, ist 0 € rK fiir alle r > 0 und somit p(0) = 0 sowie

p(0z) = p(0) = 0 = Op(z).
Fir alle 0 # A € K, z € E gilt (da K nach (a) kreisférmig ist):

pr(Az) =inf{r > 0; Az € rK} = |A\|inf{s > 0; \x € |\[sK}
1Al
A
Fiir alle x,y € E gilt wegen der Absolutkonvexitéit von K:
pr(z+y)=inf{r >0;x+yerk}
=inf{s+t;5s>0,t >0,z +y € (s+t)K =sK +tK}
<inf{s+t;s>0,t >0,z € sK,y €etK}
=inf{s; s> 0,t >0,z € sK} +inf{t; t > 0,y € tK} = px(z) + px(y).

px erfiillt also auch die Dreiecksungleichung.
(¢) rechnet man unmittelbar nach und (d) ist offensichtlich. O

=[Alinf{s > 0; 2 € s——K} = [\ inf{s > 0; z € sK} = |A|pk(x).

11.5. BEMERKUNG. Sei (E,7) ein topologischer Vektorraum. Dann gilt:

(a) Jede Nullumgebung U in (E, 7) enthélt eine kreisformige Nullumgebung,.

(b) Jede Nullumgebung U in (F,7) ist absorbant.

(c) Ist $4(0) eine Nullumgebungsbasis von (E, ), so ist 4 := {x + U ; U € 4(0)} eine
Umgebungsbasis fiir 7.

BEwEIS. (a) Wegen der Stetigkeit der Multiplikation gibt es zu jeder Nullumgebung
U eine Nullumgebung V' und ein € > 0 mit

W:={lx; |\ <e} CU.
W ist offensichtlich kreisférmig. Da mit V' nach Bemerkung [11.2 auch ¢V C W eine
Nullumgebung ist, ist W eine Nullumgebung in (F, 7).
(b) Sei U eine beliebige Nullumgebung in (£, 7) und sei € E beliebig. Wegen der
Stetigkeit der Multiplikation in (0, z) gibt es ein € > 0 mit %x € U (und somit = € rU)
fiir alle r > %

(c) Dies gilt, da nach Bemerkung [11.2 fiir alle 2 € F die Translation u —  + u eine
Homoomorphie von (E, 7) auf sich ist. O
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11.6. DEFINITION. Ein topologischer Vektorraum (F, ) heifit lokalkonvez, falls jeder
Punkt x € E eine Umgebungsbasis aus konvexen Mengen besitzt. Die Topologie 7 heift
dann eine lokalkonvezre Topologie auf E.

11.7. LEMMA. Fiir einen topologischen Vektorraum (E, T) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) (E, ) ist ein lokalkonvexer Raum.
(b) (E,T) hat eine Nullumgebungsbasis aus konveren Mengen.
(c¢) (E,T) hat eine Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen Mengen.

Beweis. Die Implikationen (a)==-(b) und (c¢)==(b) sind unmittelbar klar und wegen
Bemerkungl1.5! folgt (a) aus (b).

Hat (E,7) eine Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen und ist U eine beliebige
7-Nullumgebung in F/, so gibt es eine konvexe Nullumgebung V' C U. Diese enthélt nach
Bemerkungl1.5leine kreisformige Nullumgebung W. Die konvexe Hiille Uy von W ist dann
eine absolutkonvexe Nullumgebung mit Uy C V' C U. Also gilt (c). O

11.8. LEMMA. Seien (E,7) und (F,0) zwei topologische Vektorrdume.

(a) Eine lineare Abbildung S : E — F ist genau dann auf (E,T) stetig, wenn sie in
0 stetig st.

(b) Eine Halbnorm p : E — [0,00) ist genau dann auf (E,T) stetig, wenn sie in 0
stetig st.

BEWEIs. Ist S bzw. p auf ganz F beziiglich 7 stetig, so natiirlich auch in 0.
Ist S stetig in 0 und zy € F beliebig, so folgt wegen der Stetigkeit der Translationen
T 4o :ur—u—xgin (E,7) und Ts,, in (F, o) wegen der Linearitit von S fiir alle z € E:

Sx = S(x —x0) + w9 = (Ts525 0 S 0 T_4,) ()

auch die Stetigkeit von S = Tg,, 0 S oT_,, in xy.

Ist p in O stetig und € > 0 beliebig, so gibt es eine Nullumgebung U in (E,7) mit
p(u) < e fiir alle u € U. Ist 2y € FE beliebig, so gilt fiir alle x aus der 7—Umgebung zq + U
von xy mit Hilfe der Dreiecksungleichung

Ip(z) — p(x0)| < p(x —x0) <€
und damit die Stetigkeit von p in xy. 0

11.9. LEMMA. Sei (E,T) ein lokalkonvezer Raum und sei U eine absolutkonvere T—
Nullumgebung in E. Dann gilt:

(a) Das Minkowski—Funktional py von U ist eine stetige Halbnorm auf E.
(b) it U = Dy, :={z € E; py(z) <1} CU C By, :={z € E; py(z) < 1}.
(c) sU CintU.

BEWEIS. Nach Lemma 11.4/ist py eine Halbnorm auf £ und es gelten die Inklusionen
in (b).

(a) Sei e > 0 beliebig. Da die Multiplikation mit § nach Bemerkung11.2/eine Homomor-
phie von (£, 7) auf sich ist, ist U eine 7-Nullumgebung. Fiir alle 2 € U folgt wegen
%m cUC B,,:

€ 2 €
= (=) < = .
pu(z) 2pU(€m) <5 <e
Also ist py in 0 und damit auf (F, 1) stetig.
(b) Wegen der Stetigkeit von py ist D,,, offen und B,,, abgeschlossen. Somit folgt

D,, CUCUCB,,.
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Ist z € int U, so gibt es wegen der Stetigkeit der Multiplikation mit Skalaren in (1, x) ein
e >0mit (1+¢)z € U. Es folgt py(z) < ;1= < 1 und daher = € Dy

Ist x € By, und V eine beliebige 7-Umgebung von z, so gibt es wegen der Stetigkeit
der Multiplikation mit Skalaren in (1,z) ein € € (0,1), so daf§ fir alle r € (1 — ¢, 1) gilt
re € V. Wegen py(x) <1 gibt es ein s € (1, l—ia) mit x € sU. Es folgt %x e UNV. Also
gilt z € U.

(c) folgt in nahe liegender Weise aus (b) O

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:

11.10. FOLGERUNG. Jeder lokalkonvere Raum besitzt eine Umgebungsbasis aus abge-
schlossenen, absolutkonvexen Mengen und auch eine Umgebungsbasis aus offenen, abso-
lutkonvexen Mengen.

11.11. DEFINITION. (a) Eine Familie 0 von Nullumgebungen in einem topologischen
Vektorraum (F,7) heifit ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen fiir 7, falls es zu
jeder Nullumgebung U in (E,7) ein V' € U und ein £ > 0 gibt mit ¢V C U. Insbesondere
ist dann {eV'; V € U, e > 0} eine Nullumgebungsbasis fiir 7.

(b) Eine Familie P = (pa)aca von stetigen Halbnormen auf einem lokalkonvexen Raum
(E, 1) heiit ein Fundamentalsystem von Halbnormen fiir 7, falls die Mengen (D, )aca ein
Fundamentalsystem von Nullumgebungen fiir 7 bilden.

Jede Nullumgebungsbasis in einem topologischen Vektorraum ist auch ein Fundamen-
talsystem von Nullumgebungen.

In einem normierten Raum (E, || - ||) ist {Bg} ein Fundamentalsystem von Nullum-
gebungen (aber keine Nullumgebungsbasis) und {|| - ||} ein Fundamentalsystem fiir die
Normtopologie auf E.

11.12. SaTz. Sei (E, 1) ein lokalkonvexer Raum.

(a) (E,T) besitzt ein Fundamentalsystem von stetigen Halbnormen. Jedes Fundamen-
talsystem P = (pa)aca von stetigen Halbnormen zu T hat die folgende Eigenschaft:

(11.1) Va, e A Iye A, C>0 VerekE: max{p,(z),ps(z)} < Cp,(x).

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) (E,T) ist separiert.
(ii) (E,7) hat eine Nullumgebungsbasis B(0) mit

(11.2) (| U={o}.
Ue®B(0)
(ili) Fiir jede Nullumgebungsbasis B(0) in (E,7) gilt (11.2)).
(iv) (E, ) besitzt ein Fundamentalsystem P = (Da)aca von stetigen Halbnormen
mit
(11.3) Vee E\{0} JacA:  pu(z)>0.

(v) Fir jedes Fundamentalsystem P = (pa)aca von stetigen Halbnormen in
(E,7) gilt (11.3).

BeEWEIS. (a) Nach Folgerung [11.10 hat (E, 7) eine Nullumgebungsbasis %(0) von ab-
solutkonvexen Nullumgebungen. Die Familie (py)uew(o) ist dann ein Fundamentalsystem
von stetigen Halbnormen auf (F, 7).

Sei nun P = (pa)aca €in beliebiges Fundamentalsystem von stetigen Halbnormen fiir
7 und seien «, 3 € A beliebig. Dann gibt es ein vy € Aund eine > 0 mit eD,, € Dy, ND,,.
Hieraus folgt

Vi € B max{pa(e), ps(a)} < 1ps ().
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(b) Ist (E, ) separiert, so ist (e U = {0}. Ist nun B(0) eine beliebige Nullumgebungs-
basis fiir 7, so gibt es zu jeder Nullumgebung U ein Vi € 9B(0) mit Vi C U. Es folgt

{orc (Y ve () we () U={o}
VeB(0) Uei(0) Ueil(0)

Also ist (11.2)) erfiillt und es gilt (iii).

Offensichtlich folgt (ii) aus (iii).

Sei nun (ii) erfiillt und seien z,y € E beliebig mit  # y. Nach Voraussetzung gibt
es ein U € B(0) mit x —y ¢ U. Nach Bemerkung 11.2 gibt es eine Nullumgebung V'
mit V +V C U. Mit V ist auch —V eine Nullumgebung. Es folgt (wegen = —y ¢ U):
r—VNy+V =07 ist also separiert.

Ist P = (Pa)aca ein Fundamentalsystem von stetigen Halbnormen fiir 7, so ist

{eD,,:e>0,a€ A}

eine Nullumgebungsbasis fiir 7. Die Aquivalenz von (iv) und (v) zu (i) folgt nun leicht
mit Hilfe der Aquivalenz der ersten drei Aussagen. 0

BEMERKUNG. Der Beweis zeigt, daf die Aquivalenz der ersten drei Aussagen in (b)
in allgemeinen topologischen Vektorrdumen gilt.

11.13. DEFINITION. Ein Halbnormensystem P = (pa)aca auf einem K-Vektorraum
E heifit separierend, falls zu jedem z # 0 aus F ein a € A gibt mit p,(z) > 0. Dies ist
offensichtlich dquivalent zu

ﬂ N,, = {0} (mit N, :={u € E; po(x) =0}).

acA

11.14. LEMMA. Sei P = (pa)aca €in System von Halbnormen auf einem K—Vektorraum

E. Dann sind
k

Vp = {mepaj i p>0keNay,...,aq € A}
j=1
und
k
Vp = {pﬂBpaj i p>0keNay, ..., a EA}
j=1
Nullumgebungsbasen einer lokalkonvexen Topologie Tp auf E, fir die alle p,, o € A, stetig

sind. Tp ist die grobste Topologie auf E mit dieser Eigenschaft.
Ist P ein separierendes Halbnormensystem, so ist 7p eine separierte Topologie.

BEWEIS. Sei 7p die Menge aller Teilmengen G von FE, fiir die gilt:
Vee G IV eUp (bzw. IV € Vp): x+V CG.
Man rechnet nach, dafl 7p» eine Topologie auf E definiert, fiir die sowohl
{r+V;,2€e E,VeUp} alsauch {zx+V;zeEV eV}

eine Umgebungsbasis aus konvexen Mengen ist. Wir zeigen, dafl 7p eine Vektorraumto-
pologie ist.

Zu (U1): Seien z,y € E beliebig und sei U eine beliebige 7p—Umgebung von x + y.
Dann gibt es ein p > 0 und endlich viele aq, ..., a; € A mit

k
x+y+pﬂDaj cV.

=1
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Wegen
P k p k k
(x+§ﬂDpaj)+<y+§ﬂDpaj) Ca+y+p()Dp, CV
7j=1 7j=1 7j=1

ist also (U1) erfiillt.
Zu (U2): Seien A € K und = € E beliebig und sei U eine beliebige 7p—Umgebung von
Az. Dann gibt es ein p > 0 und endlich viele ay, ..., a; € A mit

k
AT+ p ﬂ Dy, € V.
j=1
Dann gilt fiir alle p € K mit

p
2 maxlgjgk ch]- (l’) + 14

AN —p| <e:=

und alle
k

P
__” Nbp
y€x+2(|A|+1)ﬂ Pa;

es ist py = Az + (u — \)y + AM(y — x) enthalten in

k k
A
Az + g maépaj(x)—l—pﬁ) ﬂD,,aj +L’O)ODP% gAx+pODaj cV.

1<
=7 j=1

Also ist auch (U2) erfiillt und 7p ist eine lokalkonvexe Vektorraumtopologie. Der Zusatz
ist klar nach Satz [11.12. O

11.15. DEFINITION. Eine teilweise geordnete Menge (A, <) heifit (nach rechts) gerich-
tet oder (rechts) filtrierend, falls jede endliche Teilmenge von A eine obere Schranke in A
besitzt, d.h. wenn zu je endlich vielen a4, ..., a, € A ein § € A existiert mit a; < (3 fiir
alle j=1,...,n.
Eine Teilmenge B einer gerichteten Menge (A, <) heifit
o residual, falls ein ap € A existiert mit {a € A; o9 < a} C B.
e konfinal, falls es zu jedem a € A ein § € B gibt mit o < 5.

Eine Familie (2,)aca, A eine gerichtete Indexmenge, in einem topologischen Raum
(X, 7) heifit ein Netz oder eine verallgemeinerte Folge oder Moore—Smith—Folge.

Ein Netz (4)aca in einem topologischen Raum (X, 7) konvergiert gegen ein Element
y € X, falls fiir jede Umgebung U von y die Menge Ay :={a € A; x, € U} residual in A
ist, d.h. falls es zu jeder Umgebung U von y ein ay € A gibt mit z, € U fiir alle a > ay
aus A. Ist die Topologie 7 separiert (d.h. je zwei verschiedene Punkte besitzen disjunkte
Umgebungen), so ist der Grenzwert y hierdurch eindeutig bestimmt und wir schreiben
y = lim,e 4 2, oder x, — .

Ein Netz (24)aca in einem topologischen Vektorraum (FE,7) heifit ein Cauchy-Netz,
falls es zu jeder Nullumgebung U in (E,7) ein ay € A gibt mit z, — x5 € U fir alle
a, B> a.

Ein topologischer Vektorraum (F, 7) heifit

e vollstindig, falls in (F, 1) jedes Cauchy—Netz konvergent ist.

e folgenvollstindig, falls in (F, 7) jede Cauchyfolge konvergent ist.

e metrisierbar, falls es eine Metrik d auf E gibt, so daf§ die durch d gegebene To-
pologie 7, mit 7 iibereinstimmt.
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 11.

11.1. AUFGABE. Zeigen Sie, dal ein metrisierbarer topologischer Vektorraum genau
dann vollstandig ist, wenn er folgenvollstandig ist.

11.2. AUFGABE. Zeigen Sie, dafl fiir einen lokalkonvexen Hausdorffraum (E,7) die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) (E,T) ist metrisierbar.

(b) (E,T) besitzt eine abzéhlbare Nullumgebungsbasis.

(c) (F, ) besitzt eine abzdhlbare Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen Mengen.

(d) (E,T) besitzt eine abzihlbare Nullumgebungsbasis (U, ),en aus absolutkonvexen
Mengen mit U, 1 C U, fiir alle n € N.

(e) 7 wird durch ein abzéhlbares separierendes Halbnormensystem (g, )nen gegeben
mit

Vre E VneN: %L(l’) < C],—H_l(l‘).

(f) 7 wird durch ein abzdhlbares separierendes Halbnormensystem gegeben.



KAPITEL 12

Schwache Topologien

12.1. DEFINITION. Seien E, F' zwei K-Vektorrdume (K = R, C).

(a) Eine Abbildung (-,-) : £ x F' — K heifit Bilinearform, falls fiir alle x € F und
alle y € F' die Abbildungen

fo: F—=K mit f,(v):=(x,v)fir ve€F und
gy E—K mit g,(u):=(uy)fir vek

linear sind.
(b) Sei (-,-) eine Bilinearform auf F x F. Das Tripel (E, F,(-,-)) heifit Dualsystem
und (-, -) eine Dualitit zwischen E und F, falls gilt:
SH)VO#axze EdyeF:(x,y) #0.
(S2) VO£ye FIzeFE: (xy) #0.
Statt (E, F, (-, -)) schreiben wir auch kiirzer (E, F').

12.2. BEISPIELE. (a) Sei E ein K-Vektorraum und sei E# der Raum aller K-
linearen Abbildungen von E nach K. Dann ist (E, E#) mit (x, f) := f(x) fiir
r € E, f € E¥ ein Dualsystem.

(b) Sei (E,]| - ||) ein normierter Raum und E’ der Raum aller bzgl. der gegebenen
Norm || - || auf E stetigen K-linearen Abbildungen von E nach K. (E’ ist ein
Untervektorraum von E#). Dann ist (E, E') mit (z, f) := f(z) fiir z € F und
f € E’ ein Dualsystem.

(c) Sei B := C([0,1],K). Dann ist (E,E) mit (f,g) = [, f(t)g(t)dt fiir f,g €
C(]0,1],K) ein Dualsystem.

Der Beweis von (a) ist klar, ebenso die Bilinearitdt in (b) und (c). In der Situation
(b) ist (S2) trivialerweise erfiillt. Die Giiltigkeit von (S1) folgt aus dem Satz von Hahn—
Banach. Der Nachweis, daf in (¢) die Bedingungen (S1) und (S2) erfiillt sind, wird in den

Ubungen bewiesen.

12.3. BEMERKUNG. Ist (E, F') ein Dualsystem, so auch [F, E] mit [f,e] := (e, f) fiir
alleec E, f e F.

12.4. DEFINITION. Sei (E, F') ein Dualsystem. Die schwache Topologie o(E,F) (bzw.
o(F,E)) ist die grobste Topologie auf E (bzw. auf F'), fiir die alle Linearformen g, =
(y), y € F, (bzw. f, = (x,-),x € E) stetig sind. D.h. also: o(F, F) ist die Initialto-
pologie auf E bzgl. (K,7.,9,) (y € F) und o(F, E) ist die Initialtopologie auf F bzgl.
(K, 7., fz) (x € E), wobei 7 die durch den Absolutbetrag auf K = R, C gegebene Topo-
logie sei.

12.5. BEMERKUNGEN. Sei (£, F') ein Dualsystem.

(a) Man iiberlegt sich leicht (etwa mit Satz 3.7 aus [2], daB eine Menge Q@ C E
genau dann beziiglich o(E, F') offen ist, wenn es zu jedem x € Q endlich viele
fis--+, fn € Fund ein € > 0 gibt mit

Ulw; fr, o fme) ={y € Bs [, ) —w. Sl <ey ={y € E; [(x —y, fj)| <e} S Q.
104
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Eine Menge U C F ist genau dann eine o(F, F')-Umgebung eines Punktes 2 € E,
wenn es endlich viele f1,..., f, € F' und ein € > 0 gibt mit

U(x;flw"vfnag) g U.

(b) Die Topologien o(E, F') und o(F, E) sind separiert.
(c) Ist Fy ein Untervektorraum von F', so daf auch (E, Fy, (-, -)) noch ein Dualsystem
ist, so ist o(E, Fy) C o(E, F).

BEWEIS. Zu (b): Sind x1,x2 € E mit z; # 3, so gibt es nach (S1) ein f € F mit
d = [(xy — xa, )| > 0. Dann sind U(zy; f,d/3) und U(zs; f,d/3) zueinander disjunkte
o(E, F)-Umgebungen von x; bzw. xs.

(c) folgt unmittelbar aus der Definition der Initialtopologie. U

12.6. DEFINITION. Sei (E, || - ||) ein normierter Raum und sei (F, E’) das Dualsystem
aus Beispiel 12.2. Dann nennt man o(E, E') die schwache Topologie auf E und o(E', E)
die schwach*—Topologie auf E'.

12.7. BEMERKUNGEN. Auf E’ hat man also neben der Normtopologie noch die schwa-
che Topologie o(E’, E”) und die schwach*~Topologie o(E’, E') zur Verfiigung.
(a) Fiir alle z € E ist durch
Jg(z): ' - K, 2w 2'(z)=[r,2]

ein lineares Funktional definiert. Nach einer Folgerung aus dem Satz von Hahn—
Banach ist hierdurch eine isometrische lineare Einbettung Jg : E — E” gegeben.
Wegen (2/, Jp(x)) = Jp(z)(2') = 2/(x) = [z, 2] fir alle x € E, 2’ € E' stimmen
also die Topologien o(E’, Jg(F)) und die schwach*~Topologie o(E’, E) tiberein.
Mit Bemerkung [12.5 (c¢) und aus der Definition der schwachen Topologie folgt
also o(E', E) C o(£', E") C 7)., wobei 7). die Normtopologie auf E’ bezeichnet.
(b) Ist E reflexiv, d.h. gilt Jg(E) = E”, so ist Jg : E — E” nicht nur eine bijektive
Isometrie sondern auch eine Homéomorphie von (E, o(E', E)) auf (E”,o(E’, E")).

12.8. SATz. Sei (E, || - ||g) ein unendlich dimensionaler normierter Raum. Dann gilt:

(a) Die schwache Topologie o(E, E") ist echt grober auf E als die durch die Norm
| - ||z gegebene Topologie T(E).

(b) dim E' = oo und die schwach*—Topologie o(E', E) auf E' ist echt gréber als die
durch die Norm || - ||z auf E' gegebene Topologie T(E').

BeEWwEIs. (a) Nach Definition der schwachen Topologie ist o(F, E') ist grober als 7(E),
d.h.esist o(E, E') C 7(E).

Annahme: 7(F) C o(E, E'). Da die offene Einheitskugel U := {z € F; ||z||g < 1}
eine 7(F)-Nullumgebung, also nach Annahme auch eine o(E, E’)-Nullumgebung ist, gibt
es nach Bemerkung [12.5 endlich viele z, ..., 2/ € E' und ein € > 0 mit

U0;Y,...,2,,¢) :={x € E; |[vi(r)] <efirj=1,...,n} CU.

Insbesondere folgt
Y = mkerx;- CU(0;2Y,...,2l,,e) CU.
j=1

Y ist ein Untervektorraum der Kodimension < n und daher wegen dim £ = oo unendlich
dimensional. Sei nun y € Y beliebig. Dann folgt ry € Y C U und damit ||ry||g < 1 fiir
alle r > 0. Dies ist nur moglich, wenn y = 0 ist. Es folgt Y = {0} im Widerspruch zu
dimY = oo. Also mufl o(E, E') C 7(F) gelten.

(b) Sei n € N beliebig. Da E unendlich dimensional ist, gibt es linear unabhéngige
Vektoren ey,...,e, € E. Fur j = 1,...,nsei F; := LH{ex; j# ke {l,...,n}}. Als
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endlich dimensionaler Untervektorraum ist F; abgeschlossen und es gilt e; ¢ F;. Nach der
Folgerung 6.7 aus dem Satz von Hahn-Banach gibt es also €} € £’ mit €/(e;) = 1 und
ei(ex) = 0 fiir j # k € {1,...,n}, j = 1,...,n. Die so erhaltenen ¢}, ..., e, sind linear
J
fir £ = 1,...,n. Also ist dim E’ > n fir alle n € N. Nach Bemerkung 12.7 (a) ist
o(E'E) C 7(E'). Wie im Beweis zu (a) zeigt man nun, daf§ diese Inklusion echt ist. [

unabhingig, denn aus )7, a;e} = 0 mit oy, ..., a, € Kfolgt 0 = <Z?:1 aje’) (er) = ay

12.9. DEFINITION. Sei (E, F) ein Dualsystem. Ein Netz (24)aca heifit ein Cauchy-
Netz, falls es zu jeder o(E, F)-Nullumgebung U in E ein ay € A gibt, so daf fiir alle
a, > o gilt: v, — 2 € U. Da jede o(E, F)-Nullumgebung U in E eine Nullumgebung
der Form

U©; fi,..., frse) ={x € E; (z, fj)| <efirj=1,...,n}
mit endlich vielen fi,..., f, € F und einem £ > 0 enthélt, ist dies dquivalent zu
Vi€ Fe>03a€ AV, > ap:  [{xa— x5, f)| <e.

Ein Netz (24)aca in E heiit o(E, F')-konvergent gegen ein zy € E, falls fiir jede o(E, F)—
Nullumgebung U in F ein «ag € A existiert, so dafl x, —x¢ € U fiir alle a > g aus A gilt.
Wie oben sieht man, daf§ dies dquivalent ist zu

Ve Fe>03ay€ AVa>ap: [(xqa —x0, f)| <e.

Wir schreiben dann x, — z beziiglich o(E, F') oder ¢y = o(FE, F)-lim, z,. Der o(E, F')-
Grenzwert ist hierdurch eindeutig bestimmt. Gilt ndmlich x, — zo und z, — 1 beziiglich
o(E,F) und ist f € F beliebig, so gibt es zu beliebigem & > 0 zwei Elemente o, oy € A,
so daf fur alle a > o gilt [(z, — 1, f)| < €/2, 7 =0,1. Da die Indexmenge A des Netzes
(To)aca gerichtet ist, gibt es zu ap und oy ein s € A mit ap < ap und ay < ay. Es folgt

|<l’1 _I07f>| < |<ZL’1 —$a2,f> - <[E0 —Jfa2,f>| < ’<ZL’1 _xa27f>| + |<I0 _xa2af>| <eg.
Da e > 0 hierbei beliebig ist, muf (z1 — o, f) = 0 fiir alle f € F gelten. Wegen (S1) folgt

hieraus xg = ;.

12.10. SATZ VON BANACH-ALAOGLU. Sei (E,||-||g) ein normierter Raum. Dann ist
die Finheitskugel Bg: des topologischen Dualraums E' schwach*~kompakt.

BEWEIS. Wir versehen K mit der Produkttopologie 7 (vergl. Grundlagen aus der
mengentheoretischen Topologie). Dies ist die grébste Topologie auf K, so daf§ fiir alle
x € F die Projektionen auf die x—Komponenten

e K - K, A= (A uer — m(N) == Ay
stetig sind. Man iiberlegt sich, da8 eine Menge V C K¥ genau dann eine 7-Umgebung
eines Punktes A = (\;).ep € K¥ ist, wenn es endlich viele zy,...,x, € F und ein € > 0
gibt mit
VN1, .. 2, €)= {u = (tie)eer € KZ; Ae; = ;| < efiirj=1,...,n} CV.
Wir definieren ¢ : E' — K¥ durch ¢(2') := (2/())sep fiir alle 2’ € E'. Fiir alle 2’ € E, je
endlich viele zq,...,x, und alle € > 0 gilt
U1, ) =0y € E'; |2 (;) — o/ (@))] << fiir j = 1,....,n})
=¢p(E" )NV (Pp(x');x1,..., Tn, ).

Hieraus folgt, dal ¢ eine Homéomorphie von (E’,o(E’, E)) auf ¢(E’) versehen mit der
von 7 induzierten Relativtopologie 7 ist.
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Da alle Projektionen 7, u € E, stetig sind, ist
F={NeK";Va,B€KVr,y € E: am,(\)+ Bmy(\) — Tazisy(A) = 0}
={(f(2))ser; f € E*}

als Durchschnitt der Urbilder der abgeschlossenen Menge {0} unter den stetigen Ab-
bildungen am, + 81y, — Tazypy, o, B € K, 2,y € E, 7-abgeschlossen. Offensichtlich gilt
¢(E') C F.

Fir alle z € E ist K, := {a € K; |a| < ||z||g} kompakt in K. Nach dem Satz von
Tychonoff (siche z.B. Satz 4.13 in [2] ist also K := [],.p K, versehen mit der Produkt-
topologie kompakt. Die Produkttopologie auf K stimmt mit der von 7 auf K induzierten
Relativtopologie iiberein. Daher ist K auch 7—kompakt. Da F' bzgl. 7 abgeschlossen ist,
folgt auch die 7-Kompaktheit von Ky := K N F. Offensichtlich ist

Ko = {(f(2))eer; [ € E*, |f(2)] < ||lz||p fir alle v € B} = ¢(Be).

Da ¢ : (E',o(E")) — (¢(E'),79) eine Homdomorphie ist, ist Bpr = ¢ 1(Ky) o(E', E)-
kompakt. U

12.11. SATZ. Sei (E, || - ||g) ein separabler normierter Raum. Dann gibt es eine Me-
trik d auf der Einheitskugel Bg: des topologischen Dualraums E', so daf die durch d
gegebene Topologie auf Bg: mit der durch die schwach*—Topologie induzierten Relativto-
pologie tbereinstimmt. (Bg:,d) ist also ein kompakter metrischer Raum. Insbesondere ist
Bg schwach*—folgenkompakt, d.h. jede Folge aus Bg besitzt eine schwach®—konvergente
Teilfolge.

BEWEIS. Da (E, || - ||g) ein separabler normierter Raum ist, gibt es eine abzdhlbare
normdichte Teilmenge {z, ; n € N} in E. Wir definieren eine Abbildung d' : E' x E' —
[0, 00) durch

22 n_12(@n) = ¢/(wn)] fiir alle 2,y € E'.
1+ [0/ (2n) — /(@)

Offensichtlich gilt d'(2',y') = d'(v/, 2') fiir alle ',y € E'. Die Dreiecksungleichung rechnet
man in der {iblichen Weise nach. Sind z’,y" € E’ mit d'(z’,y’) = 0, so folgt fiir alle n € N:
|2’ (x,) — ¥/ (x,)| = 0. Da {z,; n € N} dicht in F ist und das lineare Funktional 2’ — ¢/
stetig ist, folgt @’ — ¢y’ = 0, d.h. 2’ = y/. Damit ist gezeigt, daBl ' : E' x £’ — [0, 00)
eine Metrik auf E’ ist. Wir zeigen die Stetigkeit der Identitdt auf E’ als Abbildung von
(E',o(E', E)) nach (E'.d’). Sei dazu ' € E’ beliebig und ¢ > 0 beliebig vorgegeben.

Dann gibt es ein m € N mit Zn “ma1 2" <eg/2 Firalle y € U(a'; 21, . .., 2m,e/2) folgt

[e.9]

d/(xcy/):Zan |m/(xn)_ 22 n |I xn _y/(xN)| + Z 9N

Lt [a' () — y/( xnl_ Lt [a' () — ¢/ (20))|

n=1

m
L€ €
<22 5tg<e
n=1

Alsoist U(2'; 21, ..., 2, e/2) C U% (') und die Stetigkeit von id:(E’, o(E', E)) — (E',d')
ist gezeigt. Die auf Bg von der schwach*~Topologie induzierte Topologie ist also feiner
als die durch die Metrik d := d'| B, xB,, definierte Topologie. Da Bg: nach dem Satz von
Banach—Alaoglu schwach*~kompakt ist, miissen (nach Folgerung 4.10 aus [2]) die beiden
Topologien iibereinstimmen und es folgt die Behauptung. 0
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 11.

12.1. AUFGABE. Sei K C RY kompakt mit § # K = int(K) und sei F := C(K,K).
Zeigen Sie: Durch

(f.9) /f D) (fg € E)

wird (F, E) zu einem Dualsystem. Hierbei sei Ay das Lebesguema$l im RY. Kann man
hierbei die Voraussetzung () # K = int(K) ersetzen durch die Forderung Ay (K) # 07

12.2. AUFGABE. Sei Q C RY Lebesgue-mefbar mit Ay (Q) # 0. £L2(Q) sei die Menge
aller auf 2 Lebesgue-mefbaren K-wertigen Funktionen f, fiir die eine Lebesge-Nullmenge
E C Q existiert mit sup,co\p [f(7)] < 0o. Fiir f € £2(€2) definieren wir

1 flloo == essesglzlp]f(xﬂ = inf {a >0; Av{z e Qs |f(x)] > a}) = 0}

Sei weiter N'(€2) die Menge aller Lebesgue-Nullfunktionen, d.h. die Menge aller Lebesgue—
mefbaren Funktionen f, fiir die f = 0 auf Q\ F fiir eine Lebesge-Nullmenge £ C € gilt.
Zeigen Sie:
(a) || - || ist eine submultiplikative Halbnorm auf £>°(2) mit
N(Q) ={f € L2 ); [Ifll = 0}.
(b) L*(Q2) := L>(Q2) /N (Q) wird zu einer Banachalgebra mit der durch

I + M@)o = esssup| f@)] - (f € £7()

definierten Norm.
(c) (LY(), L>*()) wird zu einem Dualsystem durch

(f +N(Q), g+ N(Q /f M(x)  (fe L), ge =),

12.3. AUFGABE. Sei () # G C C offen, sei N := N (G) und sei
H>*(G) := O(G) N L™(G)
die Menge der beschriankten holomorphen Funktionen auf G. Zeigen Sie
(a) Durch h +— h+ N ist eine Einbettung von H*°(G) in L>(G) gegeben mit
17+ N|oo = sup [h(z)].
zeG
Wir identifizieren H*°(G) mit dem Bild dieser Einbettung,.
(b) Mit der Identifikation aus (a) ist H>°(G) eine abgeschlossene Unteralgebra von

L>(G).
(c) Fir alle z € G ist

d, : H°(G) — C, 0,(h) :== h(z)

ein o(L>(@G), L'(G))-stetiges Funktional auf H*(G).
(d) H*(G) ist o(L>®(G), L*(G@))-abgeschlossen in L>*(G).
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Gelfandtheorie in kommutativen Banachalgebren

In diesem Abschnitt sei (R, || - ||) stets eine Banachalgebra iiber C. Besitzt sie ein
Einselement 1, so sei ||1]| = 1, was wie wir wissen, immer durch den Ubergang zu einer
dquivalenten Algebranorm erreicht werden kann.

13.1. DEFINITION. Ein multiplikatives lineares Funktional ¢ auf R ist ein nicht trivia-
ler Algebrenhomomorphismus ¢ : 8 — C, d.h. eine nicht identisch verschwindendes linea-
res Funktional ¢ mit p(ab) = p(a)e(b) fiir alle a, b € R. Wir schreiben A(R) fiir die Menge
aller multiplikativen linearen Funktionale auf 9 und setzen A, (R) := A(R) U {¢po} mit
Yoo = 0 auf fR.

13.2. BEISPIELE. (a) Sei K ein kompakter topologischer Hausdorffraum. Dann ist
fir alle t € K das Dirac—Funktional §; : C(K) — C mit 6,(f) := f(t) ein stetiges
multiplikatives lineares Funktional auf C'(K). Es gilt also {d;; t € K} C A(C(K)).

(b) Sei W die Menge aller derjenigen Funktionen f auf T := {z € C; |z| = 1}, die
eine Fourierreihendarstellung haben

fz)= ) apz" mit |fllw:= D> lan| <oo.
Offensichtlich ist (W, || - ||) ein Banachraum, der isometrisch isomorph ist zu ¢!(Z). Da
die Fourierreihen aller Funktionen aus W gleichméflig konvergieren, ist W C C(T). Sind
f,g € W gegeben mit

F = 3 a9z = 3 bt

mit (a,)nez, (bn)nez € €*(Z), so ist
(fg)(2) = f(2)g(z) = Z cpZ® mit ¢ = Z anby_p, fir alle k € Z.
k=—0c0 n=-—00
Wegen
Ifgllw = > lexl = > ‘ > anbpn| <
k=—0o0 k=—00 n=—o00
<D > aal loeal = D laal D beeal = I lwllgllw < oo
k=—00 n=—00 n=—oo k=—o00

ist (W, ||||) eine Banachalgebra mit dem Einselement 1 = 2°. Da W eine Unteralgebra von
C(T) ist, sind die Punktevaluationen 4, z € T, wieder multiplikative lineare Funktionale
auf W. Man nennt W die Wiener—Algebra.

Multiplikative lineare Funktionale sind automatisch stetig. Es gilt:

13.3. SATZ. A(R) C R und ||¢|| < 1 fir alle ¢ € A(R). Besitzt R ein Einselement
1, so gilt fir alle ¢ € A(PR), es ist ||p]| =1 = p(1).

109
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BEWEIS. Sei ¢ € A(R) beliebig. Annahme: ¢ ist unstetig oder es ist ||| > 1. Dann
gibt es ein € R mit [|z]| < 1 und ¢(z) = 1. Der Grenzwert y := >~ a" existiert
dann in R, da die Reihe wegen ||z|| < 1 absolut konvergiert, und es gilt x + zy = y.
Wenden wir hierauf ¢ an, so folgt: ¢(x) + ¢(z)p(y) = ¢(y), was wegen p(z) =1 zu dem
Widerspruch 1+ ¢(y) = ¢(y) fithrt. Also mul doch ¢ € R und ||¢|| < 1 gelten. Besitzt
R ein Einselement 1, so folgt fiir alle z € R: Es ist p(z) = p(z - 1) = p(z)p(1). Da ¢
nicht identisch verschwindet, folgt ¢(1) = 1 und damit wegen [[1|| = 1 auch [|¢|| =1. O

13.4. SATZ. Sei R eine kommutative Banachalgebra mit Finselement 1 tiber C.

(a) Fir alle ¢ € A(R) ist ker ¢ ein mazimales Ideal in R und codimkeryp = 1.
Ferner R =kerp @ C- 1.
(b) Ist M ein mazximales Ideal in R, so gibt es genau ein ¢ € A(R) mit ker p = M.

Die Zuordnung ¢ — ker ¢ definiert also eine Bijektion von A(R) auf die Menge IM(R)
aller mazimale Ideale in $R.

BEWEIS. (a) Sei ¢ € A(fR) beliebig. Nach Lemma [0.13/ist ker ¢ ein Ideal in R. Dieses
muf} wegen der Stetigkeit von ¢ (vergl. Satz[13.3)) abgeschlossen sein. Da ¢ nicht identisch
verschwindet ist kerp # PR und rangp = C. Also folgt codimker p = dimR/kerp =
dimran ¢ = 1. Insbesondere muf} ker ¢ ein maximales Ideal in R sein, da fiir jedes ker ¢
echt enthaltende Ideal J in fR folgt 0 < dimfR/J < 1 und somit J = fR.

Es ist R =kerp @ C- 1, denn fiir alle z € R ist x — ¢(x) - 1 € ker ¢.

(b) Sei M € M(R) beliebig. Nach Lemma [0.17 ist /M ein Korper. Wie in Aufga-
be [7.2 gezeigt wurde, ist 8/M versehen mit der Quotientennorm auch eine Banachal-
gebra. Durch Ubergang zu einer dquivalenten Algebranorm kann man zudem erreichen,
daB [|[1 + M||w/m = 1 ist. Nach dem Satz [7.10/ von Mazur und Gelfand ist also %4/M
isometrisch isomorph zu C. Sei ® : )8/M — C der hierdurch gegebene Isomorphismus
und bezeichne 7 : R — /M den kanonischen Epimorphismus. Dann ist ® o 7 € A(R)
mit ker ® o = kerm = M.

Zur Eindeutigkeitsaussage: Sind ¢, 1 € A(R) mit ker p = ker ¢y = M € M(R), so folgt
nach (a): 8 = M @ C- 1 und hieraus ¢ = 1, den nach Satz 13.3/ist (1) =1 =1(1). O

13.5. FOLGERUNG. Sei R eine kommutative Banachalgebra mit Finselement 1 tiber C
und sei x € *R.
(a) om(z) = {o(z); ¢ € A(R)}.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) = liegt im Radikal radR von fR.
(i) (x) =0 fir alle p € A(R).
i) oa(r) = {0}
(iv) r(z) =
(V) x ist quaszmlpotent
(c) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) R ist halbeinfach.
(ii)) A(SR) trennt die Punkte von R.
(iii) Der Spektralradius ist eine Norm auf R.

BEWEIS. (a) Sei z € oi(x) beliebig. Dann ist z — z nicht invertierbar und liegt daher
in einem maximalen Ideal M von R. Wegen M = ker ¢ fiir ein ¢ € A(R) (nach Satz[13.4)
gilt 0 = p(z — ) = 2 — ¢(x) und damit z € {¢(x); ¥ € A(R)}.

Ist umgekehrt z = p(z) fir ein p € A(R), so ist z — x € ker. Da ker ¢ ein echtes
Ideal ist, ist z — 2 nicht in R invertierbar, d.h. es gilt z € on(z).

(b) folgt unmittelbar aus (a), Satz [13.4/ und Folgerung [8.13.
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(c) Nach Satz 8.1/ (c) und Folgerung 8.7 ist der Spektralradius r eine submultiplikative
Halbnorm auf SR. Diese ist wegen der Aquivalenz von (i) und (iv) in (b) genau dann eine
Norm, wenn radR = {0} gilt, d.h. wenn 2R halbeinfach ist. Dies zeigt die Aquivalenz von
(i) und (iii).

A(fR) trennt genau dann die Punkte von R, wenn gilt

VO#zeRIpe AR):  ¢(x) #0.
Nach (b) ist dies dquivalent zu radR = {0}. O

13.6. SATZ. Sei R eine kommutative Banachalgebra mit Einselement 1 tiber C. Dann
ist die Menge A(R) der multiplikativen linearen Funktionale o(R', R)-kompakt. Im fol-
genden sei A(fR) stets durch die von der schwach*—Topologie induzierten Relativtopologie
versehen. Die Abbildung x — & mit &(p) = @(x) fir alle v € R, o € A(R) definiert einen
stetigen Algebrenhomomorphismus T' : R — C(A(R)) mit den folgenden Eigenschaften:

(a) I'(1) = 1 und ker I = rad fR.

(b) |2|a@y = r(x) fir alle x € R. Hierbei sei || - ||awm) die Supremumsnorm auf

C(A(R)).
(c) Fiir alle x € R gilt 2(p) =0 genau dann, wenn x € ker ¢ gilt.

(d) Die Funktionen {Z; x € R} trennen die Punkte von A(fR).

I': R — C(A(R)) heiit der Gelfand-Homomorphismus von R nach C(A(R)).

BEWEIS. Fiir alle z,y € R definieren wir:
M(z,y) == {p € R'; p(ry) — p()p(y) = 0}.
Offensichtlich sind diese Mengen schwach*~abgeschlossen in $R’. Auch
A={peNR;p(l) =1}

ist schwach*—-abgeschlossen und die Einheitskugel Bgy des Dualraums von fR ist nach dem
Satz von Banach—Alaoglu (Satz [12.10) sogar schwach*~kompakt. Also ist auch

A(R) =By NAN (] M(z,y)
T,yeNR
schwach*~kompakt.

Nach Definition der schwach*~Topologie o(9R’, 2R) sind die Funktionen z fiir alle z € R
beziiglich der durch o(R’,R) auf A(R) induzierten Relativtopologie stetig. Die Homo-
morphieeigenschaften von I' rechnet man unmittelbar nach.

(a) folgt aus Satz [13.3 und Folgerung [13.5.

(b) Es ist fiir alle z € R:

lelagy = sup le(@)] = sup |z =r(2) < ],
PEA(R) z€om (2)
wobei das mittlere Gleichheitszeichen nach Folgerung [13.5] das néchste nach Satz 8.11
und das <-Zeichen nach Satz 8.1 gilt.

(c) ist offensichtlich.

(d) Gilt 2(p) = z(¢) fiir alle 2 € R, so ist p(x) = ¢(x) fiir alle z € R und daher
o =1. 0

Um auch Gelfandtheorie in kommutativen Banachalgebren ohne Einselement betrei-
ben zu kénnen zeigen wir:

13.7. LEMMA. Sei SR eine kommutative Banachalgebra iiber C ohne Einselement und
sei Ry = RBC-1 die durch Adjunktion der Eins entstandene kommutative Banachalgebra
mit Finselement (versehen mit der durch ||x + 21| := ||z|| + |2| fir alle x € R, z € C
definierten unitalen Algebranorm). Dann gilt
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(a) A(Ry) versehen mit der von o(R), R1) induzierten Relativtopologie ist homdomorph
2u Ao (R) versehen mit der durch o(R',R) induzierten Relativtopologie. Insbe-
sondere ist A (R) schwach*~kompakte Teilmenge von R'.

(b) Fir alle x € R gilt:

(i) oo, () = {0} U{p(2); ¢ € A(R)}.
(i) r(z) = 0 falls A(R) =0

SUDyeA () lo(x)|  sonst.

BEWEIS. (a) Firalle p € A(R;) und allex+2-1 € Ry, z € R,z € C,ist p(x+2-1) =
o(x)+2z und ¢|x € A (R). Wir definieren daher ¢ : A(R;) — A (R) durch ¢(p) := ¢|n
fiir alle p € A(MRy). Wegen der schwach*~Kompaktheit von A(R;) und der Separiertheit
von o(R',R) geniigt es, zu zeigen, dafl ¢ eine stetige, bijektive Abbildung ist (vergl.
Satz 3.8 aus den Grundlagen aus der mengentheoretischen Topologie.

Zur Injektivitéit: Sind ¢, ¢ € A(R;) mit ®(p) = P(¢), so folgt fiir alle z + 2z - 1 € Ry:
Esist p(x +2-1) = p(x) + 2z =9(x) + 2 = Y(x + z - 1) und daher ¢ = .

Zur Surjektivitat: Ist ¢ € A, (R) beliebig, so definiere ¢ : |y — C durch ¢(x+2-1) :=
p(x)+z fur alle x+2-1 € Ry, z € R, z € C. Man rechnet nach, dal ¢ ein multiplikatives
Funktional ist, fiir das offensichtlich (@) = ¢ gilt.

Zur Stetigkeit: Sei ¢ € A(fR;) beliebig und sei U eine beliebige Umgebung in A(fR)
von ®(p) beziiglich der durch die von o(R’,R) induzierten Relativtopologie. Dann gibt
es endlich viele x,...,x, € R und ein € > 0 mit

V(®(p);1,. .., xn,6) = ={tp € Ac(R); |[¢(xj) — (P(p))(z)| <efirj=1,...,n} CU.
Wegen der bereits gezeigten Bijektivitéit von ¢ folgt
V(gsan,... ap,e) ={¥ € Ax(R); [(27(¥))(2)) — pla)| <e fiir j =1,...,n}
=0 ({x € A1) Ix(z)) — )] <efirj=1,...,n}).
Also ist @~(U) eine Umgebung von ¢ in A(R;) beziiglich der von (R}, R;) induzierten

Relativtopologie. Damit ist die Stetigkeit von ® gezeigt.
(b) Zu (i): Nach Folgerung [13.5/und (a) ist

ox (2) = {e(z); p € AR} = {(P(9))(2); ¢ € A(R1)} = {(2); ¥ € Axc(R)}.
Hieraus folgt die Behauptung.

Zu (ii): Es ist nach Folgerung 13.5/und (a)

r(z) = sup |z[= sup [p(z)]= sup [P(z)l].
2€om, (z) pEA () HEA ()

Hieraus folgt (ii). O

Ist 2 ein lokalkompakter topologischer Hausdorffraum, so bezeichnen wir mit C..(12)
die Algebra der im Unendlichen verschwindenden, stetigen Funktionen, d.h. C(£2) ist
die Menge aller derjenigen stetigen Funktionen f : 2 — C, so dal zu jedem ¢ > 0 eine
kompakte Teilmenge Ky, von 2 existiert mit | f(¢)| < e fiir alle t € Q\ K. Versehen mit
der Supremumsnorm || - [|g ist C(€2) eine Banachalgebra. Dies rechnet man leicht nach.

13.8. SATZ. Sei R eine kommutative Banachalgebra iiber C ohne Finselement mit
A(R) # 0.
(a) A(R) ist in der von o(R',R) induzierten Topologie lokalkompakt.
(b) Der Gelfandhomomorphismus x — & mit Z(p) := @(x) fir alle x € R, p € A(R)
nimmt seine Werte schon in Coo(A(R)) an und es gilt:

VeeR:  |z]ae =r(r) <]
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BEWEIS. (a) ist klar, da A () nach Lemma 13.7 schwach*~kompakt ist.
(b) Die Homomorphieeigenschaften des Gelfandhomomorphismus sind offensichtlich.
Seien nun = € R und ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Die Menge

K :={p € Ac(R); |p(z)| > €}

ist eine o (R’ R)—abgeschlossene Menge der nach Lemma [13.7/ schwach*~kompakten Men-
ge Ay (R) und somit ebenfalls schwach*~kompakt. Wegen ¢, ¢ K ist K C A(R) und fiir
alle v € A(R) \ K ist |2(¢)| = |(x)] < e. Der Rest folgt nun mit Hilfe von Lemma [13.7
(b). O

Um in einer Reihe von Beispielen A(fR) bestimmen zu konnen, zeigen wir:

13.9. LEMMA. Sei K ein kompakter topologischer Hausdorffraum und sei R eine Un-
teralgebra der C-Algebra C(K) := C(K, C) welche die konstante Funktion 1 enthdlt. Auf
R sei eine Norm || - || gegeben, so dafi (R, ]| -||) eine Banachalgebra ist. Ferner gelte

(a) Fir alle x € R ist auch die Funktion T (mit T(t) = x(t) fir alle t € K) ein
Element von R.

(b) Ist z(t) # 0 fiir alle t € K, so ist auch die Funktion x7' : ¢ +— ﬁ ein Element
von R.

(c) R trennt die Punkte von K.

Dann ist A(R) = {d;; t € K} und die Abbildung t — 9, ist eine Homdomorphie von K
auf A(R).

BeEwEIS. Die Inklusion {d;; t € K} C A(fR) ist offensichtlich und da 9 die Punkte
von K trennt, ist die Abbildung ¢ : ¢ — d; von K nach A(R) injektiv. Wir zeigen, dafl ¢
auch surjektiv ist. Sei also ¢ € A(R) beliebig vorgegeben.

Annahme: Vt € K :  keryp ¢ kerd;. Dann gibt es zu jedem t € K ein x; € ker
mit z,(t) # 0. Wegen der Stetigkeit von x; gibt es noch eine offene Umgebung U; von
t mit z,(s) # 0 fiir alle s € U,. (U;)ex ist dann eine offene Uberdeckung von K, aus
der wir wegen der Kompaktheit von K eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen kénnen
Ui, ..., U, auswihlen konnen. Die Funktion f : s — Zle wy, (t)Ty, (t) ist dann null-
stellenfrei und liegt wegen (a) und z;; € ker ebenfalls in ker ¢ und damit nicht in R
invertierbar. Da f nullstellenfrei ist, steht dies im Widerspruch zu (b). Also war die An-
nahme falsch und es folgt: Es gibt ein t; € K mit kerp C kerd,,. Da ker ¢ und ker d;,
maximale Ideale sind, ist dies nur méglich,wenn ker ¢ = ker d;, ist. Wegen Satz [13.4' folgt
hieraus ¢ = d;,. Damit ist die Surjektivitdt von ¢ bewiesen.

Wir zeigen nun die Stetigkeit von ¢ : K — A(R). Sei ¢t € K beliebig und sei U
eine beliebige Umgebung von d; in A(R) in der von der schwach*~Topologie induzierten
Topologie. Dann gibt es endlich viele xy, ..., z, € R und ein £ > 0 mit

V=V (0 21,...,2n,6) :={0s; s € K, |0(xj) — 05(z;)| <efirj=1,....,n} CU.

Dann ist
5N (V)={s € K; |z;(t) —a;(s)| <efir j=1,...,n}

wegen der Stetigkeit von zq, ..., z, offen in K und somit eine Umgebung von ¢. Damit ist
die Stetigkeit von § : K — A(R) bewiesen. Da § auch bijektiv und K kompakt ist, mufl
0 eine Homéomorphie sein. O

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:

13.10. FOLGERUNG. (a) Sei K ein kompakter topologischer Hausdorffraum. Dann
ist die Menge A(C(K)) der multiplikativen linearen Funktionale homdéomorph zu
K vermdge der Abbildung t — o;.
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(b) Sei [a,b] ein kompaktes Intervall (a < b). Dann ist fir alle n € N durch t — &,
eine Homoomorphie von [a,b] auf A(C"([a,b])) gegeben.

13.11. SATz. Sei W C C(T) die Wieneralgebra der Funktionen mit absolutkonvergen-

ter Fourierreihenentwicklung (vergl. Beispiel 13.2 (b)). Dann ist A(W) homdomorph zu
T vermdge der Abbildung z +— §,, wobei 0,(f) := f(z) fir alle z€ T, f € W.

BEWEIS. Wir hatten uns schon in Beispiel 13.2 (b) iiberlegt, dal {4, ; z € T} C A(W)
gilt. Die hierdurch definierte Abbildung 6 : T — A(W) ist injektiv, denn fiir alle z1, 2z € T
gilt mit A :=idr: Es ist d;,(h) = 2; und daher J;, = ., genau dann, wenn 2z; = 2,.

Wir zeigen, dafl ¢ auch surjektiv ist. Sei also ¢ € A(W) beliebig vorgegeben und
h :=idy. Dann ist ||h||w = 1 und h ist invertierbar in W mit h~'(z) = 1/z fiir alle z € T.
Offensichtlich ist ||[h~ !y = 1. Da ||| = 1 gilt (nach Satz [13.3)), folgt |p(h)] < 1 und
lo(h™H)| < 1. Wegen p(h™')p(h) = p(h™ - h) = p(1) = 1 ist dies nur moglich, wenn
lo(h)] = 1 und somit p(h) € T gilt. Fiir alle f € W mit f(z) = >~ a,2" fir alle

zeTgilt f=>" _ a,h™ mit absoluter Konvergenz. Da ¢ stetig ist, folgt hieraus

0 o0

p(H)= D anph™) = Y anlp(h)" = om(f)-

Also ist o(f) = d,(n)(f) und die Surjektivitét von ¢ ist gezeigt.
Wie im Beweis von Lemma [13.9/ zeigt man nun, dafl 4 eine Homéomorphie ist. 0

Als Folgerung erhalten wir folgenden Satz von Wiener:

13.12. FOLGERUNG. Sei f : R — C eine 2w —periodische Funktion mit absolutkonver-
genter Fourierreithenentwicklung. Besitzt f keine Nullstelle in R, so hat auch die Funktion
L/f:t— 1/f(t) eine absolutkonvergente Fourierreihenentwicklung.

BEWEIS. Sei also f mit

f(t) = Z ane™ fiir alle t € R

n=—oo

ohne Nullstelle in R, (a,)2 € ((Z). Dann ist die Funktion f : z — 3% @,2" in

n=—0oo

W und hat keine Nullstelle in T. Also folgt mit Satz 13.11 und Folgerung [13.5:

0¢ {f(z); 2 €T} ={p(f); v € AW)} = ow(f),

d.h. die Existenz von 1/f in W. Die Funktion ¢ : R — C mit g(t) := 1/f(e") fiir alle t € R
erfiilllt dann f(t)g(¢f) = 1 und besitzt eine absolutkonvergente Fourierreihenentwicklung.
U

Ubungsaufgaben zu Kapitel 13.

13.1. AUFGABE. Zeigen Sie, dafl es fiir alle z € C mit |z| = 1 unendlich viele paar-
weise verschiedenen maximale Ideale Z in der Banachalgebra Cy(D) der stetigen und
beschrinkten Funktionen auf D gibt mit

{feR: f(z)=0} CT.

Hierbei sei R die abgeschlossene Unteralgebra aller auf D beschrénkten, stetigen Funk-
tionen f, die eine stetige Fortsetzung f auf ID besitzen.
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13.2. AUFGABE. Seien (R;,| - [|;), 7 = 1,2, zweil kommutative Banachalgebren iiber
C mit Einselementen 1g,, 1gy,. Zeigen Sie: Ist @ : Ry — Ry ein (nicht notwendig stetiger)
Algebrenhomomorphismus mit ®(1g,) = ly,, so ist die durch ¢ — ¢ o & gegebene Abbil-
dung von A(Ry) nach A(fR;) stetig, wenn man A(R;) mit der von (R, R;) induzierten
Relativtopologie versieht.

13.3. AUFGABE. Sei A(D) die in Aufgabe [7.7 eingefiihrte Diskalgebra.

(a) Zeigen Sie, dafl die Polynome in z dicht liegen in A(D).

(b) Zeigen Sie, dafl die multiplikativen Linearformen auf A(D) genau die Punktaus-
wertungen auf D sind.

(c) Seien f1, ..., fr Funktionen in A(D) und zu jedem z € D gebe esein j € {1,... k}
mit f;(z) # 0. Dann existieren Funktionen @4, ..., ®; € A(D) mit Zle fi®; =1

auf D.
13.4. AUFGABE. Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Eins 1 und seien a, ..., a, €
A. Das gemeinsame Spektrum von ag, ..., a, in A ist definiert als
oa(ar, ... an) = {(p(ar),...,p(an)) : ¢ € A(A)}.
(a) Zeigen Sie: o4(ay,...,a,) ist eine nicht leere, kompakte Teilmenge des C".
(b) Fir j =1,...,nsei m; : C* — C die Projektion auf die j-te Koordinate. Zeigen
Sie:
mj(oalar, ... a,)) = oala;) V1i<j<n.
(c) Zeigen Sie: Der Punkt (z1,...,z2,) liegt genau dann in o4(ay,...,a,), wenn das
von z1 -1 —ay,...,2, - 1 —a, erzeugte Ideal von A echt ist.

13.5. AUFGABE. Bestimmen Sie den Gelfand-Raum der Sandwichalgebra
S(D) ={f e C(D) : esgibt ein g € AD) mit glop = f|op}-
Hierbei sei S(D) versehen mit der sup—Norm.

13.6. AUFGABE. Sei H*(D) sei die Banachalgebra aller auf D holomorphen, be-
schrinkten Funktionen (versehen mit der sup-Norm). Zeigen Sie:

(a) Fiir alle zo € D und f € H>*(D) ist die Funktion
L f(z) = f(20)

eD
— (zeD)

in zg holomorph ergénzbar und beschréinkt.

(b) Es gibt eine stetige injektive Abbildung ¥ : D — A(H>(D)).

(c) Es gibt eine stetige surjektive Abbildung 7 : A(H*®(D)) — D derart, daB 7|p =
idp. Insbesondere sind D und das Bild von D in A(H*°(D)) homéomorph.



KAPITEL 14

Der Silovrand

In diesem Kapitel wollen wir die Frage untersuchen, wann sich ein maximales Ideal
in einer Unteralgebra 2 einer komplexen kommutativen Banachalgebra R mit Einsele-
ment zu einem maximalen Ideal in R erweitern 1dt. Sei also im folgenden ‘R stets eine
kommutative Banachalgebra mit Einselement 1 iiber C.

14.1. DEFINITION. Unter einer mazximierenden Teilmenge von A(R) verstehen wir
eine abgeschlossene, nicht leere Menge F' C A(fR) mit

(14.1) VeeR: () = allay = Il
Die Menge aller maximierenden Teilmengen von A(fR) bezeichnen wir mit M(A(2R)).
Insbesondere ist also A(R) selbst eine maximierende Teilmenge von sich.

14.2. SATZ. Es gibt genau eine minimale mazimierende Teilmenge S(R) von A(2R).
S(R) heifit der Silovrand von R. Es gilt:

SR = () F

FEM(A(R))

BEWEIS. (a) Ezistenz: Die Menge M(A(fR)) aller maximierenden Teilmengen von
A(fR) ist durch die Inklusion teilweise geordnet und wegen A(R) € M(A(R)) nicht
leer. Wir zeigen mit Hilfe des Zornschen Lemmas, dafi M(A(fR)) ein minimales Element
besitzt. Sei K eine beliebige totalgeordnete Teilmenge von M(A(fR)). Wegen der Kom-
paktheit von A(R) sind alle K € K nicht leere kompakte Teilmengen von A(R). Da K
totalgeordnet ist, folgt wegen der endlichen Durchschnittseigenschaft kompakter Mengen,

daf} die Menge
Ky:= (K

nicht leer und kompakt (also auch abgeschlossen in A(fR)) ist. Wir zeigen, dafl K, auch
maximierend und damit eine untere Schranke fiir I in M(A(R)) ist. Fiir alle z € R ist
wegen der Stetigkeit der Gelfandtransformierten & von z und der Kompaktheit von A(fR)
die Menge

Se = {p € AR); o) = [2(0)] = lI2]la@y}

abgeschlossen und nicht leer. Da die Elemente von I maximierende Teilmengen von A(R)
sind, gilt |||k = ||Z||a® und somit K NS, # O fir alle K € K,z € R. Wegen der
endlichen Durchschnittseigenschaft kompakter Mengen folgt auch

KonSe= KNS, #0

KeKk

fir alle z € fR. Also ist Ky maximierend und somit eine untere Schranke fiir K in
M(A(R)). Nach dem Zornschen Lemma besitzt M(A(R)) daher wenigstens ein mini-
males Element.
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(b) FEindeutigkeit: Sei S eine minimale maximierende Teilmenge von A(R) und sei
¢ € S beliebig. Sei V' eine beliebige Umgebung von ¢ in A(R). Dann gibt es endlich viele
Y1, .-, Yn € R und ein € > 0 mit

U:={¢ € AR); [U(y;) — ey <efirj=1,...,.n} CV.
Mit z; 1= y; — (y;)1 folgt ¥(z;) = (y;) — ¢(y;) und somit
U={YeAMR); [Y(z;)| <efirj=1,....n}.
Da S minimales Element von M(A(fR)) ist, gibt es ein y € S mit

r(y) = [9llaey = sup [§(¥)| > sup [§(¢)].
el weS\U

Gébe es ndmlich kein solches y, so wire S \ U eine echt kleinere minimale maximierende
Teilmenge von A(fR). Indem wir notfalls y durch 7(y) 'y ersetzen, kénnen wir erreichen,
daf

sup [9(¢)] <r(y) =1
YeS\U

gilt. Fiir hinreichend groies m € N gilt dann

—_~ 8
sup |y ()] < :
YeS\U maxi<j<n || ;]
Damit folgt fiir j =1,...,n:
max ly™ (¥)2;(¥)] =max [y ()2;(1)]
=max { sup |77 (W) (V)] sup [ ()2 ()]} <.
YeS\U YeESNU

Ist nun 7 € M(A(SR)) beliebig gegeben, so gibt es, da F' maximierend ist, ein ¢q € F
mit 1 = r(y™) = |y™(¢o)|. Damit erhalten wir fiir j = 1,..., n:

|25(0)| = [y™(0)d;(0)| -

Also ist ¢ € U C V. Fiir alle ¢ € S enthilt also jede Umgebung V' von ¢ Punkte aus F'.
Da F' abgeschlossen ist folgt o € F. Wegen S € M(A(R)) folgt

S= () F

FEM(A(R))

und damit insbesondere auch die Eindeutigkeit des minimalen Elementes von M(A(fR)).
O

14.3. BEISPIELE. (a) Fiir jeden kompakten Hausdorffraum K gilt
S(C(K))={o;te K} = A(C(K)).

(b) Die Diskalgebra A(D) = C(D) N O(D) ist, versehen mit der Supremumsnorm eine
kommutative Banachalgebra mit Einselement 1. Es gilt:

A(AD)) ={6.; 2€ D} und S(A(D))={6,; z € OD}.
Beweis in den Ubungen.

14.4. SATZ. Fir alle v € R gilt dow(x) C 2(S(R)).
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BEWEIS. Sei zy € don(z) \ Z(S(R)) beliebig. Wegen der Stetigkeit von & und der
Kompaktheit von S(R) folgt

0:= inf |z — = — > 0.
welg(m)\w(so) 2| = rergl&)\x( ®) — 2o

Da zy im topologischen Rand von ox(z) liegt gibt es ein z; € px(x) mit |21 — 20| < 6/2
und es folgt fiir alle p € S(R):

. . )
12(p) — 21| > |2(p) — 20| — [21 — 20| > 2
und somit
(14.2) (= 2)™) ! 2
) r((z —z = max |——— -
! pes) 1 Z(p) — 21 4]

Andererseits ist zy € on(x) und daher zp = (pg) = @o(x) fiir ein ¢y € A(R). Es folgt
mit (14.2):

2 B B 1 1 2
—>r((r—=z > r—z ~
5> rlle =20 ™) 2 leoll@ =) = || =
Da dies unmdglich ist kann es keinen Punkt zy € dom(z) \ ( (R)) geben, d.h. die Menge
Jow(x) \ (S(R)) ist leer und es folgt don(x) C £(S(R)). O

Eine weitere Charakterisierung des Silovrandes wird im folgenden Satz angegeben:

14.5. SATZ. Fiir ein nicht triviales multiplikatives Funktional ¢ auf R sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:
(a) ¢ € S(R).
(b) Zu jeder in der auf A(R) durch o(R',R) gegebenen Relativtopologie offenen Um-
gebung U von @ ezistiert ein y € R mit
sup [g(y)] < sup [g(¥)] .
YEA(R\U YeU
BeEWwEIS. “(a)==-(b)” Ist (b) nicht erfiillt fiir ein ¢ € A(R), so gibt es eine in der auf
A(R) durch o(R',R) gegebenen Relativtopologie offenen Umgebung U von ¢, so daf fiir
alle y € R gilt
sup  [§(¢)] = sup [§(¥)] -
YEAR\U YeU
A(R)\ U ist also eine maximierende Teilmenge von A(R) und mufl daher nach Satz[14.2
den Silovrand S(fR) enthalten. Insbesondere kann ¢ dann nicht im Silovrand von fR liegen.
“(b)==(a)” Hat p € A(R) die Eigenschaft (b), so ist U N S(R) # ( fiir alle in der
auf A(R) durch o (R, R) gegebenen Relativtopologie offenen Umgebungen U von . Also
gilt p € S(R) = S(R). O

Fiir eine Banachalgebra 20 und ein x € 2 sei ro(x) der Spektralradius von z in 2.

14.6. SATZ. Sei R eine kommutative komplexre Banachalgebra mit Einselement 1.
(a) Ist & : R — A ein (nicht notwendig stetiger) Homomorphismus von R in eine
kommutative komplexe Banachalgebra A mit Finselement 1y, fiir den gilt:
(14.3) O(1) =1y und 7ro(P(x)) =rn(x) fir alez € R,

so gilt S(R) C {po®; ¢ € S(A)}. Der Silovrand von R ist die grofite Teil-
menge von A(R) mit dieser Eigenschaft fiir alle méglichen Wahlen von 2 und ®
mit (14.3).
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(b) Fiir jede kommutative, komplexe Banachalgebra 2 O R mit dem selben Einsele-
ment 1 und mit der Eigenschaft

(14.4) ro(x) = rea(x)  fir alle v € R

laft sich jedes Funktional aus S(R) fortsetzen zu einem multiplikativen Funktional
auf A. Ist R zusdtzlich halbeinfach, so ist S(R) mazximal mit dieser Figenschaft
fir alle moglichen Wahlen von 2.

BEWEIS. (i) Wegen der Stetigkeit der Abbildung ®# : A(A) — A(R), ¢ — po @,
(nach Aufgabe [13.2) und der Kompaktheit von S(2l) ist

PF(S(A) = {po®; p e S(A)}
kompakt und damit auch abgeschlossen in A(R). Fiir alle z € R gilt

—

Jillos s = sup [o(@()] = sup ()] = ra(@(a)) = rx(e) = il
pes() pes(2)
d#(S(A)) ist also eine maximierende Teilmenge von A(R) und mufl daher nach Satz14.2
den Silovrand von & als Teilmenge enthalten.

(ii) Um die Maximalitdtsaussage zu erhalten betrachten wir speziell 2 := C(S(R))
(versehen mit der Supremumsnorm) und die Abbildung ® : R — A mit ®(x) = 2|gm
fir alle x € M. Offensichtlich ist ® ein Algebrenhomomorphismus mit ®(1) = 1. Nach
Beispiel [14.3/ (a) und Folgerung [13.10/ gilt S() = A(A) = {d,; ¢ € S(R)}. Fiir alle
x € R gilt dann

ra(®() = sw [BEIG.) = sw lie) = swp |i(e)] = rmle),
pES(R) PpES(R) PEA(R)
so daB die Bedingung (14.3) erfiillt ist. Wegen ®#(S(2)) = {0, 0 ®; ¢ € S(R)} = S(R)
folgt die Maximalitdtsaussage und (a) ist bewiesen.

(iii) Ist R Unteralgebra einer Banachalgebra 2, so daff (14.4) gilt, so ist die Inklusi-
onsabbildung ® : x — x ein Monomorphismus der die Bedingung (14.3) erfiillt. Wegen
(a) gibt es also zu jedem ¢ € S(R) ein ¢ € S(A) C A(A) mit ¢(z) = P(P(x)) = ¢(z) fur
alle x € R. Jedes p € S(R) besitzt also eine Fortsetzung zu einem ¢ € S(A) C A().

(iv) Ist R zusétzlich halbeinfach, so gilt fiir den Homomorphismus ® : z +— g0 aus
(ii) und alle € R: Es ist ®(x) = 0 genau dann, wenn 0 = ||Z||gm) = ||Z]|am) = r=(2)
gilt. Da R halbeinfach ist, gilt dies genau dann, wenn x = 0 ist. ® ist also in diesem Fall
eine Einbettung vermoge der wir SR als Unteralgebra von 2 = C'(S(R)) auffassen konnen,
die (14.4) erfullt. Nach (ii) folgt nun die Maximalitdtsaussage in (b). O

14.7. FOLGERUNG. Ist A eine kommutative komplexe Banachalgebra mit Einselement
1 und ist R eine abgeschlossene Unteralgebra von A mit 1 € R, so lafst sich jedes Funk-

tional aus S(R) fortsetzen zu einem multiplikativen Funktional auf 2A.
Dies folgt unmittelbar aus Satz [14.6, da fiir alle x € R gilt rp(2) = lim, . ||2"]|V/" =

ro(x).

Ubungsaufgaben zu Kapitel 14.

14.1. AUFGABE. Brechnen Sie die Silovrinder der beiden folgenden Banachalgebren:
(a) (C(K), | - lx) (K ein kompakter Hausdorffraum) (b) (AD), || - II)

Hinweis zu (a): Verwenden Sie ohne Beweis das folgende LEMMA VON URYSOHN: Sind
A, B abgeschlossene disjunkte Teilmengen eines kompakten Hausdorffraums K, so gibt es
eine stetige Funktion f : K — [0,1] mit fla =0 und f|p = 1.
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14.2. AUFGABE. Sei Ay die Menge aller Potenzreihen f(z) = > ja,2" mit

oo
£l aw = lan| < o0.
n=0

(a) Zeigen Sie, daBl (Aw, || - ||w) bzgl. der punktweisen Operationen der Addition und
der Multiplikation mit Skalaren eine Banachalgebra ist mit Ay C A(D).
(b) Berechnen Sie A(Aw ) und S(Aw).

14.3. AUFGABE. Berechnen Sie den Silovrand der Sandwichalgebra aus Aufgabe [13.5



KAPITEL 15

C*—Algebren: Definition und erste Eigenschaften

15.1. DEFINITION. Eine komplexe Banachalgebra (R, ||-||) heifit C*—Algebra, falls eine
Abbildung * : R — R, x — x*, existiert mit den folgenden Eigenschaften:
(a) * ist eine Involution, d.h. es ist (z*)* = x fiir alle x € R.
(b) * ist konjugiert-linear, d.h. fiir alle 7,y € R, o, 8 € C gilt (ax+Py)* = az*+ By*.
(c) Fiir alle z,y € R gilt (zy)* = y*z*.
(d) Fiir alle z € R gilt ||z]]* = ||z*z]|.

15.2. LEMMA. Ist (R, || - ||) eine C*-Algebra mit Einselement 1, so ist 1 = 1* und
= 1.

BEWEIS. Aus 1* = 1*1 folgt mit (¢) und (a) in Definition 15.1: 1 = (1*1)* = 1*1 = 1*
und hieraus mit (d): [|1||* = ||1*1]| = ||1]| Wegen ||1]] # 0 ist dies nur mdglich, wenn
|I1]| =1 ist. O

15.3. BEISPIELE. (a) Die Algebra L£(H) der stetigen linearen Operatoren auf einem
Hilbertraum H sind mit der Adjungiertenbildung als Involution eine (fir dimH > 2)
nicht kommutative C*—Algebra mit dem Einselement 1 :=idy.

(b) Die Algebren C(K) (K ein kompakter Hausdorffraum), C(€2) (Q2 ein lokal-
kompakter topologischer Hausdorffraum), ¢>°(I) (I eine nicht leere Menge) und L*(A)
(A C RY Lebesgue-mefibar) sind mit der durch

f*(s) :== f(s) fiir alle s
gegebenen Involution kommutative C*—Algebren.
In Analogie zu Definition 2.41/ definieren wir ;

15.4. DEFINITION. Sei (R, | - ||) eine C*~Algebra. Ein Element = € R heifit

e normal, falls z*x = xx* gilt,
e hermitesch, falls x = x* gilt,
o unitdr, falls R ein Einselement 1 besitzt und x*z = 1 = zz* gilt.

15.5. LEMMA. Sei R eine C*—-Algebra mit Einselement 1.

(a) Jedes x € R hat die Darstellung x = u+1iv mit hermiteschen Elementen u,v € R.
(b) Ist x € R hermitesch, so ist ox(z) C R.
(c) Ist R kommutativ, so gilt fir alle v € R, ¢ € A(R): p(z*) = ¢(x).

BEWEIS. (a) In der Tat gilt © = u + v mit

1 1
u= 5(9&—1—1’*) und v = Q—Z(x—w*)

und die so definierten Elemente u,v € R sind hermitesch.
(b) Sei A = a + i € om(x) beliebig mit «, 5 € R. Zu zeigen ist § = 0. Fiir alle £ € R
gilt A + i€ € om(z + i€). Also hat man
A+ €| < rovx +i8) < [lo + i€
121
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und daher
A +dg|* = a® + 57+ € + 206 < [l + i€ = [|(2 + i) (2 + i) || = (= — i€)(z + i)
< l2® + €| < [l2* + €
Wir erhalten also fiir alle £ € R:
o® + B2 +20¢ < |l

Dies ist nur moglich fiir g = 0.
(c) Nach (a) hat x eine Darstellung der Form & = u + iv mit hermiteschen Elementen
u,v € R. Fiir alle ¢ € A(R) gilt nach (b) und Folgerung [13.5

o(u) € ox(u) CR und ¢(v) € ox(v) C R
und daher

p(x) = p(u+iv) = p(u) +ip(v) = p(u) —ipv) = p(u—v) = p(z").
0

15.6. LEMMA. Sei (%R, || - ||) eine C*-Algebra.

(a) Es gilt ||z|| = ||=*|| fir alle x € R. Die Involution * von R ist also eine konjugiert
lineare Isometrie.

(b) Ist x € R ein normales Element, so ist die von 1,x und x* erzeugte abgeschlossene
Unteralgebra Ry eine kommutative C*—Algebra, deren Elemente alle normal sind.
Es gilt ferner

I

lz[* = ll2*]] und  ro(z) = [l2]|.

BEWEIS. (a) Nach Definition [15.1] gilt fiir alle z € R
lz)|* = lla"z]| < [l2*[| - |l]| und daher [l]| < [|=*|
sowie
Iz 1 = llz2*[| < [l”|| - ||| und daher [l2*]] < ||z]| .
Also folgt ||z|| = ||zl
(b) Da die Elemente 1,z und z* paarweise vertauschen, ist
Ro = {p(z,z*); p € C[Z1, Zo]}

eine kommutative Banachalgebra, die offensichtlich unter der Involution * invariant ist
(da diese nach (a) insbesondere stetig ist). Rq ist also mit der auf Ry eingeschrinkten
Involution eine kommutative C*—Algebra. Insbesondere sind alle Elemente von SRy normal.
Fiir alle a € Ry gilt daher

la?[| = [l(a®)*a®[|V* = ||(a*a)*(a*a)[|* = [la"a]| = [|a]>

Nach Lemma 8.2/ folgt ru(x) = ro,(z) = ||z O

*

Wir werden den folgenden Approximationassatz fiir stetige Funktionen verwenden:

15.7. SATZ (Stone—WeierstraB}). Sei K ein kompakter topologischer Hausdorffraum und
sei A eine Unteralgebra von C(K) mit den folgenden Figenschaften:

(a) 1€ A. -
(b) Fir alle f € A liegt auch f* in A mit f*(t) := f(t) fir allet € K.
(c) A trennt die Punkte von K.

Dann liegt A dicht in C(K) beziglich der Supremumsnorm.
Zum Bewelis siche z.B. Satz 7.3 in [2].
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15.8. SATZ (Gelfand—Neumark). Sei R eine kommutative C*-Algebra mit Einselement
1. Dann ist der Gelfandhomomorphismus

'R"—-CAMNR), z—1z,
ein isometrischer *—Isomorphismus, d.h. ein isometrischer Algebrenisomorphismus mit
VreR: Vo€ A(R): () = i(p).

Beweis. Nach Satz [13.6 ist I' : B — C(A(R)) ein Algebrenhomomorphismus mit
['(1) =1 und es gilt fiir alle z € R:

IT(@) [ a@y = 2]l a@y = roalz) = |zl

wobei das letzte Gleichheitszeichen nach Lemma 15.6 gilt, denn wegen der Kommutati-
vitat von fR sind alle Elemente von R normal. I' ist also sogar eine Isometrie. Insbesondere
ist A :=ran[" abgeschlossen in R. Die Algebra A enthélt die konstante Funktion 1 und
trennt nach Satz [13.6 (d) die Punkte von A(fR). Ferner gilt nach Lemma 15.5/ (c) fiir alle
r€R, p € A(R):

() = (a") = p(x) = &(p).
Nach dem Satz [15.7 von Stone und Weierstra$ liegt A also dicht in C(A(R)). Da A
abgeschlossen ist, folgt A = C'(A(R)). O

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:

15.9. FOLGERUNG. Ist R eine kommutative C*—Algebra mit Finselement, so gilt in
Lemma15.5 (b) auch die Umkehrung.

Unter einer C*—Unteralgebra SR, einer C*—Algebra R verstehen wir eine abgeschlossene
Unteralgebra von R mit z* € R, fiir alle z € Ry. Dann ist P, beziiglich der auf R,
eingeschréinkten Norm und Involution wieder eine C*—Algebra.

15.10. LEMMA. Sei (R,|| - ||) eine C*~Algebra mit Einselement 1 und sei Ry eine
C*—~Unteralgebra von R mit 1 € Ry. Dann gilt fir alle x € Ry:

O, (iL’) = qu(l‘) .

BEWEIS. (a) Sei zundchst a = a* € M, hermitesch. Nach Ubungsaufgabe 8.1/ und
Lemma [15.5 (b) gilt on(a) C ox,(a) C R sowie dow, (a) C don(a). Insbesondere ist
on(a) = dox(a) und ow, (a) = dow, (a), so daBl insgesamt o, (a) = on(a) folgt.

(b) Sei nun z normal (nicht notwendig hermitesch) und 2 € %R,. Nach Ubungsaufga-
be8.1list ow(z) C om, (z). Um die Gleichheit zu beweisen, geniigt es somit pw(x) C pw, ()
zu zeigen. Sei also A € pw(x) beliebig. Mit A — x ist dann auch (A — z)* invertierbar in R
und es gilt (A —2)*)"t = ((A—2)71)*. Daher ist a := (A —x)*(\ — x) ein hermitesches in
R invertierbares Element mit a € JR;. Wegen 0 ¢ on(a) folgt nach (a) auch 0 ¢ ow, (a).
Alsoista™ = A —2) ' (A —2)) P €eRyund (A —2)' =a (N —x2)* € Ry, dh. esist
A € py, () fiir alle X € pg(z). O

15.11. SATzZ. Sei (R, || - ||) eine C*—Algebra mit Finselement 1 und sei x ein normales

Element von SR. Ry sei die von 1,z und x* erzeugte kommutative C*—Unteralgebra von
R. Dann gilt:

(a) A(Ro) ist homdomorph zu ow,(x) = ox(x) vermdige der Abbildung
T ARo) = omg(x),  w o 2(p) = ().
(b) Ry ist isometrisch *~isomorph zu C(on(x)).
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BeEwEIs. Nach Lemma [15.10 ist o, () = on(x).

(a) Die Abbildung & : A(Rg) — om,(z) ist nach Folgerung [13.5 surjektiv und nach
Satz [13.6] stetig. Um zu zeigen, dafl & eine Homdomorphie ist, geniigt es (etwa nach [2],
Satz 4.9) die Injektivitdt von & zu beweisen. Seien also p, 1 € Ry mit £(¢) = 2(¢). Dann
folgt (x*) = @(z) = (x) = ¥(z*) (nach Lemma [15.5 (b)) und (1) = 1 = ¢(1). Es
folgt 1,z,2* € ker(p — v). Nun ist, wie man unmittelbar nachrechnet, ker(¢ — 1) eine
Unteralgebra von Ry, welche wegen der Stetigkeit von ¢ — 1) abgeschlossen ist. Da R, die
von 1, x,z* erzeugte abgeschlossene Unteralgebra von R ist, folgt ker(p — ¢) = Ry und
damit ¢ = 1. 7 ist daher injektiv und somit eine Homéomorphie.

(b) Nach dem Satz [15.8 von Gelfand und Neumark ist T' : g — C(A(Ro)) ein
isometrischer *~Isomorphismus. Da & : A(Ry) — on(z) nach (a) eine Homéomorphie
ist, ist die Abbildung ¥ : C(A(Rg)) — C(ox(x)) mit U(f) := f o 27! ebenfalls ein
isometrischer *~Isomorphismus. Somit ist auch W o I' : Ry — C(on(z)) ein isometrischer
*~Isomorphismus. 0

15.12. BEMERKUNG. Sei (%R, ||-||) eine Banachalgebra mit Einselement 1 und sei x € fR.
Ist f eine in einer Umgebung der Kreisscheibe K := {z € C; |z| < rn(z)} holomorphe
Funktion, so besitzt f eine Potenzreihenentwicklung f(z) = > a,2" um 0 mit einem
Konvergenzradius p > ru(x). Wegen

1/n Tm(ff)

limsup (Ja,| - [|2"]]) " < <1

ist dann die Reihe Y~ ja,z" absolut konvergent in %R gegen einen Grenzwert, den wir
mit f(x) bezeichnen.
Ist R kommutativ und ¢ € A(R) beliebig, so folgt wegen der Stetigkeit von ¢:

P(f(2)) =Y anp(a™) =Y anp(x)" = f(p()) .-

Insbesondere gilt also nach Folgerung 13.5/ der spektrale Abbildungssatz:

on(f(2)) = flon(z)).

15.13. SATZ (Funktionalkalkiil fiir normale Elemente). Sei (R, || - ||) eine C*—~Algebra
mit Finselement 1 und sei x ein normales Element von R. Dann gibt es einen isometri-
schen *~Monomorphismus ® : C(on(x)) — R mit den folgenden Eigenschaften:

(a) @(1) = 1, (I)(idgm(x)) = X.

(b) Es gilt der spektrale Abbildungssatz: ox(®(f)) = f(om(x)) fir alle f € C(oxm(x)).

(c) Ist f eine in einer Umgebung von K = {z € C; |z| < rx(x)} holomorphe Funk-
tion, so gilt f(x) = ®(fogp(a))
Ist auch W : C(on(x)) — R ein weiterer *~Homomorphismus mit (a), so gilt schon ¥ = ®.

Aufgrund dieser Figenschaften von ® schreiben wir im folgenden auch f(x) statt ®(f) fir
alle f € C(on(z)).

BEWEIS. Zur Existenz und (a): Nach (dem Beweis zu) Satz [15.11 ist durch
a+— O(a):=T(a)oi ' =aoz!

ein isometrischer *~Isomorphismus von der von 1, x und z* erzeugten abgeschlossenen C*—
Unteralgebra R, auf C(on(x)) gegeben, fiir den offensichtlich gilt ©(1) = 1 und O(x) =
idyy (). Durch f — ®(f) := ©7!(f) wird also ein isometrischer *~Monomorphismus @ :
C(om(x)) — R definiert mit ran ® = Ry und (1) = 1, ®(idyy, @) = .

Zur Eindeutigkeit: Ist ¥ : C(on(z)) — R ein weiterer *~Homomorphismus mit (a),
so folgt aus den *~Homomorphieeigenschaften und (a) fiir & und ¥: Fiir alle Polynome
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p:(2,2) — p(z,2) in z und 2 ist ®(p) = p(z,2*) = ¥(p). Nach Ubungsaufgabe [15.4, ist ¥
stetig. Da die Polynome in z und z nach dem Satz von Stone und Weierstrafl dicht liegen
in C(oxw(z)) folgt wegen der Stetigkeit von ® und ¥, dafi & = W gilt.
Zu (b): Fiir alle ¢ € A(Ry), f € Clon(x)) gilt
P(Q(f) =907 (f) = (T} (f o) = (fod)(p) = fi(p)) = flo(x)).
Mit Folgerung 13.5 und Lemma 15.10 folgt
onx(P(f)) = oo, (2(f)) = {e(@(f));: ¢ € AR} = {[f(e(z))); ¢ € A(BR)}
= [lom (z)) = flom(z)).
Also ist (b) erfiillt.

Zu (c): Ist f eine in einer Umgebung von K holomorphe Funktion, so hat f eine
Potenzreihenentwicklung f(z) = > 7 a,2" um 0 mit einem Konvergenzradius p > re(z).

Inshesondere konvergieren die Partialsummen si(2) = S2F_ a,2" gleichmifig auf om(z)
gegen f. Es folgt wegen (a) und der Stetigkeit von &:

F) = lim s,(2) = i @(5,) = B(lom(n).
O

15.14. SATZ (Fuglede). Sei (R, || - ||) eine C*—Algebra mit Einselement 1 und seien
x,y zwet normale Elemente von R. Ist a € R mit xa = ay, so qilt auch x*a = ay*.
BEWEIS. Durch vollstdndige Induktion folgt aus der Voraussetzung: z"a = ay” fiir
alle n € Ny und hieraus fiir alle A € C:
exp(iAr)a = aexp(i\y)
und somit B B
a = exp(iAzr)a exp(—iy)
Fiir alle A € C folgt hieraus mit Ubungsaufgabe [15.1
(15.1) f(A) :=exp(idx®)aexp(—i\y*) = exp(iAz*) exp(iAr)a exp(—ily) exp(—ily*)
' =exp(i(Ax* + Ax))aexp(—i( Ay + \y*))

Da die Elemente A\z* 4+ Az und Ay + Ay* hermitesch sind, folgt nach Ubungsaufgabe 15.2:
(15.2) IFI < TTexp(i(Aa™ + Az))l| - [lall - | exp(—i(Ay + Ay™))Il = llall.
Nach (15.1) Ubungsaufgabe [15.2 gilt ferner

oo An .
fO) =3 o (Lae = Ry)"(a)
n=0
mit absoluter Konvergenz fiir alle A € C. Hierbei sind L,- bzw. R, die Operatoren der
Multiplikation von links mit z* bzw. von rechts mit y*. Fiir alle v’ € R’ ist somit durch

N (F)) = 30 N (L — By )'(@)

eine ganze Funktion gegeben, die wegen (15.2) beschréinkt, also nach dem Satz von Liou-
ville konstant ist. Fiir alle n > 1 und alle «’ € R’ gilt daher «/((L,- — Ry+)"(a)) = 0 und
somit (L« — Ry«)"(a) = 0. Fiir n = 1 folgt 2*a — ay* = 0 und damit die Behauptung. O

15.15. FOLGERUNG. Sei (R, || - ||) eine C*—Algebra mit Einselement 1 und sei x ein
normales Element von R. Dann nimmt der Funktionalkalkil aus Satz|15.15 seine Werte
im Bikommutanten von x an, d.h. fir alle f € C(on(z)) und alle a € R mit ax = za gilt:

af(x) = f(x)a.
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BEWwEIs. Nach dem Satz von Fuglede kommutiert jedes Element a € R mit ax = za
auch mit z*, also auch mit jedem Element der von 1, z und x* erzeugten abgeschlossenen
Unteralgebra PR;. Da der Funktionalkalkiil aus Satz [15.13 seine Werte in PR; annimmt,
folgt die Behauptung. 0

Im folgenden sei stets R eine C*—Algebra mit Einselement 1 iiber C.

15.16. DEFINITION. Ein Element x € R heifit positiv (Schreibweise: x > 0), falls
hermitesch ist und ox(z) C [0, 00) gilt.

Jedes hermitesche Element 148t sich als Differenz von zwei positiven schreiben:

15.17. LEMMA. Sei x € R hermitesch. Dann gibt es positive Elemente u,v € R mit
z=u—v, uw=vu="0und |[ul| <z, |lv]| <[]

BEWEIS. Nach Lemma [15.5 hat x reelles Spektrum. Die Funktionen
frion(z) —[0,00), A fi(A):=max{0,A}, und A+— f_(\):=max{0, A}
sind stetig und erfiillen

fofo=0und fo— - = id sowie | fellon) < iy o) = rx(e) = .
Mit w := fi(x), v := f_(x) in Satz [15.13 folgt die Behauptung. O

15.18. LEMMA. Sei 0 < x € R. Dann existiert genau einy € R mity > 0 und y? = x.
Wir schreiben dann y = /x. Ist x in R invertierbar, so auch y.

BEWEIS. (a) Existenz: Die Funktion g : on(z) — [0,00) mit g(\) := /(\) fiir alle
A\ € ox(x) ist stetig und erfiillt ¢ > 0 und ¢g?(\) = \. Fiir y := g(z) gilt nach Satz 15.13:
2=g(x)? =, y* = g(x)* = g(r) = y und nach dem spektralen Abbildungssatz y > 0.
(b) Eindeutigkeit: Sei auch 0 < v € R mit u? = z. Insbesondere folgt uz — zu = 0.
Nach Folgerung [15.15 gilt also yu — uy = 0 fiir y wie in (a). Sei nun R; die von u, y und
1 erzeugte abgeschlossene Unteralgebra von fR. Dann gilt fiir alle ¢ € A(Ry):

p(u) € om, (u) = om(u) C [0,00),  ¢(y) € om, (y) = on(y) C [0,00),
woraus wegen o(u)? = p(u?) = o(x) = p(y)? schon p(u) = ¢(y) folgt. Es folgt

|lu—yl| =ra(u—y) =ra(u—y)= sup |p(u)—e(y)| =0,
PEA(R)

d.h. u=y. 0

15.19. DEFINITION. Eine Teilmenge K eines K-Vektorraums heifit Kegel, falls gilt
Vee K VA>0: A e K.
Ein Kegel K heifit spitz, falls KN(—K) = {0}. Ein Kegel K heifit konvez, falls K+ K C K.

15.20. SATz (Kelley-Kaplansky-Vaught). Sei (R, || - ||) eine C*—Algebra mit Finsele-
ment 1. Sei P := {x € R; x > 0} die Menge der positiven Elemente von R. Dann ist P
ein abgeschlossener, konvezer, spitzer Kegel in SR, dessen relatives Inneres in der Menge
R, der hermiteschen Elemente von R aus invertierbaren Elementen besteht und dessen
Rand nur nicht invertierbare Elemente enthdlt.

Fiir ein Element x € R sind die folgenden Aussagen (a) — (d) dquivalent:

(a) £ >0 (d.h. x =a* und on(z) C [0,00)).

(b) z = 2" und ||[|z[|1 — zf| < [lz].

(c) Es gibt ein y € R mit y = y* und y* = x.

(d) Es gibt ein y € R mit y*y = x.
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BeEwers. 1.)“(a) <= (b)”: Fiir ein hermitesches Element z € PR gilt nach Lem-
ma [15.5: ow(z) C [—||z|, |[|z]|]. Daher hat man ox(|z||[1 — z) = {||z| — X; Aon(z)} C
[0, 2]|z||]. Mit Lemmal5.6l folgt

2l = [lfl=f1 = 2l = ra(fJzllt = 2) == om(z) S [0, [l]].

Insbesondere folgt aus dieser Aquivalenz auch, da§ P abgeschlossen ist in fR.

2.) Die Aussage “(a) = (c)” folgt aus Lemma [15.18 und “(c) = (d)” ist trivial.

3.) P ist ein spitzer Kegel: Fiir alle x > 0 aus R und alle A > 0 aus R hat man
on(Ar) = Aom(x) C [0,00) und (Az)* = Az und somit A\x € P. Es ist 0 € P und fiir alle
r € PN (=P) ist om(x) C [0,00) N (—00,0] = {0} und daher ||z| = re(x) = 0. Also ist
der Kegel P auch spitz.

4.) Wir zeigen: Fiir alle z = 2* € R mit ||z]| < 1l gilt: 2 >0 <<= |1—z| < 1.

In der Tat hat man fiir solche x:

T—z| <1 <= on(l—2)={l-\;\€on(z)}C[-1,1]

5.) Der Kegel P ist konvex: Seien z,y € P beliebig. Ist z = 0 oder y = 0, so ist
x +y € P. Seien nun = # 0 und y # 0 vorausgesetzt. Da P ein Kegel ist, folgt

1
I?
el + 1yl llzll+ vl

yeP.

Also ist

1
=—————(r+y)=u" und ||ul| <1.
2(ll= [l + [lyll)

Es folgt mit 4.):

1
It —ull = 5|j2-1- (v + )|

IIIII Yl

<5 (- el I - )
T+ Tl [l + Ty

< 2(1 +1)=1
Ebenfalls nach 4.) muf} also u € P und damit (nach 3.)) auch x + y € P gelten.

6.) Ist = ein innerer Punkt von P (betrachtet als Teilmenge des reellen normierten
Vektorraums Ry,), so gibt es ein € > 0 mit —el + x € P. Insbesondere ist ox(—cl +
x) C [0,00) und daher on(x) C [g,00). x ist daher invertierbar. Ist umgekehrt = € P
invertierbar, so gibt es ein € > 0 mit on(z) C [, 00). Es folgt

Izt =2l = ra((lelt —2) = sup |lz]] = A < [lz] — e <[]
Aom (z
Wegen der Aquivalenz von (a) und (b) ist die Menge {u = u* € R; ||||u||l —u|| < ||u||} in
P und offensichtlich offen in 2R;. z ist also innerer Punkt von P betrachtet als Teilmenge
des normierten Raums Ry,.

7.) Wir zeigen: Ist w € R mit w*w € —P, so ist w = 0.

Zum Beweis schreiben wir w in der Form w = w; + 1wy mit hermiteschen Elementen
wy,wy (vergl. Lemma [15.5) Mit Satz [15.13/ folgt w} € P, denn w? ist hermitesch und
on(wi) = {N*; A € om(w;)} C [0,00) (j=1,2). Wegen 3.) und 5.) folgt

w*w + ww* = 2(wi +w;) € P
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und daher
ww* = (w'w +ww*) + (—w'w) e P+P CP.
Es folgt insbesondere og(ww*) C [0, 00) und hieraus mit Ubungsaufgabe 8.2: op(w*w) C
[0, 00). Also folgt mit 3.):
w'w € PN (=P)={0}
und somit |lw|| = |w*w||*? =0, d.h. w = 0.

8.) “(d) = (a)”: Sei nun = = y*y fiir ein y € K. Dann ist = insbesondere hermitesch
und 148t sich nach Lemma 15.17 schreiben in der Form z = v — v mit u,v € P und
uwv = vu = 0. Fir w := yv folgt

W = ()" (yo) = v'y"yo = v(u —v)o = —1° € —P,
denn on(v?) = {A*; X € on(v)} C [0,00). Wegen 7.) mu w = 0 und damit auch
v = —w*w = 0 gelten. Es folgt ||v]| = rx(v) = 0 und damit x = u +v =u € P. O

Zum Abschluf3 dieses Kapitels zeigen wir noch, dafl die Definitionen 15.16/ und die

Definition eines positiven Operators in Definition 2.41/ vertréglich sind:

15.21. SATZ. Sei H ein komplexer Hilbertraum. Fir T € L(H) sind die beiden folgen-
den Aussagen dquivalent:
(a) Ve e H: (Tz,z) >0, d.h. T ist positiv im Sinn von Definition [2.41.
(b) T ist positiv als Element der C*~Algebra L(H), d.h. T = T* und or4)(T) C
0, 00).

BEWEIS. Ist (a) erfiillt, so ist insbesondere T = T* nach Lemma 2.42. Also ist auch
|T]|]1 — T hermitesch. Mit Lemma 2.45 und By := {x € H; ||z < 1} folgt unter Verwen-
dung von (T'z, x)0 fiir alle z € By

NTL =TIl = sup {(IT| = T)z,2)| = sup [[T][«]* — (T, )

Z‘GB’)—( CEEB’H

= sup [|T||Jz]|* — (T, )
r€By

< sup ||T|[|lz[* = T
r€By

Nach Satz [15.20 ist 7" daher auch positiv als Element der C*~Algebra L(H).
Ist T" positiv als Element der C*—Algebra L(H), so gibt es nach Satz [15.20 einen
Operator S € L(H) mit S*S = T'. Fiir alle z € H folgt dann
(Tz,z) = (S*Sx,x) = (Sx,Sx) > 0.

T ist also auch positiv im Sinne von Definition 2.41. O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 15.

15.1. AUFGABE. Sei R eine Banachalgebra mit Einselement 1. Zeigen Sie:
(a) Fiir alle 2,y € R mit xy = ya gilt exp(z + y) = exp(x) exp(y).
(b) Fiir alle a, b, c € R gilt exp(a) b exp(c) = exp(L, + R.)(b).
Hierbei sind L,, R, € L(R) definiert durch
L,(z) = ax und R.(x) = xc (x € R).
15.2. AUFGABE. Sei (R||-]|) eine C*-Algebra. Zeigen Sie: Fiir € R sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) z = z*, d.h. x ist hermitesch.
(b) |lexp(itz)|| =1 fiir alle ¢ € R.
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(c) ||exp(itx)|| <1 fiir alle t € R.

15.3. AUFGABE. Fiir T € £(H), H ein Hilbertraum, sei |T| := (T*T)z. Zeigen Sie:

(a) |T| ist der einzige positive Operator P mit der Eigenschaft, daf§ ||Pz| = ||Tz||
fiir alle x € 'H gilt.

(b) Ist T invertierbar, so gibt es genau einen unitéiren Operator U € L(H) mit T =
UlT|.

(c) Ist T normal, so gibt es genau einen unitéren Operator U mit T'= U|T| = |T|U.

15.4. AUFGABE. Seien (Ry, || - ||1), (Ra, || - ||2) zwel C*-Algebren mit Einselementen

Iy, 1y, und sei ¢ : |y — MRy ein x-Homomorphismus mit $(1g,) = 1y,. Zeigen Sie, dafl
¢ dann stetig ist mit ||P|| = 1.
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