Beweis des Satzes von Hartogs iiber Folgen
subharmonischer Funktionen

SATZ VON HARTOGS. Sei Q2 C C offen und sei ()22, eine auf jeder
kompakten Teilmenge von €2 gleichmdf$ig nach oben beschrinkte Folge
von auf 0 subharmonischen Funktionen mit

VzeQ: limsup f,(z) < C

n—oo

fiir eine Konstante C' € R. Dann gibt es zu jeder kompakten Teilmenge
K wvon Q) und jedem € > 0 ein ng € N mat

Vn>ny VzeK: fo(z) < C+e.

Beweis. Sei also K eine beliebige kompakte Teilmenge von {2 und sei
€ > 0 beliebig. Dann gibt es eine offene Menge €2; C {2 mit kompaktem
Abschlufl und mit K C €y C €y C ). Nach Voraussetzung ist

M := sup < oo.
26071
Die Funktionen g, := f, — M sind ebenfalls subharmonisch und erfiillen
gn < 0 auf ;. Sei nun R > 0 mit

K C Q]_’BR = {Z € Ql ; dlSt(Z,(C \ Ql) > 3R}
Nach Satz 7.5 der Vorlesung folgt fiir alle z € K,n € N:
TR?g,(2) < / gn(w) dw .
D(z,R)
Nach dem Lemma von Fatou gilt fiir alle z € K:
lim sup/ gn(w) dw < / lim sup g, (w) dw < CrR?.
n—oo JD(zR) D(2,R) n—oo

Insbesondere gibt es zu jedem z € K ein k(z) € N mit
Vn > k(z) : / gn(w)dw < 7 (C'— M + E)R2.
D(,R) 2

Sei z € K beliebig. Fiir alle 0 € (0, R) und alle ¢ € D(z,0) folgt wegen
gn < 0 auf Oy nach Satz 7.5 fiir alle n > k(2):

7(R+6)29,(C) < / gn(w) dw < /D e

D(¢,R+9)

<n(C—M+2)R

Wihlen wir also 6 > 0 so klein, daf3
(C—M+£)R?
(R+0)?

<C—-M+e,

1



2

so folgt fiir alle ¢ € D(z,0) und alle n > k(z):
faQ) <C+e.

Wegen der Kompaktheit von K gibt es endlich viele zq,...,2, € K
mit

K c | D(z.0).
k=1
Fiir alle n > ng := max{k(z1),...,k(z,)} und alle { € K folgt nun
fn(¢) < C + ¢ und damit die Behauptung. O



