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KAPITEL 1

Das lokale Prinzip von Graham Allan

In den Jahren 1965-1973 wurden von verschiedenen Autoren lokale Prinzipien ent-
wickelt, die sich in den unterschiedlichsten Bereichen der Funktionalanalysis als aufleror-
dentlich niitzlich erwiesen haben:

e Simonenko [41), 42, [43] sowie Gohberg und Krupnik [25), 26, 27, 28] (im Bereich
der singulédren Integraloperatoren),

e Douglas [17, 18] sowie Bottcher und Silbermann [9, 10] (im Bereich der Toep-
litzoperatoren),

e Allan [6] (Algebren Banachalgebra—wertiger Funktionen),

e Dauns und Hoffmann [14] (im Bereich der C*—~Algebren,

e Silbermann und seine Schule [29] (Nidherungsverfahren).

Ich mo6chte hier den recht allgemeinen und eleganten Zugang von Graham Allan vorstellen.
Bei diesem lokalen Prinzip versucht man, eine gegebene, im Allgemeinen nicht kommuta-
tive Banachalgebra B als Algebra von Funktionen mit variablem Wertebereich iiber dem
Raum der multiplikativen linearen Funktionale einer Unteralgebra des Zentrums von B
darzustellen.

1.1. Hilfsmittel aus der Theorie der Banachalgebren

Im folgenden sei also stets (B, || - ||) eine Banachalgebra iiber C mit Einselement 1. Die
Menge
Z(B) :={x € B; axr =xa fir alle a € B}
heilt das Zentrum von B. Dies ist eine abgeschlossene, kommutative Unteralgebra von BB
mit 1 € Z(B). Fiir die Elemente von Z(B) gilt:

SAaTz 1.1. Sei z € Z(B) und sei M ein maximales Links—, Rechts— oder zweiseitiges
Ideal in B. Dann gibt es ein N € C mit A\ —z:=X-1—2 € M.

BEWEIS. Wir fiithren den Beweis nur fiir den Fall maximaler Linksideale. Die beiden
anderen Fille behandelt man analog. Sei 7 : B — B/M, © — x + M der kanonische
Epimorphismus von B auf B/ M.

(a) Fir w € Z(B) \ M ist die Menge

Ky :={z € B;zwe M}
ein wegen 1 ¢ M echtes Linksideal in B mit M C K, da fir alle m € M gilt mw =

wm € M (wegen w € Z(B)). Aus der Maximalitéit von M folgt K,, = M. Wegen w ¢ M
und der Maximalitdt von M gilt

le B=Bw+ M.
Es gibt daher ein v € B mit uw —1 € M. Ist v € B ein weiteres Element mit vw—1 € M,
so folgt (u — v)w € M und somit u — v € K,, = M. Damit ist gezeigt: Es gibt genau ein
Element n € B/ M mit vw — 1 € M fiir alle v € 7.

(b) Sei nun z € Z(B) beliebig. Fiir alle A € C ist dann auch w(\) := A — z ein Element
von Z(B). Wir fithren den Beweis des Satzes indirekt und machen die
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4 1. DAS LOKALE PRINZIP VON GRAHAM ALLAN

Annahme: w(\) ¢ M fiir alle A € C.

Wegen (a) gibt es zu jedem A € C genau ein n(\) € B/M mit u(AN)w(\) — 1 € M fiir
alle u(\) € n(\). Wir zeigen, dafl die Funktion A\ — 7()) eine ganze Funktion mit Werten
in dem mit der Quotientennorm versehenen Banachraum B/M ist. Sei hierzu \g € C und
ug € n(Ag) beliebig. Insbesondere ist mg := upw(Ag) — 1 € M und gy # 0. Fiir alle

A€ UM0) ={n €Ty lp—Ao| < luol ™}

ist dann 1+ (A — Ao)ug in B invertierbar und

(T4+ (A= Xo)ug) ' = i(AO —\)"ul .
n=0
Es folgt fiir alle A € U(\):
uo (1+ (A = Xo)ug) " w(N) = i(xo — )" up ™ (A = Ao + w(No))
n=0
f:)\o— +Z/\0— ) ug (14 my)
n=1
=1+ i()\o — N)"ugmo .

n=0

und hieraus wegen der Eindeutigkeitsaussage in (a): n(A) =7 (uo (1 + (A — )\O)uo)fl). Da
A= (14 (A= Xo)ug) " auf U(\g) holomorph ist, ist auch die B/M wertige Funktion
A= n(A) =7 (uo (1+ (A= Xo)uo) ") auf U(No) holomorph. Da dies fiir alle o € C gilt,
ist 7 eine ganze B/ M-—wertige Funktion.

Fiir [A| > ||z]| existiert w(A)™' = (A — 2)7! in B und mit (a) folgt m(w(A)~!) = n(A)
und somit [|n(A)|lg/m < JJw(A) 7| — 0 fiir |]A| — oco. Nach dem Satz von Liouville ist also
n(A) = 0 fiir alle A € C. Insbesondere folgt fiir alle u(\) € n(\), da u(\) € M gilt und
somit wegen u(A)w(A) —1 € M auch 1 € M im Widerspruch dazu, da8 M ein echtes
Ideal in B ist. O

FOLGERUNG 1.2. Sei Z eine Unteralgebra des Zentrums Z(B) von B, welche das
Finselement 1 von B enthdlt. Ist M ein maximales Links—, Rechts— oder zweiseitiges
Ideal in B, so ist M N Z ein maximales Ideal in Z.

BeEwEIs. Dal M N Z ein echtes Ideal in Z ist, ist unmittelbar klar. Sei nun z € Z\ M
beliebig. Nach Satz 1.1 gibt es ein A € C mit m := A — z € M. Wegen z ¢ M ist A # 0
und es folgt: 1 = (m + z) liegt in dem von M N Z und z erzeugten Ideal von Z. Es gibt
daher kein echtes Ideal in Z welches M N Z als echte Teilmenge enthélt. Dies zeigt die
Maximalitdt von M N Z. O

Wir wollen nun von folgender Situation ausgehen:

(B,]| -]|) ist eine Banachalgebra mit Einselement 1
(Z,|l-1lz) ist eine in Z(B) enthaltene Unteralgebra mit 1 € Z | (1.1)
welche beziiglich der Norm || - ||z eine Banachalgebra ist.
Man beachte, daf§ die Norm || - || z in keiner Beziehung zu der von || - || induzierten Norm

stehen muf}. Den Raum A(Z) der (nicht-trivialen) multiplikativen, linearen Funktionale
ist bekanntlich beziiglich der von der Topologie o(2’, Z) induzierten Topologie ein kom-
pakter Hausdorffraum.
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DEFINITION 1.3. Ein multiplikatives, lineares Funktional ¢ € A(Z) heile B-erweiterbar,
falls das maximale Ideal ker ¢ von Z in einem echten Ideal von B enthalten ist. Die Menge
aller B—erweiterbaren multiplikativen Funktionale ¢ € A(Z) bezeichnen wir mit Ag(Z).

Ist ¢ € A(Z), so ist wegen kerp C Z C Z(B) das von kerp in (B, | - ||) erzeugte
(Links— oder Rechts—) Ideal
To(p) :== {ijzj; neNb,....bpb€B,z1,...,2, € kergp}
j=1

schon ein zweiseitiges Ideal. Die AbschlieBung Z(p) von Zy(p) ist dann das kleinste,
beziiglich || - || abgeschlossene (Rechts— bzw. Links— bzw. zweiseitige) Ideal in B, welches
ker ¢ enthélt. Mit Aufgabe 1.1/ sieht man:

LEMMA 1.4. ¢ € A(Z) ist genau dann B-erweiterbar, wenn I(p) # B gilt.

LEMMA 1.5. Die Menge Ag(Z) aller B-erweiterbaren multiplikativen Funktionale ¢ €
A(Z) ist abgeschlossen in A(Z).

BewEIs. Wir zeigen, dafl A(Z) \ Ap(Z) offen in A(Z) ist. Sei also ¢y € A(Z) \
Ap(Z) beliebig. Dann enthélt das von ker ¢ in B algebraisch erzeugte Ideal Zy(¢o) das
Einselement 1. Es gibt also endlich viele by,...,b, € B, z1, ..., 2, € ker ¢y mit

zn: ijj =1.
j=1

Die Menge
n -1
U= {ip € AZ): lo(e)l = lo(e) — el < (D Iel) ™ fir =10}
k=1

ist dann eine in A(Z) offene Umgebung von ¢y. Sei ¢ € U beliebig. Dann liegt z; —¢(2;)1
im Kern von ¢ fiir 7 = 1,...,n und es folgt

x—l—Zcpz]b—Zb ) € Zo(y) .
Wegen

||x—1||—HZw] ann elzp) <1

ist z in B invertierbar und somit 1 = z7 'z € Zy(p). ¢ ist also fiir kein p € Uy B-
erweiterbar und es folgt Uy C A(Z) \ Ag(Z). Damit ist gezeigt, dal A(Z) \ Ap(Z) offen
ist. U

Mit Lemma [1.5/ und Folgerung [1.2 erhalten wir:

FOLGERUNG 1.6. Versehen mit der von A(Z) induzierten Relativtopologie ist Ag(Z)
ein kompakter, nicht leerer Hausdorffraum.
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1.2. Lokalisierungen iiber Unteralgebren des Zentrums

In der Situation (1.1) nennen wir fiir ¢ € Ag(Z) die durch

B, = B/Z(p)
gegebene Quotientenalgebra die zu ¢ gehdérige lokale Banachalgebra. Versehen mit der
Quotientennorm || - ||, ist B, eine Banachalgebra mit Einselement 1, := 1 + Z(¢). Den

kanonischen Epimorphismus von B auf B, = B/Z(y) bezeichnen wir mit 7,. Fiir alle
x € B und alle ¢ € Ag(Z) definieren wir

z(p) = my(x).
In diesem Sinn operieren die Elemente von B als Funktionen auf Ag(Z) mit variablem
Bildbereich. Fiir x € B schreiben wir

T= (QA:(SO))goeAB(Z)
und definieren
I'z(B) := {(57(90))weA5(2); T e B} - H B,.
pEAB(Z)

Im Fall B = Z ist dies gerade die Menge der Gelfandtransformierten von Z und damit
eine Unteralgebra von C(Az(Z)) = C(A(Z2)). Versehen mit der durch

&= sup [lz(o)ll,  (z€B)
peAB(Z)

gegebenen Norm wird I'z(B) zu einer normierten Algebra mit Einselement 1.

SATZ 1.7. In der Situation (1.1) gilt:
(a) 'z : B—Tz(B), z— I'z(z) := & ist ein stetiger unitaler Homomorphismus von
B auf I'z(B) mit ||I'z]| = 1.
(b) Fiir alle x € B ist die Funktion

Ne:Ap(Z) =R, @ No(o) = [12(0) ]

oberhalb halbstetig auf Ag(Z).

(c) Ist J ein echtes (Links—, Rechts— oder zweiseitiges) Ideal in B, so gibt es ein
© € Ag(Z), so daff 7,(J) = {2(p); x € T} ein echtes (Links— bzw. Rechts—
bzw. zweiseitiges) Ideal in I'z(B) ist.

BEWEIS. (a) rechnet man unmittelbar nach. Die Stetigkeit ergibt sich wegen ||Z||r =
SUPeng(2) [|To(2) |l < [l fiir alle z € B. Wegen [[1r = 1 = [[1]| folgt |[Tz|| = 1.

(b) Sei x € B beliebig. Wir miissen zeigen, dafl es zu jedem ¢y € Ap(Z) und jedem
e > 0 eine Umgebung U von ¢, in Ag(Z) gibt mit

Vo eU: N.(p) < Nu(po) + €.

Seien also ¢y € Ap(Z) und € > 0 beliebig. Aus der Definition von Z(¢) und der Quotien-
tennorm folgt fiir alle ¢ € Ag(2):

N.(p) :inf{Hx—kZbﬂj neNby,....,b, €B,z1,...,2, Ekergp}. (1.2)
j=1
Daher gibt esein n € N, by,...,b, € Bund z,..., 2z, € ker ¢y mit

19
< N:L’(SDO) + 9

Na(po) < Hx +> bz
j=1
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Die durch

5
U:=3peAg(2);|e(z)] < = firj=1,...,n
{ 2 lIbl+ 1 }

definierte Menge U ist eine offene Umgebung von ¢y in Ag(Z). Fiir alle ¢ € U erhalten
wir wegen (1.2) und z; — ¢(z;)1 € ker ¢:

n n €
No(#) = Nalpo) < |2+ 3 bszs = o) = o+ D bsas | + 5
j=1 j=1
n n n €
< |+ Yot = Sl -l = o+ bz + 5
j=1 j=1 j=1
<s4o=
29"

Damit ist (b) bewiesen.

(c) Wir fithren den Beweis nur fiir Linksideale. Der Beweis fiir Rechtsideale und fiir
zweiseitige Ideale verlauft analog.

Ist J ein echtes Linksideal in B, so gibt es ein maximales Linksideal £ in B mit J C L.
Dann ist £ N Z nach Folgerung 1.2 ein maximales Ideal in Z. Es gibt also ein p € A(Z2)
mit ker o = LN Z C L. Insbesondere ist ¢ € Ag(Z). Wére 7,(L) kein echtes Linksideal
in B, so gébe es ein y € £ mit 7,(y) = 1,, d.h. mit 1 —y € Z(¢) C L. Hieraus folgt aber
1 € £ im Widerspruch dazu, daf8 £ ein echtes Ideal ist. Daher muf 7,(£) und somit auch
7,(J) ein echtes Ideal in B, sein. O

FOLGERUNG 1.8. In der Situation von (1.1) sei J ein mazimales Links— bzw. Rechts—
bzw. zweiseitiges Ideal in B. Dann gibt es ein ¢ € Ag(Z) und ein maximales Links— bzw.
Rechts— bzw. zweiseitiges Ideal J, in B, mit

T =1, = {z € Bi i) € T}

BEWEIS (NUR FUR LINKSIDEALE). Sei J also ein maximales Linksideal in B. Nach
Satz 1.7/ gibt es ein ¢ € Ag(Z), so da 7,(J) ein echtes Linksideal in B,, ist, und somit in
einem maximalen Linksideal 7, von B, enthalten ist. Dann ist T, 1(j¢) ein das maximale
Linksideal J enthaltendes Linksideal in B. Wegen 1 ¢ 7'(J,) und der Maximalitit von
J muB J = 71(J,) gelten.

Den Beweis fiir maximale Rechtsideale bzw. maximale zweiseitige Ideale fiihrt man
analog. 0

FOLGERUNG 1.9. In der Situation (1.1) ist ein Element x € B genau dann linksinver-
tierbar (bzw. rechtsinvertierbar bzw. invertierbar), wenn fir alle ¢ € Ag(Z) das Element
T.(x) = 2(p) in By, linksinvertierbar (bzw. rechtsinvertierbar bzw. invertierbar) ist.

BEWEIS. Sei ¢ € Ag(Z) beliebig. Da 7, : B — B, ein unitaler Algebrenhomomor-
phismus ist, folgt aus der Linksinvertierbarkeit (bzw. Rechtsinvertierbarkeit bzw. Inver-
tierbarkeit) von x € B auch die entsprechende Invertierbarkeit von m,(z) in B,.

Ist = € B nicht linksinvertierbar (bzw. rechtsinvertierbar), so folgt x € J fiir ein ma-
ximales Links— bzw. Rechtsideal J in B. Zu J gibt es nach Folgerung 1.8 ein ¢ € Ap(Z2)
und ein maximales Links— bzw. Rechtsideal 7, in B, mit J = T, 1(]@. Insbesondere folgt
m,(x) € J,. Das Element 7, (z) ist also in B, nicht links— bzw. rechtsinvertierbar. O

Das Radikal rad A einer Algebra A mit Einselement 1 ist nach Definition gleich dem
Durchschnitt iiber alle maximalen Linksideale und stimmt mit dem Durchschnitt iiber
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alle maximalen Rechtsideale iiberein. Es ist auch beschrieben durch
rad A = {r € A; (1 — yz) ' existiert in A fiir alley € A}
= {r € A; (1 — zy) ' existiert in A fiir alley € A}

(verg. z.B. [3], Satz 0.10). Mit dieser Darstellung des Radikals von B bzw. von B, erhalten
wir aus Folgerung [1.9 unter Berticksichtigung der Surjektivitit von 7, fir alle ¢ € Ag(Z):

FOLGERUNG 1.10. In der Situation (1.1)) gilt:

rad B = ﬂ m, ' (rad By).
pEAB(2)

Eine unitale Algebra A mit Einselement 1 heifit bekanntlich halbeinfach, falls rad A =
{0} gilt.

FOLGERUNG 1.11. Ist in der Situation (1.1) die Banachalgebra B halbeinfach, so ist
die Abbildung I'z : B — I'z(B) injektiv.

BEWwEIS. Ist B halbeinfach, so gilt
kerTz= () ='({0h)c () =,'(radB,) =rad B = {0}.

wEAR(Z) peAB(Z)
O

Als erstes Anwendungsbeispiel wollen wir die von Graham Allan in [6] eingefithrten
Banachalgebren vektorwertiger Funktionen betrachten.

DEFINITION 1.12. Sei K ein kompakter Hausdorffraum. Fiir jedes t € K sei (B(t), ||-]|+)
eine komplexe Banachalgebra mit Einselement 1;. Sei weiter C eine die konstante Funk-
tionen enthaltende, abgeschlossene Unteralgebra der Algebra (C(K), || - || x) aller stetigen
komplexwertigen Funktionen auf K mit A(C) = K (wobei wir fiir t € K den Punkt ¢
mit dem Diracfunktional §; zu ¢ identifizieren). Insbesondere trennt C die Punkte von K.
Sei P := [],cx B(t) die Produktalgebra. Eine Unteralgebra B von P heifle Banachalgebra
vektorwertiger Funktionen auf K tber C, falls die folgenden vier Bedingungen erfiillt sind:

(a) Fiir alle t € K ist die Projektion x +— xz(t) auf die t~Komponente von B nach
B(t) surjektiv.
(b) Fiir alle z € B gilt

sup [|z(t)||: < oo,
teK
d.h. die durch
N, K —R,  tr N(t):=|lz(t)]s,

definierte Funktion ist auf K beschrankt.
(c) B ist vollsténdig beziiglich der durch

||| := sup N, (¢) (x € B)
teK

definierten Norm auf B und damit eine Banachalgebra.
(d) Fiir alle f € C gilt
f=(f(t)1)wex € B.
Ist zusétzlich fir alle z € B die Funktion N, stetig (bzw. nach oben halbstetig), so heifit B
eine stetige (bzw. oberhalb stetige) Banachalgebra vektorwertiger Funktionen auf K dber

C.
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Ist B eine Banachalgebra vektorwertiger Funktionen auf einem kompakten Haus-
dorffraum K iiber einer abgeschlossenen Unteralgebra C von C(K), so ist die Abbildung
f +— f ein isometrischer Algebrenmonomorphismus von C auf eine abgeschlossene Unter-
algebra des Zentrums Z(B) von B. Wir schreiben dann C := {f; f € C}. Mit Z := C

liegt also eine Situation wie in (1.1) vor. Wegen A(C) = K kénnen wir auch A(C) in ka-

nonischer Weise mit K identifizieren (vermoge ¢t — d;, wobei 0,(f) := f(t) fiir alle t € K,
f € C). Mit dieser Identifikation gilt:

SATZ 1.13 (Allan [6]). Sei B eine Banachalgebra vektorwertiger Funktionen auf einem
kompakten Hausdorffraum K dber C C C(K). Dann gilt:

(a) Ag(C)=A(C) =K.
(b) Der Homomorphismus I's : B — I's(B), v — Ls(z) = 2, ist eine Isometrie.

BeEwEISs. Fiir alle t € K gilt
kerd, = {f: feC, f(t) =0} C J :={z e B; z(t) =0}

und 7 ist ein echtes Ideal in B. Also sind alle 5, € A(C) B-erweiterbar. Insbesondere folgt

(a) und das von ker 0, erzeugte abgeschlossene zweiseitige Ideal Z(t) ist in J; enthalten.
Wir definieren p : I's(B) — B durch

p(2) =z fir alle x € B.

Wir zeigen zunéchst, dafl p wohldefiniert ist: Sind z,y € B mit & = ¢, so folgt fiir alle
te K:x+Z(t) = () = 9(0;) = y + Z(t) und damit

r—y€eZ(t)C T ={uehB;u(t)=0}.

Also gilt x(t) = y(t) fiir alle ¢t € K und somit = y. Man rechnet unmittelbar nach, daf§
p ein unitaler Algebrenhomomorphismus ist. Fiir alle t € K, x € B gilt ferner

1200 ls/z = it lle+ul 2 inf [lo+ul| = inf sup l2(s) + u(s)]
2> [l (@) +u®)lle = lla @)l -
Damit folgt fiir alle z € B:

lp(@) || = NIzl = sup [lz@)]le < sup [|2(0:)[|s/z) = llZ[lr
teK teK

und somit ||p|| < 1. Wegen ||T'|| = 1 und I" o p = idp ist dies nur mdoglich, wenn sowohl I'
wie auch p Isometrien sind. O

Ist B eine Banachalgebra von Funktionen auf dem kompakten Hausdorffraum K iiber
einer abgeschlossenen Unteralgebra C von C(K) und ist J ein (Links— Rechts— oder
zweiseitiges) Ideal in B, so setzen wir J(t) := {x(t); x € J}. Das Ideal J heifit fixiert,
falls J(t) fiir wenigstens ein ¢t € K ein echtes Ideal in B(t) ist. Gilt J(¢t) = B(t) fiir alle
t € K so heifit J frei. Wir sagen B besitzt die Fizidealeigenschaft, falls alle Ideale in B
fixiert sind.

Mit den Bezeichnungen aus Definition [1.12 und Satz [1.13/ erhalten wir aus den Sétzen
1.13/ und 1.7:

FOLGERUNG 1.14. Seien K, C und B wie in Definition 1.12. Dann ist B isometrisch
isomorph zu einer oberhalb halbstetigen Banachalgebra (ndmlich zu I's(B)) von vektor-
wertigen Funktionen auf K diber C, welche die Fizidealeigenschaft besitzt.
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Ubungsaufgaben zu Kapitel 1

AUFGABE 1.1. Sei (B, || - ||) eine Banachalgebra mit Einselement 1. Zeigen Sie: Ist 7
ein echtes Links—, Rechts— oder zweiseitiges Ideal in B, so ist auch die AbschlieSung Z ein
echtes Links— bzw. Rechts— bzw. zweiseitiges Ideal in B.



KAPITEL 2

Das lokale Prinzip fiir C*—Algebren

Besonders schon ist die Situation fiir C*—Algebren. Zur Herleitung bendtigen wir
zunéchst einige Hilfsmittel aus der Theorie dieser Algebren. Zur Theorie der C*—~Algebren
sei insbesondere auf die Monographien [16, [15), 37, 40] verwiesen.

2.1. Hilfsmittel aus der Theorie der C*—Algebren

Zur Erinnerung:

DEFINITION 2.1. Eine komplexe Banachalgebra (B, || - ||) heit C*-Algebra, falls eine
Abbildung * : B — B, x — x*, existiert mit den folgenden Eigenschaften:

(a) * ist eine Involution, d.h. es ist (z*)* = z fir alle x € B.

(b) * ist konjugiert-linear, d.h. fiir alle 2,y € B, a, 3 € C gilt (az+Py)* = az* + By*.
(c) Fiir alle z,y € B gilt (zy)* = y*z*.

(d) Fiir alle z € B gilt ||z||* = ||z*z].

Die in der Funktionalanalysisvorlesung [3], Kapitel 15, bereits behandelten elementa-
ren Eigenschaften der C*—Algebren werden in diesem Abschnitt als bekannt vorausgesetzt.

Bekanntlich ist jede Banachalgebra isometrisch isomorph zu einer abgeschlossenen
Unteralgebra einer Banachalgebra mit einem Einselement. Eine entsprechende Aussage
gilt auch in der Kategorie der C*—Algebren:

SATZ 2.2. Jede C*~Algebra (B, || - ||) ist isometrisch x—isomorph zu einer abgeschlos-
senen C*~Unteralgebra einer C*—Algebra B* mit Einselement 1.

Beweis. Fir alle a € B definieren wir L(a) € L£(B) durch L(a)z := ax fiir alle
x € B. Die hierdurch definierte Abbildung L : B — L(B) (linksregulire Darstellung von
B genannt) ist offensichtlich ein Algebrenhomomorphismus. Wir definieren

B*:={L(a)+al;ac B, acC}

und versehen B* mit der auf B* eingeschriinkten Operatornorm von £(B). Besitzt B ein
Einselement 1z so ist L(1z) = 1 und B* = L(B). Andernfalls ist L(B) ein maxima-
les zweiseitiges Ideal in B* der Kodimension 1. Wir definieren eine Involution * auf B3
durch (L(a) + al)* := L(a*) + @l fiir alle a € B, a € C. Dann ist L : B — B* ein
x-Homomorphismus.

Fir alle a,z € Bgilt || L(a)z| = |Jaz| < ||a||-||z||. L(a) ist also stetig mit | L(a)|| < ||all.
Wegen ||z||? = ||zz*|| = || L(z)z*|| < ||L(z)] - ||| ist L sogar eine Isometrie. Analog sieht
man, dafl auch die rechtsrequlire Darstellung R : B — L(B) mit R(a)x := za fiir alle
a,x € B ein isometrischer Algebrenhomomorphismus ist. Insbesondere ist L(B) und damit
(wegen B* = L(B)+ C1) auch B* abgeschlossen in £(B) also auch vollstindig (vergl. etwa
Lemma 10.4 in [3]).

11
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Sei L(a) + al € B* beliebig (mit a € B, a € C. Fiir alle x € B mit ||z|| < 1 folgt
[(L(a) + al)"a|| = [[R((L(a) + a1)*z)|| = sup [[y(a® +@)z| = sup [[(y(a” +a@)z)"]

lyll<1 lyll<1
= sup [[z"(a+a)y"|| < sup |[(a+a)y*|| < sup [[(L(a) +al)y|
lyll<1 lyll<1 lyll<1

< |L(a) + a1l].

Durch Ubergang zum Supremum beziiglich « sieht man ||(L(a) + a1)*|| < ||L(a) + al|].
Analog zeigt man || L(a) + a1| < [|[(L(a) + al)*||. Die Involution * ist also eine konjugiert
lineare Isometrie von B* auf sich.

DaB B* die Bedingungen (a)-(c) in Definition 2.1 erfiillt, rechnet man unmittelbar
nach. Um zu zeigen, dafl B eine C*—Algebra ist, miissen wir noch (d) verifizieren. Seien
also a € B und o € C beliebig. Dann gibt es zu beliebigem ¢ > 0 nach Definition der
Operatornorm ein z € B mit ||z|| < 1 und

IL(a) + all* < & +[|(a + @)z
Da B eine C*—Algebra ist folgt
|L(a) + al|® < e+ ||[(L(a) + a)z|]* = e + ||2*(a* + @) (a + o)z

<e+ (e +a)(a+ o)z = e +||[(La) + )" (L(a) + a)z|

< e+ [[(L(a) + )" (L(a) + a)]
Damit erhalten wir fiir e — 0
IZL(a) + al]|* < [[(L(a) + @))*(L(a) + @)|| < [[(L(a) + @))*|| - | L(a) + af| = ||L(a) + a1
Dies zeigt, da8 auch die Bedingung (d) in Definition 2.1/ fiir B* erfiillt ist. O

Wir werden in Zukunft B mit seinem isometrisch *—isomorphen Bild L(B) als Unter-

algebra von B* identifizieren. Ein Element a € B heiit positiv, falls es hermitesch ist (d.h.

a = a* erfiillt) und op:(a) C [0, 00) gilt. Wir schreiben dann auch a > 0. Sind a, b € B mit
b—a > 0, so schreiben wir a < b. Hierdurch wird eine teilweise Ordnung auf B definiert.

DEFINITION 2.3. Eine auf einem Intervall /; C R definierte stetige Funktion f : Iy —
R heifit operatormonoton fallend bzw. wachsend, falls fiir alle hermiteschen Elemente
a,b einer jeden C*-Algebra B mit a < b und oz (a) Uog:(b) C I gilt f(b) < f(a) bzw.
f(a) < f(b). Hierbei bezeichne f +— f(a) den stetigen Funktionalkalkiil aus [3], Satz
15.13.

BEISPIELE 2.4. (a) Die Funktion ¢ — 1/t ist nach Aufgabe 2.2 (b) operatormonoton
fallend.
(b) Fiir alle a > 0 sind die Funktionen

t 1 1
a:Ia = (-1 ) R, t alt) = :—(1— ))
/ (=1/a,00) = = falt) l4+at « 14+ at

auf I, operatormonoton wachsend. Dies rechnet man leicht mit Hilfe von (a) nach (vergl.
Aufgabe 2.2).

DEFINITION 2.5. Sei (A, | - ||) eine Banachalgebra. Unter einer linken bzw. rechten
approxzimativen Eins verstehen wir ein Netz (ug)aeca in A mit
Vaec A: |uaa —al| — 0 (bzw. |laus — al| — 0) .

Ist (uq)aca sowohl eine linke wie auch eine rechte approximative Eins in A, so nennen wir
(Ua)aca eine zweiseitige approximative Eins in A. Eine linke bzw. rechte bzw. zweiseitige
approximative Eins (uq)aca in A heifit beschrinkt, falls sup,c 4 [|ua|| < oo gilt.
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In C*-Algebren gibt es immer eine zweiseitige, beschrankte approximative Eins.

SATZ 2.6. Sei B eine C*—Algebra und sei
Pro={ueB;0<u, u] <1}
versehen mit der durch
U<y <= v—u>0

gegebenen teilweisen Ordnung. Dann ist Py gerichtet und (u)yep, ist eine beschrankte,
2werseitige approrimative Fins in B.

BEWwWEIS. Wir zeigen zunéchst, dal P; gerichtet ist: Seien also u, v € P; beliebig. Die
Funktion h : ¢t +— t/(1 — t) bildet das Intervall [0,1) auf [0,00) ab. Nach dem Funktio-
nalkalkiil fiir positive Elemente sind also auch die Elemente a := h(u) = (1 — u)"'u und
b:= h(v) = (1 —v)"'v und damit auch a + b positiv. Wir setzen nun (mit f; wie in
Beispiel 2.4/ (b))

w:= fila+b)=1+a+b) " a+b).
Wegen a < a+b und der Tatsache, dafl f; nach Beispiel 2.4 (b) operatormonoton wachsend
ist, folgt wegen f; o h = idy1):

w = fila+0b) = fila) = fi(h(u)) = u.

Ebenso sieht man, dafl v < w gilt. Wegen f;([0,00)) = [0,1) ist w € P; mit v < w und
v < w.
Zu zeigen ist noch

A4 : li 1— =0=1 1— :
seB: lm (- ua] = 0= im a1 )|
Wegen ||a(1—u)|| = ||(a(l—=w))*|| = ||[(1 —u)a*|| fiir alle u € P; geniigt es, die erste dieser

Gleichungen zu beweisen. Da jedes Element von B eine Linearkombination von hochstens
vier positiven Elementen von B ist, geniigt es zu zeigen:

VO<aeB: 0= lim ||(1 —w)a|?® = lim ||a(1 — u)?al|.
u€P1 uePy
Wegen
la(1 = w)*a]l < [la(1 — u)all
fir alle 0 < a € B, u € P; (nach Aufgabe 2.2 (a) und 2.3/ (b)) gentigt es die Aussage
VO<aeB: ulgr)ll la(l —w)a|| =0 (2.1)

zu beweisen. Sei also a ein beliebiges positives Element von B und sei € > 0 beliebig.
Wir setzen o := 2([|lal| + 1). Wegen af,([0,00)) = [0,1) (fo wie in Beispiel 2.4/ (b)) ist
afy(a) € Py und es folgt nach Definition von f,:

a(l — afa(a))a=a(l+ aa) " a = af.(a).
Fiir alle w € P; mit u > af,(a) erhalten wir also (unter Verwendung der Aufgaben 2.2
(a) und 2.3 (b))
Jall __clal __
a af+1

1
la(l —w)all < fla(1 = afa(a))all = lafala)l] < llall - — - [lafa(a)]l <
Damit ist (2.1) gezeigt und die Behauptung bewiesen. O

LEMMA 2.7. Sei B eine C*-Algebra. Dann gilt (mit f, wie in Beispiel |2.4 (b)) fir
alle a € B:
a* = lim afy(a*a)a* = lim ol + aa*a) 'a*aa*.

a—00 a—00
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BeEwEIs. Nach dem Beweis zu Satz 2.6l gilt a.f,(a*a) € Py fiir alle & > 0 und daher
1 = afa(a’a)] <1.

Es folgt daher (unter Verwendung von (1 — atf,(t))t = f.(t) und des Funktionalkalkiils
fiir das positive Element a*a) fir @ — oo

I(1 = afala®a))a||* = [|(1 — afala®a)a”((1 — afa(a®a))a”)"]
= [I(1 = afala’a))a"a(l — afa(a’a))]|

<1 - afulaa)aal = ol = 1L

<—=0
o
und damit die Behauptung. 0
FOLGERUNG 2.8. Fiir ein abgeschlossenes Linksideal J in einer C*—Algebra B sind
dquivalent:
(a) J ist symmetrisch, d.h. es gilt 7 = J* :={a*;a € J}.
(b) J ist ein zweiseitiges Ideal in B.

BEWEIS. (a)=(b): Sei (a) erfiillt, so folgt fiir alle z € B, a € J: Es ist z*a* € J
also auch ax = (z*a*)* € J. J ist also ein zweiseitiges Ideal in BA

(b)==(a): Sei nun J ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal. Dann folgt nach Lem-
ma 2.7 fiir alle a € J:

a* = lim a(l — aa*a) ‘a*aa* € J,

a—00

d.h. J ist symmetrisch. U
Mit dieser Folgerung erhalten wir unmittelbar:

FOLGERUNG 2.9. Sei (B, ||-||) eine C*—Algebra und J ein abgeschlossenes zweiseitiges
Ideal in B. Dann ist J versehen mit der auf J eingeschrinkten Norm || - || und der auf
J eingeschrdnkten Involution ebenfalls eine C*—Algebra, besitzt also nach Satz 2.6 eine
beschrinkte, zweiseitige approximative Kins aus positiven Elementen.

Ist J ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in einer C*—Algebra B, so ist B/J verse-
hen mit der Quotientennorm wieder eine Banachalgebra und wir kénnen auf B/J eine
Involution definieren durch

(a+J) :==a"+J  firalleacB.
Da J ein symmetrisches Ideal ist, ist diese Involution wohldefiniert. Es gilt sogar:

SATZ 2.10. Ist J ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in einer C*-Algebra (B, || -||),
so ist die Quotientenalgebra B/J beziiglich der Quotientennorm und der oben angegebenen
Involution eine C*—Algebra. Ist (u)yep, mit Py = {u € J;u > 0,||ul]| < 1} die gemafs
Satz |2.6 angegebene beschrinkte, zweiseitige approximative Fins in J, so gilt fir alle
a€ B:

o Tl = it flo — 2] = lip Ja(l — )] = lim (1= wal.  (22)

BEWEIS. Sei a € B beliebig und ¢ := |la + J||5/7 = inf,ey ||a — z||. Wegen au € J
fiir alle u € P, folgt
0% < fla(l = w)|* = [la(1 — w)*a”|| < fla(l — u)a”]. (2:3)
Wegen a(1 —u)a* < a(l —v)a* fiir alle u,v € P; mit v < v existiert der Grenzwert

=1l 1-— || = inf 1-— .
7= lim fla(1 = w)a”|| = inf (1 — w)a’|

IDie Abgeschlossenheit von 7 wurde fiir diesen Beweisteil nicht bendtigt.
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Sei nun € > 0 beliebig und = € J mit ||a — z|| < 0 + . Dann folgt fiir alle u € P:
(6+e)* = lla—zl -1 —ull - lla" — 2| > l[(a — 2)(1 — u)(a” — 2")]
und hieraus wegen lim,ep, ||2(1 —w)|| = 0 = limyep, [[(1 — u)z*||

2> : _ | —
(0 +¢)" 2 lim Jla(l —u)a™l| =~

Da e > 0 beliebig ist, folgt 62 > ~. Wegen (2.3) existiert also auch der Grenzwert
limyep, [|a(l — u)||* und es gilt

=lla+ Tg/7 < lim [a(1 —u)|? <~ <6
uePq

Hiermit folgt das vorletzte Gleichheitszeichen in (2.2). Das verbleibende Gleichheitszei-
chen zeigt man analog.
Fiir alle a € B gilt somit

l{a+T)(a+T)llsy7 = lla"a+ T sz = lim [la*a(l —w)]| = lim [|(1 —w)a"a(l —u)]

> i 1—w)|*= 7
> lim [la(1 —w)[” = lla + Tlls/7

Wegen

e +T) sz = lla” + Tllsy7 = lim [la”(1 = w)|f = lim [[(a”(1 —u))"|
u 1 ueP1
Jim ([(1 = w)a]| = lla + Tlls/7
und der Submultiplikativitéit der Quotientennorm folgt auch

l(a+T)(a+Tllsrg <l(a+T)lsalla+Tlsg = lla+ Tlsa-

Also ist die Bedingung (d) aus Definition 2.1/ fiir die Quotientennorm || - ||/ erfiillt und
(B/J .| - lls/g) ist eine C*—Algebra. O

Ist ‘H ein Hilbertraum, so ist die Menge K(H) der komakten Operatoren von H in
sich bekanntlich (siche z.B. [3], Lemma 9.4) ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal. Die
Calkin-Algebra Q(H) := L(H)/K(H) ist also nach Satz 2.10/ wieder eine C*-Algebra.

C*—Algebren haben die schone Eigenschaft, daf§ unitale x-Monomorphismen schon
Isometrien sind.

SATZ 2.11. Seien (A, || - ||a) und (B, || - ||5) zwei C*-Algebren mit Einselementen 14
bzw. 15. Dann ist jeder unitale x-Monomorphismus ® : A — B schon eine Isometrie.

BeEwEIs. Aus der Funktionalanalysis ist bekannt (vergl. [3], Aufgabe 15.4), dal &
schon stetig ist mit ||®| = 1. Sei a € A beliebig. Wegen ||a||% = ||a*al| 4 und ||®(a)||% =
|P(a)*P(a)|lp = ||P(a*a)||s geniigt es ||P(a*a)||g = ||a*al|4 zu zeigen. Mit a*a ist auch
®(a*a) = ®(a)*P(a) positiv. Sei Ay bzw. By die von a*a und 14 bzw. von ®(a*a) und
15 erzeugte unitale kommutative abgeschlossene C*—Unteralgebra von A bzw. B und sei
Oy : Ay — By die Einschrénkung von ® auf 4. Die transponierte Abbildung ®;, : B}, — A
ist dann stetig beziiglich der schwach-*-Topologien auf Bj, bzw. Aj,. Insbesondere ist also

D4(A(By)) = {0 ®o; v € A(By)}
als stetiges Bild des kompakten Hausdorffraums A(By) eine kompakte Teilmenge von
A(Ap). Nach dem Satz von Gelfand und Neumark (siche etwa Satz 5.8 in [3]) ist der
Gelfandhomomorphismus von A, (bzw. By) nach C(A(Ap)) (bzw. C(A(By))) ein isome-

trischer *-Isomorphismus. Ware ®((A(By)) # A(Ap), so gibe es also nach dem Urysohn-
schen Lemma ein Element x € .AO mit £(PH(A(Bp))) = {0} und ¢(x) = z(¢) = 1 fur

), 8
0)
ein ¢ € A(Ap) \ Py(A(By)). Aus @0( (@) = @(Po(x)) = 0 fur alle ¢ € A(By) wiirde
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Oy (z) = 0 folgen im Widerspruch zur Injektivitét von ®q. Es gilt also Of(A(By)) = A(Ap)
und somit

|a*alla= sup [|P(a"a)| = sup [p(Po(a’a))| = [Po(a’a)ls = [P(a"a)|s-
PYeA(Ap) wEA(Bo)

Also ist ® eine Isometrie. O
SchlieBlich benotigen wir noch

SATZ 2.12. Jede C*-Algebra B mit Einselement 1 ist halbeinfach, d.h. erfillt rad(B) =
{0}.

BEWwEIs. Das Radikal einer Algebra mit Eins ist gerade der Durchschnitt iiber alle
maximalen Linksideale und stimmt mit dem Durchschnitt iiber alle maximalen Rechts-
ideale iiberein (vergl. z.B. [3], Satz 0.10). Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen
an, daB es ein von Null verschiedenes Element a € rad B gibt. Wegen 0 # ||a||* = ||a*d]|
ist dann auch a*a € rad B und von Null verschieden. Wegen a*a > 0 ist

0 # sup{|z|; z € os(a*a)} = ||a*a|| € op(a”a).

Insbesondere ist ||a*al|1 — a*a nicht invertierbar muf} also in einem maximalen Linksideal
J liegen. Wegen a*a € rad B C J folgt 1 = qor a” (lla*al|l1—a*a+a*a) € J im Widerspruch

dazu, da§ J ein echtes Ideal ist. Daher mufl rad B = {0} gelten. O

2.2. Die Douglasvariante des lokalen Prinzips

Nach den Vorbereitungen des vorherigen Abschnitts kénnen wir nun das lokale Prinzip
in der Variante von Douglas fiir C*—Algebren herleiten.

SATZ 2.13. Sei (B,|| - ||) eine C*~Algebra mit Finselement 1 und sei Z eine Unteral-
gebra von Z(B), so daff (L.1) erfillt ist. Dann ist T'z(B) wieder eine C*—Algebra und die
Abbildung I'z : B — I'z(B) ist ein unitaler, isometrischer x—-Isomorphismus. Ist Z eine

C*—Unteralgebra von Z(B), so gilt Ag(Z) = A(Z).

BeEwels. Fir alle ¢ € Ag(Z) ist Z(p) nach Lemma 1.4 ein echtes zweiseitiges Ideal
in B und nach Satz 2.10/ ist die zugehorige mit der QQuotientennorm versehene lokale
Banachalgebra B/Z () mit ihrer kanonischen Involution eine C*~Algebra. Man verifiziert
leicht, daff dann auch

5= {o= @)eanmr € T[ B/ ol = s Jagllracn < oo}

PEAR(Z) PEAs

beziiglich der Norm ||+ ||o mit der komponentenweisen Involution wieder eine C*—Algebra
ist. Die Abbildung

v Tz(2) =2 = (2(9))peagz) = Tp(1)
ist dann ein unitaler *-Homomorphismus von B nach B>, der wegen
[#llee = sup_|lme(2)l|5/2(0) < ]|
pEAB(Z)
stetig ist. Da B nach Satz 2.12 als unitale C*—Algebra halbeinfach ist, ist I'z nach Fol-
gerung [1.11] injektiv und somit nach Satz 2.11] eine Isometrie. Insbesondere ist I'z(B) als
abgeschlossene *-Unteralgebra von B> wieder eine C*—Algebra.

Sei nun speziell Z eine C*—Unteralgebra von Z(B). Dann ist Z nach dem Satz von
Gelfand und Neumark isometrisch *-isomorph zu C(A(Z)). Wir machen die Annahme:
Ap(Z) # A(Z). Dann gibt es ein ¢ € A(Z) \ Ap(Z). Nach Lemma [1.5/ist Ag(Z) eine
abgeschlossene Teilmenge von A(Z). Nach dem Lemma von Urysohn gibt es also ein z € Z
mit ¥(z) = 1 und p(z) = 0 also auch z € Z(p) fiir alle p € Ag(Z). Es folgt 'z(z) =0
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im Widerspruch zur bereits gezeigten Injektivitdt von I'z. Also mufl Az(Z) = A(Z)
gelten. 0

Ubungsaufgaben zu Kapitel 2

AUFGABE 2.1. Sei B eine C*~Algebra (nicht notwendig mit einem Einselement). Zei-
gen Sie:
(a) Fiir a € B gilt a > 0 genau dann, wenn es ein positives Element b € B gibt mit

b’ = a.
(b) Ist a € B hermitesch, so gibt es positive Elemente u,v € B mit uv = vu = 0 und
a=u-—nv.

(c) Jedes Element von B ist Linearkombination von vier positiven Elementen von 5.

AUFGABE 2.2. Sei B eine C*—Algebra und seien a,b € B hermitesch mit a < b. Zeigen
Sie:

(a) Fiir alle z € B gilt x*ax < x*bz.

(b) Sind a, b invertierbar mit 0 < a < b, so gilt 0 < b~ ! < a~!in B
Hinweis: Verwenden Sie (a) und Aufgabe 2.1/ (a).

(c) Fiir alle @ > 0 mit o (a)Uop:(b) C I, := (1/cr,00) gilt (1+aa)ta, (1+ab)™'b €

Bund (1+ aa) ta < (14 ab)~'b.

Hinweis: Verwenden Sie (b) und die Darstellung

f :l<1 ! ). (> 1/0)

1+ ot « _1+at

AUFGABE 2.3. Sei B eine C"*—Algebra und seien a, b € B positive Elemente mit a < b.
Zeigen Sie:
(a) a < a1 in B*.
(b) [lall < [[o]]-
Hinweis: Verwenden Sie den aus der Funktionalanalysis bekannten Funktionalkalkiil
fiir normale (und damit insbesondere auch fiir positive) Elemente in C*—Algebren mit
Einselement.

AUFGABE 2.4. Sei A eine C*—Algebra. Zeigen Sie: Ist J ein abgeschlossenes zweisei-
tiges Ideal und B eine C*—Unteralgebra von A, so ist B + J eine C*—Unteralgebra von
A.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst dafl der allgemeine Fall der Aufgabenstellung sich zu-
riickfithren 148t auf den den Fall, dal A ein Einselement 1 besitzt und dal 1 € B gilt.
Verifizieren Sie in dieser Situation, dafl B/(B N J) in kanonischer Weise eine C*—~Algebra
ist und daB durch b+ BN J — b+ J ein *-Monomorphismus von B/(BN J) nach A/J
gegeben ist. Schliefen Sie sodann auf die Abgeschlossenheit von B + 7.

AUFGABE 2.5. Sei (B, || - ||) eine C*~Algebra mit Einselement 1 und sei S eine Teil-
menge von S, so dafl die von § in B algebraisch erzeugte Unteralgebra Sy von B dicht
in B liegt. Mit com(S) bezeichnen wir das kleinste, abgeschlossene, zweiseitige Ideal in B
das alle Kommutatoren

ab — ba, (a,b € S)
von § enthélt. Wir nennen com(S) das Kommutatorideal von S in B. Zeigen Sie:
(a) com(S) = com(Sy) = com(B).
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(b) Die Quotientenalgebra B/ com(S) ist eine kommutative C*~Algebra.

AUFGABE 2.6. Wir betrachten die Menge C := C([0, 1], M5(C)) aller auf [0, 1] stetigen
Funktionen mit Werten in der Menge aller 2 x 2-Matrizen. Versehen mit den punktweisen
Operationen der Addition, der Multiplikation, der Multiplikation mit Skalaren und der
und der durch die punktweise Adjungiertenbildung definierten Involution sowie der durch

[A[ = Sup [A@®Is (A e C([0,1], M2(C)))

definierten Norm ist dies eine C*~Algebra. Hierbei sei || - ||s die Operatornorm auf £(C?)
beziiglich der euklidischen Norm auf C?.

(a) Zeigen Sie, daf || - || tatséchlich eine C*~Norm auf C'([0, 1], M(C)) ist.

(b) Berechnen Sie das Zentrum Z von C(]0, 1], My(C)).

(c) Geben Sie die Menge A(Z) aller nichtrivialen multiplikativen linearen Funktio-
nale und die Menge A¢(Z) aller nichtrivialen C—erweiterbaren multiplikativen
linearen Funktionale auf Z an.

(d) Berechnen Sie fiir alle ¢ € A¢(Z), A € C; die zu ¢ gehorige lokale Banachalgebra
C, und das Spektrum von 7,(A) in C,.

AUFGABE 2.7. Sei C die C*—Algebra aus der vorhergehenden Aufgabe und sei B die
Menge aller derjenigen Matrixfunktionen

A= (al,l a1,2> cc,
Q21 Q22
die den folgenden Bedingungen geniigen:
0) = ag2(1) und a;,(0) = a;,(1) =0 fir all 5,k € {1,2} mit j # k.

Berechnen Sie Z(B) sowie A(Z(B)) und Ag(Z(B)).
Berechnen Sie fiir alle ¢ € Ag(Z), A € B; die zu ¢ gehorige lokale Banachalgebra
B, und das Spektrum von m,(A) in B,.

(
)
(b) Geben Sie alle multiplikativen linearen Funktionale auf B an.
)
)



KAPITEL 3

Hardy—Raume auf T

Wir geben hier nur eine kurze Einfiihrung in die Theorie der Hardy-R&ume auf der
Einheitskreislinie T, soweit sie im folgenden Kapitel fiir die Behandlung der Toeplitz-
operatoren auf H?(T) bendtigt wird. Fiir die allgemeine Theorie der Hardy—Riume (im
eindimensionalen Fall) verweisen wir auf die Monographien 20, 17, 24, [32].

3.1. Definition und erste Eigenschaften

Wir verwenden auf T := {z € C; |z| = 1} das normalisierte Lebesguemaf, so dafl also

[ s@ramez) = [ st

fiir alle auf T Lebesgue-integrierbaren Funktionen f gilt. Fiir 1 < p < oo sei LP(T) wie
iiblich der Raum aller auf T beziiglich m betragsméaflig zur p-ten Potenz integrierbaren
Borel-mef3baren Funktionen modulo der Lebesgue-Nullfunktionen. Versehen mit der durch

nﬂu:(AV@WMQUP (f € I*(T))

definierten Norm ist dies bekanntlich ein Banachraum in dem die Menge aller trigonome-
trischen Polynome dicht liegt.

Mit rca(T) bezeichnen wir die Menge der reguldren, o-additiven C—wertigen Mengen-
funktionen auf den Borelmengen von T. Sei u ein positives MaBl aus rca(T). Statt LP(T, u)
schreiben wir kurz LP ().

Die Familie Dg
aller offenen Kreisscheiben mit rationalen Radien, und Mittelpunkten mit rationalen Real-
und Imaginérteilen ist abzdhlbar. Fiir eine Borel-mefibare Funktion f : T — C ist

Vi = (D € Dg; u(f (D)) = 0}
eine offene Teilmenge von C. Wegen der o-Additivitdat von u folgt

p(f (V) = 0.
Die Menge V7 ist die grofite offene Teilmenge V' von C mit u(f~1(V)) = 0. Wir definieren
den p—wesentlichen Wertebereich essran(f) von f durch
essran(f) :=C\ V;
und das p—wesentliche Supremum von f auf T durch

esssup |f(2)]:= sup |wl.
z€T weEessran(f)
Die Funktion f heifit auf T wesentlich beschrinkt bzgl. u, falls esssup,cp |f(2)] < co. In
diesem Fall ist der u—wesentliche Wertebereich von f kompakt.
Zwei mefibare Funktionen f, g, deren Differenz eine pu-Nullfunktion ist haben den sel-
ben wesentlichen Wertebereich und das selbe wesentliche Supremum.
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20 3. HARDY-RAUME AUF T

Die Menge aller beziiglich p wesentlich beschrinkten Funktionen auf T bezeichnen wir
mit £°(u). Ist speziell p = m das normalisierte Lebesguemafl auf T, so schreiben wir
auch L*°(T) statt L>°(u).

f ist genau dann eine p-Nullfunktion, falls esssup,.r|f(2)] = 0. Die Menge aller
p-Nullfunktionen auf T bezeichnen wir mit A (). Offensichtlich gilt

esssup [ f(2)| < |[fllx = sup [f(2)]
2€T z€T

und f € £°(u) genau dann, wenn es eine Funktion h € B(T, B) gibt mit f — h € N ().
Die Menge
N=(p) == A{f € B(T,B); esssup | f(z)| = 0}

z€T
ist dann ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in B(T, 13). Versehen wir die Quotientenal-
gebra
L>(p) == B(T, B) /N> (u)
mit ihrer Quotientennorm || - ||oo, so wird L>(T) zu einer kommutativen C*~Algebra (mit
der durch f — f gegebenen Involution). Man rechnet nach, daf fiir alle f € B(T, B) gilt:

If + N>l = esssup | f(2)].
z€T

L (1) ist kanonisch isomorph zum Raum aller beziiglich m wesentlich beschréankten Funk-
tionen auf T modulo N (u).

Man tiberlegt sich leicht, daf fiir alle p € [1, 00| und alle f € L*°(u) der Multiplikati-
onsoperator

My : LP(p) — LP(n), g Mysg:=fyg
stetig ist mit ||My|| = || f|| -

Fiir 1 < p < oo definieren wir den Hardy—-Raum H? = H?(T) durch
HP = HP(T) := {f e LP(T); f_p == / f(z)z"dm(z) = 0 fiir alle n € N}
T
= ﬂ ker(f — f—n>'
neN

Da die linearen Funktionale f +— f_n fiir alle n € N stetig sind, ist H ein abgeschlossener
Untervektorraum von LP(T) und damit wieder ein Banachraum. Offensichtlich gilt

Vp € [1,00] : H>® C H? C H'.

Fiir alle n € Z bezeichnen wir im folgenden mit e, die Funktionen z +— 2" auf T.
Offensichtlich gilt e, = e_, fiir alle n € Z. Im Fall p = 2 ist L*(T) ein separabler
Hilbertraum beziiglich des durch

()= [ 15 am(:) (g € 12(D)
gegebenen Skalarprodukts und (e, )nez ist eine Orthonormalbasis fiir L?(T). Man hat dann
H*(T) = {e_,; n € N}*

und die Abbildung f +— ( fn)neNO definiert einen isometrischen Isomorphismus von H? auf
¢*(Nyp). Insbesondere liegen die Einschrinkungen aller holomorphen Polynome auf T dicht
in H2.

Wir zeigen zunichst, dafl eine reellwertige H!'-Funktion schon konstant sein mu$.

SATzZ 3.1. Ist f € HY(T) reellwertig, so ist f konstant.
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BEWEIS. Ist f € H'(T) reellwertig, so ist

a —/f )dm(z) = — f(e”)thR.

L(h) = / W(2)(f(2) - @) dm(z) = / CRE(F(e) —a)dt (f € O(T)

ist ein stetiges lineares Funktional L : C(T) — C definiert mit L(h) = L(h) fiir alle
h € C(T). Aus der Definition von H' und der Definition von L erhilt man L(e,) = 0 fiir
alle n € Ny. Also folgt auch

L(e_,) = L(e,) = L(e,) =0

fiir alle n € Ny. Somit verschwindet L auf allen trigonometrischen Polynomen. Da diese
nach dem Satz von Weierstrafl in C'(T) dicht liegen, ist L = 0 und daher f(z) —a =0
m-fast iiberall. U

FOLGERUNG 3.2. Sind f, f € H'(T) so ist f konstant.
BEwEIS. Sind f und f in H'(T) so sind

1 — 1 -
Ref =5(f+f) wd Imf=o(f-f)
reellwertige Funktionen aus H'(T) und daher nach Satz 3.1 konstant. O

Wir geben nun eine Charakterisierung von H* an und zeigen, dal H* eine Unteral-
gebra von L*°(T) ist.

SATZ 3.3.  (a) Firhe Lo(T) gilt:  he H® <= M,H>C H>
(b) H®™ ist eine Unteralgebra von L>(T).

BEWEIS. (a) Gilt M, H? C H?, so folgt insbesondere h = M1 € H> N L™ = H™.

Sei nun umgekehrt i € H*. Fiir holomorphe Polynome 2 + p(z) = > a;2’ und
alle k € N gilt dann

/T’“h( Zay/ 2)27TE dM(z) = 0.

Also gilt Myp = hp € H?. Da die (Einschriinkungen auf T der) holomorphen Polynome
in H? dicht liegen und M, auf L*(T) stetig ist, folgt M, H? C H?.

(b) Fir alle g, h € H* gilt nach (a):
My, = M,(M,H?*) C M,H* C H*

und daher (ebenfalls nach (a)) gh € H*. O

3.2. Der Satz von Beurling

In diesem Abschnitt sei u ein positives Mafl aus rca(T). Ziel dieses Teils der Vorlesung
ist die Charakterisierung der invarianten Unterrdume des Operators M, := M., = Miq,

auf dem Hilbertraum L?*(p). Wir beachten, dal M, insbesondere ein unitirer Operator
auf L?(p) ist mit M = Mt = My,, = Mz = M,_,.

DEFINITION 3.4. Sei T ein stetiger linearer Operator auf einem Hilbertraum H. Ein
abgeschlossener T-invarianter Unterraum M von ‘H heif3t

o reduzierend, falls M auch unter dem adjungierten Operator T™ invariant ist.
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e vollstindig nicht reduzierend, falls M keinen von {0} verschiedenen reduzieren-
den abgeschlossenen T-invarianten Unterraum enthélt.

Ist speziell T € L(H) ein unitdrer Operator, so ist T* = T~! und ein abgeschlos-
sener T-invarianter Unterraum M von ‘H ist genau dann reduzierend, wenn M = TM
gilt. Ist T € L(H) unitar und M ein abgeschlossener T-invarianter Unterraum von H,
so ist auch My := () _,T"M ein abgeschlossener, T-invarianter Unterraum von M, der
offensichtlich auch unter 7! = T* invariant und somit reduzierend ist und jeden redu-
zierenden T-invarianten Unterraum von M enthélt. M ist also in dieser Situation genau
dann vollsténdig nicht reduzierend, wenn (2, 7" M = {0} gilt.

Die Menge C(T) der stetigen komplexwertigen Funktionen liegt bekanntlich dicht in
LP(p) fir 1 < p < oo. Fiir p = oo ist dies nicht mehr richtig. Beachten wir jedoch, daf
(L'(p), L>®(u)) ein Dualsystem beziiglich der durch

Uy%zéf@M@MM@ (f € L (u).g € L=())

gegebenen kanonischen Dualitét ist, so konnen wir noch zeigen:
LEMMA 3.5. C(T) liegt o(L>®(u), L' (u))~dicht in L>(pu).

BEWEIS. Sei ¢ € L*(u) beliebig. Wir miissen zeigen, dafl es zu je endlich vielen
fi,-- ., fr € L'(p) und jedem e > 0 eine stetige Funktion i € C(T) gibt mit

Méﬁﬁﬂﬂ@—h@D@@><s (k=1,...,7).

Seien also fi,..., f, € L'(u) und € > 0 beliebig. Da sich jede beschrinkte Borel-mefibare
Funktion auf T gleichméflig durch Borel-mefibare Treppenfunktionen approximieren laf3t,
gibt es eine Treppenfunktion

m

hy = Z aiXE;

j=1
mit paarweise disjunkten Borelmengen F, ..., E,,, so dafl

&
2max <<y [ fll1+ 1

lg — Plleo < (3.1)
Mit p € rea(T) gilt auch py, € rca(T) mit g, (B) == [ f(2) du(2) fiir alle Borelteilmen-
gen von T. Daher gibt es kompakte Mengen K7, ..., K,, C T und (relativ) offene Mengen
Ul,...,UmCTmit Kj QE] QUJ und

G=1,....m, k=1,....7).

(3.2)
Da die Mengen K7, ..., K,, paarweise disjunkt sind, gibt es stetige Funktionen ¢4, ..., @, €
C(T) mit paarweise disjunkten Tragern supp ¢; C U; und

e G\ = [ ) <

0<yp;<laufT sowiepj(z)=laufK; (j=1,...,m).

Die Funktion

m

= Z%‘%‘

i=1
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ist dann auf T stetig und erfiillt wegen (3.1) und (3.2) fir k& = 1,.

[ fta=man < | [ o= myda|+] [ 5io)hn - W\

9
= dp + a; u/" \hy — hld
STy el AL Zr 0 [ 181+ s = bl

< —+||h1||ooz = il dy
suppp; \ K
€ e €
<Slmleds [ lddn< 45 =2
2 ; Uj\K; 22
Damit folgt die Behauptung. OJ

SATZ 3.6. {M,; g € L>(p)} ist eine mazimale kommutative Unteralgebra von L(L*(p)).

BEWEIS. Sei A € L£(L*(u)) beliebig mit AM, = M,A fiir alle g € L>(u). Wir miissen
zeigen, dafl dann schon A = Mj, fiir ein h € L*°(p) gilt. Fiir alle f € L>(u) folgt f € L?(u)
und

Af = A(Myl) = MyA(1) = A(1) f.
Da L>(u) dicht in L?(u) liegt, geniigt es zu zeigen, daB h := A(1) auf T wesentlich
beschrénkt beziiglich p ist. Wir gehen indirekt vor und nehmen an, dafl dies nicht der
Fall ist. Dann gilt fur alle n € N: Es ist u(S,) > 0 mit S, := {z € T; |h(z)| > n}.
Insbesondere folgt fiir n — oo:
A Dbl Js BOPdRE)  ntus)
= = > =n°— 00

Im Widerspruch zur Stetigkeit von A. Also gilt doch H = A(1) € L>®(u). O

SATZ 3.7. Fiir einen abgeschlossenen Unterraum M von L?*(u) sind die beiden folgen-
den Aussagen dquivalent:

(a) M = MM, d.h. M ist ein reduzierender M,-invarianter Unterraum von L*(p).
(b) Es gibt eine Borelmenge B C T mit

M = xpLl*(u) = L*(B,u) :={f € L*(n); f =0 p-fast diberall auf T\ B} .

BEWEIS. Da die Implikation ”(b)==(a)” offensichtlich ist, geniigt es ”(a)==-(b)” zu
zeigen. Sei also M ein abgeschlossener Unterraum von L2(,u) mit M. M = M. Da M,

unitdr ist, folgt dann auch M = MM = MM = M;M. Sei @ die orthogonale
Projektion aut M. Dann folgt M.Q = QM.Q und M:Q) = QM;Q und damit durch
Ubergang zum Adjungierten:

QM, =QM.Q =M, QQ und QM =QM;Q = M;Q.

() kommutiert also mit M, und M} = M,-1 und damit auch mit M} = M, fiir alle
n € Z. Da die trigonometrischen Polynome nach der trigonometrischen Variante des
Approximationssatzes von Weierstral in C(T) dicht liegen folgt fiir alle f, g € L*(u) und

alle h € C(T):
0= ((QM, — MyQ)f, g)12 = (Mnf,Qg)r2 — (Mn(Qf), g) 12

= [ M ERIE - @D ) di-

Wegen fQg — (Qf)g € L'(u) und Lemma 3.5 folgt ((QM;, — MyQ)f,g)r> = 0 fiir alle
f,g € L?(u) und alle h € L*°(p) und damit QM,;, — M, Q = 0 fiir alle h € L>°(u). Nach
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Satz 3.6 ist @ = M, fiir eine Funktion x € L>®(u). Wegen Q = Q* = Q* muf x (bis
auf eine p—Nullfunktion) die charakteristische Funktion einer Borelmenge B sein. Es folgt
= QL* (1) = xL* (). -

SATZ 3.8. Fiir einen abgeschlossenen Unterraum M von L*(u) sind die beiden folgen-
den Aussagen dquivalent:

(a) M_M C M und (7, MowM = {0}, d.h. M st ein vollstindig nicht reduzie-
render M -invarianter Unterraum von L*(i).
(b) Es gibt eine Borel-mefSbare Funktion ¢ mit |p|*du = dm und M = @H?*(T).

Beweis. (i) Ist (b) erfiillt, so wird durch f +— ®(f) := ¢f eine lineare Isometrie von
H?*(T) auf M definiert, denn fiir alle f € H*(T) gilt nach Voraussetzung (b)

10 22 = / lo(2)F()P dpu(z) = / R dm = (12

Wegen M,®(f) = ®(M.f) € ®(H?(T) fiir alle f € H*(T) ist M = ®(H?(T)) offensicht-
lich invariant unter M,. Damit ist (a) erfiillt, denn es gilt:

(mj MM = <I>< (Mj Manz(T)) — {0}

(ii) Sei nun umgekehrt die Bedingung (a) erfiillt. Da M, ein unitdrer Operator auf
L*(p) ist, ist M,(M) ein abgeschlossener Unterraum von M, der wegen der zweiten
Bedingung in (a) von M verschieden ist. Daher ist das orthogonale Komplement £ := M
M, (M) von M,(M) in M ein abgeschlossener, vom Nullraum verschiedener Unterraum
von L?(u). Da M, unitér ist folgt durch vollstindige Induktion M,n(L) = M (M) &
M n41(M). Die Réume M~ (L) sind also paarweise zueinander orthogonal und wir kénnen
die orthogonale direkte Summe

N = éMZn(E) C

bilden. Wegen
MEN C (| Man(M) = {0}

n=1
muf N' = M gelten.
(iii) Sei nun ¢ € £ mit ||¢[|z2¢,) = 1 fixiert. Dann folgt ¢ € M, (M)*, damit insbe-
sondere ¢ | e,p und somit

0= {prent)iagy = [ = lel2) du(2)
T
sowie
0= (@, en)r2() = (€nP, P)12(1) :/Z”!w(féﬂzdu@)
T

fir alle n € N. Beachten wir noch
L= (e = | el du(2)
so sehen wir, daf3
Vnez: /z”|g0(z)]2d,u(z) _ /z"dm.
T T

Da die trigonometrischen Polynome in C(T) beziiglich der Supremumsnorm dicht liegen,
folgt nach der Eindeutigkeitsaussage im Rieszschen Darstellungssatz (siehe z.B. [3], Satz
19.30), daB |¢|? du = dm gelten mus.
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(iv) Wir zeigen dim £ = 1. Wire dim £ > 2, so gébe es ein ¢ € £ mit ||| 2y = 1
und mit ¢ L ¢, d.h. mit

0= [ weeldntz).
Wegen M.~ (L) L M.~ (L) fiir alle n,m € Ny mit n # m folgt

0= / () o) dp(2)

fiir alle n, m € Ny. Wieder mit der Eindeutigkeitsaussage im Rieszschen Darstellungssatz
folgt (wie oben) ¥(2)p(2) du(z) = 0 und somit ¥ (z)p(2z) = 0 p-fast tiberall. Dies steht aber
im Widerspruch zu der in (iii) gezeigten Aussage |p|? du = dm = |[¢|* du. Also hat £ die
Dimension 1. Da @ : f — ¢f (wegen |¢|? du = dm) eine Isometrie von H?(T) nach L?(u)
ist und da die Einschrinkungen auf T der holomorphen Polynome in H?(T) dicht liegen,
folgt: M = LH{M_~p; n € Ny} = {pp; p holomorphes Polynom} = ®(H?(T)). O

Wir zeigen nun, daf§ jeder abgeschlossene M, -invariante Unterraum von L?(u) eine
eindeutige orthogonale Zerlegung in einen reduzierenden und einen vollstdndig nicht re-
duzierenden M, -invarianten Unterraum besitzt. In Verbindung dieses Satzes mit der zu-
vor erhaltenen vollstéandigen Beschreibung aller reduzierenden und aller vollsténdig nicht
reduzierenden M, -invarianten Unterrdume ergibt sich eine Charakterisierung aller abge-
schlossenen, invarianten Unterrdume von M, in L?(u).

SATZ 3.9. Jeder abgeschlossene, invariante Unterraum M von M, in L*(u) besitzt
eine eindeutige orthogonale Zerlegung

M= M; ® M,

mit abgeschlossenen, invarianten Unterrdumen My, Ma, fir die gilt M,(M;) = My und
Moo Men(M2) = {0}

BEWEIs. Existenz der Zerlegung: Da M, ein unitérer Operator ist, ist

My = () M (M)
n=0
ein abgeschlossener, unter M, invarianter Unterraum von M mit M,(M;) = M, (offen-
sichtlich der grofite mit dieser Eigenschaft). Wir setzen My := M & M. Sind f € M,
und g € M, beliebig, so gibt es ein g; € M; mit M,g; = ¢g und es folgt

<g7 MZf>L2(,LL) - <Mzgl’ MZf>L2(,U«) - <glu f>L2(,u) = 07

da M, ein unitarer Operator ist. Also ist auch My unter M, invariant. Nach Definition
von M, folgt weiter

() M (Mz) € My N M, = {0}
n=0
Die Eindeutigkeitsaussage rechnet man unmittelbar nach. 0

DEFINITION 3.10. Eine Funktion ¢ € H*(T) heifit innere Funktion, falls |p| = 1
m-fast iiberall auf T gilt.

Einfachste Beispiele fiir innere Funktionen sind die Funktionen e, : z +— 2", n € Nj
und die Einschrankungen der Automorphismen der Einheitskreisscheibe auf T. Offensicht-
lich sind auch endliche Produkte von inneren Funktionen wieder innere Funktionen. Wir
beachten auch, daf die Operatoren der Multiplikation mit inneren Funktionen auf L*(T)
unitér und auf H?(T) lineare Isometrien sind.

Als Folgerung aus Satz 3.8 erhalten wir nun den klassischen Satz von Beurling.
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SATZ 3.11 (A. Beurling, 1949). Ist {0} # M C H?*(T) ein unter M, invarianter,
abgeschlossener Unterraum von H*(T), so ist M = M,(H?*(T)) fir eine innere Funktion
. Die Funktion ¢ ist hierdurch bis auf einen konstanten Faktor vom Betrag 1 eindeutig
bestimmt. Umgekehrt ist fir alle inneren Funktionen ¢ der Raum M,(H*(T)) ein unter
M, invarianter, abgeschlossener Unterraum von H?(T).

BEWEIS. Ist ¢ eine innere Funktion, so ist M := M,(H?*(T)) ein abgeschlossener,
unter M, invarianter Unterraum von L*(T) (da M, auf L*(T) eine Isometrie ist). Da die
Einschriinkungen holomorpher Polynome auf T dicht in H?(T) liegen und fiir alle solchen
Polynome p gilt: Myp = ¢p € H*(T) C H*(T), ist M C H*(T).

Sei nun umgekehrt M ein unter M, invarianter, abgeschlossener Unterraum von
H?*(T). Dann erfiillt M die Voraussetzungen zu Satz 3.8 (mit x4 := m). Es gibt daher
ein ¢ € M C H*(T) mit pH*(T) = M und |¢|*dm = dm. Dies ist nur moglich, wenn
|| = 1 m—fast iiberall auf T gilt. ¢ ist also eine innere Funktion.

Zur Eindeutigkeitsaussage: Ist auch @ eine innere Funktion mit My(H?*(T)) = M =
M,(H?*(T)), so folgt ¢ = My1 = Mpyp; und 6 = Myl = M), mit Funktionen i,y €
H?*(T). Wegen |¢| = 1 = |6] m-fast iiberall auf T sind 1/, und 1) ebenfalls innere Funktio-

nen. Wegen ¢ (z) = Z((ZZ)) = 0(2)p(z) und 1q(z) = “g((j)) = ©(2)0(2) = 11 (2) m-fast iiberall

sind die Funktionen ; und v, (bis auf eine m-Nullfunktion) auf T konstant und vom
Betrag 1. 0

Der Satz von Beurling hat viele wichtige und interessante Anwendungen. Wir verwen-
den ihn auch im Beweis der beiden folgenden klassischen Sétze der Gebriider F. und M.
Riesz.

Sarz 3.12 (F. und M. Riesz, 1916). Sei f € H*(T) keine m-Nullfunktion. Dann ist
m({zeT; f(z) =0}) =0

BEWEIS. Sei B := {z € T; f(z) = 0} und M := H*(T) N x5 - L*(T). Dann ist
M ein abgeschlossener unter M, invarianter Unterraum von H?(T). Nach dem Satz von
Beurling gibt es also eine innere Funktion 6 auf T mit M = 6 - H*(T). Insbesondere ist
 =0-1¢c M und somit = xm\p - 0. Wegen 0] = 1 m-fast iiberall muB m(B) = 0
gelten. 0

SATZ 3.13 (F. und M. Riesz, 1916). Sei u € rca(T) mit
WneN: / (=) = 0, (3.3)
T
Dann gibt es eine Funktion f € H*(T) mit du = fdm. Insbesondere ist u beziiglich des
normalisierten LebesquemafSes m absolutstetiq.

BEWEIS. Der Beweis bendtigt den Satz von Radon-Nykodym, auf den hier aus Zeit-
griinden nicht eingegangen werden kann'. Nach diesem Satz gibt es eine Borel-mefbare
Funktion g : T — C mit |g| = 1 v(u, -)-fast iiberall, so daf

gdv(p,-) =dp,

wobei v(u, ) die totale Variation von u bezeichne. Die abgeschlossene lineare Hiille M von
{en; n € N} in dem Hilbertraum H := L*(T, v(y, -)) ist offensichtlich unter M, invariant.
Ferner gilt fiir alle n € N

(2" G = / 2g(2) dolp,-) = / 2 du(z) = 0

IEine ausfiihrliche Darstellung mit Beweis findet man z.B. in [39].
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und damit § € M. Nach Satz 3.9 (angewendet auf v(y, -) anstelle von 1) besitzt M eine
eindeutig bestimmte orthogonale Zerlegung M = M; & M, in abgeschlossene, invariante
Unterrdume My, My mit M, M; = M; und (), M (Ms) = {0}. M; hat nach Satz 3.7
die Gestalt M; = xp - L*(T,v(,-)) mit einer Borelmenge B C T. Wegen |g|* = 1 fast
tiberall beziiglich v(u, -) folgt

v(. B) = / x59(@9(2)dv(1, 2) = (x5, Ty = 0

und damit M; = {0} und M = M. Nach Satz 3.8 gibt es daher eine Borel-mefibare
Funktion ¢ mit |p|*dv(p,) = dm und M = ¢ - H*(T). Wegen e¢; = idy € M gibt
es eine Funktion h € H?(T) mit z = ¢(2)h(z) fiir v(y,-)-fast alle 2 € T. Insbesondere
ist p(z) # 0 v(u,-)-fast iberall. Daher sind v(gu,-) und das normalisierte Lebesguenafl
m gegenseitig absolutstetig und es gibt nach dem Satz von Radon und Nykodym eine
Funktion f € L'(T) mit du = fdm. Wegen (3.3) und nach Definition von H'(T) folgt
f e HY(T). O

3.3. Eigenschaften von H>(T) als Banachalgebra

Nach Definition von H*°(T) und Satz[3.3/ist H>°(T) eine abgeschlossene Unteralgebra
von L*°(T). Wir wollen einige der multiplikativen linearen Funktionale dieser Banachal-
gebra identifizieren.

Fiir Punkte w € D und Funktionen f € H'(T) definieren wir

gw(f) = . 1f—(€1)}2

dm(¢). (3.4)

Hierdurch ist ein stetiges lineares Funktional &, : H'(T) — C auf H'(T) gegeben mit
|€u]l € L. Da die Riume HP(T) fiir alle p € [1,00] in H*(T) enthalten sind mit stetiger

I—|w|”

Inklusion, ist dann auch (die Restriktion von) &, auf allen diesen Rdumen stetig. Wegen

FECOIIR S e
1_wz‘;w”@

mit absolut-gleichméfiiger Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen von D folgt fiir
alle f € HY(T), w € D:

Eulf) = o u" [ HOT dm(c) = 3 fow = PUL. ) (3.5)

mit (bzgl. w absolut-gleichméfiger Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen von D,
wobei das letzte Gleichheitszeichen aus Aufgabe 3.4 folgt. Ist also p(z) = ZZ:O a,z" ein
holomorphes Polynom, so folgt fiir alle w € D:

d

Eu(p) = anw" = p(w).

n=0

Das Funktional &, ist also auf der Menge C[Z] aller holomorphen Polynome multiplikativ.
Wir wollen zeigen, daf £, auch auf H*°(T) multiplikativ ist. Hierzu beweisen wir zunéchst:

LEMMA 3.14. Fiir alle f,g € H*(T) ist fg € HY(T) und es gilt fiir alle w € D:
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BEWEIS. Da die holomorphen Polynome in H?(T) dicht liegen gibt es Folgen (p,, )%,
(gn)52, in C[Z] mit ||f — pull2 — 0 und ||g — gnll2 — O fiir n — oco. Mit der Holderschen
Ungleichung folgt

179 = pugnlly < [1Cf = 2a)glls + a9 = @n)lle < 1f = pall2llgllz + IPall2llg = gulln — O

fiir n — oo. Da H'(T) ein abgeschlossener Unterraum von L!(T) ist und p,gq, als holo-
morphe Polynome in H'(T) liegen folgt fg € H'(T). Wegen der Stetigkeit von &, auf
H(T) und auf H?(T) und der Multiplikativitéit von &, auf C[Z] folgt

Eu(fg) = nlLHOIO Ew(Pntn) = 7}1_{1010 Ew(Pn)Ew(qn) = 7}1_{1010 Ew(pn) nh—>nc}0 Eultn) = Eu(f)Ew(g).
OJ

FOLGERUNG 3.15. Fiir alle w € D ist £, € A(H*®(T)) und die Abbildung w +— &, ist
eine Homdéomorphie von D (versehen mit der euklidischen Topologie) auf {€,; w € D}
(versehen mit der von o(H>(T)', H*(T)) induzierten Topologie).

BeEwEIS. Aus Lemma 3.14 folgt unmittelbar {&,; w € D} C A(H*>(T)). Fiir alle
f € HYT) ist die Abbildung w — &,(f) holomorph, also insbesondere stetig. Also
ist insbesondere w — &, stetig von D nach A(H>(T)). Wegen e; = idyr € H>(T)
und &,(e1) = w ist w +— &, offensichtlich injektiv. Sei schlieflich (&,,)aca ein Netz in
{€w; w € D}, welches beziiglich o(H*(T)", H>*(T)) gegen &, konvergiert fiir ein w € D.
Dann gilt (wegen e; = idy € H*(T)) insbesondere

limw, =limé&,, (e1) = Eu(er) = w.
Also ist auch die Umkehrabbildung &, — w stetig. U

Wir werden im folgenden D mit seinem natiirlichen Bild {&,; w € D} identifizie-
ren und fiir die Gelfandtransformierte einer Funktion f € H*(T) schreiben: f(w) :=
f(Ew) = Eu(f) fiir alle w € D. Auch fiir alle Funktionen f aus H'(T) schreiben wir f(w
statt £,(f). Das tiefliegende Corona-Theorem von L. Carleson [11, 12] besagt, dafi D in
A(H>(T)) dicht liegt.?

Aus dem Corona-Theorem folgt insbesondere oo (my(h) = h(D) fiir alle b € H>(T).
Wir geben (R. Douglas [17] folgend) einen direkten, vom Corona-Theorem unabhéngigen
Beweis dieser Aussage an:

>

(D).

SATZ 3.16. Fir alle h € H*(T) gilt ogoo(ry(h) =
D (D) und der Kompaktheit des Spek-

BEWEIS. Wegen oo (p)(h) = h(A(H>(T)))
trums gilt A(D) C oreo(ry(h).
Sei nun A € C \ k(D) beliebig. Dann ist ¢ := dist(\, A(D)) > 0. Die durch

1
W) 1= ———— weD
$w) = s weD)
definierte Funktion ist auf D holomorph und beschrankt durch 1/4. Ist
(w) = Zanw” (w e D)
n=0

die Taylorreihenentwicklung von ¢ und 0 < r < 1, so gilt

[e.9]

> lanfr = [ o) dm(z) < 5.

n=0

2Einen einfacheren auf T. Wolff zuriickgehenden Beweis findet man in [23), 132].
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Insbesondere folgt >~ |an|2 < & und > a,z" ist die Fourierreihe einer Funktion
f € H*(T) mit P(f,-) = f =1.Ist .2, b,2" die Fourierreihe von A — h, so ist

—

(A —h)(w) = X — h(w) = Z bpw”

fiir alle w € . Wegen (A — h(w))i(w) = 1 auf D erhalten wir durch Bildung des Cauchy-
produktes der beiden Potenzreihen

- 1 firn=20
biGp—t, = 3.6
z_%’“a g {o fiir n > 0. (3:6)

Wegen

i == =0 - S

folgt (A — h)f € H'(T) (sieche Lemma [3.14) und
| o

N N
[ 07 = (e (L),
k=0 Jj=0

Durch Ausmultiplizieren folgt unter Verwendung von (3.6))

2N

lim H(/\ —nf 1= Ve,

N—o0

207
1

n=

wobel

> btnr  (NeEN,n=N+1,...2N)

k=n—N
Insbesondere gilt
1 firk=0

/T (A — h(2))f(2)2* dm(z) = {0 20,

Nach dem Eindeutigkeitssatz fiic Fourierreihen von L'(T)-Funktionen (siehe z.B. [31])
folgt (A — h)f = 1 m-fast iiberall. Wegen lim, ;- ||f — P(f,7)|]2 = 0 und |P(f,rz)| =
[¥(rz)] < 672 muB auch |f| < 672 m-fast iiberall auf T gelten. Also ist die Funktion
f e H*(T)N L>(T) = H*(T) invers zu A — h in H*(T) und es folgt A € pyee(ry(h). O

3.4. AuBere Funktionen
Fiir f € H?(T) sei

M; =0fipeciz™.

Dies ist offensichtlich der kleinste, f enthaltende, abgeschlossene, invariante Unterraum
von M, in H?*(T). Wir nennen f eine duflere Funktion, falls M; = H?*(T) gilt.

SATZ 3.17. Eine Funktion f € H*®(T) ist genau dann invertierbar in H*(T), wenn
sie in L®(T) invertierbar ist und eine duflere Funktion ist.
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BeEWEIS. Ist f in H*(T) invertierbar, so ist 1/f in H*(T) also insbesondere m-
wesentlich beschriankt auf T und somit invers zu f in L°°(T). Also ist der Multiplikati-
onsoperator M; auf L?(T) invertierbar und es gilt

My = M(C[Z]) = My(H*(T)) 2 My(My,¢(H*(T))) = H*(T).

Dies zeigt, daf3 f eine duflere Funktion ist.

Sei nun f eine in L*°(T) invertierbare &uBlere Funktion aus H*°(T). Insbesondere ist
M; auf L*(T) invertierbar. Dann ist fH?*(T) = M;(H*(T)) in L*(T) und also auch in
H?(T) abgeschlossen und offensichtlich unter M, invariant. Da f eine duflere Funktion ist
folgt fH?*(T) = M; = H*(T). Insbesondere existiert eine Funktion ¢ € H*(T) mit fg =1
und es folgt g = 1/f € L>(T) N H*(T) = H>®(T). f ist also in H*(T) invertierbar. [

Wir zeigen nun, daB jede nicht identisch verschwindende Funktion aus H?*(T) ein
Produkt aus einer inneren und einer dufleren Funktion ist.

SaTz 3.18. Ist 0 # f € H?(T), so gibt es eine innere Funktion 0 und eine dufere
Funktion g mit f = 0g. Es ist dann f € H®(T) genau dann, wenn g € H*(T) gilt.

BEWEIS. Nach dem Satz von Beurling ist M; = 6 H?*(T) mit einer inneren Funktion
6. Insbesondere gibt es eine Funktion g € H*(T) mit f = g. Auch zu M, gibt es nach

dem Satz von Beurling eine innere Funktion 6y mit M, = 6,H*(T). Da My auf L*(T)
invertierbar ist, folgt

00, H*(T) = Mp(M,) = My(gC[Z]) = 09C[Z] = M; = 0H*(T).

Es gibt daher eine Funktion h € H?(T) mit § = 80yh. Da 0 eine innere Funktion ist, folgt
1 = 6ph. Da auch 6, eine innere Funktion ist, ergibt sich weiter

Oy = h € H(T)N L>(T) = H>(T).
Nach Satz [3.1 mufl 6, konstant sein (vom Betrag 1, da 6, innere Funktion ist). Es folgt
H?*(T) = 0oH*(T) = M, .

Daher ist g eine duflere Funktion.
Wegen |f| = |0g| = |g] ist f € H>®(T) genau dann, wenn g € H*>(T). O

SaTz 3.19. Seien f,g € H*(T), g eine dufere Funktion. Dann sind die beiden folgen-
den Aussagen dquivalent:

(a) |f] < |g| m-fast iberall auf T.
(b) Es gibt eine Funktion h € H*(T) mit f = gh und |h| <1 m-fast diberall auf T.

BeEweIs. Die Implikation (b)==-(a) ist offensichtlich. Sei nun (a) erfiillt. Da ¢ eine
duBere Funktion ist, gibt es eine Folge (p,)5°; in C[Z] mit ||1 — gp,|l2 — 0 fiir n — oo.
Wegen |f| < |g| folgt fiir alle n,m € N

1£pn — FomllZ = / 1Pn — D21 f1? dm < / 1P — P19l dm = 19D — gpmll3.
T T

Daher ist mit (gp,)5; auch die Folge (fp,)>, eine Cauchy-Folge in H?(T) und somit
konvergent beziiglich || - |2 gegen eine Funktion h € H?(T). Mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung folgt

lgh = fllx = Tim {lgh —gp, flly < lim {[g]ls[|h = pufll2 = 0.
also ist gh = f. O

FOLGERUNG 3.20. Sind f,g € H*(T) zwei dufere Funktionen mit |f| = |g| m-fast
tiberall, so gibt es eine Konstante A vom Betrag 1 mit f = A\g m-fast diberall.
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BEWEIS. Nach Satz3.19 gibt es zwei Funktionen hy, hy € H?(T) mit |hy| < 1, |ho] <1
und hyf = g, hog = f m-fast iiberall. Es folgt hihog = g m-fast iiberall. Da g keine m-
Nullfunktion ist gilt g # 0 m-fast iiberall auf T nach Satz 3.12 und es folgt hihy = 1
m-fast iiberall und somit |hi| = |hy| = 1 und h; = hy m-fast iiberall. Nach Folgerung 3.2
muf h; (und damit auch hy) konstant vom Betrag 1 sein. O

Wir wollen nun die Frage untersuchen: Fiir welche Funktionen f € L?(T) gibt es eine
duBere Funktion g € H*(T) mit |f] = |g| m-fast {iberall?

SATZ 3.21. Fiir f € L*(T) sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Es gibt eine dufere Funktion g € H*(T) mit | f| = |g| m-fast iberall.

(b) Ny := fC[Z] ist ein vollstindig nicht reduzierender M,-invarianter Unterraum.

BEWEIS. Ist (a) erfiillt, so folgt nach dem Satz[3.12/von F. und M. Riesz |f| = |g| # 0
m-fast iiberall und somit f = ug mit einer Funktion u mit |u| = 1 m-fast iiberall. Es folgt

N; = ugClZ] = ugC[Z] = uM, = uH*(T).

Nach Satz 3.8 ist Ny vollstédndig nicht reduzierend.

Sei nun Ny ein vollsténdig nicht reduzierender M, -invarianter Unterraum. Nach Satz 3.8
(angewendet mit = m) gibt es eine Borel-meBbare Funktion ¢ mit |p|?> dm = dm, also
insbesondere mit |p| = 1 m-fast iiberall, so daB Ny = o H?*(T). Wegen f € N gibt es also
ein g € H*(T) mit f = ¢g. Nach dem Faktorisierungssatz 3.18 gibt es eine innere Funk-
tion # und eine duflere Funktion A mit g = fh. Insbesondere folgt |f| = || - 0] - |g| = |9|
m-fast iiberall. (a) ist also erfiillt. O

FOLGERUNG 3.22. Ist f € L*(T) mit € < |f| m-fast iiberall fiir eine Konstante € > 0,
so gibt es eine dufere Funktion g € H*(T) mit |f| = |g| m-fast diberall.

BEWEIS. Nach Satz [3.21) geniigt es zu zeigen, dafl Ny vollsténdig nicht reduzierend ist.
Nach Satz 3.9/ besitzt Ny eine eindeutige orthogonale Zerlegung Ny = M@ M, mit einem
reduzierenden M -invarianten Unterraum M und einem vollsténdig nicht reduzierenden
M -invarianten Unterraum M.

Annahme: M; # {0}. Dann gibt es nach Satz[3.7 eine Borelmenge B C T mit m(B) #
0 und M; = xpL*(T). Wegen xp € N; gibt es eine Folge (p,)2°, von holomorphen
Polynomen mit || fp, — x|l — 0 fiir n — co. Wegen 1/f € L>(T) existiert dann auch
der Grenzwert xg/f = lim, .o p, in L*(T). Insbesondere folgt 0 # xp/f € H*(T) und
daher nach Satz[3.12 m(T \ B) =0, d.h. xp = 1. Es folgt N} = L*(T) = M;.

Sei nun p ein beliebiges holomorphes Polynom. Dann folgt mit Pythagoras

If = eifpll = /T [FIPIL = 2p(2) [P dm(z) > e[| = expll; = * (1 + [leap(2)]12) > €™

Also ist f ¢ M.(Ny), d.h. M.(Ny) # Ny im Widerspruch dazu, da N, = M, redu-
zierender M, -invarianter Unterraum von L?(T) ist. Da die Annahme zu einem Wider-
spruch gefithrt hat, mu Ny = M, gelten und N ein vollstandig nicht reduzierender
M, -invarianter Unterraum von L?(T) sein. O

Wir geben noch einige Folgerungen fiir den Hardyraum H'! an:

FOLGERUNGEN 3.23. Fiir alle f € H'(T) gilt:
(a) Es gibt eine Funktion g € H*(T) mit |f| = |g|* m-fast diberall.
(b) Es gibt Funktionen g1, g € H2(T) mit |g1| = |go| = |f|2 und f = g1go m-fast
tiberall.
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BEWEIS. (a) Ist f eine m-Nullfunktion, so leistet ¢ = 0 das gewiinschte. Sei nun
0+# f € HYT). Dann ist h := |f|2 € L*(T). Wir zeigen durch einen indirekten Beweis,
dap M = aC[Z]"
L3(T) ist:

Annahme: Dies ist nicht der Fall, d.h. es gilt (nach Satz 3.9) M = M; & My mit
einem vollstandig nicht reduzierendem M, -invarianten Unterraum My und mit

ein vollstdndig nicht reduzierender M,-invarianter Unterraum in

My = ﬂM" ) # {0}.

n=1

Dann ist e_,h = M;"h € M, € M = hC[Z] " fiir alle n € N. Daher gibt es eine Folge

(pr)72, von holomorphen Polynomen mit ||pyh — e_,h||2 — 0 fiir £ — oo. Wegen

lpeh = e-abil = [ e, = W2 pae = ) dim = [ ey~ (2, — g dm
T T
= [|*e_p — h*(2pn — phen) |y

liegt h%e_,, also in h2C[Z ]” & . Wegen |f| = h? gibt es eine Funktion u mit |u] = 1 m-fast
iiberall und uh? = f m-fast iiberall. Es folgt daher fiir alle n € N:

e_nf = uh?e, € MR2C[Z]" " = uneClZ]" =TTz ¢ HY(T).
Dies ist nur moglich fiir f = 0 im Widerspruch zu 0 # f € H*(T). Also ist M vollstéindig
nicht reduzierend und nach Satz 3.21 gibt es eine duflere Funktion g € H?*(T) mit |g| = h
und also auch |g|? = |f| m-fast {iberall.

(b) Ist f eine Nullfunktion, so ist die Behauptung trivial, im anderen Fall gibt es nach
dem Beweis zu (a) eine éiuﬁere Funktion g € H?(T) mit |g|> = |f| m-fast iiberall und es
ist gC[Z] = H*(T). Insbesondere gibt es dann eine Folge (p;)7, holomorpher Polynome
mit ||prg — 1|2 — 0 fiir & — co. Wegen

| foi — fP?H1 < |If(px — pj)oklls + ||.f (Pr — 2j)pj 11
< \lgprll2llg(pe — pi)ll2 + lgpjll2llg(ox — pj)|l2

ist die Folge (fpx)7, also eine Cauchyfolge in (H'(T), |||];) und somit gegen eine Funktion
v € H'(T) konvergent. Indem wir notfalls zu einer Teilfolge iibergehen, kénnen wir daher
annehmen, dafl fpr(z)*> — v(z) und g(2)pr(z) — 1 fiir & — oo fiir m-fast alle z € T
gilt. Es folgt vg? = f und wegen |g*| = |f| auch |v| = 1 m-fast iiberall. v ist also eine
innere Funktion und die Funktionen g; := vg, ¢g» := ¢ sind in H?(T) mit f = g1g» und
|91] = |g2| = | f|? m-fast iiberall, O

FOLGERUNG 3.24. Die holomorphen Polynome liegen dicht in (H'(T),|| - |1)-

BEWEIS. Nach Folgerung [3.23 (b) gibt es g1, g> € H*(T) mit g,go = f m-fast iiberall.
Da die holomorphen Polynome in H?*(T) dicht liegen gibt es zwei Folgen (p;)%>; und
(qr)%2; holomorpher Polynome mit ||g; — pgll2 — 0 und ||g2 — gx||2 — 0 fiir £ — oo. Dann
ist auch (prgr)32, eine Folge holomorpher Polynome und es gilt

If = praelli < ll9192 — graellh + 9196 — Praells < llg1ll2llge — all2 + lgr — prll2llgrll2 — O

fir £k — oo. O

Die beiden folgenden Aussagen werden fiir das nachfolgende Kapitel iiber Toeplitz-
operatoren bereitgestellt.
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SATZ 3.25. Die Menge
Q:={0f; f € H®(T), 6 innere Funktion}
ist eine Algebra, welche in L>(T) dicht liegt.

BEWEIS. Seien 61,60y innere Funktionen und fi, fo € H*°(T). Dann ist auch 6,0, eine
innere Funktion und f fo sowie 0 f1 + 01 f> sind in H*°(T). Also folgt

(e_lfl)(e_ZfZ) =010z2f1f2€ Q, 0ifi+0sfo= @(@fl +0.f2) € Q,

d.h. Q ist eine Unteralgebra von L>(T).

Um die Dichtheit von Q in L*>°(T) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dafy der Abschluf3
von Q alle charakteristischen Funktionen von Borelmengen in T enthélt. Sei also B C T
eine Borelmenge. Nach Satz [3.22 gibt es eine Funktion f € H?(T) mit

L firzeB
_J2
) {2 fir 2 e T\ B.

Da f auf T beschriankt ist, folgt f € H*(T) und somit auch 1 + f* € H*(T) fiir alle
n € N. Nach dem Faktorisierungssatz 3.18 gibt es also innere Funktionen 6,, und duflere
Funktionen g, € H*(T) mit

1+ f"=4#6,g, firalleneN.

Wegen |g,| = [1+ f"| > 1—|f|* > 5 sind alle g, in L*(T) invertierbar, also nach Satz3.17
auch in H*°(T) invertierbar und wir erhalten

1 — 1
=0, - — e Q.
L+ fm In <
Wegen
1
kel s
folgt daher yp € gl O

LEMMA 3.26. Sei Q@ C C offen und F € O(Q x D). Ist G C C ein beschrinktes
Gebiet mit G- C Q und gibt es eine auf OG stetige H?(T)-wertige Funktion X\ — fy mit
]/":\(z) = F(\ z) fir alle X € OG und alle z € D, so gibt es eine auf ganz G holomorphe
H?(T)-wertige Funktion \ — f\ mit ]?:\(z) = F(\ 2) fir alle N € G, z € D und es gilt
[/3ll2 < suppeac || full2 fir alle A € G.

BEWEIS. Wegen der Holomorphie von F' auf G x D ist fiir alle £ € Ny die komplex-
wertige Funktion

1 OFF
CLkIG—>(C, ,LL'—>CL]€(/1/> = Eﬁ(ﬂvo)a

auf €2 holomorph und es gilt fiir alle z € D

Nach Voraussetzung gilt weiter

VAEOG:  fr=) a.(Me,
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Sei nun h = > 7 hnen € H?(T) beliebig und N € N. Dann ist die komplexwertige

Funktion N v
e (D anlwen ) = 3 anlu)hn

auf 2 holomorph und nach der globalen Fassung des Maximumprinzips gilt

(5 ) < i (S0

eG _
g n=0 (3.7)
an(Nen

WE

<

hlls < h
< max Bl < max |l

|

Il
o

Also folgt fiir alle N € N:

1

N 1
max (Z |an(/\)|2> 2 < max ||f>\||2
n=0

A€0G T \edG

und damit fy 1= 77" an(Ne, € H*(T) fiir alle A € G sowie || fill2 < sup,eaq | full2 fiir

alle A € G. Insbesondere gilt ]/”;(z) = F(u,z) fur alle p € G, z € D. Fiir alle p € G,
h € H?*(T) gilt ferner

<ZN:an(U)en> h> — (fu, h) fiir n — oo.
n=0

Da die Folge der Funktionen p +— <ij:0 an(,u)en,h> wegen (3.7) auf G gleichméBig

beschrénkt ist, folgt nach einer Folgerung aus dem Satz von Montel (sieche z.B. Aufgabe
4.9 in [2]) die Holomorphie von o +— (f,, h) auf G. Da jede schwach holomorphe Funktion
auch stark holomorph ist (siche z.B. [3], Satz 20.7), folgt die Holomorphie der H?(T)-
wertigen Funktion p +— f, auf G. 0

3.5. Dualitidtsaussagen

Wir verwenden die Tatsache dafl durch die Abbildung ® : L>(T) — LY(T), f — ®(f),

mit
O(f)(g) == /Tf(Z)g(Z) du(z)  (f € L*(T),g € LY(T))

ein isometrischer Isomorphismus von L*°(T) auf L'(T)" gegeben ist. Die Dualriume zu
den abgeschlossenen Unterrdumen H'(T) und Hj(T) sind somit isometrisch isomorph zu
L>(T)/® Y (HY(T)°) und L>°(T)/®*(HJ(T)®). Dies kénnen wir noch prizisieren:

SATZ 3.27. Der topologische Dualraum von H'(T) (bzw. HJ(T)) ist in kanonischer
Weise isometrisch isomorph zu L>®(T)/H§°(T) (bzw. zu L>*(T)/H>(T)).

BEWEIS. Zu zeigen ist also
HE(T) = & H(HY(T)°) = {h e L™(T); Vf € HY(T) : /Tf(z)h(z) dm(z) = o} (3.8)
bzw.
H(T) = & (H)(T)°) = {h € L=(T); ¥/ € H}(T) : / F(2)h(z) dm(z) = 0}

Wegen H}(T) = e; H(T) und H{(T) = e; H*°(T) geniigt es, die erste Aussage zu bewei-
sen.
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Ist h € @' (H'(T)°), so gilt insbesondere
Vn € Ny : /h(z)z” dm(z) =0 (3.9)
T

und somit h, = 0 fiir alle n € Ny, d.h. h € HZ(T).
Ist umgekehrt h € H§°(T), so folgt (3.9) und daher

‘Am@m@mm@:o

fiir alle holomorphen Polynome p. Da diese nach Folgerung [3.24/ in H'(T) dicht liegen
und die Linearform f — [ h(2)f(2)dm(z) stetig beziiglich der Norm || - || ist, folgt
Jp h(2)f(2) dm(z) = 0 fiir alle f € H'(T). Damit ist (3.8) bewiesen. O

Die Menge
A(T):={f €C(T); ¥neN: f,=0}

ist eine beziiglich der Norm || -[| abgeschlossene Unteralgebra von H>°(T) und von C(T).

In den Ubungen wird gezeigt, da L'(T) nicht isometrisch isomorph zum Dualraum
eines Banachraums sein kann. Fiir den abgeschlossenen Unterraum Hj(T) von L'(T) gilt
dies nicht.

SATZ 3.28. Der topologische Dualraum von C(T)/A(T) ist in kanonischer Weise iso-
metrisch isomorph zu H}(T).

BEWEIS. Fiir alle h € H}(T) ist das durch

/f m(z)  (f€C(T)

definierte lineare Funktional ¢, : C(T) — C stetig mit ¢n(f) = 0 fir alle f € A(T).
Durch

W(f + AT /f m(z)  (f+A(T) € C(T)/AT))

ist also ein wohldefiniertes stetiges lineares Funktional auf C(T)/A(T) gegeben mit ||®,|| <
|h]|1- Ist umgekehrt ¢ ein stetiges lineares Funktional auf C(T)/A(T) und bezeichnet
m: C(T) — C(T)/A(T) den kanonischen Epimorphismus, so ist ¢ o m € C(T)’. Nach
dem Rieszschen Darstellungssatz (siehe z.B. [3 ] Satz 19. 30) gibt es also ein p € rca(T)
mit [l o 7l| = ||u]| und ¢(f + A(T)) = (pom)(f) = [ f( ) fiir alle f € C(T).
Insbesondere folgt [.z"du(z) = 0 fir alle n E NO Nach dem Satz von F. und M.
Riesz [3.13 gibt es daher eine Funktion h € H'(T) mit du = hdm. Insbesondere ist
lell = [l o mll = [[ull = [IAl[y und

P+ AM) = [ 7))
fur alle f + A(T) € C(T)/A(T). Wegen e, € A(T) folgt
O:w%+A@»:A%@mme@:%

und damit h € Hj(T). Die Abbildung h +— @), ist also ein isometrischer Isomorphismus
von H}(T) auf (C(T)/A(T)). O

Da wir den Dualraum von H}(T) schon kennen erhalten wir unmittelbar:
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FOLGERUNG 3.29. (C(T)/A(T))" ist kanonisch isometrisch isomorph zu L>(T)/H>(T).
Der kanonischen isometrischen Einbettung von C(T)/A(T) in seinen Bidualraum ent-
spricht hierbei die kanonische Einbettung J : C(T)/A(T) — L>*(T)/H>(T), f+ A(T) —
[+ H>(T).

Insbesondere ist also ran(J) = (C(T) + H>(T))/H>*(T) ein abgeschlossener Unter-
raum von L>(T)/H>(T). Daher gilt:

FOLGERUNG 3.30. C(T)+H>(T) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von L>(T).
Auch H®°(T) ist ein dualer Banachraum (siehe Aufgabe [3.15).

3.6. Douglas-Algebren

In diesem Abschnitt geht es um abgeschlossene Unteralgebren 2 von L*(T), die
H*(T) enthalten.

Die Menge S;(T) aller inneren Funktionen aus H>°(T) ist - versehen mit der Multiplika-
tion als Verkniipfung eine Halbgruppe mit Einselement eq = 1. Ist S eine Unterhalbgruppe
von S;(T), so sind Produkte von Funktionen aus

Do(S) :={h/u; he H®(T),u e S} ={hu; h € H*(T),u € S}

offensichtlich offensichtlich wieder Elemente von Dy(S). Dy(S) ist auch eine Unteralgebra
von L®(T), denn fiir alle hq, hy € H®(T), uy,ug € S ist hyug + houy € H*®(T), uyuy € S

und somit N N hows + 1
U U
— 2= 220 e Dy(S).
Uy U9 U1U2

Wir nennen D(S) := DO(S)H-HOO die zu S gehorige Douglas-Algebra. Dies ist offensichtlich
die kleinste abgeschlossene Unteralgebra von L>®(T), die H*(T) und {u; u € S} enthilt.
Der Satz von Chang und Marschall besagt, daf jede abgeschlossene H*°(T) enthaltende
Unteralgebra von L*°(T) von dieser Gestalt ist”.

Nach Satz 3.25 stimmt L*°(T) mit D(S;(T)) iiberein und ist damit die groftmogliche
Douglas-Algebra. Fiir Sy := {1} findet man D(Sy) = H*(T). Fir S, := {e,; n € No}

erhalt man:

SAaTz 3.31. D(S.) = H*(T) + C(T). Insbesondere ist H*(T) + C(T) eine Banachal-
gebra.

BEwEIS. Ist f = h/e, € Dy(Se) beliebig mit h € H*(T), n € Ny, so folgt f =h; + ¢
mit

hy =e_, (h — ;ﬁkek) € H*(T), g = ;ﬁkek_n e C(T).

Da H*(T)+C(T) nach Folgerung3.30/ abgeschlossen ist in L>°(T), folgt D(S,.) € H>(T)+
C(T). Wegen H>®(T) U {ex; k € Z} C D(T) ist umgekehrt fiir alle h € H>°(T) und alle
trigonometrischen Polynome g = Y, ayey die Funktion ~+ g ein Element von D(S,). Da
die trigonometrischen Polynome nach dem Approximationssatz von Weierstrafl in C'(T)
dicht liegen, folgt H>°(T) + C(T) C D(S,) und damit insgesamt die Behauptung. O

Wir wollen den Raum A(H*°(T)+C(T)) der multiplikativen linearen Funktionale von
H>(T)+4C(T) nidher beschreiben. Zunéchst zeigen wir, daf die Riume der multiplikativen
linearen Funktionale abgeschlossener Unteralgebren von L*°(T), die H*(T) enthalten,
kanonisch homéomorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge von A(H>°(T)) ist.

3Eine Herleitung dieses bemerkenswerten Theorems ist aus Zeitgriinden im Rahmen dieser Vorlesung
leider nicht moglich. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man z.B. im Kapitel IX des Buches [24] von
Garnett.
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SATZ 3.32. Sei A eine abgeschlossene Unteralgebra von L>®(T), die H*(T) enthilt.
Dann wird durch

p: A®R) = AH(T)), ¢ — p(¢) := dlu=(m),
eine Homoomorphie von A() auf eine kompakte Teilmenge von A(H*(T)) definiert.

BEWEIS. Die Stetigkeit von p ist unmittelbar klar. Insbesondere ist p(A(2A)) eine
kompakte Teilmenge von A(H*(T)). Sei nun ¢ € p(A(2A)) beliebig und seien ¥y, ¥y €
A(A) mit ¥j|geo(ry = ¢ fiir j = 1,2. Dann gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach
stetige lineare Fortsetzungen L; € L>°(T)" von ¥; mit | L,|| = || V,|| =1 = ¥,(1) = L;(1),
j = 1,2. Insbesondere sind L;, Ly positive lineare Funktionale (nach Aufgabe [3.16). Da
beide auch Fortsetzungen von ¢ sind, folgt mit Aufgabe 3.18 schon L; = L, und somit
auch ¥V = W,. O

FOLGERUNG 3.33. Ist A eine H®(T) enthaltende aber von von H*(T) verschiedene,
abgeschlossene Unteralgebra von L (T). Dann gilt schon H>*(T) 4+ C(T) C A und
p(AR)) € A(H=(T)) \ D
mit der Identifikation von D mit {&€,; w € D} und p wie in Satz!3.32.

BeEWwEIS. Nach Satz [3.32 konnen wir A(2A) per Restriktion identifizieren mit der ab-
geschlossenen Teilmenge p(A(2A)) von A(H*(T)). Zwei Fille sind denkbar :

Fall 1: & ¢ p(A(2()). Dann folgt insbesondere ¢(e;) # 0 fiir alle ¢ € A(2A) und somit
die Invertierbarkeit von e; in 2, d.h. 61_1 = e_; € 2 und somit e,, € A fiir alle n € Z. Also
ist C(T) = LH{e,; n € Z}H"h>o C 2 und daher auch H*°(T) + C(T) C .

Fall 2: & € p(A(2L)). Die nach Aufgabe [3.18 eindeutig bestimmte Fortsetzung &, zu
einem positiven linearen Funktional auf L>°(T) ist (nach Definition von &) gegeben durch

_ /T f(Ode (f € I¥(T))

und muB auf Y multiplikativ sein. Ist nun f € 2\ H>(T), so ist f_, # 0 fiir wenigstens
ein n € N und wir erhalten den Widerspruch

04 / FOCAC = Lo(f - e2) = Lo(f) Lolen) = Lo(f)Eo(en) = 0.

Dieser Fall kann also nicht eintreten. Somit gilt H>°(T) 4+ C(T) C 2L.

Sei nun w € D beliebig. Wir machen die Annahme: &, € p(A(2()). Sei ¢, das nach
Satz [3.32] eindeutig bestimmte multiplikative Funktional auf 2 mit ¢y, | g (1) = Ew. Wegen
C(T) C Aist (w—e;)~! € A. Nach Gleichung (3.5)) ist das lineare Funktional f — P(f,w)
die nach Aufgabe 3.18 eindeutig bestimmte Fortsetzung zu einem positiven linearen Funk-
tional auf L>°(T). Insbesondere gilt P(f, w) = ¢, (f) fiir alle f € 2. Sei nun f € A\ ker ¢,,.
Die Funktion (w—e;)™': 2 — 1/(w—2z) ist stetig auf T also in A. Es folgt (w—e;) "' f € A

und

Su(f) = dul(w —er)(w —e1) " f) = du(w — e1)pu((w — 1)~ f) =0
im Widerspruch zu ¢,,(f) # 0. Die Annahme war also falsch und es folgt p(A(2)) N
{€v; weD}=0. O

Wir zeigen nun, dafl die Poissontransformierte auf Funktionen aus H*(T) + C(T) bei
Annéherung an den Rand von D asymptotisch multiplikativ ist. Wir erinnern daran, dafl
fir alle f € L>(T) gilt [[P(f,)l[ec < [[flloc und

P(fore®) = 3 furlens.

n=—oo
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Ist f € L=(T), z € D, so schreiben wir statt P(f,z) auch kurz f(z).

LEMMA 3.34. Fir alle f,g € H>®(T)+ C(T) und fir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so
daf fir alle z € D mit 1 — |z| < 0 gilt

1£(2)4(2) — fg(2)| < e.

BEwEIS. Wir zeigen zunéchst:

(a) Fiir alle w € H*®(T), alle n € Ny und alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so daf$ fir alle
z €D mit1— 2] <6 gilt |e_u(z) —e_,(2)a(2)] < e.

Unter Verwendung der obigen Darstellung der Poisson-Transformierten sieht man fiir
alle z = re? € D:

— 0 furr — 1.
o0

o
g Urex

k=n-+1

n
Enti(z) — e (2)i(2)] < Y[R = R i 4 (e =)
k=0

(b) Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des Lemmas. Da Dy(S,) in D(S.) =
H>(T) + C(T) dicht liegt, geniigt es, die Behauptung fiir alle Funktionen der Gestalt
e,u=e_pumit n € No, u € H*®(T) zu beweisen. Seien also n, m € Ny und u,v € H*(T)
beliebig. Dann gilt

Cu(z)emo(z) — ecommtn(2)] < | (Ei(z) — En(=)l2)) (=)
e (@) (ESmi(z) — En(2)0(2))]

—

+ |efn_\m 2)uv(z) — e, _pmuv(2)

Zu den drei Summanden auf der rechten Seite gibt es nach (a) ein § > 0, so daB jeder von
ihnen fiir 1 — |2| < d kleiner wird als £/3. Damit folgt die Behauptung. O

Abschlieend charakterisieren wir die invertierbaren Elemente der Douglas-Algebra
H*>(T) + C(T).

SATz 3.35. Eine Funktion f € H*(T) + C(T) ist genau dann invertierbar in der
Douglas-Algebra H*(T) + C(T), wenn es positive Zahlen 0,¢ gibt, so daf fir alle z € D

mit 1 —|z| < & gilt | f(z)] > e.

BeEwEIS. "=":Ist f in H*(T) + C(T) invertierbar, so gibt es nach Lemma [3.34 ein
d > 0, so daB fiir alle z € D mit 1 — |z| < ¢ gilt:

<|1-ieFE)] <

—

—|f(2)f

Es folgt also fiir alle solche z:

1
5

—_

FETTE| < 111 e

<

N | —

und somit

_ 1||oo

<|f)l.
7«<=": Sei nun f € H>*(T) + C(T) und seien €,0 > 0 so daf3

|f(2)] > e fiir alle z € D mit 1 — |2| < 6.

Dann gibt es eine Funktion u € H*(T) und ein n € Ny mit ||f — e_,ul|« < £/3. Nach
Lemma [3.34 gibt es ein §; € (0,4), so daB fiir alle z =re* € Dmit 1 — |z2] =1 —7r < §;
gilt

=) - e ()ae) < ¢
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und somit

r —inp ~ P — — — A~ g 2
|[f(2) =r"e™™Pa(2)] < |f(2) — e—nul2)] +[e=nti(z) —en(2)a(2)] < |If —e-ntll+ 35 < e
Also gibt es ein d9 € (0,4d;) mit |u(2)| < /3 fiir alle z € D mit 1 — |z|] < 2. Da @ auf D
holomorph ist, kann diese Funktion nur endlich viele Nullstellen wy, . .., wy (entsprechend

ihrer Vielfachheit aufgefiihrt) haben. Durch mehrfaches Anwenden von Aufgabe [3.19 folgt
mit p(z) := Hﬁvzl(z — w;): Die Funktion v mit v(2) := u(z)/p(z), z € T, ist in H>(T),
und hat wegen 4 = pv keine Nullstellen in . Insbesondere folgt inf,cp [0(2)| > 0, da v
in der Nihe des Randes von D von 0 weg beschriankt ist. Nach Satz 3.16/ist v in H>(T)
invertierbar. Da auch p in C(T) invertierbar ist folgt die Invertierbarkeit von u = pv und
somit auch die Invertierbarkeit von e_,u in H*(T) + C(T).

Mit f,(z) := f(rz) fiir alle z € T gilt lim,_,- f, = f in L2(T) (nach Aufgabe 3.5) und
es folgt |f(2)| > € m-fast iiberall auf T und somit wegen
€

()] = le-n(2)u()] < |If —e-ntifloo < 3

m-fast iiberall auf T die untere Abschétzung |(e_,u)(2)| > Ze. Also hat man

3 e 2
o) Ml < = d it || f —e_pullo < = < =& < |[(e_pu) Y2
[(e—nu) ™ oo < 5z und somi If —e_null 3 <3ES [(e—nu) ™[5

Mit dem Beweis des aus der Funktionalanalysis bekannten Satz iiber die Offenheit der

Menge G der invertierbaren Elemente einer Banachalgebra (siehe z.B. Satz 7.7 in [3]) folgt
die Invertierbarkeit von f in H>(T) 4+ C(T). O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 3

AUFGABE 3.1. Sei (X, || - ||) einer der Banachrdume (C(T), || - ||1), (LP(T), || - ||,) mit
1 < p < oo. Fiir alle w € T definieren wir eine Abbildung 7, durch
(Twf)(2) = f(z/w) = f(zw)  (feX, zeT).
Zeigen Sie:
(a) Fiir alle w € T ist T}, eine lineare Isometrie von X auf sich.

(b) Fiir alle f € X ist durch
F(w):=T,f (weT)

eine auf T stetige X—wertige Funktion gegeben.

AUFGABE 3.2. Fiir alle z € D definieren wir

P(w) = Re(i i Z) :

-z
Zeigen Sie:
(a) Fir0 <r < 1lundteRgilt

i = n 1—7?
P(re™) :1+2Zr cos(nt) = T 2reos) 712

n=1
(b) Esist P> 0 auf D und [, P(rz)dm(z) =1 fiir alle r € [0,1).
(c) Fiir alle 6 € (0,7) gilt mit S5 := {e; t € [—m, 7], |t| > §}:
lim P(rz)dm(z) = 0.

r—1- Ss
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AUFGABE 3.3. Sei (X, -||) ein Banachraum und F : T — X eine auf T stetige
X-wertige Funktion. Zeigen Sie:

Tlir{li TP(rz)F(z) dm(z) = F(1).

AUFGABE 3.4. Zeigen Sie: Mit den Bezeichnungen der vorherigen Aufgaben gilt fiir
alle f € LY(T):
(a) Die durch

PU&%zéP@Kﬁ@Mmm (z € D)

definierte Funktion P(f,-) ist auf D harmonisch.
(b) Fiir alle r € [0,1), t € [—7, 7] gilt

P(firet) = 3 fuvlent.

n=—oo

Hierbei sei fn der n-te Fourierkoeffizient von f fiir alle n € Z.
(c) Fiir alle r € [0,1) ist P(f,r-) : 2 — P(f,rz) in L'(T) und erfiillt

HﬁM—APMﬂU%ﬂ%

AUFGABE 3.5. Sei (X, || - ||x) einer der Banachraume (C(T), || - ||1), (LP(T), || - |l,) mit
1 < p < o0. Zeigen Sie, daB fiir alle f € X die folgenden Aussagen gelten:

(a) Fiir alle r € (0,1] gilt || P(f,7)|lx < |If]lx-
(b) lim,_y- P(f,r) = f in (X, | - ]]).
(c) Ist die Funktion P(f,-) auf D reellwertig, so ist auch f reellwertig.

AUFGABE 3.6. Zeigen Sie: Fiir alle f € HP(T), 1 < p < oo ist die Funktion z — P(f, z)
auf D holomorph und es gilt ||P(f, )|, < || fllp-

AUFGABE 3.7. Zeigen Sie, daB fiir alle a € T die Funktion
a+ z>

a—=z

fo: T —C, zr—>exp<—

eine innere Funktion ist.

AUFGABE 3.8. Sei f € L*(T), 1 < p < oo und bezeichne My : LP(T) — LP(T) den
Operator der Multiplikation mit f auf LP(T). Zeigen Sie:

o(My, LP(T)) = opee(r)(f) = essran f.

AUFGABE 3.9 (Arithmetik innerer Funktionen). Mit Hilfe des Satzes von Beurling
kann man Teilbarkeitseigenschaften innerer Funktionen studieren: Sind 61, 05 zwei innere
Funktionen auf T, so nennen wir 6; einen Teiler von #, und schreiben 91‘62, falls eine
innere Funktion 6, existiert mit 6, = 6y0; m-fast iiberall auf T. Zeigen Sie:

(a) Sind 6y, 6, innere Funktionen auf T, so gilt:

91|02 s 01H2(T) - QQHQ(T)
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(b) Zu je endlich vielen inneren Funktionen 6q,...,6, auf T gibt es ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches (kgV) in der Menge der inneren Funktionen, d.h. eine
innere Funktion #y mit Qj‘(% fir j = 1,...,n und mit der Eigenschaft, dafl 90|9
fiir alle inneren Funktionen 6 mit 9”9 fir j =1,...,n gilt.

(¢) Zu je endlich vielen inneren Funktionen 6y,...,0, auf T gibt es einen grdfiten
gemeinsamen Teiler (ggT) in der Menge der inneren Funktionen, d.h. eine innere
Funktion 6y mit GO‘Hj fir j = 1,...,n und mit der Eigenschaft, dafl 6}90 fiir alle
inneren Funktionen 6 mit G‘Gj fir j =1,...,n gilt.

Hinweis zu (b) und (c) betrachten Sie die abgeschlossenen Unterraume

j=1

Ms = LH ( U Mej(HQ(']I‘))) und My = () My, (H*(T)).

AUFGABE 3.10. Sei ¢ : D — C eine auf I holomorphe Funktion. Zeigen Sie: Genau
dann gibt es eine Funktion f € H*(T) mit f(z) = ¢(z) fiir alle z € D, wenn gilt

o (n) 2
Z |9\ (0)] < oo
n=0 (n')2

Es ist dann

7] = (i%)

AUFGABE 3.11. Sei h € H'(T) keine m-Nullfunktion. Zeigen Sie:
m({z € T; h(z) =0}) =0.

AUFGABE 3.12. Sei (E, || - ||) ein Banachraum, dessen Einheitskugel keine Extremal-
punkte besitzt. Zeigen Sie, dafl dann (E, || - ||) nicht isometrisch isomorph zum Dualraum
eines Banachraumes sein kann.

Hinweis: Erinnern Sie sich an die Sétze von Banach-Alaoglu und Krein-Milman aus
der Funktionalanalysis.

AUFGABE 3.13. Zeigen Sie mit Hilfe der vorhergehenden Aufgabe: Der Banachraum
(LY(T), || - |]1) ist nicht isometrisch isomorph zum Dualraum eines Banachraums.

Auf #hnliche Weise kann man zeigen, daf8 auch L'(T)/HZ(T) nicht isometrisch iso-
morph zu einem dualen Banachraum sein kann (siche die Arbeit [7] von T. Ando).

AUFGABE 3.14. Sei A(T) := {f € C(T); f_, = 0 fiir alle n € N}. Zeigen Sie:
(a) A(T) ist eine abgeschlossene Unteralgebra von C(T) und

A(T) ={f €C(T); g C(D)NOMD): f=g/T}
(b) Berechnen Sie Acr)(A(T)).

AUFGABE 3.15. Zeigen Sie, dafl die Abbildung u +— 1, mit
bu(f + Ho(T)) := /Tf(Z)U(Z) dm(z)  (f + Hy(T) € L'(T)/Hy(T))

einen isometrischen Isomorphismus von H*(T) auf den topologischen Dualraum von
LY(T)/H}(T) definiert.
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Eine Eindeutigkeitsaussage fiir den Pradualraum von H*°(T) wurde von T. Ando in
[7] angegeben.

AUFGABE 3.16. Sei (R, || - ||) eine C*~Algebra mit Einselement 1 und sei L : R — C
ein stetiges lineares Funktional mit L(1) = 1 = ||L||. Zeigen Sie, da8 L dann ein positives
lineares Funktional ist, d.h., dal L(a) > 0 fiir alle positiven Elemente aus R gilt.

Hinweis: Sei 0 < a € R und sei R, die von 1 und a erzeugte abgeschlossene Unteral-
gebra von R. Wenden Sie den Rieszschen Darstellungssatz auf die zu R, isometrisch iso-
morphe Banachalgebra C(o(a)) an und zeigen Sie, daB es ein positives Ma8 i € rca(o(a))
gibt mit L(a) = fa(a) zd.

AUFGABE 3.17. Sei f € L>(T) reellwertig. Zeigen Sie, da8 es dann eine invertierbare
Funktion u € H*°(T) gibt mit |u| = ¢/ m-fast iiberall auf T.

AUFGABE 3.18. Sei ¢ € A(H*°(T)) und seien L; und Ly zwei positive lineare Funk-
tionale auf L>(T), die auf H*°(T) mit ¢ iibereinstimmen. Zeigen Sie, daf§ dann schon
Ll = L2 gllt

Hinweis: Ist f eine beliebige reellwertige Funktion aus L*°(T) und u zu f gemé&8
Aufgabe 3.17 gewihlt, so zeige man zunéchst

()] < Li(ef) und  |o(1/u)] < Lo(e™).

Zeigen Sie nun, daf die Funktion v : t +— 9(t) := Li(e")Ly(e” /) auf R stetig differen-
zierbar ist und in ¢ = 0 ihr Minimum annimmt. Berechnen Sie ¢/(0).

AUFGABE 3.19. Seien v € H*°(T) und w € D mit &,(u) = 0. Zeigen Sie: Die Funktion
v mit

w0 =1 (e
liegt in H°°(T) und erfiillt (e; — w)v = w.

AUFGABE 3.20. Sei K ein kompakter Hausdorffraum und sei 2 eine abgeschlossene
Unteralgebra von C(K), die die Konstanten enthélt. Sei weiter S eine multiplikative
Halbgruppe von Funktionen aus 2 mit |u| = 1 fiir alle v € S und mit 1 € S. Zeigen Sie:

(a) Die AbschlieBung (S) von {fu;u € S, f € 2} ist eine Banachalgebra.

(b) Sind ¢1, ¢o € A(A(S)) mit ¢1(f) = ¢2(f) fiir alle f € A, so gilt schon ¢ = ¢s.

(¢) Durch ¢ — p(¢) = ¢|y wird eine stetige Einbettung von A((S)) in A(2A)
gegeben.

(d) p(A(AU(S))) = {p € A(A); |p(u)| =1 fiir alle u € S}.

AUFGABE 3.21. Zeigen Sie:
(a) A(L*>(T)) ist kanonisch hombomorph zu

A :={p € A(H*(T)); |¢p(u)| =1 fir alle inneren Funktionen u}.
(b) A(H*(T) + C(T)) ist kanonisch homdomorph zu
Ac={p € A(HZ(T)); |p(e1)] = 1}.



KAPITEL 4

Toeplitzoperatoren auf H?(T)

Da H?(T) ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums L?*(T) ist, gibt es eine
eindeutig bestimmte orthogonale Projektion P von L*(T) auf H*(T). Es gilt

ker P = H*(T)* = {g € L*(T); §, = O fiir alle n > 0}.

Da die Familie {e,,; n € Z} (mit e,(z) = 2" fiir alle n € Z, z € T) eine Orthonormalbasis
von L*(T) ist, hat jede Funktion f € L*(T) eine eindeutige, beziiglich | - ||» konvergente
Fourierreihendarstellung

f= 2. hen.

n=—oo

Die Projektion P auf H?(T) ist daher gegeben durch

Pf=>Y" fuen. (4.1)

Die folgende Aussage wird spéter benottigt:
Vg €ker P = H*(T):: g€ HT):={uec L*T);d, =0 fiir allen < 1} ¢ H*(T).
(4.2)
Fir f € L>(T) definieren wir den Toeplitzoperator Ty mit dem Symbol f durch
T = PMf\HQ(T) : H*(T) — H*(T), h s Tyh = P(fh).
Wegen
1 Tyhlla = [IP(fR)ll2 < P I flloo - IRllz < 1fllse - kMl (R € H*(T))
ist Ty € L(H) mit
NTrl] < |1 f]l fiir alle f € L*(T). (4.3)
Die Abbildung f + T} ist also kontraktiv. Wegen T; = idgz(r) ist sie auch unital. Fiir
alle f € L>(T), u,v € H*(T) gilt weiter
(Tyu,0) = (P(Fu), v) = (Fu,v) = (u, fo) = (u, P(f0)) = (u, Tyv)
und es folgt 77 = T7.
Wir halten fest:

LEMMA 4.1. Die Abbildung f +— T} ist eine lineare, unitale, kontraktive x-Abbildung
von L°°(T) nach L(H?*(T)).

Natiirlich ist die Abbildung f +— 7T im allgemeinen nicht multiplikativ.

Ist speziell f € H>®(T), so ist H*(T) ein M,-invarianter Unterraum und T} stimmt
mit der Restriktion M| ) - H?(T) — H?(T) des Operators der Multiplikation mit f
auf H?(T) iiberein.

Im folgenden ersten Abschnitt dieses Kapitels stellen wir einige elementare Grundlagen
der Spektraltheorie von Toeplitzoperatoren auf H?(T) bereit.
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4.1. Elementare Eigenschaften von Toeplitzoperatoren auf H?(T)

Fiir eine obere Abschéitzung des Spektrums von Toeplitzoperatoren zeigen wir zunéchst
ein auch in anderen Situationen niitzliches Lemma.

LEMMA 4.2. Sei a ein normales Element einer C*—Algebra A mit Einselement 1 4. Ist
® : LH{a,14} — B eine lineare Abbildung von LH{a,14} in eine Banachalgebra B mit
FEinselement 1g, die ||®|| =1 und ®(14) = 15 erfillt, so gilt

o5(P(a)) C convoy(a).

BEWEIS. (a) Wir zeigen zunéchst:

Ist b € LH{a,14} mit o4(b) C H, := {z € C; Rez > 0}, so gilt auch o5(P(b)) C H,.

Wegen o4(b) C H, = J,—, Un(n) und der Kompaktheit des Spektrums von b gibt es
ein n € N mit o4(b) C U,(n). Nach dem spektralen Abbildungssatz hat man

1 1 1
b= 14) = ~oalb— 1) C ~(Un(n) = n) = D.
0a(b=14) = ~oa(b—nla) € ~(Un(n) = n)
Da b normal ist, folgt
1 1
H—b—lAH :T‘A(—b—lA><1.
n A n

Also hat man

1 1 1
|2 (Gt) = sl = oG- )|, = [0 = 2] <2
n B n B n A
und daher o (@(%b) — 13) C D. Wieder mit dem spektralen Abbildungssatz folgt
og(b) C Uy(n) C H, .

(b) Da die konvexe Hiille von 0 4(a) mit dem Durchschnitt iiber alle offenen das Spek-
trum von a enthaltenden Halbebenen iibereinstimmt, geniigt es zu zeigen, dafl jede offene
Halbebene in C, die 0 4(a) enthélt auch das Spektrum von ®(a) in B enthilt. Sei also H
eine beliebige das Spektrum von a enthaltende Halbebene und sei A ein Randpunkt von
H. Dann folgt c4(a — A\) C H — X\, wobei H — X jetzt eine offene Halbebene in C ist,
deren Randgerade durch 0 verlduft. Dann gibt es ein t € R, so dafl die gedrehte Halbebe-
ne e(H — \) mit H, iibereinstimmt und o 4(e”(a — \)) C H., gilt. Nach Beweisteil (a)
angewendet auf b := e(a — A1 4) folgt o5 (P(e”(a — A\1.A))) C H, und hieraus mit dem
spektralen Abbildungssatz

o5(®(a)) = o5(P(e b+ A14)) = op(e " ®(b)+Alg) = e "op(®(b))+ A C e "H,+A=H

und damit die Behauptung. O
Fiir A € L(H*(T)) schreiben wir kurz o(A) fiir o2y (A4) = o(A, H*(T)).
FOLGERUNG 4.3 (Brown-Halmos). Fir alle f € L>(T) gilt (Ty) C conv(essran f).

BEWEIS. Wir wenden Lemma 4.2 an auf A := L>(T), B := L(H*(T)), ® : f — T}
und beachten o r)(f) = essran f (nach Aufgabe [3.8). O

Der folgende Satz von Hartmann und Wintner zeigt, daf hierbei auch das Gleichheits-
zeichen auftreten kann:

SATZ 4.4 (Hartman-Wintner). Ist f € L®(T) reellwertig, so gilt o(Ty) = |ay,by] mit
ay := minessran(f) und by = maxessran(f).
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BEWEIS. Nach Folgerung 4.3 geniigt es, die Inklusion [af,bf] C o(T}) zu beweisen.

Sei A € R\ o(T}) beliebig. Dann gibt es eine Funktion h € H?*(T) mit
P(A=fh)=A—-Tph=1 m—fast iiberall.

Mit u := (1 — P)((\ — f)h) gilt uw € L*(T) © H*(T) und daher u € H*(T) (nach (4.2)).

Wegen (A — f)h = 1+ u und der Tatsache, daf f reellwertig ist und \ reell ist, folgt

A= flh=1+u € H*(T)
und daher auch
(A= f)|r)* = (1 +7w)h € H(T).

Da die linke Seite reellwertig ist, gibt es nach Satz [3.1l eine reelle Konstante o mit (A —
)|h|? = a m-fast iiberall. Nach dem Satz von F. und M. Riesz (Satz[3.12) gilt |h(z)|> > 0
fiir m-fast alle z € T. A — f und o haben daher m-fast iiberall das gleiche Vorzeichen.
Also kann A nicht in dem Intervall [—ay, bs| liegen. O

Ist also B C T eine Borelmenge mit 0 < m(B) < 1, so gilt
o(Ty,) = [0,1].
Die Abbildung f + L*°(T) ist zwar nicht multiplikativ, es gilt jedoch noch:
LEMMA 4.5. Fir alle f € L>(T), g,h € H*(T) gilt:
Ty =TT, wnd Ty =TTy
BEWEIS. Fiir alle u € H?*(T) gilt:
Trou = P(fgu) =Ty(gu) = T¢P(gu) = T¢T,u,

da gu € H*(T) liegt. Da die Abbildung f +— T} eine x-Abbildung ist folgt die zweite
Gleichung wie folgt aus der ersten:

Ty = (T)" = (T5Th)" = Ty Ty
O
SATZ 4.6. Ist f € L>°(T) und Ty in L(H?) invertierbar, so ist f in L°(T) invertierbar.
BEWEIS. Ist Ty in £(H?) invertierbar, so gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit
Vue HY(T):  [[Trulla > cllullz.
Fiir alle u € H*(T), n € Z folgt (wegen |e,(z)] = |2"| =1 fiir alle z € T)
My (enu)lls = |l fenulla = (| fulla = |P(fu)lls = | Trullz = cllulla = cllenulls -

Da die Menge {e,u; u € H*(T),n € Z} dicht in L*(T) liegt, folgt || Mgll2 > c|lg|l2 fiir
alle g € L*(T). Da mit Ty auch T; = T in L(H?*(T)) invertierbar ist, gibt es ebenso eine
Konstante ¢, > 0 mit

Vge LA(T):  [IMfgllz = | Mzgll2 > c.igllz -

Daher ist M; in £(L*(T)) invertierbar (vergl. Aufgabe 4.1). Insbesondere ist 0 nicht
in o(My, L*(T)) enthalten. Wegen o(My, L*(T)) = essran f = ope(1)(f) (vergl. Aufga-
be 3.8) ist f in L>°(T) invertierbar. O

Wegen A — Ty = T)\_y erhélt man aus Satz 4.6 und Aufgabe 4.1/ unmittelbar:
FOLGERUNG 4.7 (Hartman-Wintner). Fir alle f € L®(T) gilt: essran f C o(T7y).

Zusammen mit dem Satz 4.3/ von Brown und Halmos hat man also folgende Abschétzun-
gen fiir das Spektrum eines beliebigen Toeplitzoperators Ty, f € L>(T):

essran f C o(Ty) C convessran f .
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FOLGERUNG 4.8. Fiir alle f € L®(T) gilt: ||T¢|| = r(T¢) = || f]lo-
BEwEIS. Nach Lemma 4.1 und Folgerung 4.7 gilt
1flloo = 71l = #(T7) = sup{|Al; A € o(T))} = sup{|Al; A € essran £} = || ]l
O

FOLGERUNG 4.9. Die Abbildung f — T ist eine lineare x-Isometrie.

FOLGERUNG 4.10. Ist f € L*(T) und T} quasinilpotent, so ist f eine m-Nullfunktion
und Ty = 0.
SATz 4.11 (Wintner). Fir h € H*(T) gilt:
(a) T}, ist genau dann invertierbar, wenn h in H* invertierbar ist.

(b) o(Th) = ope(ry(h) = h(D), wobei h die Gelfandtransformierte zu h sei.
BEWEIS. (a) Existiert g € H>(T), so folgt mit Lemma 4.5
Tth = Thg = T1 =1:= ldH2(']1-) = TgTh
und damit die Invertierbarkeit von T13,.
Ist umgekehrt T}, invertierbar, so ist nach Satz 4.6 die Funktion A in L>°(T) invertier-
bar, d.h. es ist g := 1/h € L*>°(T). Wegen Lemma 4.5 gilt
T, =Ty =T =1,

d.h. T}, ist linksinvers zu T}, mufl daher mit 7} ! iibereinstimmen. Es folgt 1 = T, =
hP(g). Wenden wir hierauf M, an, so folgt g = ghP(g) = P(g) und damit g € H*(T) N
L>(T) = H>(T). Also ist h in H*(T) invertierbar.
(b) Aus (a) folgt leicht o(T}) = opee(ry(h). Nach Satz [3.16/ gilt oo (my(h) = hD). O
Ist T € L(H) ein Fredholmoperator (also mit dimker7 < oo und codimran7" < oo)

auf einem Hilbertraum H, so ist sein Index definiert durch
indT = dimker T" — codimranT = dimker " — dim ker T™*.

FOLGERUNG 4.12. Fiir eine in L*°(T) invertierbare Funktion f € L>°(T) ist der Toep-

litzoperator Ty genau dann ein Fredholmoperator, wenn Ty ¢ einer ist. In diesem Fall gilt:
inde = —il’ldTl/f

BEWEIS. Nach Folgerung [3.22/ gibt es eine dufiere Funktion g € H*(T) mit |f| = |g|
m-fast {iberall. Insbesondere ist f = gu mit einer unimodularen Funktion u. Wegen f €
L>=(T) ist g € L=(T) N H*(T) = H*(T). Da f und damit auch g in L>(T) invertierbar
ist, ist g nach Satz 3.17 auch in H*°(T) invertierbar. Mit Lemma /4.5 folgt

Ty =TaTvyg = (Tr/g) Ty = 11741 114,

wobei T3/, nach Satz 4.11] invertierbar ist. Mit dem Satz von Atkinson (siehe z.B. Satz
10.8 in [3]) folgt nun die Behauptung. O

SaTz 4.13. Sei f € L>®(T) keine m-Nullfunktion. Dann gilt:
(a) (Coburn) Entweder ist ker Ty = {0} oder ker T} = {0}.

(b) Ty ist genau dann invertierbar,wenn Ty ein Fredholmoperator vom Index 0 ist.
(c) Ty ist kein kompakter Operator.

BEWEIS. (a) Annahme: Es gibt von Null verschiedene Funktionen u € ker Ty und
v € ker T} = ker T. Dann ist P(fu) = 0 = P(fv) und somit fu, fv € ker P. Mit (4.2)
folgt fu, fo € HZ(T) und somit

Fuv,ufv = fuv € HA(T) := {h € H(T); ho = 0}.
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Da der Fourierkoeffizient zum Index 0 von fuv Null ist folgt nach Satz 3.1 fuv = 0 m-fast
iiberall. Dies ist jedoch nicht mdoglich, da v und v beide nach dem Satz von F. und M.
Riesz m-fast iiberall von 0 verschieden sind und f nach Voraussetzung auf einer Menge
von positivem Maf ebenfalls von 0 verschieden ist. Die Annahme war also falsch. Es muf3
die Behauptung gelten.

(b) Ist Ty ein Fredholmoperator vom Index 0 = dimker Ty — dim ker T} so muf} nach
(a) schon ker Ty = ker T} = {0} gelten und somit T bijektiv, also invertierbar sein.

Ist T invertierbar, so ist T} natiirlich auch ein Fredholmoperator vom Index 0.

(c) Wire T ein kompakter Operator so wire fiir alle 0 # A € C der Operator A =Ty =
T\_y ein Fredholmoperator vom Index 0 und daher nach (b) invertierbar. Damit wiirde
man o(7y) = {0} erhalten, was nach Folgerung 4.10/ und der Voraussetzung an f nicht
moglich ist. Also kann 7' kein kompakter Operator sein. 0

4.2. Die Toeplitz—Algebra 7 (L>(T))

Ist S eine Teilmenge von L>(T) mit 1 € S, so bezeichnen wir mit 7(S) sie abge-
schlossene von {T; f € S} erzeugte Unteralgebra von L(H). Ist die Menge S symme-
trisch (d.h. es gilt f € S fiir alle f € S), so ist 7(S) eine C*Unteralgebra von L£(H).
Insbesondere sind wir natiirlich an der C*—Algebra 7 (L>°(T)) interessiert. Die Symbolab-
bildung 7 : f + T}, von der wir bereits wissen, daf sie eine unitale, isometrische, lineare
*-Abbildung ist, induziert dann eine Abbildung

7o : L=(T) — T(L*(T))/ com(T(L*(T))),  f = w(r(f)),
von L*°(T) in die (nach Aufgabe 2.5) kommutative C*~Algebra 7 (L*>°(T))/ com(7(L>*(T)))
wobei 7 : T(L*®(T)) — T(L>*(T))/ com(7(L>*(T))) den kanonischen Epimorphismus be-
zeichne. 7, ist dann offensichtlich eine unitale, kontraktive, lineare *-Abbildung. Es gilt
sogar:

SATZ 4.14. 7. ist ein isometrischer x—Isomorphismus. Man hat also eine kurze exakte
Sequenz
{0} — com(7(L>(T))) < T(L*(T)) ~~ L=(T) — {0}
mat pPOT = idLoo('ﬂ').
BEWEIS. (a) Zunéchst zeigen wir, daf 7. ein Algebrenhomomorphismus ist. Nur die
Multiplikativitat ist zu beweisen. Wegen der schon zuvor bemerkten Stetigkeit von 7.
geniigt es, die Multiplikativitét auf der dichten Teilalgebra Q von L*(T) (vergl. Satz3.25)

nachzurechnen. Seien also f = fu, g = v € Q beliebig (mit inneren Funktionen 6, ¢ und
Funktionen u,v € H*(T)). Unter Verwendung von Lemma 4.5/ folgt

7'( f g) = ng = Tgu@) = TgTETuTv = TgTuTaTU + Tg(TaTu — TuTa)Tv
=TT, + Tp(TT, — TuT5)T, € 7(f)7(g) + com(7(L>(T)))
und damit 7.(fg) = 7.(f)7(g)-

(b) Um zu beweisen, dafl 7, eine Isometrie ist, miissen wir nach Satz 2.11 nur noch
zeigen, dafl 7. injektiv ist. Zu diesem Zweck beweisen wir

vieL=(M):  |7(f) inf 1Ty + K[ 2 N TrlF = 1 flloo - (4.4)

= Kecom(r(L>(T)))
Da Q in L*>(T) dicht liegt, ist eine dichte Teilmenge von com(7(L>(T))) gegeben durch
die Menge aller Operatoren der Form

K= Z Aj (Tuj?jT”j@ - T”J"TJ'TUJFJ') H ij,km (4.5)
j=1 k=1
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mit n € N, mit Ay,..., A, € T(L>®(T)), mit myq,...,m, € N, mit inneren Funktionen

0;, ¢, ¥;r und mit H°(T)-Funktionen w;, vy, w;; fir j = 1,...,n,k = 1,...,m;. Um

(4.4) zu beweisen geniigt es also zu zeigen, daf fir alle Operatoren K wie in (4.5) gilt
VieLX(T): Ty + K[ = [|ITy]] - (4.6)

Seien also K wie in (4.5), f € L>°(T) und € > 0 beliebig gegeben und sei h € H*(T) mit
[|h]l2 =1 und ||Tfh||2 > ”Tf” — . Die Funktion

= H <9u90u ﬁ (0 u)
v=1 p=1

ist als Produkt endlich vieler innerer Funktionen wieder eine innere Funktion. Man be-
rechnet mit Lemma /4.5 unter Verwendung von

0,0, = @505 = Yjpthip = 1

firalle j=1,...,n,k=1,...,m;,

Kon) =3 A4( 1 o I Yuu) ) (T T, =T, T,,) [[7, -0
j=1 v=1,v#j p=1 k=1

da Toeplitzoperatoren mit H>(T)-Symbolen paarweise kommutieren. Die Funktion fh
konnen wir schreiben in der Form fh = hy + hy mit hy = P(fh) = Tyh € H*(T) und
hy € H*(T)*. Da 6 eine innere Funktion ist, folgt Oh; € H?(T) und 6hy L Ohy. Da also 6hs
und (1— P)(6hs) orthogonal zu 6h; sind, ist auch P(0hy) = Ohy — (1 — P)(6hs) orthogonal
zu 6hy = P(6hy). Es folgt mit Pythagoras

177l = & <[ Tshllz = [Falls = 1Al
< [16h1 + P(Oha)ll2 = [P(0fD)[l2 = 1T (0R) |2 = (T} + K)(6R)]|2 -
Fiir ¢ — 0 erhalten wir wie gewiinscht die Aussage (4.6).
(c) Die Exaktheit der Sequenz gilt nun mit p := 7, o 7, wobei
7w T(L®(T)) — T(L>(T))/ com(7(L>(T))) (4.7)

wieder der kanonische Epimorphismus sei.

SATz 4.15. Fir alle f € L>(T), g € C(T) sind die Operatoren TyT, — Ty, TyTy — Ty,
und TyT, — T, Ty kompakt.

BEWEIS. (a) Wir beweisen zunéchst die Kompaktheit des ersten dieser drei Operato-
ren. Da die trigonometrischen Polynome in C(T) dicht liegen und das zweiseitige Ideal
KC(H?(T)) der kompakten Operatoren in £L(H?(T) abgeschlossen ist, geniigt es zu zeigen,
daf} fiir alle n € Z der Operator T¥T,, — T, kompakt ist. Fiir n > 0 folgt dies aus
Lemma 4.5. Fiir n = —1 und alle h € H*(T) gilt

T5Te_ h = P(fP(e-1h)) = P(f(e-1h — il0671>) = P(fe_1h) — ﬁop(fe—ﬁ
= Tfe_lh - fAlOP(fe,l) .
Der Operator 11, , — Ty, i ist also ein Operator mit eindimensionalem Bildraum und
daher kompakt. Sei nun N € N und sei schon gezeigt, dal TT,, — T¥., fiir alle n > =N,
f € L*>(T) kompakt ist. Dann folgt mit Lemma 4.5 fiir alle f € L>(T):
TfTefol - Tfefol = (TfTefN - Tf37N>T571 + (TfefNTefl - T(fefN)eﬂ)
und hieraus nach Induktionsvoraussetzung die Kompaktheit von 7}7,. , , —T%._,_,. Also

ist T¥T,, — Tye, kompakt fiir alle n € Z. Wie schon zuvor bemerkt, folgt hieraus die
Kompaktheit von TyT, — Ty, fur alle f € L>(T), g € C(T).
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(b) Sind f € L*(T), g € C(T) beliebig, so folgt nach (a) die Kompaktheit von
T5T7 — T3, und hieraus (da Adjungierte von kompakten Operatoren wieder kompakt
sind) die Kompaktheit von T, Ty — Ty, = (T51; — T5;)"

(c) SchlieBlich folgt aus (a) und (b) die Kompaktheit von

T5Ty = TyTy = (T5Ty = Tyg) — (TyTy — Tiq)
fir alle f € L>(T), g € C(T). O
SATZ 4.16. Fir das Kommutatorideal IKC von 7(C(T)) in T (C(T)) gilt:
K = K(H?*(T)) C com(7(L>(T))).
BEWEIS. Nach dem vorhergehenden Satz ist X C K(H?) und offensichtlich gilt
K C com(7(L*(T))).

Wir miissen also nur zeigen, daf K alle kompakten Operatoren aus £(H?(T)) enthélt. Da
sowohl K wie auch K(H?(T)) in L(H?(T)) beziiglich der Operatornorm abgeschlossen sind
und die Menge F(H?(T)) der Operatoren mit endlich dimensionalen Bild in K(H?*(T))
dicht liegt, geniigt es F(H?*(T)) C K zu beweisen. Die Operatoren aus L£(H?(T)) mit
endlich dimensionalem Bild haben die Gestalt

h— Z<h7 fn)gn

mit n € N, f1,..., fn,91,---,9n € H*(T). Da die holomorphen Polynome in H?(T) dicht
liegen, liegt auch die Menge aller Operatoren dieser Art mit holomorphen Polynomen
fiseo s fns 91y -5 gn dicht in K(H?(T)). Jedes holomorphe Polynom ist endliche Linear-
kombination von Monomen e,, n € Ny. Es geniigt daher zu zeigen, daf§ alle Operatoren
der Gestalt R

Apm: h—(hen)en = huen

mit n,m € Ny in K enthalten sind. Direkte Rechnung zeigt
T, \To —To,To, = Agg:  h— hol
und fiir alle n, m € Ny:
T (To \Toy =T To )T = Appn: b hyen,.
Damit folgt A, ,, € K fiir alle n,m € Ny und der Satz ist bewiesen. O

Der kanonische Epimorphismus 7 in (4.7) 148t sich wegen KC(H?(T)) C com(7(L>®(T)))
zerlegen in m = my 0 m; wobei jeweils

my 2 T(L(T)) — T(L*(T))/K(H*(T))
und
my : T(L%(T))/K(H*(T)) — T(L>(T))/ com(r(L>(T)))
die kanonischen Epimorphismen bezeichne. Durch 7, oy ist also ein unitaler *-Epimorphismus

7 von T (L=(T))/K(H*(T)) auf L>°(T) gegeben. Wir halten fest:
FOLGERUNG 4.17. Es gibt einen unitalen x—Epimorphismus
7+ T(L>(T))/K(H*(T)) — L*(T)
mit p = T oy, p wie in Satz 4.14. Insbesondere gilt f = mic o mi(Ty) fiir alle f € L*>(T).

FOLGERUNG 4.18. Ist f € L>®(T) eine Funktion fir die Ty ein Fredholmoperator ist,
so ist f in L*°(T) invertierbar. Fir alle f € L*(T) gilt

esstan f C 0.(Ty) := oo(Ty + K(H*(T))).



50 4. TOEPLITZOPERATOREN AUF H?(T)

Da ein Operator genau dann ein Fredholmoperator ist, wenn er modulo der kompak-
ten Operatoren (also seine Restklasse in der Calkin-Algebra) invertierbar ist, folgt dies
unmittelbar aus Folgerung [4.17.

FOLGERUNG 4.19. Ist Ty ein kompakter Operator, f € L*(T), so ist schon f = 0
m—fast tiberall.

FOLGERUNG 4.20 (L.A. Coburn). Die kurze Sequenz
{0} — K(H*(T)) = T(C(T)) — C(T) — {0}

ist exakt. Insbesondere ist TK;|C’(']T) : C(T) — T(C(T))/K(H?*(T)) ein isometrischer x—
Isomorphismus.

BEWEIs. Nach der vorhergehenden Folgerung ist TK’C (T) injektiv und wegen Lem-
ma 4.1 und Satz 4.15/ ein unitaler *-Isomorphismus. U

BEMERKUNG 4.21. Nach Satz 4.15! ist die C*~Algebra 7 (C(T))/K(H?(T)) eine C*—
Unteralgebra des Zentrums von 7 (L*(T))/K(H?(T)).

Wir kénnen daher das lokale Prinzip fiir C*-Algebren aus Kapitel 2 anwenden. Dieses
werden wir im {ibernéchsten Abschnitt ausfithren. Zuvor wollen wir den Index fiir Fred-
holmoperatoren mit stetigen Symbolen angeben. Hierzu benotigen wir die Einfithrung
der Windungszahl stetiger Wege beziiglich eines nicht auf der Spur des Weges liegenden
Punktes mit Hilfe einer stetigen Argumentfunktion (vergl. z.B. [30]).

SATZ 4.22 (Satz vom stetigen Argument). Sei v : [a,b] — C ein stetiger Weg in C
und sei A € C\ v([a,b]). Dann gibt es eine stetige Funktion « : |a,b] — R mit

Vt € [a,b] : () — X = |y(t) — Ae™®. (4.8)

Wir nennen « eine stetige Argumentfunktion fiir y—X\. Je zwei stetige Argumentfunktionen
fiir v — X unterscheiden sich hochstens durch ein konstantes, ganzzahliges Vielfaches von
2m.

BEWEIS. Sei p := dist(A, v([a, b])). Wegen der gleichméfiigen Stetigkeit von ~ auf [a, b]
gibt es ein § > 0 mit

Vi,s € a0 ft—s[<d = [y(s) = A= (v(t) = N =[v(s) = (@) <p.

Zu ¢ existiert eine endliche Zerlegung a = to < t; < ... <t, =bvon [a,b] mitt;,—t;_1 <9
fir j = 1,...,n. Insbesondere ist y([a, b]N[a, t1]) — A eine kompakte Teilmenge der offenen
Kreisscheibe U,(y(a) —A) und 0 ¢ U,(y(a) — A). Auf dieser Kreisscheibe existiert also ein
(bis auf ein ganzes Vielfaches von 27i eindeutig bestimmter) holomorpher Zweig L; der
Logarithmusfunktion. Wir definieren

viela, ] a(t) = —i(Li(y(t) = A) = log[y(t) = Al).
Dann ist « auf [a, t1] stetig und erfiillt
Vt € [a,tq] : () = A= |y(t) = Ae™®,

Sind nun fiir ein £ € N mit 1 < k < n — 1 holomorphe Zweige L;, j = 1,...,k, der
Logarithmusfunktion gefunden, so dafl die durch

Vel bl alt) = —i(L((E) — N —logl(®) = AD. j=1,....k,
definierte Funktion « : [a, tx] — R stetig ist und

Vt € [a,ty] : () = A= |y(t) = Ae® (4.9)
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gilt, so gibt es auf Uy, := U,(7(tx) — A) (wegen 0 ¢ Uy,) einen eindeutig bestimmten Zweig
Li+q des Logarithmus mit

Liepr(7(tk) = A) = Le(y(tr) — A).
Da ~([tg, tx+1]) eine kompakte Teilmenge von Uy ist, ist die auf [t, t5_1] durch

aft) == —i(Lr (7(t) = A) = log |y(2) = Al)
fir tp, <t < tgy1 fortgesetzte Funktion « auf [a,t;41] stetig und erfiillt (4.9) fir k& + 1
statt k. Schliefllich erhalten wir nach endlich vielen Schritten eine auf [a, b] = [a, t,,] stetige
Funktion mit (4.8). Die Eindeutigkeitsaussage ist dann klar.

Insbesondere ist in der Situation dieses Satzes der Argumentzuwachs «(b) — a(a)
unabhéngig von der speziellen stetigen Argumentfunktion.

FOLGERUNG 4.23. : Ist v : [a,b] — C ein geschlossener Weg (d.h. mit y(a) = (b))
und A € C\ v([a, b)), so gibt es ein von der speziellen stetigen Argumentfunktion o aus
Satz [4.22 unabhingiges n € Z mit a(b) — a(a) = 2nw. n heifit die Windungszahl oder
Umlaufzahl von 7 beziiglich X und wird mit n(~y, \) bezeichnet.

Man kann zeigen, dafl die so definierte Windungszahl mit der z.B. in [38), 2] definierten
Windungszahl tibereinstimmt (siehe [2], Lemma 5.8). Insbesondere gilt fiir rektifizierbare
oder sogar stiickweise glatte, geschlossene Wege v die bekannte Formel

1 1
A) = — dz.
n(7,A) 27?2‘/72’—)\ §

Ist f € C(T) und XA ¢ f(T) so definieren wir n(f, A) := n(vys, A) wobei ¢ : [0,27] — C
der durch v¢(t) := f(e"), t € [0, 27], definierte stetige Weg sei.

Die Operatoren T, und 7} = 75 = T._, sind offensichtlich Fredholmoperatoren mit
codimranT, = 1 = dimker Tz und ker T, = {0}, ranTy = H?*(T), d.h. mit ind T, = —1
und ind 7% = 1. Nach dem Satz von Atkinson (siehe z.B. Satz 10.8 in [3]) sind dann fiir
alle n € Ny auch die Operatoren 7, =77 und 7, , = 1% Fredholmoperatoren vom Index
ind7,, = —n,ind7T. , =n.

SATZ 4.24. Sei f € C(T). Genau dann ist Ty ein Fredholmoperator auf H*(T), wenn
f keine Nullstelle besitzt, d.h. wenn f in C(T) invertierbar ist. Ist dies der Fall, so gilt

ind Tf = —n(f, 0)

BEWEIS. Nach Folgerung 4.20) ist 7} genau dann ein Fredholmoperator, also" seine
Restklasse in der Calkin-Algebra £L(HH?*(T))/K(H?*(T)) invertierbar, wenn f in C(T)
invertierbar ist, also keine Nullstellen besitzt. Sei nun f € C(T) mit 0 ¢ f(T) und sei
n = n(f,0). Dann gilt nach Satz [4.22/ und Folgerung 4.23

fle") =r(t)e® (¢t e 0,2n),
mit einer stetigen Argumentfunktion « : [0,27] — R, a(27) — a(0) = 2nm und r(t) =
log | f(e)| fiir alle t € [0,27]. Wir definieren eine Homotopie A : [0,1] — C(T) mit
h(0) = f und h(1) = e, durch
h(s,e™) == ()" exp (i (snt + (1 — s)a(t))) fir0 <s<1,0<t<2m.

Mit B(s, t) := snt+(1—s)a(t) gilt 3(s, 27) —B(s,0) = 2n7. Da auch r(0)1%) = r(27)(1 =)
und 7(t)37%) £ 0 gilt, ist s — h(s,-) eine C(T)-wertige Funktion ist, die ihre Werte in der
offenen Menge der invertierbaren Elemente von C(T) annimmt. Man weist leicht nach, daf8
h € C([0,1],C(T)) gilt. Insbesondere ist dann die operatorwertige Funktion s + Tjs..y

ISiehe z.B. [3], Folgerung 10.20.
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stetig mit Werten in den Fredholmoperatoren auf H?(T). Wegen der Stetigkeit des Indexes
(siehe z.B. [3], Folgerung 10.13) folgt

ind Tf =ind Th(O,-) = ind Th(l,-) = ind Ten = —nNn = —n(f, 0)
und damit die Behauptung. 0

Zusammen mit Satz 4.13| ergibt sich:

FOLGERUNG 4.25. Ist f € C(T), so ist Ty genau dann invertierbar, wenn f keine
Nullstelle besitzt und n(f,0) =0 gilt.

FOLGERUNG 4.26. Ist f € C(T), so gilt
o(Ty) = f(T)U{A € C\ f(T); n(f,\) # 0} und  0.(Ty) = f(T).

4.3. Zusammenhang des wesentlichen Spektrums

Ziel dieses Abschnitts ist zu zeigen dafi das wesentliche Spektrum und das Spektrum
von Toeplitzoperatoren auf H?(T) zusammenhiingend ist.

Im folgenden sei f € L*®(T) beliebig aber fest. Fiir n € Z bezeichnen wir mit p, (1)
die Menge aller A € C fiir die A\— T ein Fredholmoperator vom Index n ist. Nach Satz4.13
gilt

o) = 0T U |J pulDy).
0#n€Z
Die Mengen p,(T}), n € Z, sind offen und paarweise disjunkt. Fir z € p,(7}) ist mit
A — T auch der Operator

T ) A=THT,, firn>0 (4.10)
(A= f)en = T.,,(A=Tf) firn<0 '

nach dem Satz von Atkinson ein Fredholmoperator vom Index 0 und daher nach Satz4.13
invertierbar. Da die Funktion A — f in L°°(T) invertierbar ist (wegen essran f C o.(Ty)
nach Folgerung 4.18) ist nach Folgerung 4.12 auch T},(»—y) ein Fredholmoperator und
ind T /—y) = —n. Daher ist auch T, s ein Fredholmoperator vom Index 0 und
somit invertierbar. Die £(H?(T))-wertigen Funktionen A — T(x_f)e, und A — T, -y
sind auf der offenen Menge p,,(T) holomorph, also gilt dies auch fiir die H?(T)-wertigen
Funktionen

Ay i=To 1 und Aoy i=T0 1. (4.11)
Die durch
U\ z):=ux(z), V(\z):=1uxyz) (A € pu(T}), z € D) (4.12)

auf p,(Ty) x D definierten Funktionen U,V sind dann getrennt holomorph und somit
nach dem Satz von Hartogs aus der Funktionentheorie mehrerer Verénderlicher beliebig
oft stetig komplex differenzierbar.

Im folgenden Lemma fassen wir einige Eigenschaften der so konstruierten Funktionen
zusammen.

LEMMA 4.27. Fir die in (4.11) und (4.12) eingefiihrten Funktionen gilt:

(a) Fir alle A € p,(Ty) ist uyvy = 1.
(b) Fir alle X € p,(Tf), z € D ist U, 2)V(A, z) = 1.
(c) U(+,2) geniigt fiir alle z € D der Differentialgleichung

d
U 2) = U 2)P(—) (). (4.13)
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(d) Ist h € H*®(T) und wy = u,\P(B*" ) fir alle X € p,(T}), so gilt wy € H*(T)
und Ten()\_f)w)\ = h.

(e) Ist Ao ein fester Punkt aus p,(Tf) und ist A ein beliebiger Punkt aus der den
Punkt Xy enthaltenden Zusammenhangskomponente Qo von p,(Ty), so gilt fir
jeden stiickweise glatten Weg vy in o mit Anfangspunkt Ao und Endpunkt A und
alle z € D:

o —

U\, z) = U(No, 2) exp ( — L P(ﬁ)(z) d,u)

1
V(A z) =V (Ao, 2) exp /P— z)du) .
(2 =VOo e (| P(—)()du)
BEWEIS. (a) Wegen P(e,(A — f)ux = Te,op-pur = 1 und Ple_p,/(A = f))vy =
T. ./o0—pvx = 1 gibt es fiir alle A € p,,(Ty) Funktionen ay, by € L*(T) & H*(T) mit

en(A— fluy =1+ a, (4.14)
und e vy
)\_f:1+bA. (4.15)

Multiplikation dieser beiden Gleichungen ergibt
UNU)\ = 1+a)\—|—b,\—|—a,\b/\.
Hierbei ist die linke Seite in H'(T) und die Funktion ay + by + axb\ konjugiert komplex
zu einer Funktion aus Hg(T). Daher muf (a) gelten.
(b) folgt mit Lemma [3.14 aus (a).
(c) Nach (4.14) gilt e, (A — f)uy — 1 = a,, wobei beide Seiten beziiglich A holomorphe

L*(T)-wertige Funktionen mit Werten in dem abgeschlossenen Unterraum L?(T) & H?(T)
von L*(T) sind. Differentiation nach X\ ergibt

dU)\ . da,\
enty + en(A — f)—= TN
und somit p J
u a
~(A =gy ey
Multiplikation dieser Gleichung mit vy /(A — f ) liefert wegen (a) und (4.15):
1 duy e punday duy, day
= 1+0
P A ) W Wy —ogy ()T

Hierbei ist die linke Seite in L>°(T) C L*(T), der erste Summand der rechten Seite in

HY(T) und der zweite wieder konjugiert komplex zu einer Funktion aus Hj(T). Es folgt
1 du A

A—f): X

und hieraus nach Multiplikation mit uy wegen (a):

P(

dU)\ 1
N P( T f)u
Fiir alle z € D wenden wir hierauf die Evaluationsabbildung £, an. Da diese stetig und
linear ist, vertauscht sie mit der Differentiation nach A und wir erhalten (4.13).
(d) Zu der H*(T)-Funktion w, := T_% yh gibt es eine Funktion ¢ € HZ(T) mit
en(A = flwx = h+ ¢ Multiplikation mit 52 erglbt nach (4.15)):

e,nv,\h

A—f

VAW = —G—E(l—l—b)\).



54 4. TOEPLITZOPERATOREN AUF H2(T)

Hierbei liegt die linke Seite in H'(T), der erste Summand der rechten Seite in L*(T)
und ¢(1 + by) ist konjugiert komplex zu einer Funktion aus Hj(T). Daher folgt vywy =
P(%) € H?*(T). Multiplikation mit u, liefert wegen (a) die Behauptung.

(e) Die Behauptung fiir V' folgt mit Hilfe von (b) aus der fiir U. Die Behauptung
fiir U ergibt sich aus (c¢) unter Anwendung des folgenden Lemmas aus der Theorie der

gewohnlichen Differentialgleichungen in C (fiir alle z € D). O

LEMMA 4.28. Sei Q C C ein Gebiet in C und F' € O(Q). Ist ¢ € O(R2) eine Lisung
der linearen gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung

©'(A) = F(A)e(N)
in , so gilt fiir jeden stickweise stetig differenzierbaren Weg ~ : [a,b] — Q in Q:

P0) = (@) exp ([ Fw)dn).

o

BEWEIS. Besitzt ¢ eine Nullstelle \g in €2, so folgt nach dem lokalen Existenz— und
Eindeutigkeitssatz® ¢ = 0 in einer Umgebung von )¢ und somit nach dem Identitéitssatz
¢ =0 auf Q.

Sei nun ¢ nullstellenfrei und sei 7 : [a,b] —  ein beliebiger stiickweise stetig differen-
zierbarer Weg in €. Fiir a < s < b sei 75 1= 7|}4,9 und

fKS):==¢6700)eXp<y/‘PYu)du>'

Vs
Dann ist A : [a,b] — C stetig und daher die Menge

J = {s € [a,0]; p(7(s)) = h(s)}
abgeschlossen in [a, b]. Wegen a € J ist die Menge J nicht leer. Wir zeigen, daf} sie auch
relativ offen in [a, 0] ist. Ist dies gezeigt, so folgt J = [a, b] und das Lemma ist bewiesen.
Sei also s € J beliebig und daher

P0(s)) = 1) = elr(@)exp ([ Flwydu) = w.

Vs
Nach dem Existenz und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen gibt
es eine in ) enthaltene Kreisscheibe U, von 7(s), so daff die Anfangswertaufgabe

y (N =FNy(A),  y(r(s) =wy
genau eine in Uy holomorphe Losung besitzt. Diese mufi dann mit |y, iibereinstimmen.
Eine Stammfunktion G fiir F' auf Us mit F(7(s)) ist gegeben durch

G = [ F(wdn

fir A € U, wobei o) ein beliebiger stiickweise glatter, ganz in U, verlaufender Weg
mit Anfangspunkt 7(s) und Endpunkt A\ sei. Hierbei ist der Wert G/(\) unabhéngig von
der speziellen Wahl des Weges (siehe z.B. [2], Kapitel 3). Die Funktion A > wee%®)
ist dann ebenfalls eine Losung der obigen Anfangswertaufgabe und mufl daher auf U,
mit ¢ iibereinstimmen. Zu Ug gibt es ein 6 > 0 mit y(7) € Uy fiir alle 7 € [a,b] mit
s —0 <7 < s+ 9. Definieren wir also fiir s <7 < min{s + ¢, b}:

oy (t) =q(t)  firs<t<r
bzw.

oyn(t) =q(s—(t—7)) firT<t<s,

2Zum Beweis des Existenz und Eindeutigkeitssatzes im Komplexen siehe z.B. [45].
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so folgt fiir alle 7 € [a,b] mit s = <7 < s+

P((r)) = w0 = pr(a) esp ([ Fad)exw ([ i) dn)

Vs Ty(7)

—elr@esp ([ Flu)d)

YT
und daher 7 € J. Wie oben bemerkt wurde, folgt hieraus die Behauptung. 0

Wir koénnen nun zeigen, dafl das wesentliche Spektrum von Toeplitzoperatoren zusam-
menhéngend ist.

Satz 4.29 (Douglas, [17]). Fir alle f € L>®(T) ist das wesentliche Spektrum o.(T)
von T ist zusammenhdngend.

BEWEIS. (a) Wir zeigen zunéchst: Ist v : [a,b] — C ein einfach geschlossener Wey,
der ganz in der wesentlichen Resolventenmenge von Ty verlduft, so liegt der wesentliche
Wertebereich von f entweder ganz im Innern von v oder ganz im Auferen von ~.

Beweis zu (a): Da die Spur v([a, b]) von v zusammenhéngend ist, gibt es ein n € Z, so
daf} sie in einer Zusammenhangskomponente €y von p,(7y) liegt. Nach Lemma 4.27) gilt
mit Ao := y(a) fir alle z € D:

—

U(N.2) = U(b).2) = Ulha, 2)exp /P(ﬁ)(z) ).
Fiir alle z € D mit U(\g, z) # 0 folgt daher
1 1

Da die Funktion U()g, -) = uy, nach Definition von wuy, nicht identisch verschwindet, gilt
dies auf einer dichten Teilmenge von ID. Wegen der Stetigkeit der Funktion z — F(z) :=

ﬁ f7 P(#—if) (z) dp auf D ist dies nur moglich, wenn F' konstant gleich einer ganzen Zahl

N ist.
Fiir m-fast alle z € T liegt wegen essran f C o0.(7y) der Punkt f(z) nicht auf der Spur
von v und man hat

1 1
U(z ::—,/—du:nfy,fz )
()= 51 | =y =m0 SC)
Die so m-fast iiberall definierte Funktion ¢ nimmt nur die Werte 0 oder 1 an und liegt
somit in L°°(T). Wegen der Stetigkeit der orthogonalen Projektion P auf H?(T) gilt

1 1 1 1
Pw_P(2m/7u—f(z) d“) - 27Ti/yp<lu—f) e
Daher ist ]5?# = F auf D konstant und somit auch ¢ auf T m-fast iiberall gleich einer
Konstanten. Da 1) m-fast iiberall nur die Werte 0 oder 1 annimmt, gilt entweder n(vy, w) =
0 fiir alle w € essran f oder n(y,w) = 1 fir alle w € essran f. Damit ist die Behauptung
(a) bewiesen.

(b) Sei nun o.(T) = 01 U0y mit abgeschlossenen Mengen oy, 05 und gelte oy Moy = 0
sowie (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) o Nessran f # (). Dann gibt es eine offene
Menge FE, die durch endlich viele, einfach geschlossene, stiickweise glatte Jordankurven
1, --.,Y berandet ist, die sich aus achsenparallelen Geradenstiicken zusammen setzen,
so dal OEN o (Tf) = 0 und oy C E sowie o9 NE = () gilt. Wir machen nun die Annahme,
daB auch o; nicht leer ist und fixieren zwei Punkte \; € o7 und Ay € 09 Nessran f.
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Dann folgt n(v;, A1) # n(7y;, A2) fir wenigstens ein j € {1,...,%k} und somit nach (a)
n(vj, M) # n(v;,A) fiir alle A € essran f. Ist n(v;, 22) = 0, so liegt essran f im AuBeren
des von v := 7; berandeten einfach zusammenhéngenden Gebiets G und es ist z; € G.
Ist hingegen n(y;, 22) = 1 so liegt z; in der unbeschrénkten Zusammenhangskomponente
des Komplements von essran f. Ist K die abgeschlossene Kreisscheibe um 0 mit Radius
| flloo = 7(T¥), so ist 0.(Ty) € K und K Nessran f # (). Man iiberlegt sich, dal dann auch
in diesem Fall ein einfach geschlossener Weg v existiert, so daf z; in dem von v berandeten,
einfach zusammenhéngenden Gebiet G liegt und n(v, ) = 0 fiir alle A € essran f gilt.
Dies fithrt zu einem Widerspruch, denn wir zeigen nun

(c)Ist 7y : [a,b] — C ein einfach geschlossener, stickweise stetig differenzierbarer Weg,
dessen Spur in p,(Ty) enthalten ist und fir den essran f im AufSenbereich liegt, so liegt
auch das von 7y berandete einfach zusammenhdingende Gebiet G in p,(T).

Beweis zu (c): Zur vorgegebenen Situation gibt es noch ein einfach zusammenhéngen-
des Gebiet Q mit G C Q und Q\ G C p,(T}). Sei g ein fester Punkt aus v([a, b]). Fiir
alle A € () sei 7, ein stiickweise glatter Jordanbogen mit Anfangspunkt \y und Endpunkt
A. Wir definieren fiir alle ¢ € D (mit U,V wie in (4.12)):

—_—

Uo(\, z) = U(N, 2) exp ( - A P(ﬁlf)(z) d,u)
Vo(A, 2) = V(Ao, 2) exp ([y P%)(z) du) .

Da der Integrand des Integrals jeweils fiir alle z € D auf €2 beziiglich x4 holomorph ist
und da €2 einfach zusammenhéngend ist, sind die Funktionen Uy, V hierdurch auf Q2 x D
wohldefiniert und getrennt holomorph, also auch holomorph. Da eine Umgebung von
v([a, b]) in p,(Ty) liegt folgt nach Lemma 4.27 fiir alle A aus dieser Umgebung und alle
z € D
Up(A, 2) = U(\, 2) = ux(2) und VoA, 2) = V(A z) = 0a(2) .

Nach Lemma 3.26/ gibt es also holomorphe H?(T)-wertige Funktionen \ — Upx, A Vg
auf Q mit U\, z) = ag(2), Vo(A, 2) = Dor(2) fiir alle A € Q, z € D. Fiir diese gilt
insbesondere up y = u) und vy y = vy und somit nach Definition von u,, vy auch

Te,a-ptiop = Te,(—pur =1
und
Tewjo=nvor =Te_jr-pua =1
fir alle A aus einer Umgebung von v([a, b]). Nach dem Identitétssatz folgt
Ten(,\_f)u07,\ =1 und Tefn/()\_f)v()’)\ =1
fiir alle A € Q. Sei nun h € H*(T) beliebig. Dann ist die Funktion W}, mit

Wh(A, z) := UO(A,Z)P<€/\_T_U§11) (2) AeQ,zeD)

auf © x D holomorph und auf einer Umgebung von 7([a, b]) gilt nach Teil (d) von Lemma

4271 Wi(A, z) = wx(z), (z € D), mit

e_nh e_nh
= uyP

o) TGS

und T, x—pwr = h. Nach Lemma 3.26/ gibt es eine auf ganz €} holomorphe Funktion

A = wpy mit W (2) = Wh(A, 2) fiir alle A € Q,z € D und es gilt fiir alle A € G:

’LLOy)\P(

) = wy € H*(T)

lwpallz < sup [lwalla = sup [T, pll - [12]l2- (4.16)
HedG nedG
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Sei nun g € H?(T) beliebig und (hy)$2, ein beziiglich || - ||2 gegen g konvergente Folge
aus H>*(T). Die Folge (wp, 1)52, der zu hy gehorigen Funktionen ist dann wegen (4.16)
fiir alle A\ € G eine Cauchyfolge in H*(T) und somit gegen eine Funktion w,, € H*(T)
konvergent und es folgt T, n—pwyr = g. Dies zeigt, dal T, _y) fiir alle A € €2 surjektiv
ist. Indem man die gleichen Argumente fiir die konjugiert komplexen Werte A € Q* :=
{fi; p € Q} fiir die zu f konjugiertkomplexe Funktion f durchfiihrt sieht man, da auch

oo = T x_p surjektiv ist und somit ¢, (x—y) invertierbar ist fiir alle A € . Da
T, ein Fredholmoperator vom Index —n ist, folgt mit (4.10), daB A\ — Ty = T)_y fur
alle A €  ein Fredholmoperator vom Index n ist. Insbesondere ist {2 Teilmenge der
wesentlichen Resolventenmenge von 7. Damit ist der Satz bewiesen. O

Als Folgerung erhalten wir, da8 auch das Spektrum von 7y fiir f € L*°(T) zusam-
menhéngend ist.

FOLGERUNG 4.30 (Widom, 1964/66). Fir alle f € L>(T) ist o(T}) zusammenhdng-
end.

BEWEIS. Nach dem Satz von Douglas ist 0.(7) zusammenhéngend. Auf jeder Zusam-
menhangskomponente der wesentlichen Resolventenmenge ist A—7T7% ein Fredholmoperator
mit beziiglich A konstantem Index. Da o (1) aus der zusammenhéngenden Menge o.(7%)
durch Hinzunahme aller Zusammenhangskomponenten mit von 0 verschiedenem Index
entsteht, ist auch o(7y) zusammenhéngend. O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 4

AUFGABE 4.1. Sei A € L(H), H ein Hilbertraum. Zeigen Sie: Gibt es Konstante
¢, ¢ € (0,00) so daf fiir alle z € H gilt: ||Az|| > c||z]] und |[|A*x| > c.z||, so ist A in
L(H) invertierbar.
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