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11. Übung

Für ein Mengensystem M⊂ 2Ω bezeichne A(M) die von M erzeugte σ-Algebra auf Ω.

Aufgabe 1 (3 Punkte)

Geben Sie explizite Darstellungen folgender σ-Algebren auf Ω := {1, 2, 3, 4} an:

A1 := A({1}, {2, 3}), A2 := A({1, 2}, {3}), A3 := A({1, 3}, {2}).

Untersuchen Sie außerdem, ob

A1 ∪ A2, A1 ∪ A2 ∪ A3, A1 ∩ A2 ∩ A3

σ-Algebren auf Ω sind.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

SeiA eine σ-Algebra auf einer nichtleeren Menge Ω und sei die Funktion P : A → [0, 1] mit P (Ω) = 1
additiv, d.h. für alle n ∈ N, A1, . . . , An ∈ A paarweise disjunkt, gilt P (

⋃n
i=1Ai) =

∑n
i=1 P (Ai).

Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) P ist σ-additiv.

(ii) P ist stetig von unten, d.h. es gilt

An ⊂ An+1 ∀n ∈ N =⇒ P

(⋃
n∈N

An

)
= lim

n→∞
P (An).

(iii) P ist stetig von oben, d.h. es gilt

An ⊃ An+1 ∀n ∈ N =⇒ P

(⋂
n∈N

An

)
= lim

n→∞
P (An).

(iv) P ist stetig (von oben) in ∅, d.h. es gilt

An ⊃ An+1 ∀n ∈ N und
⋂
n∈N

An = ∅ =⇒ P (∅) = lim
n→∞

P (An).

(v) P ist stetig (von unten) in Ω, d.h. es gilt

An ⊂ An+1 ∀n ∈ N und
⋃
n∈N

An = Ω =⇒ P (Ω) = lim
n→∞

P (An).
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Aufgabe 3 (3+1+2 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Aussagen für nichtleere Mengen Ω und Ω0:

(i) Seien A eine σ-Algebra auf Ω und Ω0 ⊂ Ω. Dann ist A ∩ Ω0 := {A ∩ Ω0 : A ∈ A} eine σ-
Algebra auf Ω0.

(ii) Sei E = {A} für ein A ⊂ Ω. Dann gilt A(E) = {∅, A,A{,Ω}.

(iii) Für E := {A ⊂ Ω : A endlich} gilt A(E) = {A ⊂ Ω : A oder A{ höchstens abzählbar}.

Aufgabe 4 (2 Punkte)

Sei Ω := N und A1 := A({{n} ⊂ Ω : n ist Primzahl}). Bestimmen Sie eine σ-Algebra A2 auf Ω
derart, dass A1 ∪ A2 keine σ-Algebra auf Ω ist und begründen Sie dies.

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Borelsche σ-Algebra auf R äquivalent ist zu

(i) A({(a, b) ⊂ R : a ≤ b}),

(ii) A({[a, b] ⊂ R : a ≤ b}),

(iii) A({[a, b) ⊂ R : a ≤ b}).
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