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Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

4. Ubung

Es seien (£2,2%, P) ein diskreter W-Raum, A C Q ein Ereignis mit P(4) > 0 und X eine P-
integrierbare Zufallsvariable auf €2. Dann heifit

E[X|A] := Ep[X|A] := Z X(w)P({w})
wEA

bedingter Erwartungswert von X unter der Bedingung A.

Aufgabe 1 (2 Punkte)

Es seien (2,29 P) ein diskreter W-Raum, A C Q ein Ereignis mit P(4) > 0 und X eine P-
integrierbare Zufallsvariable auf €. Zeigen Sie, dass

Ep[X|A] = Ep(|4)[X].

Aufgabe 2 (2 Punkte)
Es seien (£, 2%, P) ein diskreter W-Raum und X eine P-integrierbare Zufallsvariable auf 2. Aufer-
dem sei (A;);er, I hochstens abzihlbar, eine Partition von Q mit P(A;) > 0 fiir jedes i € I. Zeigen

Sie, dass
= E[X|A;]P(A;).
i€l

Aufgabe 3  (4+4 Punkte)

Es werde wiederholt ein fairer Wiirfel geworfen. Solange keine 6 auftritt, werden die erzielten
Augenzahlen addiert. Das Spiel kann jederzeit gestoppt werden. Der erzielte Punktestand ist dann
der Gewinn. Wiirfelt man eine 6, so fillt man auf 0 Punkte zuriick und gewinnt nichts.

(i) Wir betrachten die Strategie, bei welcher k-mal, k € N, gewiirfelt und dann das Spiel gestoppt
wird, falls vorher keine 6 auftritt. Tritt vorher eine 6 auf, so ist das Spiel vorzeitig mit Gewinn
0 beendet. Zeigen Sie, dass bei dieser Strategie der Erwartungswert des Spielgewinns G durch

EGy] = 3k <Z)k

gegeben ist. Welcher Wert fiir £ maximiert E[Gy]?

(ii) Wir betrachten nun die Strategie, bei der das Spiel gestoppt wird, sobald der aktuelle Punk-
testand mindestens K € N ist. Berechnen Sie den Wert von K bei dem man das Spiel stoppen
sollte, damit der erwartete Gewinn maximal wird.
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Hinweis: Bestimmen Sie fiir (ii) dasjenige K, ab welchem der erwartete Zuwachs beim Weiterspielen
nicht mehr positiv ist.

Aufgabe 4  (2+1+45 Punkte)

Es seien (€1,p1) ein diskretes Zufallsexperiment und Qg # ) eine hochstens abzéhlbare Menge.
AuBerdem sei fiir jedes wy; € Qq durch pso(-|wy) : Q2 — R eine Zihldichte auf Q5 gegeben. Wir
betrachten eine Funktion p auf Q; x Q, welche durch p(wi,w2) = p1(wi)p2(wa|wi) definiert ist.

(i) Zeigen Sie, dass p eine Zihldichte auf 2y x {25 ist.

(ii) Sei P das von p induzierte W-MaB auf (€3 x Qy, 291%%2), Zeigen Sie, dass

P(Ql X A2|{w1} X Qg) = Z p2(w2|w1)

w2€A2
fiir jedes As C 2 gilt.

(iii) Welche Bedingungen muss man an po stellen, damit unter P alle Ereignisse der Form A; x Qo
und Q1 X Ag; A1 C Q1, Ao C Q9; unabhingig sind?

2/2



