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Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

11. Ubung

Aufgabe 1 (2 Punkte)

Zeigen Sie fiir eine N-wertige Zufallsvariable X, dass

[e.e]

=> (2k—1)P(X > k).

k=1

Aufgabe 2 (3+1+3+43+3 Punkte)

Im Kontext von Beispiel 8.12 seien fiir n, N € N X,..., X,, unabhéingige Zufallsvariablen, welche
unter Py gleichverteilt auf {1,..., N} sind. Wir definieren

. .2
T := rlglgr)l(Xk sowie T, = - ZXk -1,

wobei wir hier vernachliissigen, dass T}, eigentlich auf N gerundet werden miisste.
(i) Zeigen Sie, dass ming<,, X — 1 und N — maxy<,, Xj unter Py identisch verteilt sind.
) Untersuchen Sie T}, auf Erwartungstreue fiir N.
ii) Untersuchen Sie die Folgen (T7*)nen und (T},),en auf Konsistenz fiir N.
) Zeigen Sie, dass

R(N,Ty) i( >n (2(N —k)+1)

k=2

und berechnen Sie R(N,T5,).

(v) Zeigen Sie, dass

o ROVT) 2
Noso N2 (n+1)(n+2)

und berechnen Sie limy_,0 BN Tn)/N2,

Hinweis: Schreiben Sie in (v) R(N.T;)/N? als Riemann-Summe mit Intervalllinge 1/N.
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Aufgabe 3 (144 Punkte)

Von einer Population & sei bekannt, dass hochstens drei Arten ay, kK = 1,2,3, von Individuen
existieren. Es sei eine Stichprobe aus & vom Umfang n € N gegeben, welche wir als Realisierung
von n unabhéngigen, identisch verteilten, {a1,as,as}-wertigen Zufallsvariablen auffassen, deren
Zahldichte durch

2 (k— _
Vk e {1,2} : p,y(ak) = <k B 1),}/2 (k 1)(1 _ ’}/)k 1
mit unbekanntem ~ € [0, 1] bestimmt ist.

(i) Stellen Sie ein geeignetes zugehoriges diskretes statistisches Modell auf.

(ii) Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ~.
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