Prof. Dr. Christian Bender Universitat des Saarlandes
M.Sc. Steffen Meyer SoSe 2019

M.Sc. Matthias Thiel .
17. April 2019

Stochastik 1
2. Ubung

Aufgabe 1 (6 Punkte) Seien (2 eine abzihlbare, nicht-leere Menge und 2% die zugehorige Potenz-
menge. Wir bezeichnen mit #A4 die Anzahl der Elemente einer Menge A € 2, wobei
0 = 0 und fiir abzéhlbar unendliche Mengen A gilt $A = oo. Beweisen Sie folgende
Aussagen:

(i) Fiir ein wy € Q, definiert die folgende Vorschrift ein Pramaf 4,,, auf 2 (Dirac-
Maf):

S (A) = {1’ wo € A (Ae29).

0, sonst

(ii) Durch die Vorschrift o(A) := #A, A € 2% ist ein Priamaf o auf 2 definiert. Dieses
nennt man das Zihlmaf auf 22.

(iii) Es gilt o(A) = Y 0,(A) fiir alle A € 2%
wel

(iv) Jedes PriamaB p auf 2% ist von der Form u(A) = Y p,d.,(A4) mit p, = p({w})
wen
fiir alle A € 29

Aufgabe 2 (6 Punkte) Es sei p ein Inhalt auf einem Ring R. Wir betrachten die folgenden
Aussagen:

(a) w ist ein PramaB.

(b) Stetigkeit von unten: Fiir jede Folge (A, )neny C€ R mit A, C A,y fiir allen € N
und A =, .y An € R gilt:

neN

Tim p(Ay) = p(A).
(c) Stetigkeit von oben: Fiir jede Folge (A,)neny C R mit A, D A, fur alle n € N,
p(Ar) <oound A=) A, € R gilt

Tim pu(Ay) = p(A).
(d) Stetigkeit von oben in (): Fiir jede Folge (A,)neny € R mit A, D A, fiir alle
neN, p(A) <oound ), A = 0 gilt:

neN

lim u(A,) = 0.

n— o0



Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass gilt
(a) & (b) = (c) & (d).

Zeigen Sie weiter, dass unter der zusétzlichen Bedingung pu(A) < oo fiir alle A € R
auch (c¢) = (b) gilt.

6 Punkte) Seien Q) eine nicht-leere Menge, R ein Ring auf 2 und s ein Inhalt auf
( g g Il
R. Wir definieren die Abbildungen

fi: 29— [0,00]; A inf{u(B)| AC B, B<cR}

und

w29 = [0,00]; A inf {Z,LL(B

neN

)| Ac | B, BneRVneN}.

neN

Zeigen Sie:

(i) a(A) = pu(A) fiir alle A € R.
(i) p*(A) = p(A) fur alle A € R < p ist Pramafl auf R.
(iii) Es gelten i(A) < @(C) und p*(A) < p*(C) fiir A,C € 2% mit A C C.
(iv) f ist subadditiv: (AU C) < a(A) + @(C) fiir A,C € 22
(v) p* ist o-subadditiv: p* ( U An) < 3 pr(A,) fiir A, € 2% fiir alle n € N.

neN neN



