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Stochastik II

12. Übung

Aufgabe 1 (1+2 Punkte) Sei τ eine (Ft)t∈R+-Stoppzeit, wobei R+ := [0,∞).

(i) Zeigen Sie, dass σ− τ eine (Ft+τ )t∈R+-Stoppzeit ist, wenn σ ≥ τ eine (Ft)t∈R+-Stoppzeit ist.

(ii) Zeigen Sie, dass %+ τ eine (Ft)t∈R+-Stoppzeit ist, wenn % eine (Fτ+t)t∈R+-Stoppzeit ist.

Aufgabe 2 (2 Punkte) Zum Beweis von Lemma 12.7. Sei (γn)n∈N eine Folge in R+, so dass
γn
n → 1 für n→∞ gilt. Zeigen Sie, dass

lim
n→∞

sup
0≤k≤n

∣∣∣∣γk − kn

∣∣∣∣ = 0.

Aufgabe 3 (3+4 Punkte) Es sei Y = (Yt)t∈[0,T ] definiert durch

Yt := Wt −
t

T
WT ,

wobei (Wt)t∈[0,T ] eine Brownsche Bewegung sei.

(i) In welchem Verhältnis steht die Verteilung von Y zur Verteilung der Brownschen Brücke
X = (Xt)t∈[0,T ], T > 0, welche in Aufgabe 2 des 11. Übungsblattes definiert wurde?

(ii) Bestimmen Sie die quadratische Variation von Y .

Aufgabe 4 (5+1 Punkte) Sei (ξn)n∈N eine Folge unabhängiger identisch verteilter reellwertiger
Zufallsvariablen mit E(ξ1) = 0 und E(ξ21) = σ2 ∈ (0,∞). Für jedes k ∈ N definieren wir

Sk :=

k∑
n=1

ξn.

Zeigen Sie, dass

1√
nσ

1

n

n∑
k=1

1

2
(Sk−1 + Sk) und

1√
nσ

1

n

n∑
k=1

Sk

für n→∞ in Verteilung gegen eine N
(
0, 1

3

)
-verteilte Zufallsvariable konvergieren.


