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Stochastik 11
4. Ubung

Aufgabe 1 (4 Punkte) Zu Bsp. 2.5 und Def. 2.10. Sei N = (N¢)icr, ein homogener Poisson-
Prozess mit Intensitéit A > 0. Zeigen Sie, dass die Zeiten zwischen benachbarten Spriingen von N
unabhéingig und Exp(\)-verteilt sind, d.h.

tn — tn_1 Ly Exp())

fiir alle n € N, wobei t,, die Zeit des n-ten Sprungs von N bezeichnet und tg := 0.

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass die Eigenschaften in Def. 2.10 auch fiir die Zeiten
(tn)neN gelten.

Aufgabe 2 (4 Punkte) Zeigen Sie, dass ein stochastischer Prozess X = (X);ecr, , welcher nicht-
fallend und integrierbar ist, genau dann eine Modifikation besitzt, welche P-f.s. rechtsstetig ist und
linksseitige Grenzwerte besitzt, wenn die Abbildung ¢ — E(X}) rechtsstetig ist.

Aufgabe 3 (5 Punkte) Sei A : [0,00) — (0,00) eine Funktion, welche f; AMu)du < oo fiir alle
s,t € [0,00) erfiillt. Sei
{Ptl,,,_7tn;n eNOI<t1 <... < tn}

eine Familie endlichdimensionaler Verteilungen, wobei Py, . 4, fiirallen € Nund 0 <t < ... <t,
ein W-Maf auf (NZ, 2M0) ist, welches fiir alle k, ..., k, € Ny gegeben ist durch

e NN TRI=
n <...<
Pt1 ..... tn({kla . kn}) — H]:l (kj_kj—l)! 3 k’l >~ >~ kn
0, andernfalls,
wobei kg := 0, tp := 0 und A; := fi AMu)du fir j = 1,...,n. Zeigen Sie, dass diese Familie

ti—1
endlichdimensionaler Verteilungen konsistent ist.

Aufgabe 4 (5 Punkte) Zu Lemma 3.4. Sei
P={P,, +t;neN0<t; <...<t,}

eine Familie endlichdimensionaler Verteilungen. Zeigen Sie, dass diese Familie genau dann konsistent
ist, wenn fiir allen e N, 0 <t; < ... <t, und j =1,...,n folgende Gleichheit gilt:

tn (ul, ceey Uj—1, 0, Uj41y--- 7un+1) = ¢Pt114--1tj71,tj+1 """" n (ul, ey Uj—1, Ujg1y - ,un+1).

Hinweis: Es ist hilfreich, fur P, € P ein Ma8§ P auf (R, %"~1) durch
P(Ay, .., Aj 1, Ajir, o AY) = Py (A, A, RO A, L AY)
fir alle Aq,..., A, € % zu definieren



