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Stochastik II

7. Übung

Allen Aufgaben liegt ein filtrierter W-Raum (Ω,F ,F, P ) zugrunde, wobei F = (Ft)t∈T .

Aufgabe 1 (6 Punkte) Es sei X := (Xt)t∈[0,∞) ein F-adaptierter und integriebarer stochastischer
Prozess. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind.

(i) X ist ein Supermartingal.

(ii) Für alle s, t ∈ [0,∞) und alle A ∈ Fs gilt:

EP (·|A)(Xs+t) ≤ EP (·|A)(Xs).

(iii) Für alle s, t ∈ [0,∞) und alle A ∈ Fs gilt:∫
A
Xs+tdP ≤

∫
A
XsdP.

(iv) Für alle s, t ∈ [0,∞) und jede beschränkte und Fs-messbare Zufallsvariable Y gilt:

E(Y ·Xs+t) ≤ E(Y ·Xs).

Aufgabe 2 (2 Punkte) Sei (Xn)n∈N eine unabhängige Folge reeller Zufallsvariablen und sei H :=⋂
n∈N σ(Xk, k ≥ n). Zeigen Sie, dass

P

({
lim
n→∞

n∑
k=1

Xk existiert

})
∈ {0, 1}.

Aufgabe 3 (4+1 Punkte)

(i) Sei (Xn)n∈N0 ein Submartingal und sei σ eine Stoppzeit mit E(σ) < ∞. Außerdem existiere
eine Konstante C > 0, so dass

|Xn+1 −Xn| ≤ C

P -f.s. für alle n ∈ N0 gilt. Zeigen Sie, dass

E(Xσ) ≥ E(X0).

(ii) Sei (ξn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit P ({ξn = −1}) = P ({ξn = 1}) = 1/2.
Außerdem seien Sn :=

∑n
k=1 ξk und τ := inf{n ∈ N : Sn = 1}. Zeigen Sie, dass E(τ) =∞.

Aufgabe 4 (5 Punkte) Es seien G und H Unter-σ-Algebren von F und es sei X eine P -
integriebare Zufallsvariable, so dass H unabhängig von σ(σ(X) ∪ G ) ist. Zeigen Sie, dass

E(X|σ(G ∪H )) = E(X|G ) P -f.s.

gilt.


