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Stochastik I1
7. Ubung

Allen Aufgaben liegt ein filtrierter W-Raum (€2, #,F, P) zugrunde, wobei F = (%} ).

Aufgabe 1 (6 Punkte) Es sei X := (X¢);[0,00) €in F-adaptierter und integriebarer stochastischer
Prozess. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen &dquivalent sind.

(i) X ist ein Supermartingal.
ii) Fiir alle s,t € [0,00) und alle A € 7 gilt:
(i) : g
EP('|A)(XS+t) < EP('|A)(XS).

(iii) Fiir alle s,t € [0,00) und alle A € .Z; gilt:

/ X, dP < / X,dP.
A A

(iv) Fiir alle s,t € [0,00) und jede beschrinkte und .#s-messbare Zufallsvariable Y gilt:

E(Y - Xomt) < E(Y - Xy).

Aufgabe 2 (2 Punkte) Sei (X,,)nen eine unabhingige Folge reeller Zufallsvariablen und sei ¢ :=
MNnen 0( Xk, kB > n). Zeigen Sie, dass

P ({JLHQO;X;? ex1st1ert}> € {0,1}.

Aufgabe 3 (4+1 Punkte)

(i) Sei (Xy)nen, ein Submartingal und sei o eine Stoppzeit mit E(o) < co. Auflerdem existiere

eine Konstante C' > 0, so dass
|Xn+1 - Xn’ < C

P-fs. fiir alle n € Ny gilt. Zeigen Sie, dass
E(X,) > E(Xy).
(ii) Sei (&n)nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit P({§, = —1}) = P({&, = 1}) = 1/2.
Auflerdem seien Sy, := Y ;_; & und 7 :=inf{n € N : S, = 1}. Zeigen Sie, dass E(1) = oo.

Aufgabe 4 (5 Punkte) Es seien ¢4 und 2 Unter-o-Algebren von .# und es sei X eine P-
integriebare Zufallsvariable, so dass ## unabhéngig von o(o(X) U ¥) ist. Zeigen Sie, dass

E(X|o(9U#)) = B(X|¥9)  P-s.

gilt.



