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Stochastik 11

9. Ubung

Allen Aufgaben liegt ein filtrierter W-Raum (2, %, F, P) zugrunde, wobei F = (%} )7

Aufgabe 1 (2+2+2 Punkte) Seien o und 7 Stoppzeiten.
(i) Zeigen Sie, dass Fonr = Fo N F; gilt.

(ii) Zeigen Sie, dass
{o<th {r<o}, {o <7}, {r <o}, {o=71}

alle in %, N 7, liegen.

(iii) Sei Y eine RP-wertige .%,-messbare Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass Li5<r}Y Fyrr-messbar
ist

Aufgabe 2 (3 Punkte) Zu Bsp. 8.14. Es gelten die Notationen und Annahmen von Bsp. 8.14,
bis auf die Annahme der Beschrénktheit von 7. Zeigen Sie, dass (Nt(¢’U’T))t€[0’oo) ein Martingal ist.

Hinweis: Sie sollen nicht die Rechnungen aus Bsp. 8.14 modifizieren. Wenden Sie an, dass Sie die
Aussage von Bsp. 8.14 zur Verfiigung haben.

Aufgabe 3 (3 Punkte) Zu Lemma. 9.7. Sei f : [0,00) NQ — R. Fiir alle a < b € Q und alle
beschrinkten Mengen I C [0,00) N Q sei die Funktion f eingeschrinkt auf I beschrinkt und die
Anzahl U(a,b], I, f) der Upcrossings sei endlich. Zeigen Sie, dass

lg}ta f(s) und lg}ta f(s)
s€EQ s€Q

fiir alle ¢ € [0, 00) existieren.

Definition Ein (E, &)-wertiger stochastischer Prozess X heifit progressiv messbar (bzgl. F), wenn
fiir jedes ¢ € [0, 00) die Abbildung [0,t] X 2 3 (s,w) — Xs(w) € E A([0,t]) ® % / &-messbar ist.

Aufgabe 4 (2 Punkte) Sei X ein RP-wertiger stochastischer Prozess, welcher adaptiert an I ist
und linksstetige Pfade hat. Zeigen Sie, dass X progressiv messbar bzgl. T ist.

Aufgabe 5 (143 Punkte) Sei X ein progressiv messbarer Prozess und sei 7 eine Stoppzeit.
(1) Zeigen Sie, dass die Zufallsvariable X 1, .} #r-messbar ist.

ii) Zeigen Sie, dass der gestoppte Prozess (X:at)icio.00) Progressiv messbar ist.
g ) €[0,00)



