Kapitel 1

Komplexe Zahlen

1.1 Einfiihrung der komplexen Zahlen (der Ksrper der kom-

plexen Zahlen; erste Eigenschaften)

In welchem Sinne ist die Gleichung 2> = —1 16sbar?

Das Studium von Gleichungen 2!" und 3" Grades fiihrt im 16'" Jahr-
hundert zur Einfiihrung der komplexen Zahlen und geht u.a. zuriick auf
Cardono und Bombelli.

Euler fiihrt schliellich 1777 das Symbol ¢ fiir die imagindre Einheit ein,
d.h. es gilt (in gewissem Sinne)

P2 =—1.

Eine Standardanwendung in der Elektrotechnik ist beispielsweise ein kom-
plexer Ansatz zur Beschreibung eines Wechselstromkreises (Frequenz w)
mit Spule (Induktivitdt L) und Ohmschen Widerstand R in Reihenschal-
tung, der den komplexen Wechselstromwiderstand (die Impedanz)

R*= R+ iwlL
liefert.

Da die Gleichung 22> = —1 auf der ,,eindimensionalen Zahlengeraden” nicht
l16sbar ist, liegt es nahe, als Erweiterung eine Zahlenebene zu betrachten,
die die reellen Zahlen als eine Koordinatenachse enthélt. Auf dieser Zah-
lenebene muss insbesondere eine neue Multiplikation eingefiihrt werden,
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2 Kapitel 10. Komplexe Zahlen

wobei auf der reellen Achse die bekannten Rechenregeln ihre Giiltigkeit
behalten sollen.

Eine vorlaufige Definition.

Eine Paar (z,y) € R? schreibe man als
r+wy, x,yeR.
Hier bezeichne ¢ eine Losung der Gleichung
i’ =-1.

Die geometrische Deutung in der so genannten Gaufischen Zahlenebene
folgt in Kiirze.

Es heifit © der Realteil und y der Imaginéarteil der komplexen Zahl

z=x+11wy, x=Rez, y=:Imz.

Der Realteil und der Imaginérteil einer komplexen Zahl sind wie bei einem
geordneten Paar unabhéngig voneinander zu betrachten, d.h.

r+iwy=u+ww <& xr=uund y=v.

In der obigen Schreibweise ist
(x4+1y) + (u+iv) = (xr +u) +i(y +v)
und aus 7> = —1 folgt formal

(x +1iy) - (u+iv) = (zu — yv) +i(zv + yu) .

Beispiel. Es ist

1+7 (1+9)@2+¢ 1 o9y 13
- —2(2+3 — 42,
=i T @@ty st =5ty

N—
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Im obigen Sinne ist die Menge der komplexen Zahlen definiert als

C:={z+iy: =, yeR}.

Mit dem bisher skizzierten Ansatz bleibt jedoch véllig unklar, um welches
Objekt es sich bei der imagindren Einheit handeln soll und was die Mul-
tiplikation dieses Objektes mit sich selbst (> = —1) tatsichlich bedeuten
soll.

Nebenbei bemerkt, kann man ¢ auch als nicht als DIE Losung der Gleichung
z? = —1 definieren, da (—i) die Gleichung ebenso 16st und es kénnte noch
weitere Losungen geben.

Was sind komplexe Zahlen tatsichlich?
Man betrachte die Menge R? der Paare (a,b) reeller Zahlen.

Beobachtung. (In der Tat ist diese Beobachtung bereits in den Ubungen
zu Kapitel 3 ausgefiihrt.)

i) Bzgl. der Addition
(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + ag, by + by)

ist der R? eine kommutative Gruppe, wie es bereits im Kapitel 9.1
festgestellt ist.

i1) Eine Multiplikation ist definiert mittels

(a1,b1) - (az,be) = (ar1a2 — biba, a1by + asby) .

ii1) Diese Multiplikation ist assoziativ und kommutativ.

iv) Es existiert ein neutrales Element, namlich (1,0):

(a,0) - (1,0) = (a,b) .
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v) Tst (a,b) # (0,0), so ist (agibz, S

tiplikative inverse Element:

(a,b) - (

) das eindeutig bestimmte mul-

a b
a2 + 02" a?+ b2

):(1,0).

Zusammen mit dem Distributivgesetz folgt

Definition 1.1. KOMPLEXE ZAHLEN

Der R? mit der oben definierten Addition und Multiplikation ist ein Korper.
Er heifst der Kérper der komplexen Zahlen und wird mit C bezeichnet.

Bemerkungen.

i) Einerseits konnen die komplexen Zahlen per definitionem mit dem R?
identifiziert werden (vgl. Abbildung 10.1 und Abbildung 10.2).

C

Abbildung 1.1: Die Gauflsche Zahlenebene.

Damit sind insbesondere konvergente Folgen, offene und abgeschlos-
sene Mengen etc. definiert.

Zusatzlich ist eine Multiplikation erklédrt, die C zu einem Korper
macht.

i1) Mittels der Abbildung ¢: R — C,

p(a) = (a,0)



Kapitel 10. Komplexe Zahlen 5

i)

iv)

C

Z+w

Abbildung 1.2: Krifteparallelogramm zur Addition komplexer Zahlen.

konnen reelle Zahlen mit komplexen Zahlen der Form (a,0) identifi-
ziert werden. Man schreibt statt (a,0) auch einfach a.

Jede komplexe Zahl lésst sich in der Form (a, b € R)

b) = (a,0) + (b,0)- (0,1) = a+ b(0, 1
(a,0) = (a,0) + (0,0) - (0,1) = a +b(0,1)
(0,0)
darstellen. Mit der Abkiirzung (0,1) =: i (imaginédre Einheit) gilt
folglich
(a,b) =a+ib.

Wegen
> = (0,1)-(0,1) = (—=1,0) = —1

ist mit C ein Korper konstruiert, der den Korper der reellen Zahlen
R enthilt und in dem die Gleichung z?> = —1 lésbar ist, ndmlich mit
¢ und —1.

Zu beachten ist, dass i> = i - ¢ bzgl. der komplexen Multiplikation

definiert ist.

Formal wird mit komplexen Zahlen (unter Beriicksichtigung von i =

—1) ebenso gerechnet wie mit Reellen (s.0.).



So berechnet man als weiteres Beispiel
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Bezeichnungen und erste Eigenschaften.

i) Komplexe Zahlen werden hiufig mit z oder w bezeichnet.

i1) Wie bereits erwahnt, wird z in der Regel als z = = + iy, x, y € R,
dargestellt. Es heifit x =: Re z der Realteil der komplexen Zahl z,

y =: Im z der Imaginéarteil .

ii1) Die Zahl z := x — iy heifit die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl

(vgl. Abbildung 10.3). Es ist

Z=2+y* R,

W=Ww,-1w,

Abbildung 1.3: Zur konjugiert komplexen Zahl.

iv) In Ubereinstimmung mit der Euklidischen Norm im R? heif}t

1z := 2?2+ y? =2z

der Betrag (oder die Norm) der komplexen Zahl z = x + iy.
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v) Die multiplikativ inverse Zahl berechnet sich zu (s.o.)
z

1 1 x .y z
—_— = Z _— — 1 —_
z o +y? x4y 2z

vt) Die folgenden Rechenregeln sind als Ubung leicht zu verifizieren:

zZ =z, ztw=ZzZ+w, Z-wWw=Z W,
1 1
Rez = §(z—l—z), Imz = Z(z—z),
z2€R & 2=172;
z| > 0, |z2]=0 <« 2=0;
[2120] = |z1f]22l ;
|21+ 20| < zi| 4 |z2|  (Dreiecksungleichung) .

1.2 Potenzreihen im Komplexen (Konvergenzradius; Konver-
genzkreis; Exponentialfunktion; trigonometrische Funktionen; Hyperbel-
funktionen)

Grob gesprochen kann bis auf eine Ausnahme im Korper der komplexen
Zahlen genauso gerechnet werden wie im Reellen.

Die Ausnahme ist: In C gibt es keine Ordnungsrelation ,,<” im Sinne der
Axiomatik aus Kapitel 4.1.

Allerdings ist der Betrag einer komplexen Zahl reell und die Betrige
von komplexen Zahlen kénnen mit ,,<” verglichen werden. Mit anderen
Worten: |z| < |w| ist auch im Komplexen definiert, wohingegen =z < w im
Komplexen nicht erklért ist.

Ersetzt man beispielsweise in Kapitel 7 die reellen Zahlen R durch die
komplexen Zahlen C, und tauscht man dabei die Betragsfunktion im
Reellen gegen die komplexe Betragsfunktion, so bleiben alle Definitionen
und Satze gleich, sofern nicht komplexe Zahlen durch ,,<” miteinander
verglichen werden (vgl. Ubungskapitel 10.5) mésten.

Beispiele.

i) Die Definition 7.2 kann unmittelbar auf den Fall komplexer Zahlen-
folgen iibertragen werden. Man erhélt genau Definition 9.9 fiir n = 2.
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ii) Die komplexe geometrische Reihe " 2™ (vgl. Satz 7.7) ist konver-

gent fiir |z| < 1 mit
- 1
Zzn - 1 '
n=0 T

Fiir |z| > 1 divergiert die Reihe, wobei auch im Komplexen die Punkte
mit |z| = 1 gesondert untersucht werden miissen.

i1i) Das Konvergenzkriterium von Leibniz (Satz 7.10) ist nicht auf den
komplexen Fall iibertragbar.

Definition und Konvergenzverhalten komplexer Potenzreihen.

Ebenfalls vollig analog zur reellen Situation ist eine komplexe Potenzreihe

eine Reihe der Form
[ee]

P(z) = Zan(z —20)" .

n=0
Die a,, € C sind die Koeffizienten, 2y heifit der Entwicklungspunkt.

Das komplexe Analogon zu Satz 8.1 lautet nun:

Satz 1.1. KONVERGENZ KOMPLEXER POTENZREIHEN

Es seien ein Entwicklungspunkt zy € C sowie Koeffizienten a,, € C, n € N,
fixiert.

Zu jeder Potenzreihe Y " an(z — 20)™ gibt es eine reelle Zahl p > 0 mit:

i) Im Fall p = 0 konvergiert die Reihe nur im Punkt z = zy, im (forma-
len) Fall p = oo konvergiert sie fiir alle z € C.

i1) Ist 0 < p < 00, so konvergiert die Potenzreihe punktweise auf
B,(z) :={2€C: |z — 2| <p}

(absolut gleichmajig auf jeder Kreisscheibe B,.(zp) mit 0 <1 < p) .



Kapitel 10. Komplexe Zahlen 9

iii) Ist 0 < p < 00, so divergiert die Potenzreihe fir alle z aus der Menge
{zeC: |z—2z|>p}.

iv) Die Zahl p heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe, B,(zo) (fir
p > 0) heifit der Konvergenzkreis.

v) Mit der formalen Vereinbarung % = 00, é = 0 qilt die Formel von
Cauchy-Hadamard
1
— = limsup +/|a,| .
P n—00
C
Divergenz
PN
/ B\\
/ \
ll x ‘
I
\ Zo /
\ /
\ /
N e
\\_//

Abbildung 1.4: Zum Konvergenzverhalten einer komplexen Potenzreihe: In der offenen
Kreisscheibe liegt Konvergenz vor, der (punktierte) Rand ist genau zu analysieren, aufler-
halb der abgeschlossenen Kreisscheibe divergiert die Reihe.

Wie ist exp im Komplexen definiert?

Die Exponentialfunktion ist im Reellen als die Potenzreihe

o0 n

exp(z) := Z %

n=0

definiert. Dies soll nun so verallgemeinert werden, dass die Exponential-
funktion auch als Funktion exp: C — C definiert ist, wobei im Spezialfall
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2z € R beide Definitionen iibereinstimmen sollen.

Da die reelle Exponentialfunktion als Potenzreihe fiir alle x € R konver-
giert, zeigt Satz 10.1 die Konvergenz der natiirlichen Verallgemeinerung

fiir alle z € C, d.h. es ist ein geeigneter Kandidat gefunden.

Die Frage nach anderen moglichen Kandidaten verneint der so genannte
Identitdtssatz fiir Potenzreihen.

Aus diesem folgt u.a., dass zwei Potenzreihen, die auf R iibereinstimmen,
notwendigerweise schon gleich sind. Insbesondere gibt es nur die obige
Moglichkeit, die reelle Exponentialfunktion zu einer Potenzreihe exp:
C — C fortzusetzen.

Gleiches gilt fiir die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus sowie
die Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus und Kosinus hyperbolicus.

Als Funktionen C — C erhalt man:

o0 1 .
exp(z) = Zﬁz :

n=0
. . - (_1)n 2n+1
Sln(Z) = ZWZ ,
n=0
cos(z) := Z (2n)'22 :
n=0 )
- 1
sinh(z) = Z—z2n+1,
|
“—~ (2n+1)!

- 1 2n
cosh(z) := Z(Zn)!z :
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1.3 Die Gaufische Zahlenebene (Eulersche Formeln; Polarkoor-
dinaten; geometrische Interpretation der komplexen Multiplikation; Ein-
heitswurzeln)

Die komplexen Zahlen sind in Definition 10.1 als reelle Zahlenpaare
versehen mit einer Korperstruktur eingefiithrt, wobei der Begriff Gaufische
Zahlenebene bereits gefallen ist.

Um die Geometrie der Gauflschen Zahlenebene zu verstehen, werden nun
mithilfe der Exponentialfunktion Polarkoordinaten diskutiert.

Eulersche Formeln und Polarkoordinaten.

In der Reihendarstellung des Sinus bzw. des Kosinus kann (—1)" durch
(%)™ ersetzt werden, d.h.

isin(z) = ‘a1 ano LG
cos(z) = E <2n)'(zz)2 :

n=0

und es gilt fiir alle z € C (die Reihen auf der rechten Seite ergeben exp(iz))
exp(iz) = cos(z) + isin(z) . (1)

Ersetzt man weiter in (1) z durch —z und beachtet, dass per definitionem
cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z), so folgt fiir alle z € C

exp(—iz) = cos(z) — isin(z) .

Zusammen ergeben sich die Eulerschen Formeln

1

cos(z) = §<exp(z'z)+exp(—i2)> ;

1
sin(z) = ?(exp(iz) — exp(—z'z))
?
(da die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion auch im Komplexen

gilt, ist sin®*(z) + cos?(z) = 1 eine unmittelbare Folgerung).
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Fiir z = x + iy, z, y € R, folgt aus (1) (setze y = z in (1))

exp(z) = exp(z) exp(iy) = exp(x)(cos(y) + isin(y)) . (2)
Insbesondere gilt fiir alle £ € R (man wihle x = 0 und schreibe y = t)

' := exp(it) = cos(t) + isin(t) . (3)

Identifiziert man komplexe Zahlen wieder mit dem R?, so bedeutet (3)

it o cos(t)
~ \Usin(¢) ) 7
d.h. die Funktion e’: R — C durchlduft in Abhingigkeit von ¢ die
Einheitskreislinie im R? (vgl. Abbildung 5.11).

Folgerung. Damit ist gezeigt, dass auch die Definition der trigonome-
trischen Funktionen als Potenzreihen mit der elementargeometrischen
Definition vertraglich ist.

Vorsicht.

i) Die Darstellung (2) zeigt, dass die komplexe Exponentialfunktion
nicht bijektiv sein kann (warum?).

i1) Die Eulerschen Formeln zeigen weiter, dass der komplexe Sinus und
der komplexe Kosinus nicht beschrénkt sein konnen (warum?).

Aus (2) folgt, dass jede komplexe Zahl z als
z=re"Y =r(cos(p) +isin(p)), 0<r, peR.

geschrieben werden kann.

Hierbei ist r = |z| die Léange des blau dargestellten Vektors in Abbildung
10.1 und ¢ =: arg z der Winkel im Bogenmaf, der mit der reellen Achse
eingeschlossen wird. ¢ heifit ein (man beachte die Periodizitéit der reellen
trigonometrischen Funktionen) Argument von z.
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Mit dieser Darstellung in Polarkoordinaten kann auch die Multiplikation
komplexer Zahlen in der Gauflschen Zahlenebene geometrisch interpretiert
werden:

Ist w = |w|e” und z = |z|e, so gilt
wz = |w]]z]e" ) = Jw||z[(cos(p +¢) + isin(p + 1)) |

d.h. bei der komplexen Mulitiplikation werden die Betrige multipliziert
und die Argumente addiert (vgl. Abbildung 10.5: In der Abbildung wird
21 = V2/2(1 +1i) = /2/2e™* — 1ot symbolisiert — mit 2z, = 2(—1 +
i) = \/2e"/* — griin symbolisiert — multipliziert. Das Ergebnis ist — blau
dargestellt — die Zahl —1 = ¢').

1.57

-0.5-

Abbildung 1.5: Zur Multiplikation in der Gauflschen Zahlenebene.

Einheitswurzeln.

Die Gleichung 2% = 1 hat die zwei reellen Losungen zgp = 1 und 2, = —1
und auch eine komplexe Rechnung liefert keine weiteren Losungen.
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Die Gleichung 2 = 1 wiederum hat im Reellen nur die Losung zg = 1.
Hier liefern Polarkoordinaten in der Gauflschen Zahlenebene unmittelbar
weitere komplexe Losungen.

Sind namlich

zn = V=1,
5 = ot (0+3) :
Z9 = i (0+75) ,
so gilt (siehe Abbildung 10.6)
X=2l=2=1

Abbildung 1.6: Die drei Losungen der Gleichung 23 = 1.

Man beachte, dass die Fortfiihrung

(067 ; (0487 (2x
Z3 = 62(0+ 3 ) f— eZ(O+27T) , 2'4 — 62(0+ 3 ) f— ez( 3 +27T) ,

aufgrund der Periodizitit von e wieder auf 2y, z; und 2o fiihrt. Es gibt
genau diese drei Losungen.
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Allgemein gilt: Es gibt genau n verschiedene komplexe Zahlen zy, ..., z,_1,
die der Gleichung 2" = 1 geniigen. Sie heiflen Einheitswurzeln und berech-
nen sich zu

- 21k

zp=¢€""mn , k=0,1,...,n—1.

1.4 Der Fundamentalsatz der Algebra (Zerlegung in Linear-
faktoren)

Wie oben gesehen, hat die Gleichung 2" — 1 = 0 genau n komplexe Losun-
gen. Die allgemeine Frage nach der Losbarkeit algebraischer Gleichungen

beliebigen Grades beantwortet der so genannte Fundamentalsatz der
Algebra.

Satz 1.2. FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA

Es sein € N und
pn(2) = ap2" + ap12" - a1z + ag

ein Polynom n'" Grades (a, # 0) mit komplezen Koeffizienten a; € C,
1=1, ..., n.

Dann hat das Polynom p,, mindestens eine Nullstelle A € C, d.h. p,(X\) = 0.

Man nennt den Korper der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen.

Mithilfe von Satz 10.2 kann ein Polynom sukzessive in Linearfaktoren
zerlegt werden:

Ist ndmlich X\ eine Nullstelle von p,, so ist nach einer Polynomdivision
pn(2) = (z — AN)pn_1(2), wobei p,_1 ein Polynom vom Grad n — 1 ist,
welches im Fall n > 2 nach Satz 10.2 wieder eine Nullstelle hat (nicht
notwendig verschieden von der ersten).

Man erhalt schliefllich
n(2) = an(z = M) (z = X)F2 (2 = M)
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Dabei ist
Nor<n, ki+k+---+k=n
und fiir i = 1, ..., r sind die \; die Nullstellen von p,(z) mit der Vielfach-

Werden die Nullstellen mit ihrer Vielfachheit gezéhlt, so hat p,(z) genau
n Nullstellen (nicht notwendig verschieden) in C.

Das folgende Korollar ist ein wichtiger Spezialfall, auf den man sich spéter
beispielsweise bei der Diskussion gewoOhnlicher Differentialgleichungen
noch mehrfach beziehen wird. Der Beweis kann als Ubungsaufgabe gefiihrt
werden.

Korollar 1.1. PoLYNOME IN C MIT REELLEN KOEFFIZIENTEN

Es sein € N und
Pu(2) = 42" + ap 12"+ a2+ ag

ein Polynom n'*™ Grades (a, # 0) mit reellen Koeffizienten a; € R, i =1,
c, T

Ist A € C eine Nullstelle von p,, so ist auch die konjugiert komplexe Zahl
X\ eine Nullstelle von p,,.

1.5 Ubungsaufgaben zu Kapitel 10
Aufgabe 1. Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil der komplexen Zahlen

i) (1 4+4) 4+ (7—34), ) (L+4)(1—1), iid) (V2 —4)(1+1)?

1 1+ L (24 1D)(3—20)(1+ 29)
v V1D (1—i)

iv)
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Aufgabe 2. Rechnen Sie die Eigenschaften vi), Kapitel 10.1, zu Betrag
und Konjugation nach.

Aufgabe 3. Untersuchen Sie, welche Definitionen und Satze aus Kapitel 7
auf den komplexen Fall iibertragbar sind.

Aufgabe 4. Zeigen Sie:

cosh(iz) = cos(z), cosh(z) = cos(iz)
sinh(iz) = isin(z), sinh(z) = —isin(iz) .
Aufgabe 5.
i) Bestimmen Sie den Betrag und das Argument in [0, 27) der komplexen
Zahlen
1+i, (1—4)? und e'2.
ii) Losen Sie die Gleichung 22 — 8 = —4iz mithilfe einer quadratischen
Ergdnzung.
Aufgabe 6.* Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung z* = i und

veranschaulichen Sie das Ergebnis in der Gauflschen Zahlenebene.

Aufgabe 7.* Zeigen Sie Korollar 10.1.
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Aufgabe 8. Machen Sie sich in Threm Computeralgebrasystem mit kom-
plexen Polarkoordinaten und Wurzeln vertraut.

Lésungshinweise zu den Ubungsaufgaben.

Aufgabe 6. Es ist i = ¢™/2, folglich sind

s ; us 3m
p=¢5, z = 5 +7)

T4z g iz
8 2), 22—6( , 2’3—6(8

die vier Losungen der Gleichung (siche Abbildung 10.7).

C

Abbildung 1.7: Die vier Losungen der Gleichung 2* = 1.

Aufgabe 7. Fiir ein Polynom mit reellen Koeffizienten gilt: Ist
pn(>‘) = a,\" + an—l)\nil +--+aA+ap=0

und gilt a; € Rfiire =1, ..., n, so folgt wegen zw = zw und z + w = Z+w

0= pn()‘) = an/_\n + an—lj\n_1 + -+ al;‘ +ap = pn(j\) )
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demnach ist mit A auch X eine Nullstelle von p,.

19



