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Kapitel 1.

Einfiihrung und Ausblick

Ist m eine ganze Zahl, dann gibt es nach dem Fundamentalsatz der Aritmetik

eine natiirliche Zahl n und Primzahlen p, ..., p, sodass m = £ ][, p;.

Ist allgemeiner A ein Integritatsbereich und a € A, dann heifit a eine Finheit,
falls es ein inverses Element b € A beziiglich der Multiplikation besitzt, d. h.
ab = 1. Wir schreiben A* fir die Einheitengruppe von A. Ein Element 7 € A
heifit Primelement, falls gilt: ,Sind a,b € A, dann gilt: Ist 7 | ab, so ist 7 | a
oder 7 | b*.

Ist A ein Hauptidealring, so ist jedes a € A ein Produkt a = umy - - - 7, mit
u € A* und Primelementen 7y, ..., 7, € A. Die Faktorisierung ist eindeutig
bis auf Reihenfolge und Ersetzen von 7; durch vr;, wobei v € A*.

Wir wollen uns zunéchst mit der Frage beschéiftigen, inwieweit wir eine
Primfaktorzerlegung in einem Zahlkérper K haben. Dabei stoflen wir auf
folgende Probleme:

(i) Ein Faktorisierungsbegriff fiir Kérper ergibt nur Sinn in Teilringen, z. B.
7. C Q. Wir brauchen also ein Analogon O fiir den Ring der ganzen
Zahlen.

(ii) Da die eindeutige Primfaktorzerlegung im Allgemeinen nicht gilt, brauchen
wir ein Mafl inwieweit sie fehlt. Das wird auf den Begriff der ,,Klassen-
gruppe* fithren.

(iii) Die Faktorisierung ist nur bis auf Einheiten eindeutig. Fiir ein vollstdndiges
Verstandnis der Arithmetik unseres Zahlkérpers K brauchen wir die
Struktur der Einheitengruppe Oj.



Kapitel I. Einfiihrung und Ausblick

1. Der Ring der ganzen Zahlen eines Zahlkorpers

Sei K ein algebraischer Zahlkorper, d. h. eine endliche Koérpererweiterung von
Q. Jedes Element o € K erfiillt eine Gleichung 0 = o™ + a,_1a™" ! + -+ + ag
mit rationalen Zahlen ay, ..., a,_1. Eine Zahl « heifit ganzalgebraisch, falls die
Koeffizienten ay, ..., a,_1 ganze Zahlen sind.

Beispiel I.1: Es sei K = Q(v/d), wobei d eine quadratfreie ganze Zahl sei. Dann
ist jedes Element o € K von der Form o = a4+ bV/d. Ist & = a +bv/d mit b # 0,
dann ist

Pa = X? —2aX + (a® — db?).

Es ist a € Ok genau dann, wenn 2a € Z und a? — db* € Z. Damit ist

B Z[V/d), falls d = 2,3 (mod 4),
BT\ zZ[(1+Vd)/2), fallsd=1 (mod 4).

Beispiel I.2: Seien d eine ganze Zahl und (4 = exp(27i/d). Ist k = Q[(4], dann
ist Ox = Z[(4). Details spéter.

2. Faktorisierung

Sei A ein Integritatsbereich. Ein Element a € A heifit irreduzibel, falls gilt:
»oind b, c € A und ist a = be, dann ist b € A* oder ¢ € A*“. Nun ist A faktoriell,
falls jedes Element eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente besitzt.
Ist Ok faktoriell? Im Allgemeinen nicht.

Beispiel 1.3: Wir betrachten den Ring R = Z[/—5]. Dann sind
6=2-3=(1+v=5)(1—v=5)

Faktorisierungen in irreduzible Elemente. Die Elemente 2,3,1 £+ +/—5 sind
irreduzibel und paarweise nicht assoziiert. Um das einzusehen, benutzen wir
die Normabbildung

N: Q[V-5] — Q, a+bv—=5+— a® + 5b°

Die Normabbildung ist multiplikativ. Ein Element o € R ist eine Einheit genau
dann, wenn N(a) =1, d.h. R* = {£1}.

Angenommen 14 +/—5 = a3, dann ist N(1++/—5) = 6 = N(a)N(3). Damit
muss N(«) € {1,2,3,6} gelten. Die Zahlen 2 und 3 sind nicht in der Form
a®? + 5b® mit ganzen Zahlen a und b darstellbar. Ist N(a) = 1, dann ist «



2. Faktorisierung

eine Einheit und ist N(a) = 6, dann ist 3 eine Einheit. Folglich ist 1 + /=5
irreduzibel. Véllig analog geht man die Elemente 2,3,1 — /=5 durch.

Zwei Elemente a,b aus R sind assoziiert, wenn es u € R* mit au = b
gibt. Damit ist N(au) = N(a)N(u) = N(b) und wegen N(u) € {£1} sind
insbesondere 1 4 /=5 nicht assoziiert zu 2 oder 3 und 1 4 /=5 ist nicht
assoziiert zu 1 — 1/—5.

Wir lesen aus R* = {£1} auflerdem ab: Ein Element o € R ist genau zu «
und —a assoziiert.

Was geht in diesem Beispiel schief? In R sind nicht alle irreduziblen Elemente
auch prim. Im Beispiel teilt 1 + /=5 zwar 6 = 2- 3, aber 1 +/—512,3.

Was konnen wir retten? Betrachte 210 = 6 - 35 = 10 - 21. Naiv gesprochen ist
die Faktorisierung nicht eindeutig in Z. Tatséchlich ist

210=(2-3)-(5-7) = (2-5)- (3-7).

Der Mathematiker Kummer hatte dazu die Idee, dass mehr Primzahlen erfor-
derlich sind. Im Beispiel 6 = (p1 - p2) - (ps - pa) = (p1 - p3) - (p2 - pa). Diese p; hat
Kummer ,ideale Primfaktoren® genannt. Was soll ein ,idealer Faktor® a sein?

(i) a soll durch die ganzalgebraischen Zahlen, die es teilt, bestimmt sein.

(ii) Teilbarkeit soll wie gewohnt funktionieren, d.h. a | 0, ,,Sind a,b € Ok
und gilt a | @ und a | b, dann gilt a | @ £ b“ und ,,Sind a,b € Ok und gilt
a | a, dann gilt fur alle b € Ok auch a | ab®

(iii) a soll prim sein, falls gilt: ,Sind a,b € Ok und gilt a | ab, dann gilt a | a
oder a | b“

Dedekinds Vorschlag fiir ideale Faktoren war: Definiere a als Teilmenge von
Ok und setze a | b genau dann, wenn b € a. Heutzutage nennen wir ,ideale

Faktoren“ schlicht Ideale. Ideale Primfaktoren heiflen heutzutage Primideale.
Sind a,b C Ok Ideale, dann heifit

ab = {Zaibi:ai Ea,bie b}

das Produkt der Ideale a und b. Sind a = (ay,...,a,) und b = (by,...,by),
dann ist
ab = (albl, ce ,aibj, ceey anbm)

Mit der neuen Definition retten wir die eindeutige Faktorisierung: Das von
a erzeugte Hauptideal («) ist das Produkt (a) = p;---p, fir Primideale

pla"'apngoK-
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Im Beispiel ist
(6) = (27 1+ \% _5)(2a - \% _5)(3a I+ \% _5)(37 1- \% _5) = P1pa2Pspy.
Genauer sind pipa = (2), pspa = (3), prps = (1 4+ +/=5) und paps = (1 — V=5).

Wir rechnen zum Beispiel nach, dass
(2,14++v=5)(2,1 —v/=5)=(4,2 —2v/—5,24+2V/=5,6) C (2),

da jeder Erzeuger von 2 geteilt wird.

Umgekehrt ist 2 = 6 — 4 € (4,2 — 2v/=5,2 + 2y/=5,6), was die andere
Inklusion zeigt.

Die Ideale pq, ..., p4 sind prim. Zum Beispiel da

7. — 7]v/-5]/(3,1 — /=5)

surjektiv ist und den Kern (3) hat, gilt Z[v/—5]/(3,1 — v/=5) = Z/(3). Weiter
ist Z/(3) ein Integritétsbereich, also ist ps prim. Da Z/(3) sogar ein Korper
ist, ist (3,1 — +/—5) tatséchlich ein mazimales Ideal.

Wie weit haben wir uns von dem entfernt, was wir eigentlich wollten; ndmlich
der Primfaktorzerlegung von Elementen? In anderen Worten. Wie viele ,ideale
Zahlen“ haben wir den ,jechten Zahlen“ hinzugefiigt? In gewissem Sinne nur
endlich viele: Es gibt eine endliche Menge S von Idealen, sodass jedes Ideal
von der Form a(a) fiir a € S und a € O ist. Noch besser: Wir konstruieren
eine Gruppe J von , gebrochenen Idealen“, in der die gebrochenen Hauptideale
(a) = aOk fir a € K* eine Untergruppe P von endlichem Index bilden.

Der Index von [J : P] heifit die Klassenzahl hx von K. Wir werden sehen,
dass hx = 1 genau dann gilt, wenn O ein Hauptidealring ist und dass hyx =1
genau dann gilt, wenn O faktoriell ist.

3. Einheiten

Anders als der Ring der ganzen Zahlen Z kann Ok unendlich viele Einheiten
haben. Zum Beispiel ist 1 +1/2 € Z[v/2] eine Einheit [(1 4+ v/2)(—14+v/2) = 1],
und 1+ /2 hat unendliche Ordnung, denn (1 ++/2)™ # 1 fiir alle m € Z — {0}.
Genauer haben wir den folgenden Fakt: Z[v/2] = {&(1 +v2)™ | m € Z}.
Bezeichnet P(K) die Gruppe der Einheitswurzeln von k, dann haben wir als
abelsche Gruppen die Isomorphie O = P(k) x Z.".
Einige Anwendungen der Theorie sind:

(i) Mit algebraischer Zahlentheorie ldasst sich ein Algorithmus zur Bestimmt
und Galoisgruppen fiir beliebige algebraische Koérper formulieren.



3. Einheiten

(ii) Fermats letzter Satz (1637): Fiir eine ganze Zahl m > 3 hat die Gleichung
™ 4 y™ = 2™ keine Losung (z,y, 2) € Z3 mit xyz # 0.

Der Versuch, Fermats letzten Satz zu beweisen, war eine Motivation zur
Entwicklung der Algebraischen Zahlentheorie. Der Beweis von Andrew Wiles
(1994) geht tber die Methoden der Algebraischen Zahlentheorie hinaus.

Satz 1.4 (Fermat fiir n = 3): Die Gleichung x° + y* + 2% = 0 hat keine ganz-
zahligen nicht-trivialen Lésungen, d. h. xyz # 0.

Der Beweis dieses Satzes erfordert einiges an Vorbereitung. Im Folgenden
bezeichne w = (—1 + v/3)/2 = exp(27i/3) eine dritte Einheitswurzel, d.h.
w? +w+1 = 0. Setzen wir a = —z/y, dann kénnen wir die Losungen der
Gleichung o — 1 mit w direkt angeben, es ist ndmlich

o’ —1=(a—1)(a—w)la—w?.
Damit schreiben wir die Gleichung aus um zu
—2% = (2 + y)(x + wy)(z + w?y).

Der Ring Z[w] ist ein euklidischer Ring, insbesondere also ein Hauptidealring
und damit gibt es in Z[w] eine eindeutige Primfaktorzerlegung. Die zugehoérige
Normfunktion ist

N(a+bw) = a* — ab+ b* = |a + bwl|?.

Die Einheiten in Z[w] sind Z[w]* = {1, w, +w?}. Setzen wir A 1= 1 — w,
dann ist N(A) = 3, d.h. A muss ein Primelement in Z[w] sein. Wir haben

Z[w]/(A) = {[=1], [0], [1]}-

Lemma LI.5: Sei x € Z[w] mit x t X. Dann ist z° = +1 (mod \?).

Beweis: Es gentigt den Fall z = 1 (mod \) zu zeigen. Andernfalls ersetze x
durch —z. Schreibe also = 1 + bA mit b € Z]w]. Dann ist

2? —1=(1+0\—1)(1+bX—w)(1+b\—w?)
= DA + bA) (—w? A + b))
= A3b(1 + b)(b — w?)

Nun sind b, 1+b, b—w? modulo X paarweise verschieden, also ist [b][1+0][b—w?]
[0]. Das erzwingt aber 23 — 1 =0 (mod \*).

oo
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Gilt A f zyz, so ist
Py =+1+1+1=4loder£3#£0 (mod N?).

Ist also 2% + 93 + 23 = 0 mit zyz # 0, so folgt dass A eines der z,y, 2 teilt.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit teile A unser z, also z = \"2Z mit A { 2
und n > 1.

Lemma 1.6: Sind z,y, 2 € Z|w] mit xyz # 0 eine Lisung von
2+ P a2 =0,
wobei € € Zlw|*, A1 2, n>1 und ggT(z,y) =1, so folgt n > 2.
Beweis: Seien z,y, 2 und € wie im Lemma. Dann ist
—eXB =2 4P =4+14+1  (mod \Y).

Da +2 nicht durch A teilbar ist, folgt —eA*"2% = 0 (mod A\*) und damit ist
n > 2. O

Lemma 1.7: Seien x,y,2 € Z|w] sodass A\ { zyZ paarweise teilerfremde Lé-
sungen von z° + y> + X323 = 0 fir n > 2 und € € Z[w]*. Dann gibt es
oy 2 € 7 paarweise teilerfremd mit A t 2'y'Z und £ € Z[w]*, sodass
" 43+ N8 = 0 gilt.

Beweis: Seien x,y,2 und € wie im Lemma. Aus 1 = w = w? (mod \) folgt
T+y=x+wy=x+w?y (mod \). Also ist

—eX"23 = (x4 y)(z + wy)(z + Wy).

Da die linke Seite kongruent zu Null modulo X ist, ist wenigstens einer der
Faktoren auf der rechten Seite ein Vielfaches von A. Nach Voraussetzug ist
jeder Faktor damit ein Vielfaches von .

Die Quotienten (z + y)/A, (z + wy)/X und (z + w?y)/\ sind paarweise
teilerfremd, denn

r+y—(rtwy) =Xy, wlt+y) - (r+wy) =-Az,

und damit ist ggT((x + y)/A, (x +wy)/A) | ggT(x,y) = 1. Fir die anderen
Paare verfihrt man analog.
In der Faktorisierung

1A +y\ [ +wy\ [+ w0y
e () (2120
: © A A A

10



4. Kettenbriiche und Pellsche Gleichung

ist genau ein Faktor durch A\*™~Y teilbar. Wir nehmen an, dies ist (z + y)/A.
Andernfalls ersetzen wir y durch wy oder w?y. Jetzt sind

z+y=a X0 4wy =’ 4wy =g\

mit Einheiten e1, €9, 5 € Z[w]* und paarweise teilerfremden Eisensteinzahlen

a,b,c € Z|w], sodass A { abec. Daraus erhalten wir
0=x+y+wx+wy) +w(z+w’y) = X726 + eowAb® + 30\

Also folgt 0 = ¢ + £40® + e5A*"1a® mit A f a,b, c und ¢4, &5 € Z[w]*. Modulo
A2 ergibt sich

0=c +eb>=+14+¢4 (mod N?).
Einsetzen von g4 € {+1, *w, +w?} liefert e, = +1. Mit 2’ = ¢, v/ = g4b und
2 = a erhalten wir 23 + 3 + g5 \3=1 28 = . O

Beweis : Wir zeigen allgemeiner: Die Gleichung 23 + y3 + 2% = 0
hat keine Losung x,y, z € Z|w| und € € Z[w]* mit zyz # 0. Nach den vorheri-
gen Uberlegungen wissen wir, dass wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen kénnen, dass z = A3"2 mit n > 2. Wir erhalten eine Losung von

2+ P + a2 = 0. (L1)

Sei nun n minimal, sodass |Gl. eine Losung x,y, 2 € Z|w], sodass x,y, 2
paarweise teilerfremd und alle verschieden von Null sind und mit € € Z|w]*.

Nach hat nun auch fiir n — 1 eine Losung im Widerspruch

zur Minimalitat von n. ]

4. Kettenbriiche und Pellsche Gleichung

Das Leitproblem dieses Abschnitts ist, alle ganzzahligen Losungen der Pellschen
Gleichung 2% — dy? = 1 fiir ganzzahlige d zu finden.

Bemerkung 1.8: Ist c eine ganze Zahl und d = ¢, dann hat die Gleichung
2? — dy* = (z — cy)(z + cy) = 1 genau die Losungen (z,y) = (£1,0).

Wir beschrédnken uns also im Folgenden auf den Fall, dass d kein Quadrat
ist. Der Zusammenhang zwischen der Pellschen Gleichung

2’ —dy’ = (z + Vdy)(x — Vdy) = 1

11
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und dem Ganzheitsring Ok, wobei K = Q[v/d], erschlieBt sich in der Faktori-
sierung: Die Losungen dieser Gleichung geschrieben als = 4 v/dy sind genau die
Einheiten von Z[v/d] C Ok der Norm 1. Die Losungen der Pellschen Gleichung
bilden als Kern eines Gruppenhomomorphismus also eine Untergruppe von

Z[Vd)*.
Definition 1.9 (Kettenbriiche): Der endliche Kettenbruch [ay, ..., a,] mit Teil-
nennern a; € R, a; > 0 fiir ¢ > 1, ist rekursiv definiert durch

1

-1 -
a
1+a2+%

lag] == ag, lag,---,ani1] = [ao, ... an + 1/an1] = ag +

Algorithmus 1.10 (Kettenbruchalgorithmus): Sei « eine irrationale Zahl. Schrei-
be |a] = max{z € Z | z < a} fir die GauBklammer und {a} — a — |« fir
den nichtganzen Anteil von o =: /3.

(i) Setze ag := |, 1 =1/(a —ap) = 1/{a}. Es gilt a = [ag, £1];
(ii) Fir n > 1 setze a,, 1= |Bus1], Bn == 1/(Bn — |Bn]) = 1/{6,}. Es gilt

a=lag,...,an, Bni1]-
Beispiel I.11: Sei a = /2~ 1,4142... Dann sind
e ap=1 5 =v2+1,
o a=[A] =2 0=+v2+1,
o ay=2,33=+2+1,
und so weiter. Die Kettenbruchentwicklung von /2 ist also [1,2,2,...] = [1,2].

Satz 1.12: Seien aq,...,a, reelle Zahlen und seien a; > 0 fir ¢ > 1. Setze
po=0,q9=1,p_1=1undq_1 =0. Definiere induktiv

Pivr Pi\ _ [Pi Pic1) (@i 1) _ ﬁ a;j 1 _
Tit1 G T Qi1 Loy g\l 0
Dann gilt |ag, . .., an] = Dn/n.

Beweis: Ausgeschrieben sind p;1 = a; 1 1p; + pi—1 und qi41 = a;41¢; + ¢i—1. Wir
zeigen die Behauptung via Induktion nach .

Fiir ¢ = 0 haben wir [ao]:%:z—g.ﬂirizlhaben wir
P11 aap +1 1
— = ————=0ay+ — = |Qy,
@ wl+a T a0, a1

12
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Sei die Behauptung wahr fiir alle Kettenbriiche der Lange kleinergleich ¢. Dann
ist

1

Qiy1

]

lag, ... ,a;41] = [ag, ..., a; +

= [ag, ..., a]

) 9

1
g —p, (Gt g Pt i piy
G 01t dio (@it a1-1+1 Jdi-1+ Gi2 Qi+

Wir bemerken, dass die Folge der Nenner ¢; monoton steigt.

Bemerkung 1.13: Ist & = p/q mit ganzen, teilerfremden Zahlen p und ¢, wobei
q > 0, so bricht der Kettenbruchalgorithmus nach endlich vielen Schritten mit
p/q = [ag,...,a,] ab.

Um das zu sehen, schreiben wir p = qd + r mit d,r € Z und 0 < r < ¢ nach
Division mit Rest. Dann sind ay = |a] = |p/q| = |d+ (r/q)| = d, {a} =71/q
und f; = ¢/r. Dies ist wieder ein gekiirzter Bruch, d.h. Zahler und Nenner
reproduzieren den euklidischen Algorithmus.

Satz 1.14: Fir o € R — Q konvergiert die Folge der n-ten Konvergenten gegen
a.

Beweis: Sei n eine naturliche Zahl. Dann haben wir

la — [ag, - - -, an)| =@, - - - s an, But1] — [ao, - -, an)|
PrbBns1 + Pr1 _ Pn
GnBnt1 o1 n
GnPn—1 — Pnln-1

Qn(Qnﬁn—H + Qn—l)

1 1 1 1
<

G (@Brs1 + @n-1) ~ @@t + 1) @y @

denn ¢.pp_1 — pngn_1 =det(52 271y = (=1)" und Bus1 > |Bns1] = anyr. O

Bemerkung 1.15: Wir entnehmen dem Beweis von auBerdem, dass
lo = (pn/qn)] < q;%. Gemessen an der Grofie des Nenners erhalten wir eine
quadratische Approximation von .

Die Kettenbruchentwicklung von 7 ist 7 = [3,7,15,1,292,11,1,2,...], d.h.
die ersten Néherungsbriiche sind 3, 22/7, 333/108, 355/113 und die vierte Kon-
vergente 355/113 = 3,14159292. .. ist bereits eine recht gute Approximation
von T.

13
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Satz 1.16 (Thue-Siegel-Rot): Sind o € R algebraisch und € > 0, so gibt es fir
jedes ¢ > 0 nur endlich viele teilerfremde ganze p und q, wobei ¢ > 0, mit

P C
‘ < q2+5 :

Dieser Satz bescherte Rot 1958 eine Fields-Medaille.

Satz 1.17: Seien a € R — Q und p,q € 7., q > 0, teilerfremd mit

Dann ist p/q eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von c.

Beweis: Sei p/q = [ao, .. ., a,] die Kettenbruchentwicklung von p/q. Wir haben
die Wahl

[ ] lag,...,a, —1,1], falls a, > 2,
= =lag,...,a,] =
q 0 lag,...,an,—1 +1], fallsa, =1,

zu schreiben, sodass wir die Paritat von n so wahlen kénnen, dass es ein
0 <9 <1 gibt mit

)
a—=-=(-1)"—.
. (-1) 5
Schreibe nun
o = [CLO a ’Y] — pn7y +pn—1
o GnY + @1’
: __ %Gn—-1—"Pn—
wobei v = W € R. Aus
(—U"i _ PPyt e GeiPa = Pacide _ (2"
2¢? ¢ Yt G GVt @) Vgt ga)
was dquivalent ist zu d(yq + ¢,—1) = 2¢, erhalten wir v =2/§ — ¢,,_1/q > 2 — 1.
Mit v; = [@it1, - - -, an, y] erhalten wir 4; > a;41 > 1 und
€T = [a07 e 7an7f>/] = [(10, <oy Gy, [ai+17 re. 7an7’7H = [a07 e 7ai77i+1]-

Also ist der ganze Anteil von ~; genau a;. Dies gibt den Anfang der Kettenbru-
chentwicklung von x. 0J

14



4. Kettenbriiche und Pellsche Gleichung

Zurtick zur Pellschen Gleichung: Sei a,b > 0 eine Losung der Pellschen
Gleichung. Dann gilt

a
Z_Vdl =
-V

a—0bvd| 1 oL

b bla+bvd) 20
genau dann, wenn 2b < a+bv/d ist. Das ist aquivalent zu 2—2v/d < (a/b) —V/d,
was wahr ist, wegen 2 — 2v/d < 0 und (a/b) — v/d > 0. Das heiit aus Losungen

der Pellschen Gleichung erhalten wir gute Approximationen von v/d. Diese sind
Konvergenten der Kettenbruchentwicklung von v/d.

Beispiel 1.18: Ist a = v/3, dann sind
1 V3+1
ag = 17 = = ,
’ h=E 2

1 2
alzl /82: g :\/§—|—l
Y f - )
V3l V3-—1
1

as = 2, 532\/5_1:51»

also ist /3 = [1,T,2]. Wir haben das Schema

€ Qn | Pn | 4n pi — 3(]731
-2 —10 11 -3
-1/—111]0 1
0 11111 -2
1 11211 1
2 12|52 -2
3| 1] 714 1
4 |2 (19|11 -2

Beobachtung 1.19: Die Kettenbruchentwicklung von /3 ist periodisch und
liefert Losungen der Pellschen Gleichung. Wie verhélt sich das fiir allgemeines

Vd?
Lemma 1.20: Seien d € N kein Quadrat und o := v/d = [ag, ..., an_1, Bn].

Dann gilt
8, = P +d
EN
mit P, und Q. in 7, definiert wie folgt:
d — P2
Py=0, Pey1=arQr — Py, Qo=1, Q1= Tk“
k

15
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Beweis: Wir zeigen die Aussage per Induktion. Der Induktionsanfang k& = 0 ist
klar. Gilt die Behauptung fiir ein k, dann haben wir

1
K —
— 1 _ Qr _ Qk(\/E+Pk+1) _ \/E+P]€+1
P’“QLI:/Q — ay Vd 4+ Py — a;Qy d— PZ, Qrr1

und der Induktionsschritt ist vollzogen. Bleibt zu zeigen, dass die P, Q) tat-
séchlich ganze Zahlen sind. Es ist Q.Qy_1 = d — P?, also Qy, | d — P?. Damit
ist ; auch ein Teiler von

d— Pl =d— (P — Qrar)’ = d — P} — Q1(2a; + Qrax)
und Q41 € Z. 0J
Lemma 1.21: Es gilt P, = Py und Q1 = Qi1 genau dann, wenn Qp = 1.
Beweis: Ist Q; = 1, dann ist 8y = P, + Vd, d.h. a), = | Br| = Pr + ag. Also ist
Pon=arQr — Py = ap = acQo — Fy = P

und Qpi1 = (d— P2,,)/Qr = (d — P?)/Qo = Q1. Seien umgekehrt Py = Py
und Qxy1 = Q4. Dann ist

d— P? d— P2,
s Q e Q = 7—’_7
Qo L,
d.h. Qo = Qr = 1, was wir zeigen wollten. 0

Lemma 1.22: Fiir k € N gilt P? — dg? = (—=1)*"'Qpy1.

Beweis: Wir schreiben

DPkBrt1 + Di—1
\/&:Oé: [a07"'7ak7/8k+1] - +—
QBri1 + Qrit

P d . .
Umformen von S = % und Einsetzen ergibt

dqy + Pry1pe — Qre1Pe—1 = (Pk — Prr1qr — Qk-ﬁ-IQk—l)\/E-

Da die linke Seite eine ganze Zahl ist und der Vorfaktor von v/d auch eine
ganze Zahl ist, aber v/d irrational ist, muss die ganze Gleichung Null sein. Also
ist

0 = pr(pr — Per1qe — Qr1qr—1) — (dgr — Priapr — Qr+1Pk—1)
= P — dgp + Qus1(qkPe-1 — PrGe-1) = Dy — daj + (=1)*Qps1. O
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4. Kettenbriiche und Pellsche Gleichung

Ist Qry1 = 1, so erhalten wir also tatsichlich p? — dg? = (—1)**1, d. h. eine
Losung der Pellschen Gleichung. Fiir Losungen der Pellschen Gleichung miissen
wir also noch die Periodizitit der Kettenbruchentwicklung von v/d zeigen.

Lemma 1.23: Sei 0 € Gal(Q(V/d)) mit o(a+ bvd) = a — bVd, wobei a,b € Q.
Firk >1 gilt 8y > 1 und —1 < o(Bx) < 0.

Beweis: Per Definition ist 8.1 = {8x} ' > 1. Die zweite Ungleichung zeigen
wir per Induktion nach k. Fir & =1 ist

e S

Vd+ | Vd]

und Vd + L\/E > 1. Gilt die Induktionsbehauptung fiir ein k£, dann haben wir
—1 <o (Brs1) = [o(Bx) — [BJ]7" <0, da o(Br) € (—1,0). O

o(f) =o(Vd— [Vd]] ") =

Lemma 1.24: Firk >1 gilt 0 < P, < Vd und 0 < Q) < 2V/d.

Beweis: Angenommen (), wire negativ. Dann hétten wir

P, —d Py +Vd

=0(Br) <0<1< B =

Qr Qk
was zur Folge hétte dass P — Vd> P, + \/c_l, was absurd ist. Damit ist Q) > 0.
Wegen
d— P P d
u:_(,(@k)<1<5k:ﬂ7
Qk Qk

ist 0 < (\/E—f—Pk)/Qk — (\/E— Pk)/Qk = 2Pk/Qk und damit 0 < b
Da o(B) = (Py — Vd)/Qr < 0 ist P, < v/d. SchlieBlich lesen wir aus
B = (P +Vd)/Qy > 1 ab, dass Qy < P, + Vd < 2V/d. O

Insbesondere gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir die P, (g, also auch
fir die fBg. Es gibt deshalb k,r > 1 sodass 3, = [Bgy,. Mit Blick auf Lemma
[.4.14 brauchen wir r = 1. Das liefert uns den folgenden Satz:

Satz 1.25: Es gibt s > 0, sodass v/d + |Vd| = [2aq, . . ., a,]. Insbesondere ist

\/C_l = [ao,m] und 5s+2 = f.
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Kapitel I. Einfiihrung und Ausblick

Beweis: Wir setzen

1 — J—
yk::{m_ﬁ1>17 fallsk‘_(]7

T = e > L fallsk>1.

Es gelten nun die Rekursionen

1 d_a% \/— 1
= = =Vd+ay=Vd+ [Vd] =2a0+ —,
. Vd—P Vd—ag ’ V] T

d—pP?

Yoot = Qi o Vd+ P
k+1 = = =
" \/C_i—Pk-H \/E—Pk-s-l o
Vd+a,Qr— P, Vd— P 1
= = —+ QA — ag + —.
Qk Qk Yk

Daraus folgt

L | = 2a9, falls k=0,
Il = N on falls ko> 1.

Nun sei 1 <r € IN minimal, sodass ¢t > 1 existiert mit y, ¢ = y,. Angenommen,
r > 1. Dann wére
1 1 1

Yr—1 = = =
Yr — Qr—1 Yr — Lyrj Yr4t — Lyr—&-tJ

= Yr—1+4t»

und r doch nicht minimal. Damit ist » = 1 und y;.4 = y;. Mit s ==t — 1
erhalten wir ys1o = y1, insbesondere 5 = [,,9. Dies liefert den Startpunkt der
Periodizitéit der Kettenbruchentwicklung von v/d = [ag, @1, Gsg1]. Weiter
gilt a1 = |Ysr2] = |y1] = 2a0, so dass wir das gewiinschte Ergebnis v/d =

lag, ai, ..., as,2ag] erhalten. O

Korollar 1.26: Die Pellsche Gleichung x* — dy* = 1 hat eine nicht-triviale
Losunyg.

Satz 1.27: Sein € N minimal mit (—1)""Q,+1 = 1. Dann sind alle Lisungen
der Pellschen Gleichung x* — dy? = 1 gegeben durch

x+Vdy = £(p, + . Vd)' (L€ 7).

Beweis: Seci ¢ = p, + ¢,Vd > 1. Da +(x + yVd)~! = +(x — yv/d) diirfen wir
=+ yv/d > 1 annehmen. Wir zeigen, dass es m € N mit x + yv/d = ¢ gibt. Es
gibt m € N mit €™ < z++/dy < €™, also auch 1 < :E+y\/3) < . Wir setzen
zo 4+ yovd := e (z + yv/d). Weiter ist 1 = 22 — dy2 = (zo + Vdyo ) (zo — Vdyo).
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4. Kettenbriiche und Pellsche Gleichung

Angenommen xg + yo\/g > 1. Dann wire 0 < e~ ! < 29 — yO\/E < 1,d. h. wir
héatten
2xg = (w9 + yo\/a) + (o — yox/a) >1+e!

und analog 2yovd = (xo+ yo\/a) —(xo — yo\/a) > 1—1 = 0. Wir erhielten also
23+ dy2 <1, 7o > 0 und yo > 0 sowie 1 <xo+yo\/3<8:pn+qn\/a. Weil
zo = (1 + dy2)'/? streng monoton wachsend in yq ist, impliziert dies yo < gy,
und zg < p,.

Als nicht-triviale Losung der Pellschen Gleichung ist zq/yo eine Konvergente
von v/d mit kleinerem Nenner als Pn/n- Da die Nenner monoton mit n wachsen,
liegt dies im Widerspruch zur Minimalitat von n.

Somit ist 1 > zo + Vdyo = ™ (z + Vdy). U
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Kapitel 11.

Ganzheit

Im Folgenden sind alle Ringe kommutativ und unital.

Definition II.1: Sei A C B eine Ringerweiterung. Das Element 5 € B heifit
ganz tber A, falls es aq,...,a,_1 € A, n > 1, gibt, sodass

B+ an 1"+ 4 ag =0.
Ist jedes 8 € B ganz iiber A, so heifit B ganz tiber A.

Satz I1.2: Sei A C B eine Ringerweiterung. Die Elemente (y,...,[3, sind
genau dann allesamt ganz tiber A, wenn der Ring A[Bi, ..., B, ein endlich
erzeugter A-Modul ist.

Beweis: Sei € B ganz iiber A und f € A[X] ein normiertes Polynom mit
f(B) =0und deg(f) > 1. Jedes Polynom g € A[X] lasst sich nun als g = qf +r
mit Polynomen ¢ und r aus A[X]| und deg(r) < deg(f) =: m schreiben. Somit
ist 9(8) = 4(8)(8) + r(8) = r(5) = ruys 5"+ -~ 4 Br + ro. Also wird der
A-Modul A[B] von ™1 ... 1 erzeugt.

Den allgemeinen Fall mit §y,...,8, € B zeigt man via Induktion nach
n. Ist 3, ganz iiber A, so auch iiber R = A[fy,..., 3,_1]. Nach dem eben
gezeigten ist dann R[f3,] = A[f4, ..., B, ein endlich erzeugter R-Modul. Ist nun
R = A[p, ..., Pn_1] endlich erzeugter A-Modul durch 74, ..., € R und R[5,]
erzeugt iiber R durch wy, ..., ws, so erzeugen {rw; | 1 <i <k,1 <j <s} den
Ring R[B,] = A[f4, ..., By] Uber A.

Sei nun umgekehrt der A-Modul A[f, ..., (,] erzeugt von wy,...,w,. Sei
B e Alp, ..., By). Mit geeigneten a;; € A konnen wir fiir 1 < ¢ < r schreiben

.
Bwi = aijw;
=1
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Kapitel II. Ganzheit

Die Matrix M = [SE — (a;;)] erfillt also M.(wy,...,w,)" =0. Es gibt ¢y,..., ¢,

in A, sodass 1 = ciwy + - -+ + ¢,w,. Mit der adjunkten Matrix M* erhalten wir
w1 w1
0=(c1,...,co) MM | ¢ | =det M(cq,...,c.) | ¢ | = (det M)1 = det M.

Wy Wy

Mit 0 = det M = det(BE — a;;) erhalten wir eine normierte Gleichung fir /3
mit Koeffizienten in A. Damit ist 8 ganz tiber A. O

Korollar I1.3: Mit 31,. .., 3, € B ist auch jedes weitere 5 € A[B, ..., Bn] ganz
tber A. Insbesondere auch 5y + Po und (15s.

Beweis: A[(y,..., 0, = A[p1, ..., B, ] O

Satz I1.4: Seien A C B C C Teilringe. Ist nun C ganz tiber B und B ganz
dber A, dann ist C' ganz tiber A.

Beweis: Sei c € C. Da C' ganz tiber B ist, gibt es by, ...,b,_1 € B, wobein > 1,
mit ¢® +b,,_1c" 1 +--- 4+ by = 0. Nach ist nun R = Alb, ..., b,—1] ein
endlich erzeugter A-Modul und R|c| ist ein endlich erzeugter R-Modul. Folglich
ist R[c] sogar endlich erzeugt iiber A, also nach [Satz I1.2| ganz iiber A. O

Definition I1.5: Sei A C B ein Teilring. Die Menge
AP = {b e B|bist ganz iiber A}
heiBt der ganze Abschluss von A in B. Nach [Korollar I1.3| bildet A einen

Teilring von B. Ist A = AB | so nennen wir A ganzabgeschlossen in B. Wir
schreiben auch A fiir A®, falls der Ring B aus dem Kontext klar ist.

Definition I1.6: Sei A ein Integritdtsring mit Quotientenkérper K. Der ganze
Abschluss AX von A in K heifit auch die Normalisierung von A. Gilt A = AKX,
so heiit A ganzabgeschlossen.

Satz I1.7: Ist A ein faktorieller Ring, dann ist A ganzabgeschlossen.

Beweis: Sei dazu b/c in AX. Es gibt also ag, . ..,a,_1 € A, sodass

b n b n—1
- +ap_1| - ‘|—"'+CLO:0.
C C

Es folgt 0™ +0""tca, 1+ -+aoc™ = 0. Ist nun m € A ein Primelement mit 7 | ¢,
so folgt 7 | b", also 7 | b. Wir diirfen den Bruch gekiirzt, also ggT(b,c) = 1,
annehmen. Folglich kann ¢ keine Primteiler haben und ist somit eine Einheit
in A. Insgesamt ist nun b/c € A. O
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Definition I1.8: Sei L ein algebraischer Zahlkorper, also eine endliche Erweite-
rung von Q. Der ganze Abschluss von Z in L heifit der Ring der ganzen Zahlen
von L. Wir schreiben hierfir Oy..

Satz I1.9: Sei K der Quotientenkorper von A und K C L eine Korpererweite-
rung. Ist a € L algebraisch tiber K, so gibt es ein d € A sodass da ganz tiber
A ist.

Beweis: Nach Annahme gibt es ag,...,a,,_1 € K, wobei m > 1, sodass
Q™+ a0 4+ 4 ag = 0.

Sei d € A so, dass die da; fir 0 < i < m — 1 alle zu A gehéren. Dann ist
(ad)™ + ap_1d(ad)™ ! + -+ + agd™ = 0, was die Ganzheit von ad iiber A
liefert. O

Korollar I1.10: Sei A ein Integritdtsbereich mit Quotientenkérper K. Ferner
sei K C L eine Kérpererweiterung und B der ganze Abschluss von A in L. Ist
L|K algebraisch, so ist L der Quotientenkérper von B.

Beweis: Nach [Satz I11.9|ist jedes Element o € L von der Form (3/d mit § € B
und d € A. O

Satz I1.11: Es seien A ein Integrititsbereich mit Quotientenkorper K und
L|K eine Kérpererweiterung von endlichem Grad. Ist A ganzabgeschlossen, so
ist « € L ganz tiber A genau dann, wenn sein Minimalpolynom p, tiber K
Koeffizienten in A hat.

Beweis: Sei a € L ganz tiber Aund g = X" +a,_ X" '+ -+aqg ein Polynom
aus A[X] mit g(a) = 0. Folglich ist u, ein Teiler von g und alle Nullstellen von
[Lo in einem algebraischen Abschluss von L sind ganz iiber A. Die Koeffizienten
von /i, sind symmetrische Polynome in den Nullstellen und so nach
ganz iiber A. Da A nach Voraussetzung ganzabgeschlossen (in K) ist, liegt pq
bereits in A[X]. O

Bemerkung I1.12: Dies erlaubt es uns, einige Ganzheitsringe zu bestimmen.
So ist ein Element o € Q[v/d] ganz genau dann, wenn Spur und Norm ganz
sind.

Definition I1.13: Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung und o € L. Wir
erhalten die K-lineare Abbildung ¢,: L — L, x — ax. Die Spur von « ist
Trpx(a) = Tr(€y). Die Norm von a ist Npjx(«) = det({,). Fiir das cha-
rakteristische Polynom x, = det(tid —{,) = t" + a, t" ' + -+ + aq gilt
an—1 = — Trpjg (o) und ag = (—1)"Npx (), wobei n = [L : K.
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Kapitel II. Ganzheit

Im Folgenden sei stets 2 ein algebraischer Abschluss des Korpers K.

Satz I1.14: Seien L|K endlich und separabel mit n = [L : K|. Dann gilt fir
p €L und {oy,...,0,} =Homg(L,Q):
() xp = IIie (X = 0i(B8)),
(i) Trrix(B) = Zis, 03(B),
(i) Ny (B) = iy 04(5)-
Beweis: Es gilt xg = u% mit d = [L : K(B)], ist namlich 1,,..., 3™ eine

Basis von K(f5)|K und aq, ..., a4 eine Basis von L|K (), dann ist

{ag, Bay, . .. B g, a, . ,Bm_lad}

eine Basis von L|K und die Darstellungsmatrix von ¢z ist eine Blockdiagonal-
matrix mit d Blocken der Gestalt

0 —Cp
1 . —C1
C =
0 —Cn—2
1 —Cp—1

wobei pg = X™ + ¢ 1 X™ 1+ 4 ¢o. Esist xo = g, sodass xg = pfé wie
gewiinscht. Da L|K separabel ist, zerfillt Homy (L, ) unter der Aquivalenzre-
lation

o~ T = 0|k =T|K@E)

in m Aquivalenzklassen der Machtigkeit d.

Sei 71,..., T, ein Reprasentantensystem, dann ist
pe = I1(X=78),  xs=[[(X—7B) H [[ (X —0o8)=][(X-0;8),
i=1 i=1 i=10~T; j=1
und wir haben (i) bewiesen. Aussagen (ii) und (iii) folgen aus (i). O

In der Situation von (Satz II.11) sind also auch Norm und Spur ganzer
Elemente ganz.
Im Folgenden sei stets 2 ein algebraischer Abschluss von K.

Korollar I1.15: Ist K C L C M ein Turm endlicher Kéorpererweiterungen, so
qilt
TrL|K OTI"M|L = TI"M|K7 NL|K o NM|L = NM|K~
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Beweis: Wir fithren den Beweis nur im separablen Fall. Sei also M| K separabel.
Dann zerfallt Homg (M, Q2) unter der Relation ,o ~ 7, falls o|, = 7[.“ in
m = [L : K] Aquivalenzklassen der Ordnung [M : L]. Sei {0y,...,0,} ein
Représentantensystem, also insbesondere {01z, ..., 0m|r} = Homg (L, Q). Fur
die Aquivalenzklassen gilt

{o|o~o;} ={r00; | 7€ Homg,(0:M,Q)}.
Wir erhalten fiir v € M, dass

Tonk() =3 3 oy

i—1 0~0;
= ZTI'UZ |U UZ = ZO—’ TI"M|L(’}/)) = TrL|K<TrM|L(’Y))'
i=1

Hierbei erklart sich die dritte Gleichheit wie folgt: Ist wy, ..., w, eine L-Basis
von M, so ist owy, . .., 0w, eine o;(L)-Basis von o;(M). Ist nun (c;;,) € L™*"
die Darstellungsmatrix von £, : M — M beztiglich wy, . . ., wy, so ist (o;(cjx)) die
Darstellungsmatrix von £y,(,): 0;(M) — o;(M). Entsprechend ist Tr({s,(,)) =
oi(Tr(4y)) = o Tragi (7). O

Definition I1.16: Sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Die K-bilineare
Abbildung
(,): Lx L — K, (a,b) — Tr(ab)

heifl Spurform von L|K.
Ist (B1,...,0Bn) eine Basis von L|K, so heifit d(fy, ..., B,) = det Tr(5;5;)
ihre Diskriminante.

Bemerkung I1.17: Fiir eine weitere Basis v; = >-7_; ¢;;8; und ihre Diskrimi-
nante gilt d(vi,...,7,) = det(c;;)2d(B1, - - ., Bn).-

Satz I1.18: Sei L|K eine endliche separable Korpererweiterung vom Grad n
und {o1,...,0,} = Homg(L,Q). Dann gilt fir eine Basis

d(Br, .., Ba) = det([o3(5;)])".

Beweis: Wir rechnen nach:

d(B, ..., By) = det Tr(5:55)
= det ) o3 (6:;)
k
= det Zak(ﬁl)ak(ﬁj) = det Uk(ﬁz) det Uk(ﬁj) = det O'k(ﬂi)g. [
k
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Kapitel II. Ganzheit

Definition I1.19: Sei K ein Kérper und f € K[X]. Die Diskriminante von
f=TI" (X —6;), wobei §; € Q, ist

Disk(f) = [](6; — 0,)* € K.

i<j
Lemma I1.20: Fiir eine Basis von LIK der Form {1,0,60% ... 0"} gilt

d(l, c. ,9"_1) = H(QZ - 9])2 = DiSkILLQ,

i<j
wobei 0; = 0;(0).

Beweis: Nach (Satz I1.18) haben wir mit der Vandermonde-Determinante

16 - o’
d(1,...,0" Y =det|: : :
16, - or—1
1 0 0 2
et Oy — 0y - - (0y— 91)93*2

1 6,—6, - --- (en_gl)@2—2

. 1 0y - 02 2

7=2 16, ... 0072 '

Satz I1.21: Sei L|K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann ist die
Spurform nicht ausgeartet (d. h. ist (a, §) = 0 fir alle p € L, dann ist « =0).
Insbesondere ist d(P1, ..., 5,) # 0 fir jede Basis von L|K.

Beweis: Da L|K separabel ist, findet sich ein primitives Element 6 € L mit
K(0) = L. Also ist (1,0,...6"!) eine Basis von L|K. Dann ist

d(17 s ’en_l) = H(Oz - ej)Q 7£ 0,

i<j

denn es gilt 0, = o; genau dann, wenn 0, = 0,(0) = 0;(0) = 6, ist. Ist
Bi =", ;677" eine weitere Basis, so ist det(c;;) # 0, also

d(ﬁl,...,ﬁn) = det(cij)Qd(l,...,Q”_l) 7é 0. ]
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Im Folgenden sei wieder A ein ganzabgeschlossenere Integritdtsbereich, K
sein Quotientenkoérper und B sein ganzer Abschluss in der endlichen Korperer-
weiterung L|K.

Lemma I1.22: Sei f1,...,5, € B eine Basis von L|K. Fir die Diskriminante
d=d(Br,.... ) gilt dB C BA+--+ B,ACB.

Beweis: Vermoge der Basis (31, .. ., 3,) identifizieren wir L mit K™. Weiter sei
G =Trv(8:5;):; € K™ die Gramsche Matrix der Spurform. Fiir ein Element
B =" ¢;B; von B gilt Tr(8;8) = b; € A. Also ist Gc = b in A" und folglich

d-f=d-(p1,....0n)c=(P1,-..,Bn)GbE AL + ... AP,

wie gewiinscht. O

Satz I1.23: Ist L|K separabel und ist A ein Hauptidealring, so ist jeder endlich
erzeugte B-Untermodul 0 # M C L ein freier A-Modul vom Rang [L : K].

Beweis: Sei 0 # M ein endlich erzeugter B-Modul. Ist (41, ..., 5,) eine Basis
von L|K, so liegt sie nach Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner
bereits in B. Nach (I1.22) ist nun dB C AfB; + -+ -+ AB, =1 My C B. Genau so
finden wir fir ein Erzeugendensystem pq, ..., u, des B-Moduls M ein a € A
mit allen ap; € B und damit aM C B. Nach dem Hauptsatz iiber Moduln
iiber Hauptidealringen sind M und M, freie A-Moduln und

Rang, M = Rang, adM < Rang, dB < Rang, M.
Als B-Modul ist fiir 0 ## m € M schon mB C M, also ist
Rang My < Rang B = RangmB < Rang M.
Insgesamt ist Rang M = Rang M, = [L : K]. O

Satz I1.24: I[st K ein Zahlkérper, dann ist Ok der grofite Unterring, der als
Z.-Modul endlich erzeugt ist.

Beweis: Nach (I1.21) ist Ok endlich erzeugt. Ist B ein weiterer Unterring, der
als Z-Modul endlich erzeugt ist, so ist fiir b € B der Ring Z[b] C B auch endlich
erzeugt, also ist b ganz iiber Z und damit bereits in Og. Damit ist B C Ok
und die Maximalitat ist gezeigt. 0

Definition I1.25: Fiir einen Zahlkorper K heifit eine Basis von O als Z-Modul
eine Ganzheitsbasis von K.
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Kapitel II. Ganzheit

Bemerkung I1.26: Ist (o, ..., «q,) eine Basis von K|Q und ist
N =201+ -+ 2o, =251+ -+ 723,

fiir B1,..., 8, € K, soist B; = >°7_; agoy; mit (a;) € Gl,(Z). Insbesondere ist

d(ay,. .., a,) =det(a;)?d(Br, ..., Ba) = d(Ba, - - -, Bn)-

Also ergibt d(N) := d(a, ..., a,) Sinn. Fur N = O ist dies die Diskriminante
dk = d(Ok) des Zahlkorpers K.

Satz I1.27: Sind N C M C K zwei Z-Moduln vom Rang n = [K : Q], dann
gilt d(N) = [M : N?d(M), wobei [M : N] = #(M/N).

Beweis: Sei (a, ..., q,) eine Z-Basis von N und (f4, ..., 3,) eine Z-Basis von
M. Dann ist o; = 3% a;;3; mit A = (a;;) € Z™". Nach dem Satz iiber die
Smith-Normalform gibt es U,V € Gl,(Z) mit UAV = diag(d,,...,d,). Dann
gilt M/N = @} | Z/d;Z, also

[M : N]=#(M/N) =[] di = det UAV = |det A],
i=1

was den Beweis beschlief3t. O

Zunéchst als Nachtrag zu (Lemma I1.20): Sind L = K[f] und ist uy gegeben
durch pg = [T (X — 6;), dann ist

d(1.0,....0"") = T](0; = 0;)* = (=1)"" D2Np (1 (6)).

1<j

Von der ersten Gleichheit haben wir uns bereits tiberzeugt, die zweite Gleichheit
sieht man so ein:

[1(6: = 6;)° = (-1)"=D72 ﬁ [1(6: —6;)

i<j 1=114#j

= (=170 [L(0) = (<17 VRN G 0)

denn py = 35 T1jes(X — 05).
Im Folgenden sei stets K ein Korper der Charakteristik Null. Wir wollen den
Ring der ganzen Zahlen in ein paar Beispielen bestimmen.
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Beispiel I1.28: Wir berechnen die Diskriminante von f = X" 4+ aX + b, wobei
a,b € K, unter der Annahme es sei irreduzibel. Sei 5 eine Nullstelle von f und
sei v = f'(B) = nf" ! +a. Wir berechnen nun Nggx (7). Aus " +af+b =0,
was dquivalent ist zu nS" !t + an + nbBf~! = 0, also n3" ! = —an — nbs71,
erhalten wir

y=nf"t+a=a(l—n)—nbf ! <= y—a(l —n) = -—nbg*
—nb

T

Folglich ist K[y] = K[f] und deg i, = n. Schreibe mit geeigneten P, Q € K[X]
f —nb _ P(X)
X—al=nm) Q)

Dann gilt P(y)/Q(vy) = f(B) =0, also ist P(y) = 0. Nun ist

P =[(—=1)"n"b" + a(—nb)(x — (1 —n)a)" ' + b(x — (1 — n)a)"]/b

normiert und vom Grad n, also ist P das Minimalpolynom von . Damit ist

N#) = (=1)"P(0) = n"" ' 4+ n(l —n)"ta" + (1 —n)"a"
=n"" " +n(l—-n)""a"+(1-n)""a" —n(n—-1)"""'a"
— nnbn—l + (1 _ n)n—lan — nnbn—l + (_1>n—1<n _ 1)n—1an.

Schlussendlich erhalten wir
Disk(f) = (=1)"=D2(prpn=t 4 (—1)" Y (n — 1)"La™).
Zum Beispiel sind
o Disk(z? + ax + b) = a? — 4b,
e Disk(z® + ax +b) = —270* — 4a?,
e Disk(z* + ax + b) = 2560® — 27a’.

Fir alles kompliziertere benutzt man einen Computer.

Die Strategie zur Bestimmung von Ok wird sein:

e Schreibe K = Q[a] mit a € O,

e Berechne d = d(1,,...,a" 1),
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Kapitel II. Ganzheit

e Ist d quadratfrei, so ist {1,a,...,a" '} eine Ganzheitsbasis, denn
d(1,a,...,a" 1) = Disk(K)[Ok : Z]a]]?
impliziert [Ok : Z[a]] = 1.

e Ist d nicht quadratfrei, so braucht {1, q,...,a" '} keine Ganzheitsbasis
zu sein. Suche dann nach ganzen Zahlen, die nicht in Zaoy + - -+ + Za,
enthalten sind.

Beispiel I1.29: (i) Es sei f = X? — X — 1 € Q[X]. Das Polynom f ist
irreduzibel, denn andernfalls hétte f eine Nullstelle in Q. Diese wéare aber eine
ganze Zahl, die 1 teilt, aber £1 sind keine Nullstellen von f.

Sei « eine Nullstelle von f. Dann ist d(1, o, a?) = Disk(f) = —27 +4 = —23
quadratfrei. Folglich ist {1, a, a®} eine Ganzheitsbasis von Q[a].

(i) Es sei f = X3+ X + 1 € Q[X]. Dann ist Disk(f) = —31. Ist « eine
Nullstelle, dann ist {1, «, a*} eine Ganzheitsbasis von K = Q[«] und

Ok = Zla) 2 Z[X]/(X® + X +1).

Beispiel I1.30 (Dedekind): Es seien f = X?+ X?—2X +8 € Q[X] und « eine
Nullstelle von f. Dann ist Disk(f) = —2012 = —4-503. Das Element % (« + o?)
ist ganz, und d(1, o, 3(a+a?)) = =503 ist quadratirei, also ist (1, o, 3(ar+ o?))
eine Ganzheitsbasis. Dedekind hat gezeigt: Es gibt kein 6 € Ok mit Ox = ZI0).

Beispiel I1.31: Das Polynom f = X° — X — 1 ist irreduzibel in F3[X], also
auch in Q[X]. Die Diskriminante von f ist Disk(f) = 2869 = 19 - 151, also
auch quadratfrei. Damit ist O = Z[«], wobei « eine Nullstelle von f ist und
K = Qo] gilt.

Satz I1.32: Sei K ein algebraischer Zahlkorper.

(i) Das Vorzeichen der Diskriminante von K ist (—1)°, wobei 2s die Anzahl
der Einbettungen K — C, deren Bild nicht in R enthalten ist, beschreibt.

(ii) Es gilt Disk(K) = 0,1 (mod 4)

Beweis: (i) Sei K = Q[a] und seien oy = «, ..., a, die reellen Konjugierten
von o und oy 1, @iy, - .., Qpis, Qi die komplexen Konjugierten. Es gilt
sign(d(1,a, ..a" 1)) = sign ( [[(arsi = ars?) = (-1)"
i=1

da alle anderen Faktoren entweder Quadrate reeller Zahlen sind oder in komplex
konjugierten Paaren auftreten.

!Diese Aussage ist bekannt als Stickelbergers Satz.
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(i) Seiay,...,a, eine Ganzheitsbasis von K und Hom(K, C) = {o1,...,0,}.
Es gilt Disk(K) = det(o;a;)?. Mit der Leibniz-Formel fiir die Determinante
haben wir

Disk(K) = < 3

n 2
sgn(T) H JT(i)oz])
TES), i=1

= ( Z ﬁUT(i)%‘_ Z ﬁOT(i)aj>2: (P—N)>=(P+ N)*—4PN.

TEAR =1 TESH,—An i=1

Sei p ein Element der Galois-Gruppe der normalen Hiille von K in ). Dann ist
p(P) = P und p(N) = N oder es ist p(P) = N und p(N) = P: Es ist namlich
poo; =o;, definiere also p: {1,...,n} — {1,...,n} durch j(¢) := j. Jetzt ist

p( 2 HUW)O‘J‘) =2 [ oprwas =

TEA, 1=1 T€A, i=1

P, falls p e A,,
N, falls p ¢ A,.

In jedem Fall sind P + N und PN invariant unter p. Somit sind sie rationale
Zahlen. Da sie auch ganz tiber Z sind, sind sie bereits ganze Zahlen. Es folgt

Disk(K) = (P+ N)?*=0,1 (mod 4). O

Beispiel I1.33: Fir eine ganze quadratfreie Zahl m betrachte Q[y/m]. Es ist
Disk(X? — m) = 4m.

(i) Ist m = 2,3 (mod 4), dann sagt der Satz von Stickelberger, dass Disk(K)
nicht m ist. Bleibt nur Disk(K) = 4m, denn m ist quadratfrei. Damit ist

Ok = Z[/m].
(ii) Ist m =1 (mod 4), dann ist # = (1 + \/m) ganz, denn

1
M:XZ—XJFZ(l—m) € Z[X].
Da d(1,0) = m quadratfrei ist, ist (1,6) eine Ganzheitsbasis und Z[f] = Ok.

Bemerkung I1.34: Sind K und K’ isomorph, so haben sie denselben Grad und
die selbe Diskriminante. Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch.

Aus Lemma I1.0.22 erhalten wir fur ay,...,q, € Ok, mit d = d(aq, ..., ay),
dass

dOK:ZQI+"'+ZanQOKQZ%"‘""f'Z%.
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Kapitel II. Ganzheit

Sei nun o + M eine Nebenklasse in (3M/)/M. Dann ist entweder jeder Repri-
sentant aus der Nebenklasse ganz oder keiner. Um eine Ganzheitsbasis von O
zu bestimmen geniigt es also, Vetreter der d"-Nebenklassen auf Ganzheit zu
priifen. Das Problem hierbei ist, dass d" riesig wird.

Zum Beispiel ist d = Disk(z® + 172* + 32% + 222 + z + 1) = 285401 001.
Schon 285401 0015 ist hoffnungslos zu grof fiir Computer.

Als erste Verbesserung konnten wir die einzelnen Primteiler p mit p? | d
untersuchen und dann in %M nach ganzen Elementen suchen. Es geht aber
noch besser!

Mit Algorithmus meinen wir eine Prozedur, die theoretisch ein Computer
durchfithren kénnte und die nach endlich vielen Schritten zum richtigen Er-
gebnis kommt. Besteht die Eingabe des Algorithmus aus N Bits, so heifit
der Algorithmus gut, falls es ein C' > 0 gibt, sodass seine Laufzeit durch N¢
beschrankt ist.

Ein praktikabler Algorithmus ist einer, der implementiert wurde und der
niitzlich ist.

Pohst und Zassenhaus entwickelten dern Round-2-Algorithmus zur Berech-
nung einer Ganzheitsbasiss fiir kleine Diskriminanten und kleinen Grad. Der
ersten Schritt des Algorithmus ist das Finden der Quadratteiler von d. Dies
ist auch der schwierigste Schritt im Algorithmus. Die Laufzeit eine N-stellige
Zahl zu faktorisieren ist exponentiell in der Zahl der Stelle N. Gegeben die
Primfaktorzerlegung von d ist der Algorithmus gut im obigen Sinne.
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Kapitel I1I.
Ideale

Erinnerung III.1: Sei R ein Ring. Dann heifit R Noethersch, falls eine der
folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(i) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.
(ii) Jede aufsteigende Kette von Idealen wird stationér.

(iii) Jede nichtleere Menge von Idealen besitzt ein maximales Element.

Ohne Beweis verwenden wir im Folgenden die Aussage: . Ist A ein Noether-
scher Ring, dann ist jeder endlich erzeugte A-Modul Noethersch®.

Beispiel II1.2: Ist K ein Korper, so ist K[X7, ..., X,] Noethersch. Der Ring
der ganzen Zahlen Z ist Noethersch. Ist K ein Korper, so ist K[X;, X, X3, ... ]
nicht Noethersch.

Satz I11.3: Sei K ein Zahlkorper. Der Ring Oy ist Noethersch, ganzabgeschlos-
sen und von Dimension 1 (d.h. jedes Primideal p # 0 ist mazimal).

Beweis: Als Untermodul des endlich erzeugten Z-Moduls O = 7" ist jedes
Ideal a C Ok ein endlich erzeugter Z-Modul. Damit ist a erst recht endlich
erzeugt iiber Og. Als ganzer Abschluss von Z ist Ok auch ganzabgeschlossen.
Bleibt zu zeigen, dass dim Og = 1. Sei dazu 0 # p ein Primideal von Ok.
Nun ist p N Z = (p) ein Primideal. Sei 0 # y € p und seien ay, ..., a,-1 € 7Z,
sodass
y" + an_ly"_l +---+ag= 0,

d.h.ay=—y" —ap_1y" ' —--- — a1y € p. Entsprechend gilt 0 # ag € p N Z,
und damit (p) # 0. Wir haben die exakte Sequenz

pPNZ Z Ok /p.
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Kapitel III. Ideale

Also ist Z/(p) C Ok /p und weiter ist O = Zao, ..., an-1], weswegen gilt
dass Ok /p = Z/(p)lao, - - ., an—1]. Der Integritatsbereich Ok /p entsteht also
aus dem Korper Z/(p) durch Adjunktion endlich vieler algebraischer Elemente.
Folglich ist er ein Koérper und p maximal.

Alternativ haben wir das Diagramm

OK/p «— OK/]?OK i> Zn/pzn’

d.h. #0k/p < p". Als endlicher Integritdtsbereich muss Ok /p bereits ein
Korper sein. 0

Definition I1I.4: Ein Noetherscher, ganzabgeschlossener Ring der Dimension 1
heifit Dedekindring.

Beispiel II1.5: Der Koordinatenring K [C] einer glatten Kurve C' ist ein Dede-
kindring.

Im Folgenden sei stets O ein Dedekindring.

Lemma II1.6: Zu jedem Ideal a # 0 von O gibt es Primideale py,...,p, C O
mltplpr g a.

Beweis: Sei M die Menge der Ideale von O, fiir die die Aussage des Lemmas
nicht gilt. Angenommen, M wére nicht leer. Da O Noethersch ist, hiatte M
ein maximales Element a Da a kein Primideal wére, gibe es by, by € O sodass
b1bs € a, aber by, by ¢ a. Fiir a; := (by)+aund as := (by)+a giltea C a;, a C ay
und a;as; C a. Aufgrund der Maximalitiat von a wéaren a; und as keine Elemente
von M, d.h. es gibe Primideale pq,...,p, und qq,...,qs mit p;---p, C ay,
q1---qs C ap. Wir hétten also p1---p,q1---qs C a im Widerspruch zur Wahl
von da. 0

Lemma IIL.7: Ist p ein Primidal und p~' = {x € K | xp C O}, so ist
ap~! = {Z%ﬂi ra; €0, € p_l} #a

fiir jedes Ideal a # 0.

Beweis: Sei a € p — {0} und p;---p, € (a) C p mit minimalem r. Nun ist
eines der Primideale p; enthalten in p, denn sonst gabe es fiir jedes ¢ ein
a; € p; — p mit ay - - - a, € p. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist p; C p.
Aufgrund der Maximalitiat von p; folgt p = p;. Wegen der Minimaltitat von r
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ist po---p, ¢ (a). Also gibt es ein b € py -+ - p, mit b ¢ aO und somit a~1b & O.
Andererseits ist aber bp C (a), also a™'bp C O und somit per Definition
a'b € p~t. Damit ist p~t # O.

Sei nun a # 0 ein Ideal von O und ay,...,q®, ein Erzeugendensystem.
Angenommen, ap~! = a. Fiir jedes € p~! hitten wir dann za; = >0 i,
wobei a;; geeignete Elemente von O wéren. Fir die Matrix (xd;; — a;;) wére
damit A(aq,...,a,)" = 0 und es wire A*A(ay,...,a,)" = 0, also erhielten
wir schliellich det A(a, ..., a,)" = 0 und somit det A = 0. Daher wére z als
Nullstelle des normierten Polynoms det(Xd;; — a;;) € O[X] ganz. Da aber O
ganzabgeschlossen ist, wire schon z € O, also p~! = O im Widerspruch zum
soeben gezeigten. 0

Satz ITL.8: Jedes von (0) und (1) verschiedene Ideal a C O besitzt eine bis auf
Reihenfolge eindeutige Zerleqgung in a = py ---p, in Primideale py,...,p, C O.

Beweis: Zunachst zeigen wir die Existenz. Wir arbeiten per schlechte Menge:
Setze

M:={a<O]|a#(0),(1), ahat keine Zerlegung in Primideale}

Angenommen, 91 wére nicht leer. Da O Noethersch ist, hitte M ein maximales
Element a. Es gabe ein maximales Ideal p C O, sodass a in p enthalten ware.
Nach dem vorangegangenen Lemma hétten wir

a=a0Cap 'CpptCO.

Weiter wéire mit (Lemma IV.7) p C pp~! = O und folglich pp~t. Da a maximal
in O wire, konnte ap~! kein Element von 9 sein. Auflerdem konnte a nicht
gleich p sein, d. h. es miissten ap™! # pp~! = (1). Damit miisste ap™ = p; - - - p,
mit geeigneten Primidealen pq, ..., p,. Dann wire aber auch

a=a0=ap 'p="pi-pp

im Widerspruch zur Voraussetzung. Foglich muss 91 leer sein und wir sind
fertig.

Zur Eindeutigkeit: Fiir ein Primideal p gilt: Ist ab C p, dann ist schon a ist
enthalten in p oder b C p. Das heifit wenn p | ab, dann gilt schon p | a oder
p | b. Weiter ist pp~! = O.

Seien nun a = p;---ps und a = q; - - - q, zwei Zerlegungen mit Primidealen
pi,q; in O. Dann teilt p; eines der q1, ..., q,, etwa q;. Dann hatten wir p; C q;
und damit wegen der Maximalitat p; schon p; = q;. Wir konnen p; = ¢, fallen
lassen und erhalten

p2...pT:q2-..qs.
Induktiv erhalten wir » = s und nach Umordnung p; =¢q; fir 1 <:<r. 0O
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Kapitel III. Ideale

Definition III.9: Ein gebrochenes Ideal von K ist ein endlich erzeugter O-
Untermodul a # 0 von K. Die Ideale von O nennen wir ganze Ideale

Beispiel I11.10: Fiir a € K* ist aO ein gebrochenes Hauptideal. Zum Beispiel
(1/2)Z C Q.

Lemma II1.11: Die gebrochenen Ideale von K sind genau die O-Moduln a # 0
fiir die ein 0 # ¢ € O ezxisitert mit ca C O.

Beweis: Ist a = a0 + -+ a,0, so tut es ein 0 # ¢ € O mit cay---a, € O.
Ist umgekehrt ca C O, dann ist, da O Noethersch ist, ca = ;O + - - - + ,,O
mit o; € O und somit a = a;/cO + - -+ + a,, /cO. O

Satz I11.12: Die Menge der gebrochenen Ideal bildet eine abelsche Gruppe, die
Idealgruppe Jx von K. Das neutrale Element ist O und das Inverse zu a € Jg
15t

(O:a)={z€K|2a CO}=1a"".

Beweis: Die Assoziativitdt und Kommutativitat sind klar, ferner ist a0 = a
klar. Fir ein Primideal p C O ist p C (O : p)p C O. Da p maximal ist, ist
(O :p)p = O und damit (O :p~t)=p~L

Das Inverse zu a = p;---p, C Oist alsoa ! =p;'---p !l =b.

Ist nun a ein gebrochenes Ideal und ¢ € O mit ca < O, dann ist (¢)(ca)”
ein Inverses von a. Insgesamt ist Jx eine abelsche Gruppe.

Es bleibt zu zeigen, dass b = (O : a). Aus ba = O folgt b C (O : a).
Umgekehrt folgt aus € (O : a), d.h. za C O, dass zab = (z) C b, also ist
z € b und somit ist (O :a)=b=a"". O

1

Korollar III.13: Jedes Ideal a € Jg ist von der Form a = [], p** mit v, € Z
und v, = 0 fir fast alle Primideale p.

In anderen Worten: Jk ist die freie abelsche Gruppe, die von den Primidealen
p # 0 erzeugt wird.

Definition III.14: Sei Px := {aO | a € K*}. Die Klassengruppe oder Ideal-
klassengruppe Clg von K ist der Quotient Jx /P

Betrachte die folgende exakte Sequenz:

1 (@2 K~ JK Clg 1

a — a®

Die Einheitengruppe O* beschreibt den Verlust, den wir beim Ubergang von
Zahlen zu Idealen erleiden und die Klassengruppe die Grofle der Ausdehnung.
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Beispiel IT1.15: (i) Die Ringe Z, Z[i] und Z[w], wobei w eine dritte Einheits-
wurzel ist, sind Hauptidealbereiche. Damit ist Clx = {1} in diesem Fall.

(i) Wir betrachten die affine elliptische Kurve F := y* = 2 + ax + bi. Diese
hat die Diskriminante A = —4a® —27b? # 0 und C[E] = C|x,y]/y* — 2> —ax —b
ist der Ring der regulédren Funktionen. C[E] ist ein Dedekindring und die
Klassengruppe ist iiberabzahlbar — es ist namlich

CI(C[E]) = Pic”(E) = E(C) = C/A
fiir ein Gitter A C C und E C P? den projektiven Abschluss.

Wir wollen uns im Folgenden mit der Klassengruppe von ganzalgebraischen
Erweiterungen beschaftigen. Wir wollen zeigen, dass # Clx < oo und dass
O[X( = i X 7.
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Kapitel 1V.

Gitter

Definition IV.1: Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper
R. Ein Gitter in V ist eine Untergruppe der Form I' = Zyv, + - - - + Zw,, mit
Vektoren vy, ..., v, € V sodass {v1,...,v,} linear unabhéngig ist.

Ist n = m, so heifit das Gitter voll oder wvollstindig. (vy,...,v,) ist eine
Basis von I' und ® = {z'v | z € [0,1)™} die Grundmasche von T..

Beispiel IV.2: Hier fehlt eine Skizze.
Kein Gitter in R oder C ist zum Beispiel Z[v/2] = Z +/2Z C R, da {2,/2}
R-linear abhangig ist.

Bemerkung IV.3: Die Grundmasche @ ist ein Fundamentalbereich der Wirkung
von I' auf V. Insbesondere ist ® ein Repréisentantensystem von V/T'.

Satz IV.4: Eine Untergruppe I' C V ist genau dann ein Gitter, wenn sie diskret
15t.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgmeinheit sei RI' = V' — ersetze sonst V'
durch RT'. Sei I' C V ein Gitter mit Basis vy,...,v,. Fir v =Y, a;v; € T ist
U= {3z ||z; — a;] <1|} eine offene Umgebung mit I'NU = {7}. Also ist
I’ diskret.

Sei umgekehrt I' C V' eine diskrete Untergruppe. Da RI' = V' finden wir eine
in I' gelegene Basiss {vy,...,v,} C T von V. Sei

o = Zuvy + -+ + Zv,

das zugehorige Gitter und &, seine Grundmasche. Nun ist I' N &4 ein Repra-
sentantensystem von I'/T'y C V/I'y. Da ®; beschrénkt und I' diskret ist, ist
['N®y = [T : T'y]q endlich. Es gilt also ¢I" C T’y und damit I'y C T" C 1/¢T.
Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen besitzt [' nun eine
Z-Basis (uy,...,u,). Da diese den Raum V aufspannt, ist sie auch R-linear
unabhéngig und somit M ein Gitter. O
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Kapitel IV. Gitter

Lemma IV.5: Ein Gitter I' in V ist genau dann vollstindig, wenn es eine
beschrinkte Teilmenge M CV gibt mit U, ep(y + M) = V.

Beweis: Fiir ein vollstandiges Gitter tut es die Grundmasche M = &. Sei
umgekehrt M < V' beschrankt mit V' =, v+ M und v € V beliebig. Zu einer
natiirlichen Zahl ¢ finden wir nun m; € M und ~; € M mit v = ~; + m;. Da
M beschrankt ist, ist m /i eine Nullfolge und

v = lim w = lim e cl(Qr') = RI.
i—»00 7 i—00 1
Somit ist V = RI" und I" voll. O
Im Folgenden sei V' ein euklidischer Vektorraum, d. h. dimV =n < ocound V
tragt ein Skalarprodukt (-,-). Fiir eine Orthonormalbasis (ey, ..., e,) erhalten
wir V' = R” und damit ein Mafl p auf V. Der von (ey,...,e,) aufgespannte
Wiirfel erhalt das Volumen 1. Ist (vq,...,v,) eine Basis eines Gitter I' C V und
v; = Y_; a35€;, 50 ist bekanntlich das Volumen des von (v1, . . ., v,) aufgespannten

Spats ® gegeben durch vol(®) = |det A|, wobei A = (a;;). Nun ist

k=1 ij

det((v;, v;));; = det <2n: Zn: aikajo(e, eg)>ij = det <2n: aikajk> = (det A)%

k=1/¢=1

Definition IV.6: Sei I' ein Gitter. Das Volumen von I' ist das Volumen der
Grundmasche ® von I', also

vol(I') = vol(®) = \/|d€t(<'0i,vj>)ij’;

wobei (vy,...,v,) eine Basis des Gitters ist.

Beispiel IV.7: (i) Esist vol(Z") = 1.

(ii) Ist w eine dritte Einheitswurzel, dann ist

vz = (5 Sarie)| = V5

Definition IV.8: Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Eine Teil-
menge X C V heifit zentralsymmetrisch, falls X = —X. X heifit konver, falls
fir x,y € X auch die Menge {tz+ (1 —t)y | t € [0,1]} (die Linie von z nach y)
in X enthalten ist.

Beispiel IV.9: Skizzen zu Konvex, nicht konvex und zentralsymmetrisch.
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Satz I'V.10 (Mikowskischer Gitterpunktsatz): Seien I' C V' ein volles Gitter,
n=dimV und X CV zentralsymmetrisch und konvex. Ist vol(X) > 2" vol(I'),
so gibt esein 0 £z el'NX.

Beweis: Zunéchst tiberlegen wir uns, dass es geniigt, zwei verschiedene Gitter-
punkte 71,72 € I' zu finden, sodass (1/2X + 1) N (1/2X + 1) # 2.

Sei dazu 1/2x1 + v1 = 1/2x9 + 9, wobei x1, 29 € X, ein Punkt aus dem
Durchschnitt. Dann ist y 1= v — 5 = 1/2(x1 — 2) der Mittelpunkt der Strecke
von x9 nach —xy, der zu X gehort.

Nehmen wir also an, die Mengen 1/2X + v, wobei v € T, seien paarweise
disjunkt. Dann ware

vol(®) > vol ( 1) (1/2X + )N c1>)

el

= vol[(1/2X +~) N @]

yerl’

=> vol[1/2X N (® —v)] = vol(1/2X) = 27" vol(X) > vol(®),

yel’

was nicht sein kann. O

Als Ubungsaufgabe beleibt dem Leser iiberlassen zu zeigen, dass fiir kompakte
X bereits vol(X) > 2" vol(I") gilt.

Satz IV.11 (Lagranges Vier-Quadrate-Satz): Jede natirliche Zahl ist die Sum-
me von vier Quadratzahlen.

Beweis: Von Euler, der den Satz selbst nicht beweisen konnte, stammt der
Beitrag

(a®> + 0>+ +d*)(A* + B* + C* + D?)
= (aA —bB — ¢C — dD)? + (aB + bA + ¢D + dC)?
+(aC — bC — cA+dB)? + (aD + bC — c¢B + dA)?

Eine Erklarung dieser Identitat findet sich mit den sogenannten Quaternionen
H = R{i, j, k)/(1* = j> = k* = —1,ijk = —1) und der Identitat |x|*|y|* = |zy|?
firx=a+bi+cj+dkundy=A+ Bi+ Cj+ Dk.

Wegen des Beitrags von Euler geniigt es also zu zeigen, dass jede Primzahl
p eine Summe von vier Quadratzahlen ist. Zunéichst ist 12 + 12 4+ 02 + 0% = 2.
Wir kénnen also p > 2 annehmen. Die Gleichung m? +n?+1=0 (mod p) hat
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eine Losung in den ganzen Zahlen, denn andernsfalls wéren die je (p + 1)/2
Elemente im Bild der Abbildungen

F, — IF, m——m? und n— —n?—1

disjunkt.
Seien nun n, m € Z eine Losung der Kongruenz. Wir betrachten das Gitter

A ={(a,b,c,d) €Z* | c=ma+nb (modp), d=mb—na (mod p)}.

Nun ist Z* D A D pZ* und A/pZ* ist ein zweidimensionaler Untervektorraum
von ]F;l). Also hat A den Index p? in Z* und das Volumen seiner Grundmasche
ist p?.

Sei T' der Ball von Radius r um den Ursprung. Mit vol(T') = 72r%/2 und

einem r mit 2p > r? > 1,9p erhalten wir 16 vol(T") < vol(T'). Nach [Satz IV.10
erhalten wir ein 0 # (a,b,¢,d) € ANT. Wegen (a, b, c,d) € A ist

a? + b 4+ + d* = a® + b* + (ma + nb)? + (na — mb)?
=a*(m* +n*+ 1) +*(n*+m’>+1)=0 (mod p)

und weil (a,b,c,d) € T ist 0 < z = a® + b*> + ¢* + d* < r? < 2p. Diese beiden
Bedingungen erfiillt nur = = p. U

Wir wollen nun den Ring Ok der ganzen Zahlen eines Zahlkoérpers K als
Gitter in einem euklidischen Vektorraum auffassen. Wie schon das Beispiel
7[\/2] zeigt, brauchen wir zunichst einen geeigneten Vektorraum. Dies sind
die Raume K ®q R und K ®q C.

Explizit ist

K®qC— [ C=c"""9 = K¢,  a®z+— (7(a)2)rctom(k,0)
T€Hom(K,C)

ein Isomorphismus. Auf der rechten Seite kénnen wir nun das iibliche Skalar-
produkt ((x,), (y,)) = >, x,;y, definieren.

Die komplexe Konjugation F'(a ® x) = a ® T geht tber zu F(z), = 77, wobei
2 € K¢, denn F(7(a)z), = 7(a)7 = 7(a)z_.. Die Inklusion K ®q R — K ®q C
liefert uns, dass Kr = {z € K¢ | F(2) = z} und durch die Einschrankung das
kanonische Skalarprodukt (-, -): Kgr X Kr — R und das zugehorige kanonische

Volumen. Sei j: K — Kg, a — (7a), die Inklusion.

Satz IV.12: Flir ein Ideal 0 # a C Ok ist I' := ja ein vollstindiges Gitter in
K]R mit VOI(F) = |dK|1/2[OK . Cl].
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Beweis: Sei a,...,q, eine Z-Basis von I' und Hom(K,C) = {r,..., 7.}
Einerseits ist nun

det(TeOéj>2 =d(ay,...,a,) =d(a) = (Ok : 0)*d(Ok) = (Ok : a)*dg
und andererseits ist

vol(I')? = |det (jov, jou) il

n

= det(z T ) = det(pa;) det (o) = |det Tpa;|?. O
=1
Seien p1,...,p.: K — R die reellen und oy, 04,...,05,05: K — C die kom-

plexen Einbettungen von K, sodass n = r + 2s. Wu" erhalten so

Kr = {(z) GK@:HC | 2, € R, 25 = Z, }.

Satz IV.13: Fir den Isomorphismus
fi Krp — R" x C* 2 R™2, (27) = (Zsys oy Zsps Zons e -+ 3 Zog)

ist (ar,br) = D04 agbs, + 23054 ao ;- Insbesondere gilt fir Borel-messbares
X C KR, dass VOlkan(X) =2° volLeb(f(X)).

Beweis: Wegen der Polarisierungsidentitéit geniigt es, a, = b, € KR zu betrach-
ten. Dafiir finden wir

(ar,a,) Za —|—Z|aaz|2+2|a- —Za +QZ|%Z|2

was wir zeigen wollten. 0
Lemma IV.14: Fir X; = {(z;) € Kg | X,|z| <t} gilt volgan(z¢) = 277%™ /nl.

Beweis: Wir rechnen in Koordinaten.

FOXG) = {x ER x C: Z|xz| 23 el < t}

7j=1

Aus der Symmetrie in den r reellen Koordinaten erhalten wir:

2% volyan (X)) = 2° volpe, (f(Xy)) = orts volpen(Y2),
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wobei V; = {z € f(X}) | #1,...,2, > 0}. Driicken wir die komplexen Koordi-
naten in Polarkoordinaten aus, also z; = p;/2(cosf; +isinf;), dann erhalten
wir

(2m)°

2 volian(X0) = 27020

/ pl...psdxl...dxrdpl...dps:2T7T5tn/n!,
Z

wobel Zy = {(z1,. .., 2 p1y- -5 ps) €E R0 <y, piy i + 200 <t} Flr
die letzte Gleichheit verweisen wir auf eine Ubungsaufgabe. 0

Wir erinnern uns der Ungleichung des geometrischen und arithmetischen
Mittels. Fiir reelle Zahlen ay, ..., a, € [0,00) gilt (I]; ;)™ < 1/n¥; a; bezie-
hungsweise dquivalent [, a; < n%(zl a;)".

Definition I'V.15: Die Absolutnorm eines Ideals a C O ist N(a) = [Ok : al.

Als Ubungsaufgabe kann man zeigen, dass N(aOf) = |Ng|q(a)|.
Satz IV.16: Jedes Ideal a C Ok enthdlt ein Element o # 0 mit Norm

Nea(@) < ()

™

n!
—/|dk|N(a).

nn
Hierbei heifit (4/m)°n!/n"™ \/|dk| die Minkowski-Schranke.
Beweis: Die Menge X, ist kompakt, konvex und zentralsymmetrisch. Ist nun ¢

ausreichend groB, dass vol(X;) > 2" vol(ja), dann erhalten wir aus [Satz IV.10
ein 0 # ja € ja. Fir dieses o € a gilt

1 n tn
Nia(@)] = [Tral < —( Xiral) < . (v.1)
Fiir unsere Ungleichung brauchen wir 2"7%t" /n! > 2", /|dx| N (a), also gentigt
t" > 2" " nl\/|dk| N (a).

Einsetzen in [GL. (IV.1)|liefert jetzt die Behauptung. O

Satz IV.17: Ist a = pi* -+ - p¥ die Primzerlegung von 0 # a < Ok, so ist

Niw) = [N )"
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Beweis: Da die p; teilerfremd sind, gilt N;_, p;* = [1;_; p;*. Nach dem chine-
sischen Restsatz ist Ok /a = @]_, Ok /p;’, sodass es geniigt, den Fall einer
Primpotenz p” zu betrachten. In der Kette p D p? D --- D p ist p’/p**! ein
O /p-Vektorraum der Dimension 1.

In der Tat: Ist a € p* — p'™, so ist p'™' C b := (a) + p;y1 = p’, denn
andernfalls wire bp~? ein echter Teiler von p = p*T!p~¢. Folglich ist a = a + p
eine Basis von p'™! /p? = Ok /p. Es gilt damit

Ok :p"] =[O :p] - [p o p?] -+ [p"" o p] = N(p"),
was wir zeigen wollten. 0

Satz IV.18: Seien K|Q eine Korpererweiterung vom Grad n, di die Diskrimi-
nante von K und 2s die Anzahl der echt komplexen Einbettungen von K. Dann
gibt es ein Reprasentantensystem der Klassengruppe Cli aus Idealen a C Ok
mit | AN
N(a) < % () |d|"? = M.
n" \m

Beweis: Sei ¢ € Ji ein gebrochenes Ideal. Dann gibt es ein d € K*, sodass
b =dc! ein Ideal in Ok ist. Es gibt nun ein 8 € b mit |[Ngq(8)| < MgN(b).

Mit fOx C b folgt SOk = ab fiir ein Ideal a C Ok mit a ~ b~! ~ ¢. Hier
schreiben wir a ~ b~ falls es ¢ € K* mit (c¢)a = b gibt, d. h. falls [a] = [b] in
Clk. Wir schlieBen den Beweis mit N(a)N(b) = [Ngiq(3)| < MgN(b), also
N(a) < Mk. O

Satz IV.19: Die Klassenzahl Clx von K ist endlich.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass es nur endlich viele Ideale a mit N(a) < My
gibt. Ist 0 # p ein Primideal in Ok und (p) = p NZ, so ist Ok /p|Z/pZ. eine
endliche Kérpererweiterung von einem Grad f > 1. Also ist N(p) = p/. Fiir
festes p € Z gibt es nur endlich viele Primideale p C O mit pNZ = (p), da dies
p | pOk impliziert. Es gibt also nur endlich viele Primideale mit beschrankter
Absolutnorm. Nach gibt es dann tiberhaupt nur endlich viele Ideale

mit beschrankter Absolutnorm. O

Beispiel IV.20: (i) Es sei K = Q][i]. In diesem Fall sind » = 0 und s = 1,
d. h. nach [Satz IV.1§| gilt fiir den Erzeuger a von Clg, dass

N(a) < My = 234 0 o107
— K — 22 T Y N
Es folgt N(a) = 1 und damit a = (1). Also ist Z[i] ein Hauptidealring. Euklidisch

ist starker! Zum Beispiel ist Z[v/15] ein Hauptidealring, aber nicht euklidisch.
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(ii) Sei K = Q(v/—5). Dann ist N(a) < Mg < 3. Also teilt a das Hauptideal
(2). Auf Ubungsblatt 6 wird gezeigt, dass a = (2,1 + +/=5) und a?, also ist
Cly = Z/2Z.

(iii) Sei K ein kubischer Korper mit dx < 0. Das Vorzeichen von dg ist
(=1)*und 3=n=1r+2s. Alsoist r=s =1 und

My < 0.283]dg|">.

Fir |dg|y49 ist nun Mk < 2 und folglich Clg = 1. Dies gilt zum Beispiel
fiir die kubischen Kérper mit Diskriminante —23 und —31 aus vorangegangen
Beispielen.

(iv) Fiir den Stammkorper K von x3+10x+1 ist dg < —4027 und My < 18.
Man kann zeigen, dass Clx = Z/67Z.
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Einheiten

Y

Ziel dieses Kapitels ist einzusehen, dass Oj = p(K) x Z". Das Hauptwerkzeug
zum Erreichen dieses Ziels wird der Minkowskische Gitterpunktsatz sein.
Im Folgenden sei K weiterhin ein Zahlkorper. Weiter sei

K ={(x,) € Kg | x; # 0 fur alle 7 € Hom(K, C)}.

Wir erhalten Homomorphismen

A
K* 4—\ Rr—i—s
a—— (1()),
(z7)r — (log|zr |, ..., log|zs,|, 2log|ze, |, - - . 210g|2,.])

Ferner seien u(K) ={a € K| dn:a" =1} und I' = \(Oy).

Satz V.1: Die Sequenz

1 —— p(K) O —2=T {0}
ist exakt.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass u(K) = ker \. Ist @ € p(K), so ist o™ = 1
also auch 7(«a)” = 1 fir 7 € Hom(K, C). Folglich ist A(«a) = (e, log|Ta|), =
(e-logl), =0.

Andererseits ist ker A enthalten in der kompakten Menge {(z,) € KR | |z,| =
1} und dem Gitter jOg. Also ist ker A endlich. Damit hat jedes Element der
endlichen Gruppe ker A endliche Ordnung, ist also eine Einheitswurzel. O
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Lemma V.2: Zu gegebener Norm a € 7. gibt es bis aus assoziierte nur endlich
viele o € Ok mit Ngjg(a) = a.

Beweis: Wegen |Nkq(a)| = N((a)) ist dies dquivalent dazu, dass es nur
endlich viele Hauptideale mit vorgegebener Norm gibt. Dies haben wir bereits
gesehen. 0

Satz V.3: T' = \(Of) ist ein Gitter in R"*.

Beweis: Wir zeigen, dass I eine diskrete Untergruppe des R"*# ist. Dazu gentigt
es zu zeigen, dass die beschrankte Menge

Be={z € R"" | |zi| < exp(C),1 <i < 7|z, <exp(2C),1 < j < s}

fiir jedes C nur endlich viele Punkte von I' enthélt.

Es ist nun aber exp ' (B¢) = {(2,) € Kgr | |2,] < C} beschrinkt, also der
Durchschnitt jO% Nexp™!(Be) C exp ' (Be) N jOk endlich. Und ebenso sein
Bild B NT. 0

Lemma V.4: Fs ist O = {a € Ok | Ngjg(a) = £1}.

Beweis: Sind «, 8 € Og mit af =1,s0ist 1 = N(1) = N(af) < N(a)N(B),
also N(a) € {£1}.

Sei nun umgekehrt N(«) = +1. Betrachte K als Teilmenge von C vermoge
einer Einbettung. Dann haben wir

l=N(a)=]]ra=a ] ra=a+s,
T T#id
also ist § = 1/a € K und weiter § als Produkt ganzer Elemente ganz, also
b e Ok. O

Das Bild der Norm 1 Flache N = {(2,); € Kgr | [I, z- = 1} unter exp ist
wegen

log|[[ 2| = " loglz,
T =1
=Y loglz, | +23 ||
i=1 j=1

+ Z!zgj] + Zlog\zgj\
j= j=

die Spur 0 Hyperebene S = {x € R"** | 3, z; = 0}.
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Satz V.5: Das Gitter T' ist voll in S. Insbesondere ist T = Z7+5~1,

Beweis: Wir zeigen, dass I" voll ist, indem wir eine beschrankte Menge M C S
mit U,eps M + v = S angeben. Genauso gut konnen wir ihr Urbild 7' =
exp }(M) angeben und zeigen, dass Uzeox Te = N gilt. Wir bemerken dazu,
dass wenn T" kompakt ist, auch M = exp(T") kompakt, insbesondere beschrénkt
ist.

Zu ¢, € [0,00) mit ¢, = ¢z, wobei 7 € Hom(K,C), und ¢ = [], ¢, setze
Z ={(z;)r € Kr | |2:| < ¢;}. Seien weiter ay,...,ay € O — {0} derart,
dass jedes a € Og — {0} mit |[Ng|q()| < ¢ zu einander assoziiert sind. Setze
nun 7' = U¥, zjozi_l N N. Die Menge T ist kompakt, da Z kompakt und N
abgeschlossen ist, und damit sind auch die Z;o; N N kompakt.

Nun ist N = UEGOIX( T'je. Das sieht man so ein: Sei C' so grof}, dass vol(Z) >
2" vol(jOk). Sei (y;) € N. Da N(y) := 1[I, y- = 1, ist vol(Z) = vol(Zy~1). Wir
finden mit dem Satz von Minkowski ein jo € OxNZy~!, d.h. es gibt 2z € Z mit
jo = zy~ . Weiter ist | Ngq(o)| = |[N(ja)] < CN(y~') = C. Also finden wir ein
£ € OF mit a; = ea. Insgesamt ist y = zja~t = zja; 'je € Zja; ' je € Tje.d

Satz V.6 (Dirichletscher Einheitensatz): Sei K ein algebraischer Zahlkorper
mit  reellen und 2s komplexen Einbettungen. Dann ist O = p(k) x Zr+571,

Beweis: Die exakte Sequenz

1 —— pw(K) —— O r 0

zeigt, dass O eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist. Nun ist u(K) genau
der Torsionsanteil und O /u(K) 2T = Z"~1 der freie Anteil. O

Der Satz besagt, dass es sogenannte ,Grundeinheiten 1,...,¢, € Of gibt,
sodass jedes ¢ € OF eine eindeutige Darstellung ¢ = (e’ ---¢,77] besitzt,
wobei v; € Z und ¢ € u(K).

Satz V.7: Der Requlator Ri des Korpers K ist definiert als die Determinante
eines beliebigen Minors vom Rangt = r+s—1 von (A(g1), ..., \(g;)) € REFDxE,
FEs gilt vol(jOx) = /1 + sR.

Beweis: Der Vektor \g := (7 + s)7%(1,...,1)" € R™"* steht orthogonal auf der
Spur 0 Hyperebene und hat Léange 1. Folglich ist das ¢+ 1-dimensionale Volumen
des von Mg, A(€1),...,A(g;) aufgespannten Spats gleich dem t-dimensionalen
Volumen des von A(eq), ..., A(g;) aufgespannten Spats, d.h. gleich vol(jO).
Also ist vol(jOy) = |det(Ao, A(e1), ..., A(g¢))|. Die Summe der Zeilen ist nun
((r+s)7%0,...,0). Addieren wir also alle Zeilen zu einer festen Zeile, so konnen
wir nach dieser entwicklen und erhalten den Satz. O
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Beispiel V.8: Sei K ein kubischer Zahlkérper mit dx < 0. Dann ist r = s = 1.
Vermoge der reellen Einbettung sehen wir K als Teilmenge von R und damit
ist u(K) ={£1}. Es ist also O = {£e"} fiir eine Grundeinheit € € K. Mit ¢
sind auch —¢, e und —e~! Grundeinheiten, wir konnen also € > 1 annehmen.
Wir behaupten jetzt, dass |dx| < 4 + 24. Das sieht man so: Weil € keine
rationale Zahl ist, muss bereits — wegen [K : Q] = 3 — gelten, dass Q(¢) = K.
Die weiteren Konjugierten €1, 9 € C von ¢ sind damit komplex konjugiert, d. h.
€1 = &. Somit ist das Produkt egieo = 1 (und nicht —1). Setze ¢ = u? fiir
1 < u € R. Dann ist & = u~texp(if) und g5 = u~' exp(if), wobei 6 € [0, 7].
Es gilt
d'? = d(1,e, %)\
= (u* —u "t exp(if)) (u* — u~texp(—if))(u ' exp(if — u " exp(—if))
= |u? — u ' exp(if)[Paiu"" sin 6
= |u® —u "t cos(f) — utisin 0)*2iu"' sin 6
= |u* — ucosf + u?(cos® § + sin? )| 2iu"" sin @
= |u® +u™® — 2cos|2isinb.

Mit der Bezeichnung 2¢ := u® — u~3 sehen wir, dass |d'|'/? = 4(¢ — cos#)sin .
Fiir festes u hat |d’|'/? sein Maximum bei

0=¢Ecosf —cos® 0 +sin?f = Ecosf — 2cos? O + 1 = Ex —22° + 1 =: —g(x),
mit z = cosf € [~1,1]. Esist nun g(1) = 1-¢ = 1 -2 (¢*+u~*) < 0 und weiter

ist g(—1/(2u?)) = 2(u™% — 1) < 0. Da g ein Polynom zweiten Grades ist, hat

g eine Nullstelle grofier als 1 und eine Nullstelle 7o mit —1 < zy < —(2u?)7?,
da g(—1) = 1 + & > 0. Diese Nullstelle g liefert das Maximum von |d’|*/? mit
festem u. Fir spater halten wir fest:

>416:>O> L 4x(2)>u16—4x§—4xé. (V.1)
Wir konnen damit abschétzen
di| < |d'| = 16(£% — 2€ cos @ + cos? 0)(1 — cos? 0)
< 16(€? — 2w0¢ + a2)(1 - 22)
=16(¢* — 2(2a5 — 1) +25)(1 — x7)
= 16(&% — 35 +2)(1 — «{)
=16(62 — 23+ 1 — )
= 40 + 8 + 4u® — 1622 — 162 + 16
= 4u® + 24 + 4(u® — 4ad — dxj) < du’ + 24 = 43 + 24,

50



Fiir den Zahlkérper K = Q[a] mit a € R und o® + 10 + 1 = 0 kénnen
wir das gezeigte jetzt anwenden: Die Diskrimimante dx haben wir bereits zu
dx = —4027 bestimmt, sodass die Grundeinheit die Ungleichung

4027 — 24
> 3074>10

erfillt. Da N(a) = —1 ist a € Of. Weiter ist « = —0,0999003 ... und so ist
B =—a"1=10,00998.... Da 3 auBerdem eine Potenz von ¢ ist, muss 3 = ¢
gelten.

Bemerkung V.9: Der Regulator spielt die selbe Rolle fiir O wie die Diskrimi-
nante fiir Og. Fir jede Menge {e1,...,&} C Ok unabhéngiger Einheiten lasst
sich der Regulator R(eq,...,&;) definieren. Sei U die von ¢; und u(K) erzeugte
Untergruppe. Der Index dieser Untergruppe ist

_ Reg(gb s 7€t)

Ox U

Ahnlich wie im Beispiel gibt es allgemein untere Schranken fiir den Regulator.
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Kapitel VI.

Lokalisierung

Erinnerung VI.1: Seien A ein Integritétsbereich, S C A—{0} eine multiplikativ
abgeschlossene Menge und K = Quot(A). Dann gelten:
(i) ST'A={a/se€ K|a€ A,s e S} ist die Lokalisierung von A an S.
(ii) Ay =S'Afir S = A —p, wobei p C A ein Primideal ist.
(iii) Es gibt die Bijektion
{q C S7'A prim} «— {p C A prim,p N S # &}
g—qnA
pSTrA i p.

Satz VI.2: Ist A ein Dedekindring, so ist es auch S™'A.

Beweis: Jedes Ideal von S~'A ist von der Form aS~'A fiir ein Ideal a C A.
Mit a ist auch aS™!A endlich erzeugt. Folglich ist S~'A Noethersch.

Sind 0 # q; C g2 € S™'A Primideale, so auch 0 # q; N A C go N A C A.
Da q; N A maximal ist, folgt gy N A = g2 N A und damit q; = g2 nach der
vorangegangenen Erinnerung. Folglich ist jedes Primideal 0 # q; € S™'A
maximal.

Ist schliellich x € K ganz tiber A, d.h.

Ay a
xn + len’_l _|._ P + 70
Sn—1 S0
mit ag,...,a,_1 € Aund sg,...,S5,_1 € 5, so liefert Multiplikation mit s",
wobei s = s« -+ S,_1, dass sz ganz tiber A ist. Da A ganzabgeschlossen ist, ist
nun sz € A, d.h. v € S71A. O

Definition VI.3: Ein Hauptidealbereich mit genau einem Primideal 0 # p heifit
diskreter Bewertungsring.
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Satz VI.4: Sei A ein Noetherscher Integrititsbereich. Es ist A ein Dedekindring
genau dann, wenn alle Lokalisierungen A, an Primidealen 0 # p C A diskrete
Bewertungsringe sind.

Beweis: ,=“: Sei A ein Dedekindring. Dann ist es auch A,. Das maximale
Ideal m = pA, ist das einzige nicht-triviale Primideal. Ist nun 7 € m — m?, so
ist aufgrund der eindeutigen Faktorisierung von Idealen in A, das Hauptideal
(m) eine Potenz des maximalen Ideals, sagen wir (7) = m”. Jetzt muss aber
n = 1 gelten. Die anderen von Null verschiedenen Ideale sind genau die
Hauptideale (7%) = m*. Also ist A, ein Hauptidealring und somit auch ein
diskreter Bewertungsring.

»<"“: Wir behaupten A = N{A4, | p € A prim} C K. Sei dazu a/b € N, A,
und a = {x € A | za € bA} C A. Ist nun p C A ein Primideal, so gibt es ein
ce Aundein s ¢ pmit a/b=c/s € A,. Alsoist as =cb, d. h. s € aund s ¢ p.
Folglich ist a ¢ p. Nur das Ideal (1) ist in keinem maximalen Ideal enthalten.
Folglich ist a = (1) und weiter 1 € a, d.h. 1a € bA, also a/b € A. Dies zeigt
die Behauptung.

Ist nun x € K ganz tiber A, so ist es auch ganz tiber A, fiir alle p und damit
r e, A = A

Sind 0 # p € q € A prim, so ist pA; C gA,. Da pA,; maximal ist, folgt
pA, = gA; und damit p = q.

SchlieBlich ist A nach Voraussetzung Noethersch, womit wir insgesamt erhal-
ten, dass A ein Dedekindring ist. O

Definition VI.5: Eine diskrete Exponentialbewetung oder kurz disrekte Bewer-
tung ist eine Funktion v: K — Z U {oc}, die fur alle a,b € K erfiillt, dass
(i) v(ab) = v(a)+v(b),
(ii) v(a) = oo genau dann, wenn a = 0,
(iii) v(a +b) > min{r(a),v(b)}.

Sie heifit normiert, falls v surjektiv ist.

Beispiel VI.6: (i) Seien A ein Hauptidealbereich, K der Quotientenkorper
von A und m € A ein Primelement. Jedes ¢ € K ist von der Form Wm% mit
71 abund m € Z. Setze v(c) = m.

(ii) Seien A ein Dedekindring, p C A ein Primideal. Fiir ¢ € K* sei p*(©) die
Potenz von p in der Primidealzerlegung von (c).

(iii) Die Pol- beziehungsweise Nullstellenordnung in einem Punkt einer me-
romorphen Funktion auf einem Gebiet U C C.
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(iv) Primdivisoren auf normalen Varietdten entsprechen diskreten Bewertun-
gen auf dem rationalen Funktionenkorper.

Satz VL.7: Sei v eine diskrete Bewertung von K. Dann ist
A:={ae K |v(a) >0}

ein direkter Bewertungsring mit mazimalem Ideal m = {a € K | v(a) > 0}.
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Kapitel VII.

Faktorisierungen

Im Folgenden seien stets A ein Dedekindring, K = Q(A) sein Quotientenkorper,
L|K eine endliche separable Korpererweiterung und B der ganze Abschluss
von A in L.

Satz VII.1: B ist ein Dedekindring.

Beweis: Da L|K separabel ist, ist B ein endlich erzeugter A-Modul. Ist d =
d(aq,...,q,), dann ist B enthalten in der Summe (o;/d)A + -+ 4+ (v, /d) A.
Damit ist jedes Ideal von B als Untermodul eines Noetherschen A-Moduls

ein endlich erzeugter A-Modul, deshalb insbesondere ein endlich erzeugter
B-Modul. Der Rest folgt wie fir K = Q. 0

Bemerkung VII.2: Ist A ein Dedekindring und L|K nur eine endliche Kor-
pererweiterung, dann ist A” weiterhin ein Dedekindring.

Definition VIL.3: Sei 0 # q C A prim. Dann ist qB = []/_, B}, wobei die
e; > 0 und die p; Primideale sind. Ist eines der e; > 1, so heiflt q verzweigt in
B. Die Zahl e; ist der Verzweigungsindex von p; iiber q. Der Korpergrad

[B/pi: Alq] = fi

heifit Tragheitsgrad von p;. Das Ideal q heifit trdge in L, falls ¢ B prim ist und
voll zerlegt, d. h. falls e; = f; = 1 fur alle ¢ gilt. Wir schreiben fur p | B auch

pla
Beispiel VI1.4: Seien A = Z und B = ZJ[i]. Das Primideal 2 = (1 +i)? ist

verzweigt mit Index 2. Das Primideal (3) ist trage in Q[i] und Z[i]/(3) = Fy.
Das Primideal (5) = (2 +1)(2 —1) ist voll erzeugt.
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Kapitel VII. Faktorisierungen

Satz VIL.5: Seien nun B = Ala] und p = puo € A[X] das Minimalpolynom
von o. Ferner seien ¢ C A prim und py, ..., pu, € A[X] normiert und derart
gewdhlt, dass pp = [17_, u5* (mod p) die Primfaktorzerlegung in (A/q)[X] ist.
Dann ist qB = [I7_,(q, () die Primfaktorzerleqgung von qB. Weiter gilt

B/(a, pi(e)) = (A/q)[X]/ (1),
und so ist grad f; = deg ;.

Beweis: Aus der Voraussetzung B = A|a] erhalten wir den Isomorphismus
A[X]/(n) = B, x — «. Mit der Bezeichnung k := A/q erhalten wir daraus den
Isomorphismus

k[ X]/(i) — B®a A/q= B/qB, T a+qB.

Im Ring k[X]/(1) = IT-; k[X]/ (1) sind (@), ..., (fig) genau die maximalen
Ideale und die e; sind minimal mit der Eigenschaft dass [I_; fii* = 0. Das Ideal
(1) entspricht dem Ideal (p;(«) + qB) in B/qB und dieses gibt als Urbild
das Primideal p; := (ni(e),q) in B. Also sind py, ..., p, alle Primideale in B,
die q enthalten, und damit genau die Primteiler von q. Die Exponenten e} in
qB =11, pf; sind dadurch charakterisiert, dass sie minimal mit qB 2 [[Z_, p; 2
sind. Es folgt e, = e;. O]

Beispiel VIL6: Sei L = Q[a] und « eine Nullstelle von p = X? 4 10X + 1. Die
Diskriminante Disk(y) = —4027 ist prim, sodass O = Z[a].

q p (mod q) (9)
2 1+ X)(1+ X+ X?) 2,1+ a)(2,1+a+a?)
3 24+ X)(24+ X + X?) 3,24+ a)(3,2 4+ a + a?)
5 1+X)1+4X +X?) (5,1 +a)(5,1+4a + a?)
17 (1+10X + X3) (17)

4027 (2215 + X)%(3624 + X)  (4027,2215 + «)?(3624 + «)

Fiir u = X? — 8X + 15 gilt Disk(u) = —4027. Aber
(17) = (17,4 4+ B)(1716 + B)(17,7 + )

ist zerlegt. Damit ist Q(a) % Q(B). Ist Sp(K) die Menge der spaltenden
Primzahlen und sind K|Q, K’|Q Galoissch, dann kann man zeigen, dass K = K’
genau dann gilt, wenn Sp(K) = Sp(K”).

Bemerkung VII.7: Unter der Voraussetzung B = A[a] finden wir
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(i) [L: K] =degpua =degIl_y pi" = X{_  eideg i = X7y eifi.

(ii) Das Primideal q ist genau dann verzweigt, wenn f eine doppelte Nullstelle
hat. Die Restklasse i hat genau dann eine doppelte Nullstelle, wenn
Disk(p1) =0 € A/q ist, was genau dann gilt, wenn q | Disk(u).

Diese Erkenntnisse wollen wir jetzt fir B = A" verallgemeinern.

Lemma VIL8: Fir 0 # q C A und ein Primideal p C B gilt p | q genau dann,
wenn q=pN K.

Beweis: ,=“: Es gilt p | q genau dann, wenn qB C p, d.h. gCpNK =pnNA.
WEeil g nicht-trivial und maximal ist, also g =p N K.

,<=" Gilt ¢ =pN K, dann ist auch q C p, d. h. gB C p, was per Definition
gerade p | q heifit. O

Satz VIL.9: Seien weiterhin L|K separabel, n = [L : K| und py,...,p, C B
die Primteiler von q C A. Dann gilt:

(i) n=>7,efi (Fundamentale Gleichung)

(ii) Ist L|K Galoissch, so sind jeweils alle Tragheitsgrade f; und alle Ver-
zwetqungsindizes e; gleich. Es gilt somit n = efyg.

Beweis: (i) Wir zeigen, dass beide Seiten der Gleichung der Dimension von
B/qB als A/g-Vektorraum entsprechen. Nach dem Chinesischen Restsatz gilt
fiir die rechte Seite ;
B/aB =D B/pi'B,
i=1

d.h. es geniigt [B/p® : A/q| = e;f; zu zeigen. Wie zuvor ist
B2p;2p; 2 2p

cine Kette von B/p-Vektorraumen mit Quotienten p¥/p¥™ = B/p, von Di-
mension f; = [B/p : A/q], sodass die Dimension von B/p; genau e; f; ist.

Fiir die linke Seite nehmen wir zunachst an, A wére ein Hauptidealring.
Dann wére B = A™ ein freier A-Modul und L = B®4 K = K™, d.h. es wére
m = [L: K] =n. Mit

B/qB=B®4 AJq = A" @4 A/q = (A/q)"

erhielten wir [B/qB : A/q] = n.

Ist A kein Hauptidealring, dann kénnen wir mit S = A —q, A’ = S7'A und
B’ = S7!B fortfahren. Es gilt qB’ = [[{_;(p;B')%, A4/qA, sowie B'/p;B' =
B/p; und diesmal ist A’ = A, ein Hauptidealring.
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(ii) Sei L|K Galoissch. Jedes 0 € Gal(L|K) induziert einen Automorphismus
von B = A, Insbesondere ist mit p auch op prim. Aus ,p|q genau dann, wenn
q = p N K folgt, dass mit p|q auch op | q gilt. Weiter ist e(p | q) = e(op|q)
und f(p|q) = f(oplq). Es gentigt also zu zeigen, dass o transitiv auf den
Primfaktoren von qB operiert. Seien dazu P und £ Primteiler von qB.

Wiren B und 9 nicht konjugiert, dann gidbes es nach dem Chinesischen
Restsatz ein f € Q — U, 0P (z.B. mit =0 (mod Q) und =1 (mod R)).

Nun ist aber einerseits

und andererseits ist fiir jedes 0 € Gal(L|K) schon 3 ¢ ¢~ und so of3 ¢ P.
Das Produkt ], 08 = b, dessen samtliche Faktoren nicht in *J3 liegen, wére in
q C B enthalten, was einem Primideal nicht passieren kann. OJ

Definition VII.10: Sei B eine A-Algebra, die als A-Modul isomorph ist zu A™.
Dann koénnen wir wie gehabt Spur und Norm eines Elements von B als Spur
und Determinante der Linksmultiplikation definieren. Die Diskriminante ist

d(B/A) = d(av, ..., a,) = det(Trpa(oa;))i; € AJ(A%)?
wobei aq, ..., a, eine Basis des A-Moduls B ist.

Beispiel VIL.11: Ist A der Ring der ganzen Zahlen Z und B = Op = 7", dann
ist d(Ok/Z) = dg, € 7./](Z°)* = 7.

Satz VIL.12: Sei K ein Zahlkérper, LIK eine endliche Korpererweiterung,
A C K ein Dedekindring und B = AF. Ist B ein freier A-Modul und q C A
prim, so gilt: Das Primideal q ist verzweigt in L genau dann, wenn q | d(B/A).

Insbesondere gibt es nur endlich viele verzweigte Primideale.

Lemma VIIL.13: Seien A ein Ring und By, ..., B, Ringerweiterungen von A,
die freie A-Moduln sind. Dann ist

d(i[l Bi/A) _ §d<3i/A).

Beweis: Die Mengen FEi,..., FE, seien A-Basen der B;. Dann berechnen wir
d([1%_, B;/A) vermoge der Basis UL, E; von [I%, B;. O
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Erinnerung: Seien R ein Ring und a C R ein Ideal. Dann heift
rad(a) ={zr € R| 3ne N:z" € a}
das Radikal von a. Man kann zeigen, dass gilt:

ﬂ{P | p C Rprim} =rad(0) <= R ist reduziert
<= 0 ist das einzige nilpotente Element von R.

Lemma VIIL.14: Sei k ein perfekter Korper und B eine endlichdimensionale
kommutative k-Algebra. Dann ist B reduziert genau dann, wenn d(B/k) # 0.

Beweis: Ist 0 # § € B nilpotent, so kénnen wir 3 zu einer Basis (5 = ey, ..., e,)
von B fortsetzen. Es ist nun fiir jedes ¢ auch fe; nilpotent und so auch die
lineare Abbildung B — B, = + (f¢;) -  und ihre Darstellungsmatrix M. Es
gilt py = 2 und so Trp(B) = Tr(M) = 0. Folglich ist die erste Zeile von
Tr(e;e;);; gleich Null, also d(B|k) = 0.

Sei umgekehrt B reduziert, d.h. 0 =rad(0) =N(p | p C R prim). Ist p C B
prim, so ist B/p ein algebraischer Integritatsbereich iiber k, also ein Kérper,
d.h. p ist maximal. Sind py, ..., p, Primideale, so sind sie paarweise prim (d. h.
fur ¢ # j ist p; + p; = R), da sie maximal sind. Der Chinesische Restsatz liefert

B/ (\pi=]] B/p:
=1 =1

Es gilt also oo > [B : k| > [B/(Ni_; pi - k] = X1_,[B/pi : k] > r. Folglich hat
B nur endlich viele Primideale pq,. .., p,. Wir haben also

B~ B/(0) B/ (i] pi = f[B/pi,

entsprechend ist d(B|k) = [I7_, d(B/p;|k). Da k perfekt ist, ist die Korperer-
weiterung B/p;|k separabel und so folgt d(B/p;|k) # 0. Also ist d(B) =
[1; d(B/p:|A) # 0. [

Beweis (Satz VIII.12): Sei 0 # q € A prim und (ey,...,e,) eine A-Basis

von B. Dann ist (ey,...,é,) eine A/g-Basis von B®4 A/q = B/qB. Aus der
Definition der Diskriminante folgt

d(B|A)  (mod q) = d(B/qB|A/q).
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Aus dem vorherigen Lemma erhalten wir mit qB = [], p;*, dass

d(B/qB|A/q) # 0 <= B/qB ist reduziert
< B/qB =] B/p*
< Jedes B/p;" ist reduziert
<— Jedes ¢; ist 1. OJ

Bemerkung VII.15: Ist A = Og und B = Op nicht notwendig frei iiber A, so
ist fir S = A —q, S7'A = A, ein Hauptidealbereich, also ist S™'B frei und
d(SIB|STA) = (qA,)™. Setze

aBlA = [ .

qCA prim

Da fast alle m(q) = 0 sind, definiert dieses ein Ideal und es gilt q | d(B|A)
genau dann, wenn q verzweigt in B ist.
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Kapitel VIII.

Hilbertsche Verzweigungstheorie

Im Folgenden sei L|K eine Galoissche Korpererweiterung. Wir hatten bereits
gesehen, dass Gal(L|K) =: G transitiv auf der Menge der Primteiler eines
Primideals px € Ok operiert.

Definition VIIL1: Sei P C Oy prim. Dann heifit Gy = {0 € G | P =P} die
Zerlegungsgruppe von P und Zy = L& = {z € L | oz = z fiir alle 0 € Gy}
der Zerlegungskorper. Es gilt fur Px = P N K, dass

PO, = [ op"

ceG /Gy

Die Anzahl der Primteiler von P in L ist also g = [G : Gg] und weiter sind
f=[0L/0B: Ox/PBx|und n=[L: K] =efy.

Fir B C O schreibe x(P) := O/P fir den Restkorper.
Satz VIIL.2: Fiir ‘B, =P N Ly ist:
(i) Bz0L =P,
(i) [<(B) - 6(B2)] = [,
(i) e(Bz[Bx) = f(Bz[Bx) = 1.

Beweis: Die iiber B, liegenden Primideale von Op sind von der Form o8 mit
o € Gal(L|Zyp) = Gy, also ist 0P =P. Es ist [L : K| = #(G) = efg mit
g:[GGf_p]:[ngK]
folgt [L : Zy] = ef. Ist P = PO, und Py = BrOz,, so folgt
PrOp = (P0L)" = (P)" =",

also ist e = €' - ¢’. Fur die Tragheitsgrade gilt analog f = f"- f".

Fir die Zerlegung von By in L gilt ef = [L: Zg]| =€ - f'-g =€ - f'. Es
folgt ¢ =e, f'= fund e’ = f" = 1. O
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Da per Definition o8 =B fiir 0 € Gy, wirkt Gy auf x(B) = O, /B.

Satz VIIL.3: Die Korpererweiterung k(B)|k(Bx) ist normal und der Homo-
morphismus

Gy — Gal(x(B)[r(Fx))

ist surjektiv.

Beweis: Da der Triagheitsgrad f(Bz|Px) = 1 ist nach dem vorherigen Satz,
folgt dass k(Pz) = K(Px ). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
also annehmen, dass Zy = K und Gy = G.

Sei § € Op Reprisentant eines beliebigen § € Op/P = x(P). Fiir die
Minimalpolynome gilt pz | . Da L|K als Galoissche Korpererweiterung
normal ist, zerfallt py in Op in Linearfaktoren. Damit zerfallt auch jig in k()
und somit auch sein Teiler ji5. Da 6 beliebig war, ist #(B)|#(Px) normal.

Sei 0 jetzt ein primitives Element der separablen Hiille von x(Px) in x(P).
Ist nun

- ¥E Gal(r(P)|5(Px)) = Gal(k(Px)(0)]K(Px))

so ist ¢(f) eine Nullstelle von j, also auch von fig. Es gibt also eine Nullstelle
0" € L von pig mit ¢(f) = ¢'. Diese ist via einem o € Gal(L|K) zu 0 konjugiert,

also ist 00 = 0’ = pf (mod P). Es ist also ¢ = ¢ und der Homomorphismus
ist surjektiv. O

Definition VIIL.4: Die Trdigheitsgruppe Iy ist der Kern des Homomorphismus
Gy — Gal(k(P)|x(Px)). Der Fixkorper L* =: Ty heilit Trigheitskorper.

Satz VIIL.5:
(i) Tp|Zy ist normal.
(i) Gal(Tp|Zy) = Gal(k(P)|x(Fk))-

Ist k(P)|~x(Pk) separabel, so ist einerseits #(Iy) = [L : Ty] = e und an-
dererseits Gy = Iy] = [Ty + Zy] = f. In diesem Fall ist e < e(P|Pr) und
1 =e(Pr[Pz) sowie 1 = f(B[Pr) und f = f(Pr[Bz).

Beweis: L|Zy ist Galoissch mit Galoisgruppe Gal(L|Zy) = G. Da Iy normal
in Gy liegt, ist der Zwischenkérper Tiy|Zy normal und G(Ty|Zy) = Gy /Iy.
Das zeigt (i). Aus der Sequenz

1 Iy Gy G(k(P)|k(Pk)) — 1

folgt (ii).
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Es ist nun Iy = Gal(L|Iy) die Zerlegungsgruppe von B iiber Ty, sodass nach
(VIIL.3) die Abbildung Iy — Gal(x(B)|x(Pr)) surjektiv ist.

Andererseits liegt Iy sogar im Kern von

Gy — Gal(s(P)[r(Px)) 2 Gal(s(P)[x(Fr)).
und somit ist letztere trivial. Nach Separabilitdt von «(B)|x(PBr) ist

FOBIBr) = [£(B) : 5(Br)] = #(Gal(x(P)[£(Pr)) = 1.

Also ist k() = £(Pr) und f:= [(P[PBx) = f(BIBr) - f(Br|Pz). Aus (ii)
folgt f = [Ty : Zy] und so ist f = [Ty : Zy] = e(Pr[Pz) - f(Pr|B2) - ¢, also
ist e(Pr[Pz) =g = 1.

Aus #(Gy) = [L : Zy] = ef gewinnen wir nun, dass e(P|Pr) = e und
fOBIBr) = 1. [

Zusammenfassend erhalten wir fiir den Fall, dass x()|x (P k) separabel ist,
das Bild

1 L K
\
o
Ly Ty K(Pr)
| /
|
Gp Zyp K(Pz)
N
\
G K K(Prx) P
Ist Gy sogar nomal in G, d.h. ist Zy|K Galoisch, so gilt
B oB°
Pr oPr
Bz Bz (0 € G/Gy)
B

Andernfalls konnen wir lediglich Px - O Zy = Pz -1 mit Py 1 I schlielen.
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Kapitel IX.

Kreisteilungskorper

Im Folgenden sei ( € C eine primitive n-te Einheitswurzel, d. h. ¢ = exp(27im/n)
mit m € (Z/nZ)*.

Erinnerung: Das Minimalpolynom von  ist ®,, = [[((x — (™) | m € (Z/nZ)*).
Der Korper Q(¢) heifit n-ter Kreisteilungskorper und sein Grad ist

[Q[¢] : Q] = deg @, = #Z/nZ* =: ¢(n),
wobei ¢ die Eulersche-p-Funktion bezeichnet. Die Abbildung

Gal(Q[C]|Q) — (Z/nZ)*,  or—m
wobei o(¢) = ("™, ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Im Folgenden bezeichne O := Ogq/).

Lemma IX.1: Sei n = p¥ eine Primpotenz und A\ == 1 — (. Dann ist die
Primidealzerlegung von pO genau pO = (\)?P"). Weiter ist Disk(®,.) = £p*
mit s =p" Hvp—v —1).

. . —1 . . .
Beweis: Setzen wir ¢ := 2", so konnen wir schreiben

X —1 -1
(p v — —
PoXT -1 t—1
d.h.p=2,(1)=T1((1 —¢™)|m € (Z/nZ)*). Es ist

=t bt

1—(m

1_C< ="'+ +1€Z[¢]CO
und genauso erhalten wir fiur ¢’ = ("™ sowie ( = (’ m/, dass

1-¢ _1-¢" .,
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Also ist (1 —¢™)/(1 — () eine Einheit in O, wir haben

1 - m v
p=TI0-¢") =TT = (-0
und es ist pO = (1 — )?®)0O. Da ¢(p*) = [Q[¢] : Q] zeigt die fundamentale
Gleichung, dass (1 —() ein Primideal vom Trégheitsgrad 1 ist. Schlieflich haben
wir £ Disk(®pr) = No(o)je(®,(¢)) und

_ xpufl 1= (gpufl _ 1)(1);;V(C) _ puCpVﬂ
e=(

dd,

v—1
dx (l‘p - 1>¢)pu

Setze & := (P . Dieses ¢ ist eine p-te Einheitswurzel. Insgesamt ist

pr (Pl (pV)w(p”) pvp”*l(p—l)
£E—1

*Naoial®(0) = Naowe ( T NeweE -1 pr

was wir zeigen wollten. 0

Lemma IX.2: Sei n = p” und ( = (v eine primitive p”-te Einheitswurzel.
Dann ist O = Z[(].

Beweis: Aus dem vorherigen Lemma erhalten wir p* = d(1,¢, ..., ¢¥™) und so
ist pPO CZ[(] C O. Mit A :=1—ist O/(\) 2 F,. Alsoist O = Z + \O und

erst recht O = Z[(] + AO. Wir erhalten N\O = MZ[(] + \?O. Einsetzen liefert,
dass

O = Z[¢] + \O = Z[(] + \*O

Induktiv erhalten wir O = Z[(] + MO fiir jedes t > 1. Fir t = s - (n) ist
(N = (N)#)s = (p)*. Mit p*O C Z[¢] C O sehen wir, dass

O =Z[{] + NO = Z[(] + p'O = Z[(]
und wir sind fertig. O

Lemma IX.3: Seien L und L' Zahlkérper. Gilt fir die Korpergrade [L : QL :
Q] =[LL : Q], dann ist fir g = ggT(dy,dy) die folgende Gleichung erfillt:

1
Ory € -0p-0Op.
g

Fd/r g - 1 ngt dLL’ = d[lf//Q] . d%Q]
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Beweis: Wir zeigen dquivalent, dass ¢Opr C OpOp. Seien wy,...,w, und
wi, ..., w, Ganzheitsbasen von O, respektive Or,. Wegen der Gleichung fur die
Kérpergrade ist w;w} eine Basis des Kompositums sodass wir jedes a € Opp/
eindeutig schreiben konnen als o = 3,; a;;wjw; mit geeigneten rationalen
Zahlen a;;. Es ist zu zeigen, dass ga € OLOL/ d.h. ga;; € Z.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir L und L’ als Teilkérper
der komplexen Zahlen auffassen. Jede Einbettung i: L — C setzt sich fort zu
einer Einbettung o: LL" — C, die L’ fest ldsst, d.h. 0 € Homp,(LL, C).

Um dies zu sehen, schreibe L = Q(w). Dann ist LL' = L'(w). Nach der
Gleichung iiber die Korpergrade éndert sich der Grad des Minimalpolynoms
von w nicht, wenn wir es statt iiber @ tiber L’ nehmen. Folglich ist o: L'(w) — C
eindeutig bestimmt durch o(w) = i(w).

Wir erhalten

o(a) Zawwlla w;) Za Zaww
j

]

Fir {oy,...,0,} = Hom (LL',C) = Homg(L, C) rechnen wir nach, dass

o1(a) o1(wy) -+ o1(wn) > apnwi

O—n‘(a) Un(.wl) an(;'un) > amw;z

Wir bezeichnen die Matrix in der obigen Gleichung mit 7', den Vektor auf der
rechten Seite mit b und den Vektor auf der linken Seite mit a.

Es ist (det T')? = dy, und (det T')b = T*a. Nun sind die Eintrége von T' und
a allesamt ganz tiber Z, und somit auch die von dpb = det(7T') - T*a — d.h.
det(T) - T*a € OF,.

Da (dpb); = >i(draj)w; € O = @i, Zw; gilt, liegen die Koeffizienten da;;
allesamt in Z.

Vertauschen der Rollen von w; und w’ liefert mit den selben Argumenten, dass
ebenfalls djsa;; € Z. Schreibe nun mit dem Lemma von Bézout g = xdy, +2'dy,.
Dann ist ga;; = xdpa;; + 2'dpa;; eine ganze Zahl.

Ist nun g = 1, so ist Opp = OO0 = @;; Z(wiw ) Wegen der Gleichung fiir
die Korpergrade ist

Hom(LL',C) = {00} | 0 € Hom(LL',C),0}; € Homy(LL', C)}.

Wir berechnen die Determinante von (0;0%) (wywy) = 04(wi )’ (wp) € €™
Diese Matrix ist (bis auf Umordnung) genau das Kronecker-Produkt

(oi(wi)ir ® (05(we))je=T T

69



Kapitel IX. Kreisteilungskérper

und so dpp = det(T @ T')? = (det T)* - (det T")*" = d} - d},. Dies beschliefit
den Beweis. Wir bemerken, dass wegen der Gleichung der Korpergrade gilt,
dass LL' =2 L ®q L' und Hom(LL', C) = Hom(L, C) x Hom(L', C). O

Satz IX.4: Seien n eine natirliche Zahl und ¢ eine primitive n-te Finheitswur-
zel. Dann ist O = Z[(].

Weiter sind auch die Diskriminanten der Q((,) teilerfremd, sodass wir das

eben bewiesene Lemma auf die Ganzheitsbasis {1, (,,, . . ., Cg;_l} mit d; = p(p;*)
sukzessive anwenden konnen. Es ist also

;'%1"';:%7 0§]z§d1_1

eine Ganzheitsbasis von Q((). Jedes dieser Elemente ist aber eine Potenz von
¢ und folglich Z[¢] = O. O

Satz IX.5: Seien n eine natirliche Zahl und n = [[, p"* die zugehirige Prim-
faktorzerlegung. Sei f, die Ordnung von p € (Z/(n/p*?)Z)*. Dann ist

PZIC] = (p1--pg)? mit e, = o(p™)

die Primidealzerlegung von (p) und die p; sind vom Trigheitsgrad f,. Es gilt
p(n) = epfpp-

Beweis: Wegen O = Z[(] geniigt es nach (Bemerkung VIIL.5), die Primfaktor-
zerlegung von ®,, (mod p) zu bestimmen. Es ist also zu zeigen, dass

(I)n = (Pl c 'pgp)ep (HlOd p)
mit p; € IF,[X] irreduzibel und vom Grad f,. Fiir n = p*» -m, £ = (*", n =™

sind die Produkte &'/, wobei i € (Z/mZ)* und j € (Z/p**Z)* genau die
primitiven n-ten Einheitswurzeln. Es ist somit

o, = [[(X —&'7).

1,J
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Aus 0 = (/)P —1 = (1 — 1) (mod pZ[(]) erhalten wir 7/ =1 (mod pZ][(]).
Somit ist

0, = [[(X — &) = [[(X — €)?P™") = 2™ (mod pZ[(])

(2%} (2
und sogar ®, = (®,,)¥*"") (mod pZ), da pZ = pZ[¢(] N Z. Als Teiler von
X™ —1ist ®,, € F,[X] separabel, hat also nur einfache Nullstellen. Folglich
ist e, = @(p*?) gezeigt.

Sei nun p | (p) ein Primteiler. Es bleibt zu zeigen, dass [O/p : F,| = f,, wobei
f, die Ordnung von p in der Einheitengruppe (Z/mZ)* bezeichnet. Da X™ — 1
separabel ist, induziert O — O/p eine Bijektion der m-ten Einheitswurzeln
m(Q(Q)) — wm(O/p). Weiter ist O/p auch erzeugt von (,, (mod p) und
somit ist O/p genau der Zerfillungskorper von ®,, € F,[X]. d.h. die kleinste
Erweiterung I, von I}, die eine primitive m-te Einheitswurzel enthalt. Die
Gruppe I ist zyklisch als Einheitengruppe eines endlichen Kérpers und von
der Ordnung ¢ — 1. Sie enthélt genau dann ein Element der Ordnung m, falls
m|qg—1,dh. ¢g=1 (mod m). Nun ist ¢ = p fiir ein f > 1 und fiir f = f,
ist ¢ minimal mit ¢ = p/ =1 (mod m). O

Korollar IX.6: Sei p eine Primzahl. Dann ist p genau dann verzweigt, wenn

n =0 (mod p), es sei denn p =2 = ggT(4,n). Ist weiter p # 2, so ist sie voll
zerlegt in Q(C) genau dann, wenn p =1 (mod n).
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Kapitel X.

Quadratische Reste

Definition X.1: Sei p eine Primzahl.

(i) Eine Restklasse a € IF), heifit quadratischer Rest modulo p, falls es eine
ganze Zahl b mit a = b* gibt.

(ii) Sei p # 2 eine Primzahl. Das Legendre-Symbol ist

() CFX — {£1), . {1,1 fallsta quadratischer Rest modulo p ist,
—1, sonst.

Fiir eine ganze Zahl a setzen wir

a) _ (%) , fallspta,
D 0, falls p | a.

Satz X.2: Es gilt das quadratische Rezirozitétsgesetz:

(i) Seien q,p > 2 verschiedene Primzahlen. Dann gilt
p\ (4 polgt
- — | =(=1)2 2.
(5 () -

<_1>_(_1)p51_ 1, fallsp=1 (mod 4),
) -1, fallsp=3 (mod 4).

2 _(_1>%_ 1, fallsp=1,7 (mod 8),
B -1, fallsp=3,5 (mod 8).
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Kapitel X. Quadratische Reste

Beispiel X.3: Seien p = 1889 und ¢ = 67. Hat 2° = 67 (mod 1889) eine Losung
x € 77 Zur Beantwortung dieser Frage konnen wir einfach das entsprechende
Legendre-Symbol ausrechnen:

() = (o) = (&) = () = () =

1889 67 67 13 13 ’
damit ist die Antwort: ,Nein, so eine ganze Zahl x gibt es nicht®,
Lemma X.4 (Euler):

(“) =4""  (mod p).

p

Lemma X.5: FEs sei p > 2 eine Primzahl. Dann gelten:

(i) Fy = {£1}, a = () ist ein Epimorphismus.
.. .. . ab\ _ (a\(b
(ii) Fira,b € Z gilt () = (3)(;)-

Beweis: Die Einheitengruppe I ist zyklisch, d. h. (IF)) = (Z/(p—1),+). Also
ist

Fy/(F)* = (Z/(p — VZ/2Z/(p — 1)Z)) = Z/27 = {£1}.

Das Legendre-Symbol stimmt also mit dem Epimorphismus F — )/ (IF;)2 =
{£1} iberein. Die zweite Aussage folgt aus der ersten. O

Beispiel X.6: Gibt es irgendeine ganze Zahl x mit z? = 2012 (mod 30167)?
Wegen 30167 = 97 - 311 sagt uns der Chinesische Restsatz, dass es genau so
eine Losung x gibt, falls die Kongruenzen

2* =2012 (mod 97),

27? =2012 (mod 311).
16sbar sind. Wegen 2012 = 72 (mod 97) und 2012 = 146 (mod 311) berechnen

wir die Legendre-Symbole (£2) und (57°). Zunéchst ist

()= )= () (&) = (57) =
97 97 97/ \97 97 ’
auflerdem haben wir
146\  (2-73
(o) = Gt )
= (a) () = ) = () = (50) = (5g) = (3g) =
311/ \311 311 73 73 19 19

Die Gleichung hat also in der Tat eine ganzzahlige Losung. Per Computer kann
man ausrechnen, dass 75532 — 2012 = 1891 - 30 167.
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Bemerkung X.7: Seien a eine quadratfreie ganze Zahl und p > 2 prim. Es ist
(%) = 1 genau dann, wenn es eine ganze Zahl b mit r?—a = (z+b)(z—>b) (mod p)
gibt. Teilt p nicht d(1, \/a), dann bedeutet das, dass (P) = (P, /a+b)(p,/a—b)
voll zerlegt in Q(v/a) ist.

Idee X.8: Wir haben die Isomorphie Gal(Q((,)|Q) = (Z/pZ)*. Die Gruppe
(Z,/pZ.)* ist zyklisch und von der Ordnung p — 1. Es gibt also genau eine
Untergruppe vom Index 2, d. h. genau einen Zwischenkorper K mit [K : Q] = 2
und [Q(¢,) : K] = (p—1)/2. Es ist K = Q(/d) fiir irgendeine ganze Zahl d. Tst
p =1 (mod 4), so ist p die einzige in Q(,/p) verzweigte Primzahl und Q(,/p)
ist der einzige quadratische Zahlkorper mit dieser Eigenschaft.

Fir p = 3 (mod 4) ist —p = 1 (mod 4) und wieder ist p die einzige in
Q(y/=p) verzweigte Primzahl. Also ist d = (—1)®~Y/2p =: p*. Man kann d
auch explizit ohne Galois-Theorie finden. Fiir

= X <a>€“

ae(z/pz)* \P
ist 72 = p*.

Lemma X.9: Es seien { und p ungerade Primzahlen, ¢* := (—1)“="Y/2¢ ynd
¢ eine primitive {-te Einheitswurzel. Dann ist p voll zerlegt in Q(\/ﬁ) genau
dann, wenn p in Q(C) in eine gerade Anzahl von Primidealen zerfdllt.

Beweis: Ist (p) = pip, voll zerlegt in Q(v/d*) und o € Gal(Q(¢)|Q) mit
op1 = Pa, so bildet o tiber p; liegende Primideale von Z[(] bijektiv auf die tiber
po = op; liegenden ab. Die Zahl der iiber (p) liegenden Primideale von Z[(] ist
also gerade.

Zerfallt umgekehrt p in Q(¢) in eine gerade Anzahl g von Primidealen, dann
ist g = [G : Gy| fur die Zerlegungsgruppe G, eines Primideals p, das p teilt.
Da nun der Zerlegungskoérper Z, den geraden Grad g = [Z, : Q] hat, muss er
Q(\/E_*) enthalten. Der Tragheitsgrad von p; = Z, N*P ist eins und genau so
sein Verzweigungsindex. Selbiges muss also auch fiir px = p N Q(\/ﬁ_* ) gelten,
d.h. (p) ist voll zerlegt in Q(v/£*). O

Beweis (des quadratischen Reziprozitdtsgesetzes): Zu (i): Seien £ und p unge-
rade Primzahlen. Es ist (%) = 1 genau dann, wenn p voll zerlegt ist in Q(v/¢*).
Nach dem vorherigen Lemma ist das dquivalent dazu, dass p in Q((,) in eine
gerade Anzahl g von Primidealen zerfillt. Wegen efg = p(¢) = £ — 1 ist das
genau dann der Fall, wenn

75



Kapitel X. Quadratische Reste

gerade ist, wobei f die Ordnung von p in I beschreibt. Jetzt ist (¢ —1)/f
gerade genau dann, wenn f ein Teiler von (¢ — 1)/2 ist, was genau dann der
Fall ist, wenn 1 = p“~1/2 (mod ¢). Nach dem Satz von Euler gelangen wir also
zu

l=p2 = (p) (mod ¢),

und wir erhalten

()= (5) = (2= (3) 7 () - (1)

Zu (ii): Das ist eine direkte Konsequenz des Lemmas von Euler.
Zu (iii): Es sei ¢ = (g eine achte Einheitswurzel. Dann ist i = ¢? und

1= (@~ i)(e +1) = (@ — ()(a® — ().

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite erhalten wir ((+¢~')? = 2. Schreiben
wir a := ( + (!, liest sich die Gleichung a* = 2. Ist nun p = +1 (mod 8), so
ist

A" ="+ (P =(+¢=a (mod pZ[(]).

Es folgt a?~' =1 (mod pZ[(]), also (2) = 2P=D/2 = 1 (mod p).
Firp =45 (mod &) ist a? = P+ (P =+ ="+ = —a
(mod pZ[(¢]). Und so ist —1 = aP~! = 200~1/2 = (%) (mod p). O

Bemerkung X.10: Euler hat das Quadratische Reziprozitatsgesetz bereits ver-
mutet, jedoch erst Gaufl hat es 1796 per Induktion bewiesen. Spater fand er
mindestens 8 weitere Beweise fiir das Quadratische Reziprozitatsgesetz. Auf
der Homepage von Franz Lemmermeyer finden sich tiber 240 weitere Beweise
in mindestens 30 Beweisfamilien. Keiner ist offensichtlich.

Bemerkung X.11: Bevor wir (%) im quadratischen Reziprozitatsgesetz umdre-

hen konnten, brauchten wir die Primfaktorzerlegung von a. Dies ist algorith-
misch teuer.

Definition X.12: Sei n eine ungerade natiirliche Zahl mit Primfaktorzerlegung
n = [I;_, p;". Dann ist das Jacobi-Symbol

(Z) 11 (;) e {0,£1}

=1

mit (¢) = 1, falls @ # 0 und Null sonst, eine Fortsetzung des Legendre-Symbols.
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Bemerkung X.13: Ist a ein quadratischer Rest modulo n, so auch fir alle
Primfaktoren p; aus der Primfaktorzerlegung von n und (%) = 1.
Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch. Es ist ndmlich

(#)-O-cren-

aber 2 ist kein Quadrat modulo 15.
Die Abbildung

(Z/nZ)* —s {+1}, (zh—><2)

ist ein Homomorphismus (wegen des Chinesischen Restsatzes).

Satz X.14: Seien n und m teilerfremde ganze Zahlen. Dann gelten:

(i) (2)(2) = (~1)-Drm-,

Beweis: Zu (ii) Sind a und b ungerade, dann haben wir die Aquivalenzen

~1 b—1_ ab-1
a =2 (mod 2) <= a—1+b—1=ab—1 (mod 4)

2 + 2 2
<~ (a—1)(b—-1)=0 (mod4)

wobei die letzte Aussage wahr ist, da a und b ungerade sind. Also ist n +—
(—1)=1/2 multiplikativ fiir n ungerade und genauso (’71), sie stimmen fiir alle
Primzahlen iiberein, sind also gleich.

Der Beweis von (iii) funktioniert genau wie der von (ii).

Zu (i): Die linke und rechte Seite sind multiplikativ in m und n. Damit reicht
es, n = p # q = m zu betrachten, wobei p und ¢ ungerade Primzahlen sind.
Aber in diesem Fall greift das quadratische Reziprozititsgesetz. U

Beispiel X.15: Wir haben
(i) = (o)
167)  \101
- ()= ) () = 0 () =~ () =~ () =
~\101/ \101/ \101/) 101/ 33/ 33/

Die Strategie zum Berechnen des Jacobi-Symbols ist:
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e Faktoren 2 und —1 im ,,Zahler” abspalten,

e Das Jabobisymbol () mit dem Reziprozitatsgesetz unter Beachtung des
Vorzeichens bearbeiten und anschlieBend m modulo n reduzieren,

e Wiederholen.

Die Strategie ist dhnlich zum euklidischen Algorithmus und hat auch eine
ahnliche Laufzeit.
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Kapitel XI.

Die p-adischen Zahlen

Jede natiirliche Zahl f hat ein eindeutige p-adische Darstellung
f=ao+ap+ap® +- -+ ap"

wobei a; € {0,...,p — 1} und n eine natiirliche Zahl sind. Wir erhalten sie wie

folgt: Setze fo := f, a; = f; (mod p) und f;11 = f%

Beispiel XI.1: Seien f = 216 und p = 5.

(i) Esist 216 =1 (mod 5) also ap = 1 und f; = 25 = 43,

)
(ii) Esist 43 =3 (mod 5), also a; = 3 und f, = £=2 =8,
)
)

(iii) Esist 8 =3 (mod 5), also az = 3 und f3 = 522 = 1.

(iv) Esist 1 =1 (mod 5), also a3 = 1 und f, = 0.

Wir haben fiir f damit die Darstellung f =216 =1+3-5+3-25+41-125
gefunden. Wir schreiben dafiir 216 = 1,3315;.

Versuchen wir das Verfahren mit f = —1, dann ist fo = -1 =p—1 (mod p)
und ag = p—1, f; = —1. Fir alle ¢ haben wir also a; = p—1 und f; = —1. Wir
erhalten ,—1=p—1+(p—1)-p+(p—1)-p*+...“ Diesem Ausdruck wollen
wir einen Sinn verleihen.

Dazu sehen wir die formale Reihe Y777 a,p” als Folge ihrer Partialsummen
Sn = >_—o ayp”. Jede Partialsumme ist auch eindeutig durch ihre Restklasse
Sp = S, (mod p") bestimmt.

Definition XI.2: Die Menge der ganzen p-adischen Zahlen ist

Z, ::{Zal,p”:aye{o,...,p—l}}.
v=0
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Wir erhalten eine Einbettung
Z(p) — Zp7 f — (Sn)nE]N7

wobei f = s, =ag+ap+ -+ ap_1p"' (mod p"Z,)). Das Bild von f heifit
p-adische Entwicklung von f.

Definition XI.3: Die Menge der p-adischen Zahlen ist

o0

Qp::{ > a,,p”:a,,e{O,...,p—l},mG]N}.

v=—m

Schreiben wir f € Q als g/h-p~™ mit g, h € Z, wobei p { gh, so ordnen wir ihr
die Entwicklung > 77, a,p”~™ zu, wobei Y >, a,p” die p-adische Entwicklung
von g/h in Z, ist. Wir erhalten die Einbettung Q — Q,.

Beispiel XI.4: Esist 1/(1 —p)=1+p+p?+..., denn
L=1+p+p*+ - +p" )1 —p)+p",
alsoist 1/(1—p)=1+p+---+p" ! modulo p"Z,).

Wir wollen nun 7, die Struktur eines Rings geben. Dazu betrachten wir
f=2>,20a,p” nicht als Folge der Partialsummen s,, in Z, sondern als Familie
von Restklassen s, = s, + p"Z € Z/p"Z. Wir erhalten Abbildungen

Z)pT < 7T 2 TP

mit \,(Sp41) = 8,. Die Familie (5,,)nen liegt also im projektiven Limes
@nZ/p"Z = {(xn)ne]N € HZ/p"Z sV AN(Tpy) = xn}.
n i=1

Satz XI.5: Wir erhalten eine bijektive Abbildung

Z, — i Z/p"Z,
Z al/p — Sn neN — <Z al/p HlOd pn)>

v=0 nelN

Der Beweis bleibt dem Leser tiberlassen. Das Bild dieser Abbildung ist ein
Teilring des Produktes, sodass Z, die Struktur eines Rings erhélt. Weiter ist
Q, = Q(Z,) der Quotientenkorper. Vermoge dieser Bijektion identifizieren wir
Z, und @n Z/p"Z. Die Einbettung Z — Z, hat nun die Gestalt

a+— (a (mod p),a (mod p®),a (mod p?®),...)
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Anwendung: Gibt es zu einem Polynom F' € Z|xy,...,z,| eine ganzzahlige
Losung F(x1,...,z,) = 07 Im Allgemeinen ist das eine sehr schwierige Frage.
Ublicherweise wird man das Problem abschwiichen: Man fragt, ob

F(z1,...,2,) =0 (mod m)

losbar fiir alle ganzen Zahlen m ist. Nach dem Chinesischen Restsatz ist das
dquivalent zur Frage, ob F(xq,...,2,) =0 (mod p*) fir alle Primzahlen p und
v € IN lésbar ist.

Satz X1.6: Seien F' € Z[Xy,...,X,] und p eine Primzahl. Dann ist die dio-
phantische Gleichung F(x1,...,x,) =0 (mod p*) fir alle v € N losbar genau
dann, wenn F(z1,...,x,) =0 in Z, losbar ist.

Beweis: Wir fassen Z, hierfiir als den projektiven Limes auf. Uber dem Produk-
tring [152, Z/p" Z zerfallt die Gleichung F'(xq, ..., x,) = 0 in ihre Komponenten
FW(xy, ... x,) =0 (mod p*). Ist (a1,...,a,) = (@™, ..., a,")vez in Z7 ci-
ne p-adische Losung, dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen v, dass

Fla,",...,a,") =0 (mod p").

Sei umgekehrt F'(zq,...,z,) =0 (mod p¥) fiur jedes v losbar, d.h. F' = 0 ist
losbar im Produktring. Sei (a,)ven € [ljeq Z/p"Z eine Losung von F = 0.
Diese braucht aber nicht in I.&HV Z,/p"Z: zu liegen. Fiir eine einfachere Notation
nehmen wir n = 1 und schreiben a, = a;*). Der allgemeine Fall geht genau so.

Wir sehen (a,),eny nun als Folge in Z. Nach dem Schubfachprinzip sind
unendlich viele Folgenglieder kongruent modulo p, sagen wir zu y; € Z/pZ.
Wir finden also eine Teilfolge (a,V),eny mit @,V = y; (mod p) fiir alle v.
Wieder gibt es ein y, € Z/p*Z, sodass unendlich viele Folgenglieder a, ("
kongruent sind zu y, modulo p?. Wir finden also eine Teilfolge a,® von a,?
mit a,® =y, (mod p?) fiir alle v € IN. Weiter ist y, = y; (mod p), weil (a,?)
eine Teilfolge ist.

Fahren wir induktiv so fort, erhalten wir fiir jede natiirliche Zahl £ eine
Teilfolge (a,**1),en von (a,™),en und ein yp € Z/p"'Z mit yu1 = yi
(mod p*). Die y; definieren also eine p-adische Zahl y = (yx)ren € lim, 7/ p*7
mit F(y) = 0. O

Definition XI.7: Wir definieren den p-adischen Absolutbetrag per

p: Q—R,  ar—lalp:=p(a)
0—0=p .
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Beispiel XI.8: Es sind [3|o =1, |2] = 1/2, |12] = 1/4 und |5/4|;, = 4.
Lemma X1.9: Fur alle rationalen Zahlen a und b gelten:

(i) |al, =0 genau dann, wenn a =0,
(ii) [abl, = |al,[bl,
(iii) |a + bf, < max{]aly, [b],}

Insbesondere ist |-|, ein Betrag auf Q.

Wir werden spéter sehen, dass die Betrage auf Q im Wesentlichen |-|, und
||oo := || sind. Das heif}t: Jeder weitere Betrag ist eine Potenz |-|> oder |-[3,
mit s > 0.

Satz XI.10 (Geschlossenheitsrelation): Sei 0 # a eine rationale Zahl. Dann

15t
H lal, = 1.

pePU{co}

Beweis: Durch Umformung von a = (1) - [T,ep ** = (a/|a|o) [Tpeplal,* folgt
die Behauptung. O

Sei R, die Menge der Cauchyfolgen in Q beziiglich |-|» und m, die Menge
der Nullfolgen. R, ist ein Ring und m,, ist ein maximales Ideal. Wir setzen
R = Ry/My.

Analog sei R, der Ring der Cauchyfolgen in @ beztglich |-|, und m, die
Menge der Nullfolgen. Wie fiir R zeigen man, dass m, ein maximales Ideal ist.
Es ist Q, = R,/m,,.

Der Betrag ||, und die Bewertung v, setzen sich stetig auf Q, fort. Es gilt
weiterhin fiir a € Q,, dass |al, = p~»@.

Satz XI.11: Die Menge Q, ist beziiglich |-|, vollstindig, d. h. jede Cauchyfolge
in Q, konvergiert.

Der Beweis geht genau wie fiir die reellen Zahlen durch.

Beispiel XI.12: Jede formale Reihe Y 02 ja,p” liefert als Folge ihrer Partial-

v=0
summen S§,, = Zﬁ;é a,p” eine Cauchyfolge in Q,, denn

n—1
‘Sn - 3m| - Z al/py
v=m

Insbesondere konvergiert jede formale Reihe in @Q,.

<max{|a,p’[, | m<v<n-—-1} <p™.
P
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Die Norm |-|, induziert die Metrik d,(z,y) := |z — y|, und so auch eine
Topologie. Diese ist allerdings nicht so schon wie die von R. So ist Q), total
unzusammenhéangend.

Satz XI.13: Der topologische Abschluss von Z in Q,, ist der Teilring
Z,={z € Q| |z], <1}.

Beweis: Dass es sich bei Z,, um einen Teilring von @, handelt, folgt direkt aus
2+l < max{ ]y, [yl,} und [zlylyl, = 2yl

Per Definition ist Z, abgeschlossen, da |-|, stetig ist. Weiter ist Z enthalten
in Z,, ist ndmlich a € Z, dann ist |a|, = p™ < 1, und damit ist cl(Z) C Z,.

Sei umgekehrt = € Z,. Es gebe eine Cauchyfolge (x,,)nen in (Q, ||,). Der
einzige Haufungspunkt von |-|, ist die Null. Folglich ist |z|, = 0 oder es gibt dann
eine Cauchyfolge (2, )new in (Q, |-|,) mit lim,, oo z, = 2 und |z| = |z, | = |2
fir ein geeignetes n € IN und jedes m > n. In jedem Fall ist |z,,|, < 1 fur
alle m > n. Das heifit, dass z,, € Z,) fuir m > n. Wir finden dann ein
Yn € Z mit y, = x, (mod p"Z)). Damit ist |z, — yn|, < p~" und so ist
lim,, o0 @, = lim,, o0 ¥y, = x. Damit gilt = € cl(Z). d

Satz XI1.14:
(i) Es ist Z; ={zxeZ,]| |z, =1}

(ii) Jedes Element x € Q, hat eine eindeutige Darstellung x = up™ mit
m = vy(r) und u € Z;.

Beweis: Aussage (i) bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen. Zu Aussage (ii):
Es ist m = v,(x) eine ganze Zahl. Setzen wir u := - p~™, dann ist

|U|p = ’I|p ’ |p_m|p = p_yp(x) pt =1 U

Satz XI.15: Die Ideale von Z, sind genau die Hauptideale (0) und
P2, ={z € Q[ vp(z) = n}
firn >0 und es ist Z,/p"Z, = Z/p"Z.

Beweis: Sei (0) # a C Z, ein Ideal und sei x € a derart, dass v,(x) =
m minimal ist. Ist nun y € a, dann ist v,(y/x) = 1v,(y) — vp(r) > 0 wegen
der Minimalitdt von m. Damit ist y/x € Z,,. Damit ist y = (y/x)z €
(z) = a. Nach Satz XI.14(ii) ist z = up™ mit u € Z, also a = (p™).
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Der Homomorphismus
7 — Z7,/p" 7L,

ist surjektiv. Ist namlich x € Z, so gibt es, da Z dicht in Z, liegt, eine ganze
Zahl a mit |a — x|, < 1/p™, d.h. vy(x — a) > n und damit gilt =z — a € p"Z,
und x = a (mod p"Z,). Weiter ist der Kern des Homomorphismus p"Z, sodass
wir mit dem Homomorphiesatz Z,/p"Z, = 7 /p"Z schliefien kénnen. O

Die Familie von Homomorphismen Z, — Z,/p"Z = Z/p"Z liefert einen
Homomorphismus

L: Zp—>l'£1Z/p"Z, r+— (z (modp),z (mod p?),...).

Tatséchlich ist ¢ sogar eine Isomorphie.

Satz XI1.16: Wir haben den Isomorphismus v: 72, — lﬁln Z/p"7.

Beweis: Es ist x € ker: genau dann, wenn fiir alle n > 0 gilt, dass z € p"Z,.
Das ist genau dann der Fall, wenn fiir alle n > 0 gilt, dass v,(x) > n, was
dquivalent ist zu |z|, < p~™. Das tritt genau dann ein, wenn |z|, = 0, also
wegen der Eigenschaften des Betrags genau dann, wenn x = 0.
Ein Element y € @n Z,/p"Z ist eine Folge von Partialsummen s, =
"5 a,p’. Diese ist eine Cauchyfolge und konvergiert somit gegen z = 302, a,p” €
Zy. Es ist

T —5,=Y ap’ =0 (modp"Z,),
d.h. o(x) = (su)new =y € im 7Z/p"Z, was wir zeigen wollten. O

Bemerkung XI.17: Sei Z[[X]] der Ring der formalen Potenzreihen mit ganzen
Koefhizienten. Es ist Z, = Z[[X]]/(X — P).
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Kapitel XII.

Bewertungen

Definition XII.1: Eine Bewertung eines Kirpers K ist eine Funktion |-|: K —
R mit

(i

) |z =0,

(ii) || = 0 genau dann, wenn x = 0,

(iii) [zy| = ||y,

(iv) [z +y| <]+ 1yl

Sie liefert die Metrik d := d| mit d,|(x,y) = |x—y| und macht so unseren Kérper

K zu einem metrischen Raum. Insbesondere ist K damit ein topologischer
Raum.

Beispiel XII.2: (i) Seien K ein Zahlkorper und o: K < C eine Einbettung.
Definieren wir |z| := |o(x)|, dann liefert das eine Bewertung von K.

(ii) Seien O ein Dedekindring und K = Q(0O). Sind p C Ok prim und ¢ > 1,
dann definiert |a|, = ¢~ %@ eine Bewertung auf K.

Ist K ein Zahlkorper und p C O prim, dann liefert |al, = N(p)~ % (@) eine
Bewertung auf K.

(iii) Sei K ein Kérper. Dann heifit

0, fallsxz =0,
2 =1,
, sonst,

die triviale Bewertung von K. Sie ist die einzige Bewertzung eines endlichen

Korpers, da jedes von Null verschiedene Element eines endlichen Korpers eine
Einheitswurzel ist.
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Kapitel XII. Bewertungen

Definition XII.3: Zwei Bewertungen |-|1, |-|2 des Korpers K heien dquivalent,
in Zeichen |-|; ~ |-|2, falls sie die gleiche Topologie induzieren.

Satz XII.4: Seien K ein Korper und ||y, |-|o Bewertungen auf K. Die Bewer-
tungen sind dquivalent genau dann, wenn es ein s > 0 mit |-|; = |-|5 gibt.

Beweis: Die Implikation ,,<=* bleibt dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Fiir ,=: Seien € K und || eine beliebige Bewertung. Es ist lim,,_,,, ™ = 0
genau dann, wenn |z| < 1. Also folgt aus |-|; ~ |2, dass wenn |z|; < 1 auch
|l’|2 < 1.

Gilt umgekehrt fiir € K mit |z|; < 1 auch |z3| < 1, dann ist |-[; ~ |-]o. Sei
dazu y € K fest mit |y|; > 1 und = € K*. Es ist |y|{ = |z|; fur ein geeignetes
0 < o € R. Sei nun (n;/m;) mit 0 < m;,n; € Z eine rationale Folge, die von
oben gegen « konvergieren. Dann ist

m;/n;

21 < |ylf <yl

d. h. wir haben

|z]4 |z ™ i ™
1> = = 1> e > ]
|y|l |y 1 y 1 y y 2
woraus wir [y[3”™ > |z|, gewinnen. Fiir i — oo erhalten wir damit |y|$ >

|z|o. Konvergiert n;/m; von unten gegen «, so erhalten wir mit den selben
Argumenten |y|$ < |z|o. Insgesamt also |y|§ = |z|s.
Fir alle x € K* haben wir damit

loglely _ agloglyls _ loglyls _
loglzly  agloglyla  loglyls

d.h. |z|y = |z]5. Aus |y|; > 1 folgt |y|2 > 1, also s > 0. O
Satz XII.5 (Approximationssatz): Seien K ein Korper, ||1,..., ||, paarweise
nichtiquivalente Bewertungen von K und aq,...,a, € K gegeben. Es gibt dann

fir allee >0 ein x € K, sodass |x — a;]; < e firl <i<n.

Lemma XI1.6: In der Situation des Approrimationssatzes gibt es ein z € K
mit |z]y > 1 und |z|; <1 fir2 <j<n.

Beweis: Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n. Wir haben im Beweis

von [Satz XII.4] gesehen, dass |-|; genau dann dquivalent zu |-|5 ist, wenn fir
alle z € K gilt: Ist |z|;, so auch |z|y < 1.
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Da ||; per Voraussetzung nicht dquivalent zu |-|5 ist, gibt es also a € K mit
lal; < 1 und |a| > 1. Genauso gibt es § € K mit |5]; > 1 und |B]2 < 1. Fir
z 1= [/ gilt

=y,
|aly
das heifit wir haben unseren Kandidaten z gefunden.

Die Behauptung gelte jetzt bereits fiir n — 1 Bewertungen. Nach Induktions-
voraussetzungen finden wir y € K mit |y|; > 1 und |y|; <1fir2<j<n-—1.

Ist |y|, < 1, dann sind wir mit z = y fertig.

Ist |y|, = 1, so finden wir nach Induktionsvoraussetzung ein w € K mit
lwl; > 1 und |w|, < 1. Nun leistet z := y‘w fiir £ ausreichend grof das
Gewtinschte.

Ist |y|, schlieBlich strikt grofer als 1, so betrachten wir ¢, = y™/(1 4+ y™).
Es gilt

_ 1Bl

<1,
|Oé|2

B

1, falls j € {1,n},
0, falls2<j<n-1.

Fir m grofl genug und w wie im zweiten Fall ergibt sich damit

>1, fallsj =1,

Wt | = |W|j|tm|; =
wtl; = ol {<1’ onet

das heifit z = wt,, gentigt. O

Beweis (von [Satz XIIL.5): Nach dem soeben bewiesenen Lemma finden wir fir
jedes i ein z;, das beliebig nahe bei Eins liegt beziiglich |-|; und sonst sehr nahe
bei Null. Nun erfiillt x = > ; a;2; die Bedingungen des Satzes. O

Definition XII.7: Seien K ein Korper und || eine Bewertung auf K. Die Be-
wertung |-| heifit archimedisch, falls {|n - 1| | n € IN} unbeschrankt ist.

Satz XI1.8: Seien K ein Korper und |-| eine Bewertung auf K. Die Bewertung
ist nicht archimedisch genau dann, wenn die verschdrfte Dreiecksungleichung
|z + y|< max{|z|, |y} gilt.

Beweis: ,<“: Es gilt |n| = |14 --- 4+ 1] < max{|1|} = 1.
,= " Sei umgekehrt |n| < N € N fir alle n € N. Seien z,y € K mit |z| > |y|.
Dann ist |z|"|y|*" < |z|* fiir 0 < v < ¢. Damit schiitzen wir ab
14 14
( ) ( ) lz[* < (¢ +1)N|z|".
v v

l ¢
z+yl =z +y) <D 'y <N
r=0

v=0
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Wegen der Monotonie der /-ten Wurzel erhalten wir
[yl < (0 DYNY 2] =F fa,
womit wir |z + y|< max{|z|, |y|} gezeigt haben. O

Satz XIL.9: Jede nicht-triviale Bewertung auf Q ist dquivalent zu |-|s oder ||,
firp e P.

Beweis: Sei ||-|| eine nicht archimedische Bewertung von Q. Fiir jede natiirliche

Zahl n gilt ||n|| = ||>2F, 1|| < ||1]] = 1. Es muss nun eine Primzahl p geben mit
|p|| < 1, da andernfalls fir jede Primzahl p gelten wiirde, dass ||p|| = 1. Aber
dann wére ||z|| < 1 fir alle z € Q*, und so wére |[|-|| trivial im Widerspruch

zur Annahme. Fiir dieses p haben wir
PLCa—{acZ|al <1} CZ

und weil p maximal ist, ist pZ = a.
Ist a eine ganze Zahl, dann gibt es b € Z mit ggT'(b,p) = 1 und a = bp™. Es
ist b & pZi = a, also ist [|b] =1 und |[al| = [|p||™ = [p|* mit s = —log]|p||/ log p,

d.h. ||-]| ist dquivalent zu einer p-adischen Bewertung.

Seien nun ||| eine archimedische Bewertung und n, m positive natiirliche
Zahlen. Es ist m = ag + ain + ...a,n" mit a; € {0,...,n — 1} und n” < m,
sodass

- 7 - r r logm ogm/logn
lmll <> lallllm]" < > llaill[[nl]" < (r+D)nfln|" < <1+ logn> n|[n|'sm/ 8
i=0 =0

wegen r < logm/logn. Ersetzen wir m durch m*, dann erhalten wir

i < (1 EE e,
ogn

Wegen der Monotonie der k-ten Wurzel liefert das
[l < (1+ E(logm/ log n))'/*n!/*||n||o8 ™/ T,
Fiir k — oo ergibt sich damit ||m|| < ||n|'°e™/&" d.h.
1 1
Il < )

Vertauschen der Rollen von m und n liefert ||m|!/1°8™ = ||n||*/'e". Also ist
[n]|/1e" = ¢ € R konstant fiir alle n € IN. Mit s = logc gilt fiir alle n € N,
dass ||n|| = 8" = (exp(s))'e" = n®. Es gilt also fiir alle z = a/b € Q, dass
Izl = lla/b]| = |a/bl%, = |z|5,. Damit ist ||| d&quivalent zum gewohnlichen
Betrag. O

88



Definition XII.10: Sei |-| eine nicht archimedische Bewertung des Kérpers K.
Die zu |-| gehorende Exponentialbewertung von K ist

—log|z|, falls z # 0,

K — RU , = .
g foc} V(@) {oo, falls x = 0.

Es gelten

(i) v(x) = oo genau dann, wenn z = 0,
(i) v(zy) = v(z) +v(y),
(iii) v(z +y) = min{v(z),v(y)},

wobei wir fiir a € R definieren, dass a + co = oo und auflerdem oo + co = oo.
Aus (iii) folgt: Sind z und y Elemente von K mit |x| # |y|, dann ist |z + y| =
max{|z|, |y|}. Ist umgekehrt v eine Exponentialbewertung und ist ¢ > 1, dann
ist |z| = ¢ eine gewohnliche Bewertung.

Zwei Exponentialbewertungen vy, v, sind aquivalent genau dann, wenn
V1 = svp mit s € R.

Beispiel XII.11: Sei K = (), wobei ¢ = p” mit p prim und n natiirliche Zahl.
Zu einem irreduziblen Polynom f € IF,[t] erhalten wir die Exponentialbewertung

vi(g) =v, fallsg= f”Z: mit hy, hy € Fy[t] und f 1 hyho.

Dies ist die uns vertraute Bewertung vy des Dedekindrings IF,[t]. Die zugehorige
Betragsbewertung ist
dl’f(g)
gl = 9%,
wobel dy = deg f = [F,[t]/(f) : . Fir f =t—a gibt v; genau die Nullstellen-
beziehungsweise Polordnung der eingesetzten Funktion in a zurtck.
Eine weitere Bewertung liefert

Voo: Fy(t) — Z U {00}, Voo (‘Z) = deg(g) — deg(h).

Die zugehorige Betragsbewertung ist |f|o = ¢7=). Dies ist die zum Ideal
(1/t) des Ringes IF,[1/t] C I (t) gehorige Bewertung. Es gilt

H‘ﬂp =1,
p

wobei p die Primideale von F,[t] und das Symbol oo durchlauft.
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Satz XII.12: Sei (K, |-|) ein bewerteter Korper. Es ist
O={zeK|vx)>0}={reK||z|<1}

ein Ring mit O ={z € K |v(z) =0} = {2 € K | |x| = 1}. Dieser Ring hat
das mazimale Ideal p = {x € K |v(z) >0} ={x € K | |z| < 1}.

Der Beweis ist Routine.

Satz XII.13: Sei (K, |-|) ein diskret bewerteter Korper. Dann ist O ein Haupt-
idealbereich, also ein diskreter Bewertungsring. Ist v auflerdem normiert, so
sind p* = {x € K | v(x) > n} = 7"O mitn > 0 und ©# € O prim, d.h.
v(m) =1, genau die Ideale von O. Es ist weiter p™/p"™ = O/p.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit dirfen wir v als normiert an-
nehmen. Sei 7 € O mit v(7) = 1. Ist nun a € O, so ist v(ar ™) = 0; das
Element u := ar~(™ ist also eine Einheit und a = uzx™ fiir m = v(n).

Ist jetzt a ein Ideal von O und a € a ein Element mit minimaler Bewertung,
so ist jedes b € a von der Form (b/a)a € (7™), denn b/a € O. Also ist a = (7™).
Die Wahl von 7 liefert den Isomorphismus

p"/p"Jrl — O/p, w-r" +p"t — (mod p). 0

In einem diskret bewerteten Korper ist O D p D p2 D ... eine Umgebungs-
basis von 0 € K, d.h. jede offene Umgebung U der Null enthélt ein p" fiir
ausreichend grofies n. Entsprechend ist O* D 14+ p D 1+ p% D ... eine Umge-
bungsbasis der 1 bestehend aus den Untergruppen 1+ p™ von O*. Sind nédmlich
x,y € p", so ist

I+z)(1+y)=1+x+y+azyecl+p"

und .
=1l+a+-+a"!

T (mod p"),
dh (1-z)tel+(@+--+a™H)+p" C1+pn
Satz XII.14:

(i) O*/(1+p") = (O/p")",

(i) 1+p"/1+p"H = O/p firn>1.
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Beweis: (i) Wir betrachten den Homomorphismus
O — (O/p™)*, ur— u+p".

Er ist surjektiv, da u 4 p" genau dann eine Einheit ist, wenn u nicht in p
enthalten ist, d.h. u € O* = O — p. Sein Kern ist 1 4 p".

(ii) Die Aussage ergibt sich nach Wahl eines Primelementes 7 € O durch
den Homomorphiesatz und den surjektiven Homomorphismus

1+7"0 — O/p, 1+ 7"a— a+p,

dessen Kern 1 + p™*! ist. O
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Kapitel XIII.

Komplettierungen

Definition XIII.1: Ein bewerteter Korper (K, |-|) heifit vollstindig, falls jede
Cauchyfolge in K konvergiert.

Definition XIII.2: Seien (K, |-|) ein bewerteter Korper, R der Ring der Cauchy-
folgen und m das maximale Ideal der Nullfolgen. Dann heiBt (X, |-|) mit
K := R/m und |-| stetig fortgesetzt die Komplettierung von (K, ||).

Satz XIIL.3: Sei (K, |:|) ein bewerteter Korper. Dann gilt:

(i) (K,|-|) ist vollstindig,
(ii) Die Komplettierung ist eindeutig.

Beweis: Aussage (i) zeigt man wie fiir (Q, |-|oo)-

Zu Aussage (ii): Ist (K, ||') ein weiterer vollstandiger Korper, der (K, |-|)
als dichten Teilkérper enthélt, so definieren wir o: K — K’ wie folgt: Schreibe
a € K als Grenzwert einer Cauchyfolge (a,)new € KN. Da |-/ und || auf
K ibereinstimmen, ist (a,),en auch eine Cauchy-Folge beziiglich |-|" und
o(a) € K' definiert als der Grenzwert von a,, beztglich |-|. Es gilt

o . . . ! .
|a| = lim |a,| = lim |a,|" = |o(a)]. 0
Satz XIII.4: Sei (K, |-|) ein vollstandiger Korper. Ist |-| archimedisch, so gibt

es einen Isomorphismus o von K nach R oder C mit |o(a)| = |a|® fir alle
a € K mit einem festen s > 0.

Beweis: Nach Satz XII.8 ist |||q dquivalent zum gewdhnlichen Betrag |-|.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei |-||q = |-|o. Sei Q der Abschluss von
Q in K. Dann ist (Q, |-|) eine Komplettierung von (Q, |-|»). Diese ist eindeutig
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nach dem eben gezeigten, d.h. es gibt einen Isomorphismus o: Q — R mit
|o(a)] = |a]oo. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir also annehmen,
dass (R, [-[) € (&, ]]).

Zum Beweis, dass K = R oder K = C zeigen wir, dass jedes § € K einer
quadratischen Gleichung geniigt. Betrachte dazu die Abbildung

f:C—R, 2 |82 — (2 +2)B + 27|,

Aus lim, ,, f(z) = oo folgt, dass f ein Minimum m auf C annimmt und
M ={z € C| f(z) = m} # @ beschrankt und abgeschlossen ist. Es gibt also
2o € M mit |z| > |z| fiir jedes z € M. Es geniigt nun m = 0 zu zeigen, da
sogleich 32 — (29 + 20) 3 + 2020 = 0 folgt.

Angenommen es wire m > 0. Dann fanden wir 0 < ¢ < m, wir kénnten die
Funktion ¢ erklart durch

g(x) = x? + (zo+20)r+ 2020 +e= (v —z1)(x — ) = % — (214 21) + 2121

betrachten und fénden |zp| + ¢ = |z1|, d.h. |z0] < |z1] und damit z; ¢ M.
Insgesamt hétten wir dann f(z;) > m. Seien nun n eine natiirliche Zahl und G
erklart durch

2n 2n

G(z) = (g(x) —o)" = (=o)" = ][ (= — i) = [ [ (& — )

i=1 =1

mit geeigneten «; € C. Also ist

G(z1) = (9(21) — )" = (=¢)" = (=¢)" = (=&)" = 0.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass z; = a;.
Dann ist

2n 2n

Iz — ) [[(z — &)

i=1 =1

2n
=1

|G ()" =

Jetzt haben wir wegen a; = z; und m = min{f(z) | z € C}, dass

GO =TT fla) 2 f()m*

und wir haben die Abschatzung

IGB)| < B2+ (20 + 20)B + 20%0] + |g|" = f(20)" + |e]" = m" + €,
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d. h. wir haben insgesamt f(z;)m*"~! < |G(B)]* < (m™ + &")?. Das formen wir
um und erhalten

2
m m
d.h. f(z1) <m im Widerspruch dazu, dass f(z;) kein Minimum ist. O

Ist v eine zu |-| gehorige Exponentialbewertung, so setzt sich v stetig zu
auf K fort. Ist a = lim,, ., an, S0 ist ¥(a — a,) > v(a) fur ausreichend grofie
n. Damit folgt, dass v(a,) = P(a, — a + a) = min{d(a, — a),0(a)} = v(a)
fiir ausreichend grofe n. Die Folge (v(a,))nen wird also stationdr und es folgt
?(K) = v(K). Die Fortsetzung 7 ist genau dann normiert und diskret, wenn v
normiert und diskret ist.

Korollar XIIL5: Sind O und O die zugehorigen Bewertungsringe mit maxima-
len Idealen p beziehungsweise p, so gilt

O/p = O/p.
Ist weiter v diskret, so gilt O/p" = O /p™.

Beweis: Wir zeigen die Aussage auf dieselbe Weise wie wir gezeigt haben, dass
Z,/p"Z, = Z/p"Z. Wir betrachten

0: O — O/p, T —>x+p.

Es ist 2 € ker ¢ genau dann, wenn z € p. Das ist dquivalent zu 2(x) > 0, was
genau dann eintritt, wenn v(z) > 0, also genau dann, wenn = € p.

Weiter ist ¢ surjektiv, da O dicht in O liegt, es also zu x € OeinaecO gibt
mit |z —a| < 1, also v(xr —a) > 0. Nunist z = a+ (z —a) = a (mod p).

Der Beweis der zweiten Aussage bleibt dem Leser als Ubungsaufgabe iiber-
lassen. 0

Satz XIII.6: Seien R C O ein Reprisentantensystem fir K = O/p, 0 € R und
m € O ein Primelement. Dann ldsst sich jedes v € K* eindeutig als konvergente
Laurentreihe in 7 schreiben, d. h. © = >>° a,7" mit a; € R, a,, # 0 und
m € 7.

Beweis: Schreibe 2 = 7u mit u € O*. Wegen O/p = O/p hat u (mod p)
einen eindeutigen Reprasentanten ag € R — {0}. Damit ist u = ag + 7b; mit
b, € O. Sind ag,...,0n—1 € Rmit u =ag+ a;m +...ap_ 17" ' + 7"b,, wobei
b, € @, bereits gefunden und eindeutig, so ist auch a, € R durch a,, = b,
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(mod 70) eindeutig bestimmt, da O/p = O/p. Es ist also b, = a,, + b, und
SO

u=ag+--+a,m" + bn+17rn+1.

Induktiv finden wir eine eindeutig bestimmte Reihe } 77, a, 7. Sie konvergiert
gegen u, da das Restglied 7"b,; gegen Null konvergiert. O

Beispiel XIIL7: (i) Fir (K, |-|) = (Qp, |],) und R = {0,...,p— 1} erhalten
wir die uns vertraute p-adische Entwicklung.

(ii) Fir (K, ||) = (K(t),]-|4)) konnen wir R = K wihlen und erhalten eine
Darstellung > a;t*, wobei a; € K und m € 7, als formale Laurentreihe.

Definition XIIIL.8: Sei (K, |-|) ein diskret bewerteter Korper mit Bewertungs-
ring O. Der projektive Limes ist

im O/p" = {(r)uen € [[ Ot uss =7 (mod )},

n—oo

Satz XIIL.9: Sei (K, |-|) ein vollstindig diskret bewerteter Korper. Dann ist

O = lim O/p" wermioge x+—— (z (mod p")),.

n—oo

Beweis: Der Kern der Abbildung ist ,>; p" = (0), also ist die Abbildung
injektiv. Fiir die Surjektivitat seien p = 7O und R ein Reprisentantensystem
von O/p. Wir haben gesehen, dass jedes Element O/p™ durch ag + aym +
<o+ @, (mod p") mit geeigneten a; € R eindeutig dargestellt ist. Jedes
Element s € lim O/p" ist somit durch eine Folge von Summen s, = S aprt
mit gleichbleibenden Koeffizienten a; aus R geegeben. Es ist das Bild des
Elementes
o)
x nh_)rrolosn I;)alﬂr € 0. -

Bemerkung XIII.10: Wir verstehen O/p"™ mit der diskreten Topologie und

o, O/p™ mit der Produkttopologie.

Eine Basis der Produkttopologie auf [];c; X; ist durch die Mengen der Bauart
[T;er U; mit U; C X; offen und U; # X, nur fir endlich viele ¢ gegeben.

Der projektive Limes wird so zu einer abgeschlossenen Teilmenge des Pro-
duktes und mit der Teilraumtopologie zu einem topologischen Ring (d.h. die
Ringverkniipfungen sind stetig beztiglich der Teilraumtopologie). Weiter wird
O — @n O/p™ ein Homéomorphismus.
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Lemma XIII.11: Sei |-| eine nicht-archimedische Bewertung eines Korpers K.
Ist [z # |y, dann ist [z + y| = max{|z|, [y}

Beweis: Die verschérfte Dreiecksungleichung sagt |z + y| < max{|z|, |y|}. Wir
nehmen an |z| > |y|. Dann haben wir

2] = [z +y —y| < max{[z +y], [y[} < |z[;
also ist |z| = max{|z + y|, |y|} und wegen |z| > |y| folgt |z| = |z + y. O
Im Folgenden sei (K, |-|) ein nicht-archimedisch bewerteter Kérper.

Lemma XIII.12: Die Bewertung |-| ldsst sich durch

Z(liXi

=0

= max{]a;| | 0 <i<n}

mit a; € K zu einer Bewertung auf K[X] fortsetzen.

Beweis: Sei f € K[X]. Dass f genau dann das Nullpolynom ist, wenn |f| =0
und |f + g| < max{|f],|g|}, ist klar. Fir |fg| = |f]|g| folgen wir dem Beweis
des Gauf}-Lemmas fiir Polynome mit ganzen Koeffizienten und erinnern uns an
ILemma XTIL.11} Seien also f = 37 a; X* und g = 372 b; X7. Dann ist

n+m k
fg= Z e XF wobei ¢, = Z aebi_yp.
k=0 (=0

Offenbar ist |cx| < [f[[g], d.h. [fg] < |flg]-

Fiir die andere Ungleichung seien ¢, j minimal mit |a;| = | f| und [b;| = |g]|.
Dann ist ¢;1; = ZZ{) agbiygy—e mit |ag| < |a;] fiir £ <@ und [bpj)—e| < |b;] fiir
¢ > 1 erhalten wir

la;bj| — ¢, falls ¢ # 1,
|aebgig)—e| = . .
jaiby| = |fllg], fir (=i

mit geeignetem ¢ > 0. Also ist |¢;4;| = | f||g| und es folgt |f||g| < |fgl. O
Definition XIII.13: Seien O der Bewertungsring von K, p sein maximales Ideal

und K = O/p. Ein Polynom f € O[X] heiBt primitiv, falls |f| = 1. Aquivalent:
f#0 (mod p).
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Kapitel XIII. Komplettierungen

Lemma XIII.14 (Hensels Lemma): Seien (K, |-|) vollstindig und |-| nicht ar-
chimedisch. Sei weiterhin f € O[X] primitiv. Ldsst sich f schreiben als
f = gh (mod p) mit g,h € K[X] teilerfremd, dann gibt es g,h € O[X] mit
degg=degg, g =g (mod p), h =h (mod p) und f = gh.

Beweis: Wir setzen d := deg f und m := deg g. Damit haben wir die Abschét-
zung degh = deg f — deg g < d — m fiir den Grad von h. Seien go, ho € O[X]
mit go = g (mod p), hg = h (mod p) mit m = deggo und deghy < d — m.
Da g und h teilerfremd sind, gibt es Polynome a,b € O[X] mit agy + bhy = 1
(mod p). Unter den Koeffizienten von f — gh, agg + bhy — 1 € p[X] wéhle einen
mit kleinstem Betrag und nenne ihn 7.

Wir setzen an, dass ¢ = go +7p1 + 72py +... und h = hg +7q + 72 + . ..
mit geeigneten Polynomen p;, q; € O[X], die degp; < n und deggq; < d —m
leisten.

Angenommen, wir haben

Gm—1 = go+7Tp1+7T2p2+' . '+7Tn_1pn—1, hp—1 = h0+7rq1+7r2q2—|—~ : '+7Tn_IQn—1

mit f = g,_1h,—1 (mod 7") bereits gefunden. Per Ansatz ist g, = g,—1 + pp7"
und h, = h,,_1 + ¢,7". Einsetzen dieser Gleichungen in f = g,h, liefert

f = gnhn = gn—lhn—l + (gn—l(_In + hn—lpn>7rn + 7T2n(pn : Qn)
= gn—lhn—l + (gn—IQn + hn—lpn)ﬂ-n (mOd 7Tn+1)

was aquivalent ist zu
77_n(f - gn—lhn—1> = gn—14n + hn—lpn = Jodn + hOpn (IIlOd 7T)'

Setze jetzt f, == f — gn_1hn_1. Es gilt f,, € O[X]. Wir suchen nach der obigen
Gleichung also p, und ¢, in O[X] mit

fn = go4n + hopn =T,
sodass weiterhin die Bedinungen an die Grade von p,,, ¢, erfillt ist. Es ist
fo = 1fn = (900 + hob) fu = golafn) + ho(bf,) (mod ).

Nach Division mit Rest finden wir bf,, = qgo+7r mit degr < deg go = m. Wegen
go = ¢ (mod p) und deg gy = deg g ist der hochste Koeffizient von gy nicht in
p, also ist er in O*. Es folgt ¢ € O[X]. Setzen wir r := p,, dann finden wir

In = goafn + ho(qgo + pr) = go(afn + hoq) + hopn,  (mod 7).
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Streichen wir aus af, + hoq alle durch 7 teilbaren Koeffizienten heraus, dann
erhalten wir ein Polynom ¢, = af, + ¢hg (mod 7) mit

fn = 90Gn + hopn  (mod 7).

Es ist deg gog, = deg(f, — hopn) < d, also ist deggq, < d — m wie gefordert.
Wir schlielen mit g = lim,,_so0 gn, h = lim,, .o Ay O

Beispiel XII1.15: Wir betrachten X?~' —1 € Z,[X]. Dieses Polynom zerfillt in
IF, in verschiedene Linearfaktoren, was es uns erlaubt, das Henselsche Lemma
anzuwenden. Damit zerfillt XP~! — 1 auch in Z,[X] in Linearfaktoren. Der
Ring Z, enthélt also die (p — 1)-ten Einheitswurzeln.

Bemerkung XIII.16: Die Bedingung zur Teilerfremdheit von g und & lasst sich
abschwéchen zum Preis einer besseren Startapproximation. Genauer: Seien
1,90, ho € O[X] und f normiert. Gilt |f — goho| < |Res(go, ho)|?, so gibt es g
und A in O[X]| mit gh = f sowie deg g = deg go und deg h = deg hy. Es geniigt
sogar | f — goho| < |disk(f)].

Dies liefert einen Algorithmus zur Faktorisierung in Q,[X]: Gegeben ein
Polynom f, berechne disk(f). Ist sie Null, so haben f und f’ einen gemeinsamen
Faktor. Diesen finden wir mit dem euklidischen Algorithmus. Andernfalls ist
vp(disk(f)) = m > 0 und es geniigt f im endlichen Ring Z/p™Z zu faktorisieren.

Dies liefert auch einen Algorithmus zur Faktorisierung in Q[X]. Zunéchst
wird die (feinere) Faktorisierung in Q,[X] berechnet. Im néchsten Schritt
sucht man nach Faktoren, deren Produkt in Q[X] liegt. Diese ergeben die
Primfaktorzerlegung in Q[X].
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