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Aufgabe 1 (14+14-34-2=7 Punkte)
(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Gleichung

(1)
eine Losung im Intervall [0,1] besitzt.

(b) Zeigen Sie, dass = € [0, 1] genau dann eine Losung von (1) ist, wenn = Fixpunkt der Funktion

1
f:00,1] — R, T —> iez_l

ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Funktion f aus Teil (b) den Voraussetzungen des Banachschen Fix-
punktsatzes (Satz 1.5) geniigt und folgern Sie, dass (1) genau eine Losung z € [0, 1] besitzt.

(d) Esseiz € [0, 1] der nach Teil (c) eindeutig bestimmte Fixpunkt der Funktion f aus Teil (b).
Berechnen Sie, wieviele Iterationsschritte in der Fixpunktiteration z;11 = f(x) (kK € N) a
priori notig sind, um ausgehend vom Startwert 2o = 1 eine Fehlerabschitzung |z, —Z| < 1074
zu garantieren.

Aufgabe 2 (242=4 Punkte)

(a) Zeigen Sie fiir die Matrixnormen
[-lla: M(n,R) — R (a=1,2,00),

dass
[Az[o < [Allallzlla  uwnd  [|AB[la < [|AllalBlla
fiir alle A, B € M(n,R), z € R" gilt.

(b) Es sei A = (aij)1<ij<n € M(n,R). Zeigen Sie, dass

n
[Alloo = max >~ ag].
i=1,...,n £
7=1

(Hinweis : Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass
n

sup
llzllos <1

n
aizs| =Y _|a]
1 j=1

Jj=

fiir jedes i € {1,...,n} gilt.)

(bitte wenden)



Aufgabe 3 (4 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass das Gleichungssystem
(3) = Gontsf i)
y 1(sin(x) + sin(y))

in D = [-1,0] x [-1,0] genau eine Losung besitzt. (Hinweis : Verwenden Sie Aufgabe 2(b), um die

Kontraktionsbedingung einer geeignet gewdhlten Hilfsfunktion zu zeigen.)

Aufgabe 4 (24-2=4 Punkte)

(a) Geben Sie, geméf dem Newton-Verfahren, fiir einen festen Startwert xg € (0, 00) eine Itera-
tionsfolge (xy)k>0 zur Bestimmung der ¢-ten Wurzel von a an, wobei ¢ > 1 und a > 0 gelte.
(Hinweis : Der Grenzwert x der gesuchten Iterationsfolge (xr)r>o erfillt die Gleichung 7 —a = 0. Eine

Anwendung von Satz 1.12 liefert die Konvergenz der Iterationsfolge. Letzteres miissen Sie nicht ausfiihren.)

(b) Berechnen Sie mit Hilfe der in Teil (a) definierten Iterationsfolge die ersten vier Iterations-
schritte zur Approximation von /5 ausgehend vom Startwert zy = 5. Vergleichen Sie den
Wert von x4 mit dem exakten Wert von /5. (Hinweis : Benutzen Sie einen Taschenrechner und

rechnen Sie nach jeder Iteration mit dem auf zwei Nachkommestellen gerundeten Wert fiir x), weiter)

Die Ubungsblitter finden Sie auch auf unserer Homepage:

https://www.math.uni-sb.de/ag/eschmeier/lehre/ss17/hmida/uebungen.html



