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1 Metrische Raume

Sei X eine nichtleere Menge.

Definition 1.1. Eine Abbildung: d : X x X — R heifit Metrik auf X, falls fiir alle z,y,z € X gilt
(i) d(z,y) =0,
(i) d(z,y) = d(y,z),

(iii) d(z,y) < d(zx,z) + d(z,y) (Dreiecksungleichung),

(iv) d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y ist.

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X # @ und einer Metrik d auf X.

Beispiele 1.2. Einfache Beispiele metrischer Rdume sind

(a) R zusammen mit der Betragsmetrik d(z,y) = |z — y|,

(b) R™ oder C™ mit der Summenmetrik d((z;), (v:)) = Dy |2i — vil-

(c) Ist (X,d) ein metrischer Raum und ist A C X eine nichtleere Teilmenge, so definiert

da:Ax A= R, da(z,y) = d(z,y) eine Metrik auf A (Relativmetrik von d auf A).
(d) Ist X # @ eine beliebige Menge, so definiert d : X x X — R,
d(z,y) =0firz =y, d(z,y) =1fiirx#y
eine Metrik auf X (die triviale oder diskrete Metrik auf X).

Definition 1.3. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K = R der reellen oder iiber dem Korper K = C
der komplexen Zahlen. Eine Abbildung

-V =R, 2z
heifit Norm auf V, falls fiir alle z,y € V und A € K gilt
(i) [l=] =0,
(i) [IAz(] = A {l]I,
(iii) |lz 4yl < |lz|| + |lyl| (Dreiecksungleichung)

(iv) ||z|]| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.



Ein normierter K-Vektorraum ist ein Paar (V|| - ||) bestehend aus einem K-Vektorraum V und einer
Norm || - || auf V.
Aus der in (iii) geforderten Dreiecksungleichung folgt sehr einfach die Dreiecksungleichung nach unten.

Fiir alle z,y € V gilt

[zl =Nyl ] < llz—yl.

Zum Beweis beachte man, dass ||lz|| = [[(z —y) +y[| < ||z —y[[ + [ly|| und daher auch ||z[| —[ly|| < [lz —yl|
gilt und dass man durch Vertauschen der Rollen von z und y auch die Abschétzung ||y||—||z| < |ly—z| =
[z — yl| erhalt.

Lemma 1.4. Ist (V.|| - ||) ein normierter K-Vektorraum, so definiert

d:VxV =R, dz,y) = |z —y
eine Metrik auf V.

Beweis. Die Dreiecksungleichung fiir d folgt direkt aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm, denn fiir

alle z,y,z € V gilt
d(z,y) = [(z —2) + z =yl < llv — 2| + |z =yl = d(z,2) + d(z,y).
Die iibrigen Eigenschaften einer Metrik rechnet man genauso einfach nach. O

Beispiele 1.5. (a) Auf R™ (oder C™) werden Normen definiert durch

n

[(@i)icills = > [ (Summennorm),
- 1/2

(zi)iqlle = E|ml|2> (euklidische Norm),
i=1

l(z)illee = Inax | ;] (Mazimumnorm).
i=1,...,n

Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm. Fiir alle a, b € R gilt offensichtlich

die Ungleichung

Damit folgt fiir beliebige Elemente x = (2;), y = (y;)7-; € C™\ {0}
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lzll2 llylla

oder dquivalent

n
Dl Lyl < Izl llylle-
i=1



Fiir beliebige Vektoren z = (x;)_,, y = (y;)1~, € C" folgt damit

n n

lz+yl3 = D lwi+uil> =D (2 + )@ +7)
=1 =1
= > lwlP+ Y [wil* +2) Re (2:7,)
=1 =1 =1
< IIIII§+IIyH§+2Z\IiI Y3
=1
< @3+ llyll3 + 2llzll2 flyll2

2
= (llzllz +llyll2)"-

Da die Wurzelfunktion monoton wéchst, folgt die behauptete Dreiecksungleichung fiir die euklidische

Norm.

(b) Sei V ein K-Vektorraum (K = R oder K = C) mit Skalarprodukt, das heiit einer Abbildung
() : V xV = R, fiir die gilt

(x+y,2) = (z,2) + (y,2), Az,y) = Mz,y),

(x,y) = (y,x), (r,y) >0, (z,z) =0 genau dann, wenn x = 0.
In der Linearen Algebra zeigt man, dass durch
-1V =R, 2] = V()
eine Norm auf V' definiert wird.

Bemerkung 1.6. Fiir alle z € C™ gilt

A
IN

Vs,

[zlloe < [l

A

[2lloo <l

Im Folgenden seien R™ und C”, wenn nichts anderes gesagt wird, immer mit der euklidischen Metrik

da(x,y) = llz = yll2
versehen. Fiir die euklidische Norm schreiben wir einfach ||z|| statt ||z||2.

Beispiele 1.7. Sei X # @ eine Menge und sei B(X) = {f; f: X — R beschrénkt } der R-Vektorraum
aller beschrinkten reellwertigen Funktionen auf X (mit den punktweise definierten Verkniipfungen). Dann

definiert
[llx:BX) =R, f=|flx= Suglf(fﬂ)l
S



eine Norm auf B(X) (die Supremumnorm). Zum Beweis der Dreiecksungleichung beachte man, dass fiir

alle f,g € B(X) gilt

If + gllx = sup | f(z) + g(2)| < sup (If(2)| + |g(=)]) < I fllx + gl x-
reX zeX

Lemma 1.8. Seip € (1,00) und sei q der zu p konjugierte Exponent, das heifit die reelle Zahl ¢ > 1 mit
% + % = 1. Dann gilt fir alle a,b > 0 die Ungleichung

al/P pt/e < a + é
p q

Beweis. Zum Beweis diirfen wir annehmen, dass a > b ist (sonst vertausche man ¢ mit b und p mit g).

Da % — 1 < 0 ist, folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir x > 1

T , Il x t ’ 1
m%71:/<t%) dt—/tzl)_ldtg/(> dt=2_2
/ / p / \p p D

Wegen % + é = 1 impliziert dies, dass z/? < % + % fiir alle z > 1 gilt. Insbesondere folgt hieraus fiir

x = ¢ die Abschiitzung

b+

D=
SRS
Q| =
)

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Indem man Lemma 1.8 anwendet mit a” und b? statt a und b, sieht man, dass fiir alle reellen Zahlen
a,b >0 gilt
al b
ab < — + —.
p q

Beispiele 1.9. (a) Seip € [1,00) und seien a,b € R mit a < b. Auf dem R-Vektorraum
Cla,b] ={f; f:a,b] — R stetig}

wird eine Norm definiert durch

1
P

b
11l = / PPt

Beweis. Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung. Fiir p = 1 folgt die Dreiecksungleichung direkt
aus der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag in R und der Monotonie des Riemannintegrals.
Sei also p € (1,00). Sei ¢ > 1 der konjugierte Exponent zu p wie in Lemma 1.8. Wir fixieren zwei

Funktionen f, g € C|a,b] und zeigen zunichst, dass

b
/|fg|dt <|Ifllp lgllq (Héldersche Ungleichung).



Zum Beweis diirfen wir annehmen, dass f # 0 # g. Mit Lemma 1.8 folgt zunéchst, dass

A 17 I O SR 7l
£y Nglle — 2 I£15  allglld

punktweise auf [a,b] gilt. Mit der Monotonie und Lineraritéit des Riemannintegrals erhilt man die

Holdersche Ungleichung

b b » b q
1 1
|fg] <1 Iﬂp py L mu
Ifllpllglle ™~ 2/ IfIE  aJ llgllg
a a a

1 1
dt=-+=-=1.
P q

Mit der Holderschen Ungleichung zeigen wir, dass
Nf+allp <Ifllp+llgll, (Minkowskische Ungleichung)

ist. Indem man benutzt, dass % =p (1 — %) = p—1 ist, erhilt man fiir alle ¢ € [a, b] die Ungleichung

P
a.

(&) + 9@ < [F@O1 (1) + g7 +1g()] 1£() + g(0)]

Durch Integrieren erhélt man unter Anwendung der Holderschen Ungleichung

b b b
/ﬁﬂﬂ+9@WﬂtS/WﬂﬂlU@%+ﬂﬂﬁﬁ+:/MGNU@%+ﬂﬂﬁﬁ

a
1
q

b
< (Ifllp + llglly) / o+ glPde

Hieraus folgt sehr leicht die Minkowskische Ungleichung und damit die Dreiecksungleichung fiir || - ||,.

Es geniigt, im Falle f # —g durch das letzte in der obigen Ungleichungskette auftretende Integral zu

dividieren. O

(b) Gangz dhnlich wie im Teil (a) folgt, dass fiir 1 < p < oo durch

n 1/p
Il R R, (@)l = (Z |xi|p)

i=1
eine Norm auf R™ definiert wird.

Definition 1.10. Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien @ € X ein Punkt in X,U C X, F C X zwei

Teilmengen von X.

(a) Fiir r > 0 (bzw. r > 0) nennt man
B.(a) = {z € X; d(x,a) <1} (bzw. B.(a) = {z € X; d(x,a) <1})

die offene (bzw. abgeschlossene) Kugel mit Radius r um a.



(b) Die Menge U heifit Umgebung von a, falls ein € > 0 existiert mit B.(a) C U.

(¢) Man nennt die Menge U C X offen, wenn es zu jedem = € U ein € > 0 gibt mit B.(x) C U. Die

Menge F' C X heifit abgeschlossen, wenn das Komplement X \ F' C X eine offene Menge ist.

Beispiele 1.11. (a) Offene Kugeln in metrischen Riaumen sind offene Teilmengen, denn ist = € B,.(a),

s0 ist s =1 — d(z,a) > 0 und mit der Dreiecksungleichung folgt fiir alle y € Bg(x):
Ay, a) < dy,2) + d(z,0) < 5 + d(z,a) =

(b) Ganz &hnlich folgt mit der Dreiecksungleichung, dass jede abgeschlossene Kugel in einem metrischen

Raum X eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

(c¢) Die offenen Kugeln in R (beziiglich der Betragsmetrik) sind genau die offenen Intervalle (a,b) C R

mit a,b € R,a < b.

(d) Das halboffene Intervall [0, 1] ist als Teilmenge des metrischen Raumes R weder offen noch abge-

schlossen.

Satz 1.12. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien x,y € X mit x # y. Dann gibt es Umgebungen U
vonz,V vonyin X mitUNV =2.

Beweis. Fiir z,y € X mit x # y ist € = d(x,y) > 0 und B¢ (z) N Bg(y) = @, denn gibe es einen Punkt
2 € Beja(z) N By (y), so wire

d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) < % + % =e=d(z,y).

Dieser Widerspruch zeigt, dass B () und B (y) disjunkte Umgebungen von z und y sind. O

Definition 1.13. Zwei Metriken d;, d> auf einer Menge X heiflen dquivalent, falls es eine Konstante ¢ > 0

gibt so, dass fiir alle z,y € X gilt
1
~di(2,y) < da(2,y) < ez, y).

Bemerkung. (a) Nach Bemerkung 1.6 sind auf R” die Metriken

di(z,y) = [lz = yll, da(2,y) = [ = yll2; doo(2,9) = |2 = Ylloo-

dquivalent.
(b) Sind dy, d2 dquivalente Metriken auf X, so besitzen die metrischen Rédume (X, d;), (X,dz) dieselben
offenen Mengen. Zum Beweis beachte man, dass fiir jedes a € X und jede positive reelle Zahl ¢ > 0 die

Inklusionen

B%h

e/c(a) - Bed2(a)’ B (a) - Bgl (a)

e/c

gelten, falls ¢ > 0 eine Konstante wie in Definition 1.13 ist.



Satz 1.14. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(a) (i) @,X sind offen in X.
(i) Sind U,V C X offen, so ist auch UNV C X offen.

(iii) Ist (U;)ier eine beliebige Familie offener Mengen in X, so ist auch | J;.; Ui C X offen.

iel
(b) (i) @,X sind abgeschlossen in X.
(i1) Sind F,G C X abgeschlossen, so ist auch F UG C X abgeschlossen.

(iii) Ist (F;)ier eine beliebige Familie abgeschlossener Mengen in X, so ist auch ();c; Fi C X abge-

schlossen.

Beweis. (a) Offensichtlich sind &, X C X offen. Sind U,V C X offen und ist z € UNV, so gibt es €1, €3 > 0
mit Be, () C U, Be,(x) C V. Dann ist € = min(ey, €2) > 0 mit Be(x) CUNV. Sind U; C X (i € I) offen

und ist © € (J;c; Ui, so gibt es ein ip € I und ein € > 0 mit B(z) C Ui, C U;¢; Us-

iel
(b) Die in (b) behaupteten Eigenschaften abgeschlossener Mengen folgen aus Teil (a) durch Ubergang zu

Komplementen. O

Nicht endliche Durchschnitte offener Mengen sind im Allgemeinen nicht offen. So ist etwa

= 11

N (-33)-©

n=1
ein abzéhlbarer Durchschnitt offener Mengen in R, der nicht offen ist.
Beziiglich den euklidischen Metriken auf R™, R™ und R**™ gilt fiir beliebige Elemente a € R", b € R™
und jede reelle Zahl € > 0

Be(a) x Bg(b) C Be(a,b) C Be(a) x Be(b).

Die erste Inklusion folgt aus den Abschétzungen

(@, ) = (a, )] = [I(z — a,0) + (0,y — )|

< lz —all +lly - o],

die zweite folgt aus

| = l[(z,y) = (a,0)]].

max(||z —al, [ly — bl|) < [|(x —a,y —b)
Lemma 1.15. (a) Sind F C R", G C R™ abgeschlossene Mengen, so ist ' x G C R"™™ gbgeschlossen.
(b) Sind U CR™, V CR™ offen, so ist U x V C R*™™ offen.

Beweis. (a) Ist (z,y) € R\ (F xG), soist z ¢ F oder z ¢ G. Also gibt es ein € > 0 mit B.(z) C R"\ F
oder B.(y) C R™\ G. Dann ist aber B((z,y)) C Be(z) X Be(y) C R\ (F x G).

(b) Ist (x,y) € U x V, so gibt es €1, €3 > 0 mit B, (x) C U und B, (y) C V. Dann ist € = min(e;, e3) > 0
und B((z,y)) C Be(z) X Be(y) CU x V. O



Indem man Lemma 1.15 mehrfach (induktiv) anwendet, siecht man, dass in R™ Mengen der Form
H[ai,bi] CR"™ (abgeschlossene Quader)
i=1

abgeschlossen und Mengen der Form

n

H]ai, b;[ (offene Quader)

=1

offen sind.

Definition 1.16. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. Man definiert

M = {z € X; fir jede Umgebung U von z ist U N M # &} (Abschluss von M),
Int(M) = {x€ X; es gibt eine Umgebung U von & mit U C M} (Inneres von M),
oM = {z € X; fir jede Ungebung U von z ist UNM # @ #UN(X\ M)} (Rand von M).

Lemma 1.17. Fir M C X gilt

(a) M =\(F C X abgeschlossen; M C F) ist die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthiilt.
(b) Int(M) =J(U C X offen; U C M) ist die grifite offene Menge in X, die in M enthalten ist.
(¢) OM C X st abgeschlossen.

(d) M =MUOM = Int(M)UOM und Int(M) =M N (X \ OM).

Beweis. (a) Sei # € M und F O M eine abgeschlossene Menge in X. Die Annahme, dass * € X \ F
gilt, fithrt zu dem Widerspruch, dass (X \ F) N M # & sein miisste. Also liegt « im Durchschnitt aller
abgeschlossenen Obermengen von M. Sei x umgekehrt enthalten in diesem Durchschnitt und sei U eine
Umgebung von x. Dann gibt es ein € > 0 mit B.(x) C U. Wire UNM = &, so wiire X \ Be(x) D M eine
abgeschlossene Obermenge von M und folglich wiire x € X \ B.(z). Dieser Widerspruch zeigt, dass x € M.
Der Durchschnitt in (a) ist nach Satz 1.14(b) abgeschlossen und ist offensichtlich in jeder abgeschlossenen
Obermenge von M enthalten.

(b) Die behauptete Darstellung von Int(M) folgt direkt aus der Definition des Inneren und Satz 1.14(a).
(c) Ist & € X \ OM, so gibt es eine offene Umgebung U von z mit UNM = @ oder UN (X \ M) = @. Da
eine offene Menge Umgebung jedes ihrer Punkte ist, ist U C X \ OM. Als Vereinigung offener Mengen ist
X \ OM offen und daher 0M C X abgeschlossen.

(d) Direkt aus den Definitionen folgt, dass

Int(M)UOM C MUOM C M.

Ist z € M\ OM, so gibt es eine Umgebung U von x mit U N (X \ M) = @. Also ist U C M und
x € Int(M). Damit ist die Gleichheit aller drei Mengen gezeigt. Offensichtlich ist IntM C M N (X \ OM).

Die umgekehrte Inklusion wurde gerade gezeigt. O



Korollar 1.18. Eine Teilmenge M C X ist abgeschlossen genau dann, wenn M = M ist.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.17(a). O
Beispiele.

(a) In R ist OB,.(a) = {zx € R"; ||z — a|| =7} = dB,(a).

(b) Der Rand von Q in R ist R.

(c) Fiir a,b € Rist Ja, b = [a, b], falls a < b ist, und Int([a,d]) =]a, b], falls a < b ist.
Definition 1.19. Sei X # @ eine nichtleere Menge. Ein System
tCcP(X) (={4; ACc X})
heilt Topologie auf X, falls
(i) 9,X €t,
(ii) fir U,V € t auch UNV €t gilt,

(iii) fiir jede Familie (U;);er von Mengen U; € t auch |J,.; U; € t gilt.

el
Nach Satz 1.14 bilden fiir einen metrischen Raum (X, d) die offenen Mengen U C X eine Topologie auf
X. Es gibt Topologien, die nicht von einer Metrik induziert werden. Zum Beispiel ist ¢ = {X, @} eine

Topologie auf X, aber nach Satz 1.12 kann es, wenn X mehr als ein Element enthélt, keine Metrik auf

X geben, beziiglich der nur die Mengen X und @ offen sind.



2 Grenzwerte und Stetigkeit

Wir benutzen die Bezeichnungen N = {0,1,2...} fiir die Menge der natiirlichen Zahlen und N* = N\ {0}

fiir die Menge der positiven ganzen Zahlen.

Definition 2.1 (Konvergenz). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei (zj)ren eine Folge in X und x € X
beliebig. Man sagt, dass (z)ren gegen x konvergiert und schreibt dafiir limg_,o, 2 = z, falls fur jede

Umgebung U von z ein Index kg € N existiert mit x € U fir alle k > k.

Nach Definition des Umgebungsbegriffs bedeutet limg_, o, xx = x genau, dass fiir jedes € > 0 ein kg € N
existiert mit d(zy,x) < € fiir alle k > ko.
Bemerkung.

Aquivalente Metriken (siche Definition 1.13) liefern dieselben konvergenten Folgen.

Lemma 2.2. Sei (z)ren eine Folge in R™ und sei a € R™ mit
= (Tr1y .-, Tkn) (K €EN) und a = (a1,...,an).
Dann gilt limg_, o ¢, = a in R™ genau dann, wenn limg_, o Tk, = a, in R ist fir jedesv =1,...,n.

Beweis. Sei limy_,o0 r, = a in R™ und sei v € {1,...,n}. Dann gibt es zu gegebenen € > 0 ein kg € N
mit ||z — al| < € fiir alle & > ko. Nach Definition der euklidischen Norm || - || auf R™ gilt dann auch

|zr — av] < ||k — al| < € fiir alle k > k.

Sei umgekehrt limy_, o Tk, = a, in R fiir v = 1,...,n und sei € > 0. Dann existiert fiir jedesv =1,...,n

ein k, € N mit |z, —a,| < ﬁ fir alle & > k,. Fiir & > max{ky,...,k,} folgt, dass |z — al =
1/2

(S0 o — @) < =

Genauso sieht man, dass eine Folge (zy)ren in C™ gegen ein a € C™ konvergiert, wenn sie komponenten-

weise gegen a konvergiert.
Satz 2.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei M C X eine Teilmenge. Dann ist
M = {x € X; es gibt eine Folge (zi)ren in M mit klim xp=1x}.
— 00

Beweis. Ist x € M, so gibt es fiir jedes k € N* ein ), € B% (z)NM. Dann ist (xg)gen+ eine Folge in M mit
limg 00 x = x. Sei umgekehrt (zx)ken eine Folge in M mit limy oo 2 =  und sei U eine Umgebung
von z. Nach Definition der Konvergenz gibt es ein ky € N mit z; € U fiir alle £ > ky. Insbesondere ist

UnM + 2. 0
Definition 2.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum

(a) Eine Folge (xk)ken heifit Cauchy-Folge, falls fiir jedes € > 0 ein kg € N existiert mit d(zg, x¢) < € fir
alle k, ¢ > k.

10



(b) Der metrische Raum (X, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in (X, d) konvergiert.

(¢) Ein normierter Raum (V|| - ||) heiit wvollstindig (oder Banachraum), falls V' mit der induzierten

Metrik d(z,y) = ||x — y|| vollstindig ist.
Satz 2.5. Die normierten Rdume R™ und C™ sind vollstindig.

Beweis. Sei K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen und sei (zx)x>0 eine Cauchy-Folge in K™
mit

xk:(xklw"?mk)n) (kzo)
Dafirv=1,...,nundk, ¢ € N die Abschitzung |z, —zs,| < ||z —x¢| gilt, sind die Folgen (zx,)x>0 (v =

1,...,n) Cauchy-Folgen in K. Da K vollsténdig ist, existieren die Limiten

a, = lim 2, (v=1,...,n)
k—o0
in K. Aus Lemma 2.2 folgt, dass die Folge (zx)r>0 in K™ gegen (a1,...,a,) konvergiert. O

In metrischen Rdumen gilt eine Verallgemeinerung des Intervallschachtelungsprinzips.

Satz 2.6 (Schachtelungsprinzip). Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und sei (Ag)p>o eine

Folge abgeschlossener Mengen in X mit
D # Apy1 C Ag
fiir alle k > 0 und so, dass die Folge der durch
diam(Ag) = sup{d(x,y); =,y € A}
definierten Durchmesser der Mengen Ay, gegen 0 konvergiert. Dann gibt es ein x € X mit {z} = ﬂkZO Ag.

Beweis. Wihle fiir jedes k € N ein Element z; € Ay. Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein kg € N
mit diam(Ay) < e fiir alle & > ko. Dann ist d(zy, z¢) < € fir alle k, £ > kq. Also ist (zx)x>0 eine Cauchy-
Folge in (X, d). Wegen der vorausgesetzten Vollstandigkeit von (X, d) existiert der Limes z = limy o0 2k
in X. Nach Satz 2.3 (siehe auch Korollar 1.18) folgt aus der Abgeschlossenheit der Mengen Ay und der
Bedingung, dass die Mengen Aj mit wachsendem k kleiner werden, dass
T = glij& Ty € Ag
>k

ist fiir alle k € N. Ist y € X ein weiteres Element mit y € Ay, fiir alle k& € N, so gilt d(z,y) < diam(Ag)
fiir alle & und damit d(x,y) = 0. Also besteht der Durchschnitt aller Mengen Ay genau aus dem einen
Element =z. O
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Definition 2.7 (Stetigkeit). Seien (X,d), (Y,d’) metrische Riume, D C X eine Teilmenge und sei
f: D —Y eine Abbildung.

(a) Fiir a € D und ¢ € Y schreibt man
lim f(z) = ¢,

r—a

falls limy_ o0 f(zx) = c ist fiir jede Folge (x)k>0 in X mit limy_,o 25 = a.

(b) Die Funktion f: D — Y heiit stetig in einem Punkt a € D, falls

lim f(z) = f(a)

r—a
ist.
(c) Die Funktion f: D — Y heifit stetig, falls sie in jedem Punkt a € D stetig ist.

Man sieht sehr leicht, dass eine Funktion f : D — Y wie in der letzten Definition stetig ist (oder stetig
in einem Punkt a € D ist) genau dann, wenn f als Funktion von D versehen mit der Relativmetrik von

X nach Y dieselbe Eigenschaft hat (siehe Beispiel 1.2(c)).

Satz 2.8. Sind f: X =Y, g:Y — Z stetige Abbildungen zwischen metrischen Raumen, so ist auch die
Komposition go f : X — Z stetig.

Beweis. Ist (x)r>0 eine konvergente Folge in X mit limy_, o x; = a, so gilt lim,_, f(zx) = f(a) in Y,

da f stetig ist, und limg_ 0 g © f(zx) = limk— 00 9(f(zx)) = g(f(a)) in Z, da g stetig ist. O
Lemma 2.9. Sei K =R oder K = C. Die Koordinatenprojektionen

m K" = K, (z,)y—a,(v=1,...,n)
sind stetig.

Beweis. Nach Lemma 2.2 ist die Konvergenz einer Folge in R” (und genauso in C") dquivalent zur kom-
ponentenweisen Konvergenz. Insbesondere impliziert Konvergenz in K™ komponentenweise Konvergenz.

Das ist dquivalent zur Stetigkeit der Koordinatenprojektionen m, ..., m,. O

Als Folgerung erhiilt man, dass eine Abbildung mit Werten in K" (K = R oder K = C) genau dann

stetig ist, wenn alle Koordinatenfunktionen stetig sind.

Satz 2.10. Sei (X,d) ein metrischer Raum und f: X — K" (K =R oder K = C) eine Abbildung. Die
Abbildung f ist stetig genau dann, wenn alle thre Koordinatenfunktionen f, = 7, o f : X — K stetig

sind.
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Beweis. Ist f: X — K™ stetig, so sind die Koordinatenfunktionen 7, o f : X — K (v = 1,...,n) nach
Satz 2.8 und Lemma 2.9 als Kompositionen stetiger Abbildungen stetig.
Seien umgekehrt alle Koordinatenfunktionen 7, o f : X — K (v = 1,...,n) stetig. Ist (x)r>0 eine

konvergente Folge in X mit limy_,o 2 = a, so konvergiert die Folge (f(zx))r>0 wegen

lim m,(f(x)) = lim (m, 0 f)(wy) = (0 f)(a) = m(f(a)) (1=v=n)

k—o0

komponentenweise in K™ gegen f(a). Nach Lemma 2.2 gilt auch limg_,o f(2x) = f(a) in K™. O

Die Grenzwertsitze in R (oder C) besagen gerade, dass die algebraischen Operationen Addition, Multi-

plikation, Quotientenbildung stetige Abbildungen zwischen geeignet definierten metrischen Rdumen sind.

Satz 2.11. Sei K =R oder K = C und K* = K \ {0}. Versieht man K2 = K x K mit der euklidischen
Metrik, so sind die Abbildungen

(a) add: K x K = K, (x,y) = z+y,

() m:KxK, (z,y)—~x-y,

(c) g: K xK*— K, (a:,y)+—>E
Y
stetig.

Beweis. Sei ((zk,yx))k>0 eine Folge mit Limes (x,y) in K x K (bzw. K x K*). Nach Lemma 2.2 gilt
dann limg oo 2 = 2, limgooyr = y in K und yx # 0 # y im Falle (c). Nach den Grenzwertsétzen
aus der Analysis I folgt, dass limg— oo (Tr + yk) = ¢ + v, limg oo (2k - yx) = = - y und im Falle (c) auch
limg 00 Z—: = % ist. Nach Definition 2.7 bedeutet dies genau, dass die angegebenen drei Abbildungen

stetig sind. O

Korollar 2.12. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien f,g : X — K (K = R oder K = C) stetig.

Dann sind auch

(a) f+9g: X—>K, z— f(x)+gx), f-9: X > K, z+— f(x)g(x) und

(t) ;C:Xo:{wEX;g(x)#O}aK,fo(x)

g()

stetig.

Beweis. Nach Satz 2.10 sind die Abbildungen

(f.9): X = K?, @ (f(x),9(2))

und, wenn man K x K* mit der Relativmetrik von K x K versieht,

(f,9), Xo = K x K", x— (f(z),9(x))
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stetig. Nach den Sétzen 2.8 und 2.11 sind dann auch

f+g=addo(f,g), f-g=mo(f,g), ==qo(f,9):Xo— K

Q |~

als Kompositionen stetiger Abbildungen stetig. O

Beispiel 2.13. (a) Ein Monom vom Grade r auf R" ist eine Abbildung der Form

R™ 5 R, (z1,...,3,) >zt ab2 .. gk

wobei ki,...,k, € N feste Zahlen sind mit k; + ...+ k,, = r. Eine Polynomfunktion vom Grade <r
auf R"™ ist eine Abbildung der Form

. _ k kn
F:R" >R, F(z1,...,2,) = E Chyo oy T10 - T
(k17~--akn)EN"
kit...+kn<r

wobel ¢, ., fest gegebene reelle Zahlen seien. Nach Lemma 2.9 und Korollar 2.12 (endlich oft

angewendet) sind diese Funktionen stetig.

(b) Ist V ein normierter Vektorraum iiber K = R oder K = C, so ist die Abbildung ||| : V = R, z — |||
stetig. Dies folgt direkt aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung nach unten (siehe die Bemerkung
zu Definition 1.3)

Hizll =yl < [l =yl (z,y € V).

Wie in der Analysis I kann man auch die Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Rdumen mit

einem geeigneten e-d-Kriterium beschreiben.

Satz 2.14 (e-0-Kriterium). Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Raumen und seia € X.

Die Abbildung f ist stetig in a genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

f(Bs(a)) C Be(f(a)).

Beweis. Sei f stetig in @ und sei € > 0. Gédbe es kein § mit der behaupteten Eigenschaft, so wiirde zu
jedem k € N* ein Element x; € B1(a) existieren mit f(zx) ¢ Be(f(a)). Dann wiirde (z)r>1 gegen a
in X konvergieren, aber (f(zx))g>1, wiirde nicht in Y gegen f(a) konvergieren. Dies widerspricht der
vorausgesetzten Stetigkeit von f in a.

Sei umgekehrt das angegebene e-§-Kriterium im Punkt a erfiillt. Konvergiert (zx)r>0 in X gegen a und
ist € > 0, so gibt es nach Voraussetzung ein § > 0 mit f(Bs(a)) C B.(f(a)). Zu dem so gewéhlten 6 > 0
gibt es ein kg € N mit z;, € Bs(a) fiir alle k¥ > ko. Dann ist d(f(zx), f(a)) < e fur alle & > ko. Also

konvergiert (f(xk))k>0 in Y gegen f(a), und die Stetigkeit von f in a ist gezeigt. O
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Beispiel 2.15. Sei (X, d) ein metrischer Raum und @ # A C X eine Menge. Fiir # € X definiert man
den Abstand von x zu A durch
d(z,A) = ;relgd(x,a).

Die Funktion X — R, =~ d(z, A) ist stetig. Es gilt sogar
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y)

fiir alle z,y € X. Zum Beweis seien x,y € X beliebig. Dann gilt fiir allea € A
d(z,a) < d(z,y) + d(y,a).

Indem man auf beiden Seiten das Infinum bildet, erhélt man

. < _ . .
alreli1 d(z,a) < ;gg(d(x,y) +d(y,a)) = d(z,y) + alrelg d(y,a)

oder dquivalent

d(z,A) —d(y, A) < d(z,y).
Durch vertauschen von z,y erhilt man, dass auch
gilt. Hieraus folgt die behauptete Ungleichung und damit auch die Stetigkeit der Abbildung X — R,
x —d(x, A).

Definition 2.16 (Gleichmdfige Konvergenz). Seien X,Y metrische Rdume und seien f, : X — Y (n €
N), f: X — Y Abbildungen. Die Folge (fn)n>0 konvergiert definitionsgemif gleichmdfig aut X gegen
die Abbildung f, falls fiir jedes ¢ > 0 ein ng € N existiert so, dass fiir alle n > ng die Ungleichung
d(fn(z), f(x)) <€ fir alle z € X gilt.

Offensichtlich ist die definierende Bedingung fiir die gleichméBige Konvergenz der Folge (f,,)n>0 gegen f

dquivalent dazu, dass zu jedem € > 0 ein ny € N existiert mit sup ¢y d(fn(z), f(z)) < € fiir alle n > ny.

Satz 2.17. Seien X,Y metrische Riume und seien f, : X - Y (ne€N), f: X =Y Abbildungen. Sind
alle f,, (n € N) stetig und konvergiert (f,)nen gleichmdfig auf X gegen f, so ist auch f: X —'Y stetig.

Beweis. Sei g € X und sei € > 0. Da (f,)nen gleichmiiBig gegen f konvergiert, gibt es ein ng € N mit
d(fn(x), f(x)) < £ fiir alle z € X und alle n > ng. Da f,, stetig ist in x¢, gibt es nach dem e-0-Kriterium
ein 0 > 0 mit fp,(Bs(20)) C Bs(fn,(w0)). Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir alle x € Bjs(wxo), dass

d(f(l‘), f(xO)) < d(f(l‘), fno (1‘)) + d(fno ({L‘), fno (LL'())) + d(fno(xo)v f(‘ro))
< g + g + g = €.
gilt. Also ist f stetig in xg. O
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Fiir die Stetigkeit linearer Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen gibt es andere niitzliche

Kriterien.

Satz 2.18. Seien V,W normierte K-Vektorraume tiber K = R oder K = C. FEine lineare Abbildung

A:V = W ist stetig genau dann, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit ||Azx|| < c||z|| fir alle x € V.

Beweis. Sei A stetig. Da A stetig ist im Punkt z = 0 mit A0 = 0, gibt es nach dem e--Kriterium (Satz
2.14) zu e = 1 ein § > 0 mit ABs(0) C B1(0). Da fiir alle z € V' \ {0}

2
Am||||x||A( )n_ el
5 AETARE
2
5"

gilt, ist das behauptete Stetigkeitskriterium erfiillt mit ¢ = %. Ist umgekehrt ¢ > 0 eine Konstante wie im

Satz und sind xp € V, € > 0 gegeben, so gilt

[ Az — Azo|| = [|A(z — zo)|| < cllz — woll < e
fir alle x € V mit ||z — 20| < £. Nach dem e-0-Kriterium ist A stetig in jedem Punkt 2o € V. O
Beispiele.

(a) Versieht man den R-Vektorraum Cla,b] = {f : [a,b] — R; f ist stetig} mit der Norm (siehe Beispiel
1.7)

1 flljap) = sup |f(x)],
z€la,b]
so definiert

b
I:Cla,b] > R, f—>/fdt

eine stetige lineare Abbildung. In der Analysis I wurde gezeigt, dass das Riemann-Integral linear ist.

Die Stetigkeit von I folgt mit Satz 2.18 aus der Giiltigkeit der Abschétzung

b b b
D=1 [t < [1flae< [1Flandt = 0=l o,

die ebenfalls in der Analysis I (Satz 16.13(b) in [EAI]) fiir alle stetigen Funktionen f € Cla, b] gezeigt

wurde.

(b) Sei der R-Vektorraum C[0,1] = {f; f :[0,1] — R ist stetig differenzierbar} mit der Norm || - [|jo.1]
aus Teil (a) versehen. Dann ist die Abbildung

D:CY0,1] = C[0,1], f s f

linear, aber nicht stetig. Die Linearitiit ist klar. Da die Funktionen f, € C'[0,1] definiert durch

fn(x) = 2™ die Norm || fy|lj0,1) = 1 besitzen, aber die Folge der Normen

I fnllo.1) = Ina" oy =n (n>1)

unbeschrinkt ist, folgt mit Satz 2.18, dass die Abbildung D nicht stetig ist.
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Definition 2.19. Seien V, W normierte K-Vektorraume und A : V' — W eine stetige lineare Abbildung.
Dann heift
[A]l = sup{[|Az|; [lz|| <1}

die Norm oder Operatornorm von A.
Nach Satz 2.18 ist | A|| € [0, 00). Es ist nicht schwieirig zu zeigen, dass
[A]l = sup{[|Az]}; [lz]| <1} = sup{[|Az; [l=] =1}
gilt und dass die Operatornorm wirklich eine Norm auf dem K-Vektorraum
{A:V — W; A ist linear und stetig}
definiert.
Lemma 2.20. Sei K =R oder C. Dann ist jede lineare Abbildung A : K™ — K™ stetig.

Beweis. Da die konvergenten Folgen beziiglich der Summenmetrik d; (z,y) = ||z—y||1 und der euklidischen
Metrik da(z,y) = ||z — y||2 sowohl in K™ als auch in K™ dieselben sind (Bemerkung 1.6), geniigt es zu
zeigen, dass A : K™ — K™ beziiglich der Summennormen auf K" und K™ stetig ist. Da fiir alle
T = ()i

[ Azl =

n n
Saude| <3l e < (e, 14e) e
1= 1=

gilt, folgt dies direkt aus Satz 2.18. Hierbei bezeichnet e; = (0,...,0,1,0,...,0) den i-ten kanonischen
Einheitsvektor in K™. O

1

Fir A = (a;;) € M(m xn,K) sei My : K" - K™, v — Az = (Z;.Lzl aijxj>1<i<m der Operator der
Multiplikation mit der (mxn)-Matrix A. Wie immer, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes vorausgesetzt

wird, seien die K-Vektorrdume K™, K™ mit ihrer euklidischen Norm versehen.

Lemma 2.21. Seien m,n € N*. Durch

|11 M(m xn, K) = R, [|A]l = [|Mal| = e, [ Maz|

wird eine Norm auf M(m x n, K) definiert. Es gilt
[Az[| < | A {|]|
fir alle Ae M(m xn,K) und x € K.

Beweis. Nach Lemma 2.20 ist ||A| € [0,00). Fiir A,B € M(m x n,K) und X € K gilt

A= sup [[(AA)zl] = sup A[fAz] =[] HSlﬂlngAxll = [AAll

llzll<1 llzll<
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und

|4+ Bl = sup [[(A+Bjzl| < sup ([[Az][+[|Bzll) < sup [[Az]+ sup [Ba]=[A]+[|B].

lz|I< [lz||<1 [lz|I<1 lz||<
Fiir x € K™\ {0} gilt
| Az] = |14 (” |) lall < 1A Jl].

Insbesondere ist A = 0 genau dann, wenn ||A|| = 0 ist. Damit sind alle Behauptungen bewiesen. O
Bemerkung 2.22. Fir A = (a;;) € M(m x n, K) gilt
max{la;l; 1<i<m, 1<j<n}<[A] <vmnmax{la;l; 1<i<m, 1<j<n}
Zum Beweis der ersten Ungleichung beachte man, dass fiir alle 1 < ¢ <m und 1 < j < n gilt
[A = [[Aej ]| = [[(ap;)1<p<mll = lai].

Sei @ = max{|a;;|; 1 <i<m, 1 <j<n} Firez=(r;) € K" mit ||z]| <lund y = (y;) = Az € K™
folgt mit Bemerkung 1.6 und Beispiel 1.5(a), dass

n

n
il = > agas| <D las| 5] < [l(as)1<j<nll2]2]l2
j=1

j=1
<+n _max laij] < Vna
j=l...n
fir alle ¢ = 1,...,m gilt. Also ist ||yl < vmmax;=1.. m |y < vnma. Damit ist auch die zweite
Ungleichung bewiesen. Als Anwendung dieser beiden Ungleichungen erhélt man, dass eine Folge von
Matrizen in M (m x n, K) genau dann konvergiert, wenn sie koeffizientenweise konvergiert, und dass eine

Funktion von einem metrischen Raum mit Werten in M(m x n, K) genau dann stetig ist, wenn alle

Koeffizientenfunktionen als K-wertige Abbildungen stetig sind.

Satz 2.23. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Ridumen X und Y ist genau dann stetig,
-1
wenn fir jede offene Menge V. -.CY das Urbild f (V) C X von V unter f eine offene Teilmenge von X

18t.

Beweis. Sei f: X — Y stetig und seien V C Y offen, x 6}1 (V). Da V offen ist, gibt es ein € > 0 mit
B.(f(x)) Cc V. Nach dem e-0-Kriterium der Stetigkeit (Satz 2.14) gibt es zu € ein 6 > 0 mit f(Bs(x)) C
B.(f(x)). Also haben wir zu jedem Punkt z 6}1 (V) ein 6 > 0 gefunden mit Bs(x) C}l (V). Damit ist
die Offenheit von }1 (V) gezeigt.

Sei umgekehrt das Urbild jeder offenen Teilmenge V' C Y unter f offen in X. Fiir z € X und € > 0 ist
dann die durch U :}1 (Bc(f(x)) definierte Menge U offen in X. Wegen = € U gibt es ein ¢ > 0 mit
Bs(X) C U. Dann folgt aber f(Bs(z)) C f(U) C Be(f(x)), und die Stetigkeit von f in jedem Punkt
r € X ist gezeigt. O
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3 Kompaktheit

In der Analysis I zeigt man, dass stetige Funktionen f : [a,b] — R auf abgeschlossenen, beschrinkten
Intervallen [a, b] gleichmé#Big stetig und beschrinkt sind und dass sie ihr Supremum und Infimum anneh-
men. Wir wollen als néichstes zeigen, dass diese Sétze in viel allgemeineren Situationen richtig bleiben.

Sei im Folgenden (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 3.1. Sei A C X. Unter einer offenen Uberdeckung von A versteht man eine Familie (U;);cr
offener Mengen U; C X mit
AC U U;
il
und beliebiger Indexmenge I.

Welche Eigenschaft von Intervallen der Form [a,b] braucht man, um die oben erwéhnten Sétze aus der

Analysis T zu beweisen?

Definition 3.2 (Kompaktheit). Eine Menge K C X heifit kompakt, falls fiir jede offene Uberdeckung

(U;)ier von K endlich viele Indizes i1, ..., € I existieren mit K C U;, U...UU,,.

Beispiele 3.3. (a) Ist limg_ 00 2 = x in (X, d), so ist die Menge K = {xx; k € N}U{z} C X kompakt.
Denn ist (U;);er eine offene Uberdeckung von K, so gibt es ein j € I mit € U; und dazu einen Index
ko € N mit z), € Uj fiir alle k > ko. Fiir k=0, ..., ko gibt es Indizes i, ..., iy, € I mit x3 € U;, fiir
k=0,...,ko. Dann ist aberKCUZ'OU...UUikO uU;.

(b) Die Teilmenge A = {1; n € N*} C R ist nicht kompakt. Denn die offenen Mengen Uy =]%,2[, U, =
]n%_l, —L-[(n > 2) bilden eine offene Uberdeckung von A. Da U, N A = {1} ist fiir alle n € N*,
enthélt (U, ),>1 keine endliche Teiliiberdeckung der Menge A.

Der néichste Satz zeigt insbesondere, dass abgeschlossene, beschrinkte Intervalle [a, b] C R kompakt sind.

Satz 3.4. Seien a,,b, € R mit a, < b, firv=1,...,n. Dann ist die Menge Q = []’'_,[a,,b,] C R™

kompakt.

Beweis. Sei (U;);cr eine offene Uberdeckung von Q. Wir nehmen an, dass diese Uberdeckung keine
endliche Teiliiberdeckung von @ enthilt. Unter dieser Annahme definieren wir rekursiv eine Folge (Qx)x>0
abgeschlossener Quader @ C R™ so, dass Qo = @ ist und fiir alle & > 0 gilt (i) Qx C Qr—1,

(ii) Q kann nicht durch endlich viele U; (i € I) iiberdeckt werden,

(iii) diam(Qy) = 2~ *diam(Q).

Dabei sei definitionsgemif )1 = R™. Dazu definieren wir Qo = Q. Sind Qy, . . . , Q@ gewihlt mit (i)-(iii)
fir k=0,...,mund ist Q,, = I; X ... X I, mit geschlossenen Intervallen I, C R, so stellen wir I,, durch
Halbieren dar als Vereinigung

I, =I'UI?
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zweier abgeschlossener Intervalle halber Linge und definieren fiir s = (s1,...,$,) € {1,2}"
Q) =Ii* x...x I

Dann ist
Qm = U( 7Sn§ s € {1’2}11)

und jede der Mengen @7, ist ein abgeschlossener Quader mit

" 1/2
. S . s 1 . 1 .
diam(Q3,) = (Z Liinge (1;)2> = gdiam(Qp) = 57 diam(Q).
v=1
Da @ nicht durch endlich viele der Mengen U; (i € I) iiberdeckt werden kann, gilt dasselbe fiir mindestens
einen der Quader @2, (s € {1,2}™). Wéhle ein solches s und setze Q,+1 = QF,. Damit ist die rekursive
Definition abgeschlossen.
Nach dem Schachtelungsprinzip (Satz 2.6) gibt es ein € R™ mit
{z} =) Qx-
k>0
Wegen = € ) gibt es ein ig € I und ein € > 0 mit z € B.(x) C U;,. Zu € > 0 existiert ein kg € N mit
diam(Qy,) < e. Dann ist aber

X € Qko C BE(LE) C (JZ‘0
im Widerspruch zur Wahl der Quader Q. Also war die Annahme falsch, und die Kompaktheit von @ ist
gezeigt. O
Lemma 3.5. (a) Ist K C X kompakt und ist A C X abgeschlossen mit A C K, so ist A kompakt.

(b) Ist K C X kompakt, so ist K C X abgeschlossen.

Beweis. (a) Seien K und A wie in Teil (a) beschrieben. Ist (U;);es eine offene Uberdeckung von A, so ist
K C (X \ A)UU;c; Ui. Da K kompakt ist und da auch die Menge X \ A offen ist, gibt es iy,...,i, € I
mit K C (X \A)UU;; U...UU;, . Dann ist aber AC U;; U...UU;, .

(b) Sei K C X kompakt und sei a € X \ K. Nach Satz 1.12 gibt es zu jedem Punkt z € K offene
Umgebungen U, von =z und V, von a mit U, NV, = &. Da K kompakt ist, gibt es endliche viele
T1,..., 8, € K mit K C Uy, U...UU,,. Dann ist V = (_, V,, eine offene Umgebung von a mit
V € X\ K. Also enthilt X \ K zusammen mit jedem Punkt a noch eine ganze offene Umgebung von a.
Damit ist die Offenheit von X \ K gezeigt. O

Definition 3.6. Eine Menge A C R"™ heifit beschrinkt, falls
sup{[|z; = € A} < o0

ist. Eine einfache Charakterisierung kompakter Mengen in R" gibt der Satz von Heine-Borel.
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Satz 3.7 (Satz von Heine-Borel). Eine Menge K C R™ ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen

und beschrdankt ist.

Beweis. Sei K C R™ kompakt. Nach Lemma 3.5 ist K C R™ abgeschlossen. Da K C (J,.cy- Bx(0) eine
offene Uberdeckung von K bildet, existiert ein ko € N mit K C By, (0). Also ist & auch beschrinkt.
Sei umgekehrt K C R™ abgeschlossen und beschrénkt. Dann ist
¢ =sup ||z < o0
€K
und K ist enthalten in dem abgeschlossenen Quader @ = [—¢,¢] X ... X [—¢,¢] C R™. Da @ nach Satz 3.4
kompakt ist und K C R™ nach Voraussetzung abgeschlossen ist, folgt mit Teil (a) von Lemma 3.5, dass

K C R" kompakt ist. O

Man kann zeigen, dass in jedem unendlich dimensionalen normierten Raum abgeschlossene, beschréinkte

Mengen existieren, die nicht kompakt sind. Dies beweist man etwa in der Funktionalanalysis.

Satz 3.8. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist K C X kompakt, so hat jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge mit Limes in K.

Beweis. Sei K C X kompakt und sei (xy)r>0 eine Folge in K. Hitte (xy)r>0 keine konvergente Teilfolge

mit Limes in K, so gibe es fiir jeden Punkt x € K eine offene Umgebung U, von z so, dass die Menge
{keN; ax, €U,}

endlich ist. Denn sonst kénnte man rekursiv eine Teilfolge von (zj) mit Limes z € K definieren. Da K
kompakt ist, gibt es endlich viele x1,...,z, € K mit K C U, U...UU,, . Dann wére aber die Menge
N = {k € N; 2 € K} endlich. Dieser Widerspruch beendet den Beweis. O

Bemerkung.
Man kann zeigen, dass auch die Umkehrung der Implikation aus Satz 3.8 gilt. Im R™ ist dies mit Hilfe
des Satzes von Heine-Borel sehr einfach. Fiir beliebige metrische Rdume beweist man die Umkehrung in

der Topologie oder Funktionalanalysis.

Korollar 3.9 (Satz von Bolzano-Weierstral in R™). Jede beschrinkte Folge in R™ hat eine konvergente

Teilfolge.

Beweis. Sei (z)ren eine beschrinkte Folge. Dann ist 7 = supycy ||k < oo und (zx)ren ist eine Folge
in B,.(0). Da diese Menge nach dem Satz von Heine-Borel kompakt ist, hat (zx)reny nach Satz 3.8 eine

konvergente Teilfolge mit Limes in B,.(0). O

Genau wie der Satz von Heine-Borel, der im obigen Beweis benutzt wurde, gilt der Satz von Bolzano-

Weierstrafl in keinem unendlich dimensionalen normierten Raum.
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Der Satz iiber die Beschrénktheit stetiger Funktionen f : [a,b] — R auf abgeschlossenen, endlichen

Intervallen [a,b] C R ist ein Spezialfall des niichsten Ergebnisses.

Satz 3.10. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Fir jede kompakte
Menge K C X ist f(K) CY kompakt.

Beweis. Sei (Vi)ser eine offene Uberdeckung von f(K). Nach Satz 2.23 sind alle Urbilder f (V;) € X
(i € I) offen. Da die Vereinigung dieser Mengen K enthilt, gibt es 41,...,4, € I mit

Kcf (Va)u...uf (V).

Dann ist f(K) C V;, U...UV;, . Also enthilt jede offene Uberdeckung von f(K) eine endliche Teiliiber-
deckung, und f(K) ist definitionsgeméf kompakt. O

Reellwertige stetige Abbildungen auf einer kompakten Menge nehmen ihr Supremum und Infimum an.

Korollar 3.11. Sei K C X kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X und sei f : K — R stetig.
Dann ist f beschrinkt und es gibt Punkte a,b € K mit

fa) = min f(K), f(b) = max f(K).

Beweis. Versieht man K mit der Relativmetrik dx = d|x«xx (siehe Beispiel 1.2(c)), so wird f : K — R
zu einer stetigen Abbildung auf dem metrischen Raum (K, dk). Es ist sehr einfach zu sehen, dass die
Kompaktheit von K C X als Teilmenge des metrischen Raumes (X, d) dquivalent zur Kompaktheit von
K als Teilmenge des metrischen Raumes (K, dg) ist. Also folgt mit Satz 3.10, dass f(K) C R kompakt
ist. Nach Korollar 3.7 ist f(K) C R beschrinkt und abgeschlossen. Da man das Supremum und Infimum

einer Teilmenge M C R immer als Grenzwerte geeigneter Folgen aus M darstellen kann, gibt es Folgen

(Yk)k>0, (2k)k>0 in f(K) mit
lim y, =inf f(K), lim z; = sup f(K).
k—o0 k—oc0

Da f(K) C R abgeschlossen ist, folgt mit Satz 2.3, dass a,b € K existieren mit f(a) = inf f(K) und
f(b) = sup f(K). [

In der Analysis I zeigt man, dass jede stetige Abbildung f : [a,b] — R auf einem abgeschlossenen,
beschriankten Intervall [a,b] C R gleichméfig stetig ist. Auch fiir diesen Satz ist die Kompaktheit des

Definitionsbereiches die entscheidende Eigenschaft.

Definition 3.12. Seien X,Y metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit gleichmdflig stetig,
falls fiir jedes € > 0 ein & > 0 existiert mit d(f(x), f(y)) < € fir alle z,y € X mit d(x,y) < 6.

Satz 3.13. Seien X,Y metrische Riume und sei K C X kompakt. Dann ist jede stetige Abbildung
f: K =Y gleichmdfig stetig (Hierbei sei K mit der Relativmetrik von X versehen).
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Beweis. Sei K C X kompakt und f : K — Y stetig. Wére f nicht gleichméfig stetig, so wiirde es
ein € > 0 geben so, dass fiir jedes § > 0 Elemente z,y € K existieren wiirden mit d(z,y) < ¢, aber
d(f(z), f(y)) > e. Insbesondere kénnte man Folgen (zj)r>1 (yx)r>1 in K wihlen mit d(azy,yx) < £ und
d(f(zk), f(yr)) > € fir alle & > 1. Nach Satz 3.8 hétte die Folge (x)r>1 eine konvergente Teilfolge

(2, )n>1 mit Limes z € K. Wegen
d(,yr,) < d(z,a,) + d(@r,, yx,) = 0

konvergiert auch die Folge (y, )n>1 gegen x. Aus der Stetigkeit von f in x folgt, dass lim, o f(2zk,) =

f(z) =limy, 00 f(yg, ). Dies ist nicht moglich, da fiir alle n € N

0<e<d(f(zx,), fyr,)) < d(f(xn,), f(x))+d(f(z), fyk,))

gilt und die rechte Seite als Folge in n gegen 0 konvergiert. Also war unsere Annahme falsch und die

gleichméBige Stetigkeit von f ist gezeigt. O
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4 Kurven im R"

Sei I C R ein beliebiges Intervall (offen, halboffen, abgeschlossen, beschriinkt oder unbeschrinkt), das

mindestens einen Punkt enthélt.

Definition 4.1. (a) Unter einer Kurve im R™ versteht man eine stetige Abbildung f : I — R"™, die als

Definitionsbereich ein Intervall I wie oben besitzt.

(b) Eine Kurve f = (f1,..., fn) : I = R™ heilt differenzierbar (stetig differenzierbar), falls alle Koordi-

natenfunktionen f, : I — R differenzierbar (stetig differenzierbar) sind.
Beispiele 4.2. (a) Seien a € R™ und v € R™ \ {0}. Die Kurve
f:R=R" f(t)=a+tv
beschreibt eine Gerade im R™ durch den Punkt a in Richtung v.
(b) Sei r > 0. Es gilt (Korollar 13.11 in [EAIT])
{(z,y) € R?; ||(z,9)| = r} = {(rcost, rsint); t € [0,27]}.
Dies ist die Bildmenge der Kurve f : [0,27] — R2, f(t) = (rcost, rsint).
(c) Seien r >0, ¢ € R\ {0}. Die Kurve
f:R = R3 f(t) = (rcost, rsint, ct)
beschreibt eine Schraubenlinie im R® um die z3-Achse.
(d) Sei ¢ : I — R stetig. Dann ist der Graph von ¢ die Bildmenge der Kurve
fI =R f(t) = (t9(t)).
Definition 4.3. Sei f: I — R™ eine Kurve und sei z € R™.

(a) Man nennt x einen Doppelpunkt der Kurve f, wenn es t1,ts € I mit t1 # ty und f(t1) =z = f(t2)
gibt.

(b) Ist f differenzierbar und ¢ € I, so nennt man

1) = (@), fr)
den Tangentialvektor von f zum Parameterwert ¢ und

f'(t)
1@l

den Tangenten-FEinheitsvektor von f zum Parameterwert ¢.

(falls f/(t) # 0 ist)
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(c) Sei f stetig differenzierbar und ¢y € I. Dann heifit f reguldr, wenn f'(t) # 0 ist fiir alle ¢ € I. Man

nennt ¢t singuliren Parameterwert, falls f/(to) = 0 ist.

Beispiele 4.4. (a) Ist f : I — R" differenzierbar und ist f(¢t1) = = = f(t2) mit ¢1 # ta, so kann
natiirlich f/(t1) # f’(t2) gelten. So ist etwa f : R — R2, f(t) = (t> — 1,3 — t) stetig differenzierbar
mit f(1) = (0,0) = f(—1) und wegen f'(t) = (2t,3t> — 1) ist f'(1) = (2,2) # (—2,2) = f'(-1).

(b) (Neilsche Parabel) Die stetig differenzierbare Kurve
FiR=R? f(t) = (2,¢%)
hat t = 0 als einzigen singuliren Parameterwert, denn f’(t) = (2t,3t?). Man priift leicht nach, dass
FR) ={(z,y) €R% z>0und y = +a2}.

Definition 4.5. Seien f : Iy — R"™, g : I, — R" regulidre Kurven und seien t; € I, to € Iy mit
f(t1) = g(t2). Die eindeutige Zahl (Satz 13.13 in [EAI]) 6 € [0, 7] mit

{(f'(t1), g'(t2))
1) Hlg" (E2)

heifit der Schnittwinkel zwischen f und g bei den Parametern t; und ts.

cos =

In Definition 4.5 bezeichnet
() :R*"xR" = R, (x,y) = leyz
i=1

das kanonische Skalarprodukt auf R™. Nach Beispiel 1.5(a) gilt
{z,v)| < ||lz|| llyl| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

fiir alle z,y € R™.
Sei f : [a,b] — R™ eine Kurve (a,b € R mit a < b). Fiir jede Teilung 7' = (¢;)*_, von [a, b], das heifit

Punkte ¢; mit a = tg <ty < ... <t = b, nennen wir

k
L(F.T) = D2 () = F(tie)]

die Léinge des durch die Folge (f(t;))%_, definierten Polygonzuges.

Definition 4.6. Eine Kurve f : [a,b] — R™ heifit rektifizierbar, falls es eine Zahl L € R gibt so, dass fiir
jedes € > 0 ein 0 > 0 existiert mit |L — L(f,T)| < e fiir jede Teilung T von [a, b] mit Feinheit w(T) < 4.
In diesem Fall heifit L die Linge oder Bogenlinge von f (geschrieben L(f)). Hierbei ist die Feinheit oder
Spurweite einer Teilung T = (¢;)%_, von [a, b] definiert durch w(7T") = max;—1,__x(t; —t;—1) (Definition

16.10 in [EAI]).
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Lemma 4.7. Sei f : [a,b] — R" eine Kurve. Seien S = (s;)f_ und T = (t;)7-, Teilungen von [a,b]. Ist

S feiner als T' (das heifit t; = s;; fir geeignete 0 =ig < iy < ... <ip =k), s0 ist
L(f,T) < L(f,S).

Beweis. Die Behauptung folgt als Anwendung der Dreiecksungleichung

m

BT = S0~ S =3 |3 Hs0) — S

j=1||v=i;_1+1

m 15

<D0 M) = flse-0)l = LS, S). O

j=1 l/:ij_l—‘rl
Satz 4.8. Sei f : [a,b] = R™ eine Kurve (a,b € R mit a < b). Dann ist f rektifizierbar genau dann,
wenn das Supremum

s=sup{L(f,T); T Teilung von |a,b]}
endlich ist. In diesem Fall ist L(f) = s.

Beweis. Sei f rektifizierbar. Sei € > 0 und T eine Teilung von [a,b]. Zu € wihle man ein § > 0 wie in

Definition 4.6. Dann gibt es eine Teilung S, die feiner ist als 7', mit w(S) < §. Mit Lemma 4.7 folgt, dass
L(f,T) < L(f,5) € IL(f) — €, L(f) +¢€[.
Da T eine beliebige Teilung von [a, ] ist, konnen wir schliefen, dass
L(f)+ €= 5> L(f,5) > L(f) — €.

Da € > 0 beliebig ist, folgt hieraus, dass s = L(f) ist.

Sei umgekehrt das Supremum s < oo und sei € > 0 beliebig. Dann gibt es eine Teilung S = (s;)}L, mit
L(f,S) > s—5. Da f nach Satz 3.13 gleichméfig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit § < minj—y . m(s;—s;5-1)
so, dass

1F () = f(s)]l < e/4m

ist fiir alle s,t € [a,b] mit |s —t| < . Sei T = (¢;)¥_, eine beliebige Teilung von [a, b] mit w(T) < § und

sei

I'={ie{l,....k}; Jtic1, ti[ N {s0,...,8m} # D}
Dann gibt es zu jedem 7 € I genau einen Index j; € {0,...,m} mit s;, € |t;_1,¢;[. Mit Lemma 4.7 erhalten
wir

L(£,S) < > ) = fm) + D (1) = f(s5,)
i=1,....k iel
i¢I

+ 1f (s5.) = f(ti-0) D) -
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Die Summanden in der zweiten Summe schitzen wir ab nach oben gegen

1 (#:) = i)l + 21 f (s5,) — f(tia)

und erhalten

L(f,S) < L(f,T) 4+ 2(m — 1)(e/4m) < L(f,T) +

DN

Insgesamt folgt, dass

s> L(f,T) > L(f,S) — g >s—e
Damit ist gezeigt, dass f rektifizierbar ist und dass L(f) = s ist. O

Das in Satz 4.8 gebildete Supremum s nennt man auch die totale Variation der Funktion f. Fiir stetig

differenzierbare Kurven lisst sich die Linge als Riemann-Integral der Funktion || || berechnen.

Satz 4.9. Jede stetig differenzierbare Kurve f : [a,b] — R"™ ist rektifizierbar mit

b
L(f) = / 1 (8) lde.

Beweis. Sei f : [a,b] — R" stetig differenzierbar und sei € > 0. Da die Funktionen fi,..., f, gleichmiBig

stetig sind, gibt es ein 6 > 0 mit

[12() = £(s)| < ¢/ (V/n(b — a))

fiir s,¢ € [a,b] mit [s —t| < dund v = 1,...,n. Sei T = (t;)%_, eine Teilung von [a,b] mit w(T) < § und

seii € {1,...,k}. Es geniigt zu zeigen, dass die Zahl
t;
8= [17(6) = Fts0ll = [ 170l
ti—1

kleiner als (¢/b—a) (t; —t;—1) ist. Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 15.4 in
[EAI]) angewendet auf die Funktionen f,|j;,_, ) gibt es Zahlen 71,...,7, € Jt;_1,%;[ mit

ft) = f(tica) = (ti — tima) (fo(7))p=1-

Da die Funktion || f’|| stetig ist (Beispiel 2.13(b)), erlaubt es der 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung
(Satz 16.14 in [EAI]), eine Zahl 7 € [t;_1,t;] zu wihlen mit

/ 17 @®)lldt = I ()| (ks — tis).
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Mit Bemerkung 1.6 und der Dreiecksungleichung nach unten folgt die gewiinschte Abschétzung

A = @)=l = I (DI (¢ = tio1)
< (F(m) = F ()=l — tiz1)
< \/ﬁygﬁ?in|fﬂ(n)—fl(7)|(ti—tz‘—l)
< (e/(b—a))(t; — ti—1).

Summieren iiber ¢ = 1,...,k liefert, dass |L(f,T) — f; IIf'lldt] < e ist. Da T eine beliebige Teilung mit
w(T) < 4 ist, folgt die Behauptung. O

Beispiele 4.10. (a) Seien T'> 0, ¢ € R und r > 0. Die Linge der Schraubenlinie
f:]0,T] = R3, f(t) = (rcost, rsint, ct)

ist gegeben durch

=
=
[

T T
/||f’(t)||dt:/\/(—rsint)2+(rcost)2+02dt
0 0

T
/\/ 72 + c2dt = Tv/r2 + 2.
0

(b) (Zykloide) Wir beschreiben die Kurve im R? = {(x,y); =,y € R}, die ein fester Punkt P auf einem
Rad mit Radius 7 = 1 beim Abrollen auf der z-Achse beschreibt. Sei dazu

M =(0,1)

der Mittelpunkt des Rades zu Beginn und P der Punkt auf dem Rad, der zu Beginn die z-Achse
beriihrt. Nachdem das Rad sich um den Winkel ¢ gedreht hat, habe der Punkt P die Koordinaten
P(t) = (x(t),y(t)). Dann gilt (§ 13 in [EAT])

z(t) = t—cos(t—
y(t) = 1+sin(t—

) = t—sint

ISIERSIE

) = 1-—cost.

Die Kurve P: R — R?, P(t) = (t —sint, 1 — cost) ist stetig differenzierbar mit

27 21 27
L(Plio.0) :/||P’(t)||dt:/\/(1—cost)2+sin2tdt:/\/Z—QCostdt.
0 0 0

Wegen 2 — 2cost =2 (1 — cos (2%)) =2 (1 — cos? % + sin? %) = 4sin® (%) folgt
2
t t
L(Plj,27)) = /2sin§ dt = —4 cos §|g“ =4—(-4)=8.
0
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Definition 4.11 (Parametertransformationen). Seien [a,b] und [a, 8] abgeschlossene Intervalle endlicher

positiver Linge in R.
(a) Eine stetige bijektive Abbildung ¢ : [a, 8] — [a, b] nennt man auch Parametertransformation.

(b) Eine Abbildung wie in (a) heifit C'-Parametertransformation, falls ¢ und ¢! stetig differenzierbar

sind.

Bemerkung 4.12. (a) Ist ¢ : [o, 8] — [a, b] eine Parametertransformation, so ist ¢! stetig (Sitze 11.2
und 11.4 in [EAT]).

(b) Ist ¢ : [a, 8] — [a,b] eine stetig differenzierbare Parametertransformation, so ist ¢ eine C*-
Parametertransformation genau dann, wenn ¢’(t) # 0 ist fiir alle ¢ € [«, 8]. Die Notwendigkeit dieser

Bedingung folgt aus der Kettenregel

L=(poe ™)) =¢'(¢7'(®) (™)) (¢ € [a,]).

Die umgekehrte Implikation folgt aus dem Satz iiber die Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen (Satz
14.12 in [EAI]).

(c) Ist ¢ : [a, B] = [a, b] eine Parametertransformation, so ist (Satz 11.2 in [EAI]) ¢ entweder streng mo-
noton wachsend oder streng monoton fallend. Im ersten Fall nennt man ¢ orientierungstreu, im zweiten
Fall orientierungsumkehrend. Ist ¢ : [a, 3] — [a,b] eine C'-Parametertransformation, so ist (Satz 15.6
in [EAI]) ¢ orientierungstreu genau dann, wenn ¢’(t) > 0 fiir alle ¢ € [a, §] ist, orientierungsumkehrend
genau dann, wenn ¢'(t) < 0 fiir alle ¢ € [«, 8] ist. Wir definieren das Vorzeichen der Parametertransfor-

mation ¢ durch

e(p) =1, falls ¢ orientierungstreu ist,

e(p) = —1, falls ¢ orientierungsumkehrend ist.

(d) Sei f: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve, ¢ : [a, 8] — [a, b] eine C1-Parametertrans-

formation und g : [a, 8] = R™, g(7) = f(p(7)).

(i) Die Tangentialvektoren
g'(r) = (T)f'(o(7))
von g in 7 und f in (7) unterscheiden sich um die Zahl ¢'(7) € R\ {0}. Im Falle ¢’(7) # 0
(dquivalent f'(¢(7)) # 0) gilt

() _ ) ) o Fe)
I~ WO T~ TN
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(ii) Die Lénge einer stetig differenzierbaren Kurve findert sich durch Umparamerisieren mit einer C'-

Parametertransformation nicht

B B
o) = [ld@ldt= [1F el r
: w(B) : b
= () / 1/ (0)lldt = / 17 lldt = L(f).
o(a) a

Dabei haben wir Teil (¢) benutzt und die Substitutionsregel (Satz 17.10 in [EAIT]).

(iii) Seien f; : [a;,b;] — R™ (i = 1,2) regulidre Kurven, t; € [a;, b;] Parameter mit fi(¢;) = fao(t2) und

@i ¢ [, Bi] = lag, bi] (i = 1,2) C'-Parametertransformationen. Setze 7; = cp;l(ti) und
gi = fiowi : [y, Bi] = R™
fiir ¢ = 1,2. Dann ist ¢1(71) = g2(72) und fiir die Schnittwinkel 8 von fi, f2 in t1,¢3 und 6’ von g1, go

in 7y, 72 gilt nach (i)

W) ). P
[~ R T ) ~ P cost

cosf = =~
lg"(r)l llg' (72)

Also ist § = ¢, falls p; und @5 beide orientierungstreu oder orientierungsumkehrend sind, und

0" = 0 — 7 sonst.
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5 Partielle Ableitungen

Sei U C R™ eine Menge und f : U — R, (z1,...,2,) — f(x1,...,2,) eine Funktion. Man nennt die
Menge
G(f) ={(z,f(x)); €U} CR™™

den Graphen von f. Die Mengen
Ni(e)={z €U, f(zx)=c} (ceR)

heiflen die Niveaumengen von f.

Firi=1,...,n bezeichne e¢; = (0,...,0,1,0,...,0) den i-ten kanonischen Basisvektor des R".

Definition 5.1. Seien U C R" offen und x € U ein Punkt in U. Eine Funktion f : U — R heif}t in =

partiell differenzierbar beziiglich der i-ten Koordinate, falls der Limes

h—0 h
h#£0

eR

existiert. Man nennt D, f(z) die i-te partielle Ableitung von f in x. Statt D, f(z) schreibt man auch
g—i(x) oder 0, f(x).

Bemerkung 5.2. In der Situation von Definition 5.1 gilt:
(a) Die Menge {h € R; x + he; € U} ist eine offene Umgebung von 0 in R (Satz 2.23).
(b) Die Funktion f ist partiell differenzierbar in = beziiglich der i-ten Koordinate genau dann, wenn die

Funktion f; : {t € R;(x1,...,%i—1,t, Tix1,...,@n) EU} = R,
t— f(xla'"ami717t7xi+17-~-axn)

differenzierbar in z; ist (vgl. Bemerkung 14.2 in [EAI]). In diesem Fall gilt

o = oy Bt 1= 58
h#0

=D;f(x).

(¢) Teil (b) impliziert, dass fiir die i-ten partiellen Ableitungen dieselben Rechenregeln (Summen-,
Produkt-, Quotientenregel) gelten wie fiir Ableitungen von Funktionen einer reellen Variablen (Satz 14.8

in [EAT]).
Definition 5.3. Seien U C R™ offen und f : U — R eine Funktion. Man nennt f
(a) partiell differenzierbar, wenn D; f(z) in jedem Punkt x € U fiir alle i = 1,...,n existiert,
(b) stetig partiell differenzierbar, falls zusétzlich die Funktionen
Dif :U—=R, a— D;f(x) (i=1,...,n)

stetig sind.
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Statt D, f schreibt man auch g—i oder 0;f.

Beispiele 5.4. (a) Die Funktion r : R" — R, r(z) = |lz|| = /2% + ... + 22 ist stetig und rjgn\ (o} ist

partiell differenzierbar mit
or T;

5= 0y @ER™\(0))

Aus Beispiel 2.13 (b) folgt die Stetigkeit von r. Sei z € R™ \ {0} und i € {1,...,n}. Da die Wurzel-

funktion
Vi (0,00) = R, @ 1

differenzierbar ist, ist nach der Kettenregel (Satz 14.10 in [EAT]) auch die Funktion

i {teR; ot +. 42l + P +al,+.. 2l >0} >R,

tyJoi+ . al 2l 2l

differenzierbar in ¢ = x; mit
or , 1 2x; T;
o, =) 5 G Ty

(b) Sei f:(0,00) — R differenzierbar. Die Funktion

for R\ {0} = R, x> f(r(z) = f([l])

ist partiell differenzierbar nach der 1-dimensionalen Kettenregel mit

2D (@) = (orw) = (F o) ) = £ raa)rl (e
’ or / T , T
=f (T(ﬂf))afm(x) =f (r(x))@ = (llz| ol

firi=1,...,n und x € R™\ {0}. Hierbei haben wir das Ergebnis aus Teil (a) benutzt.

(c) Partiell differenzierbare Funktionen brauchen nicht stetig zu sein. Sei etwa F' : R" — R definiert

durch
:171 . x2 PR
[||>"

Auf R™\ {0} ist F' partiell differenzierbar nach (b) und der Produktregel und fiir i = 1,...,n gilt

F(z) = “n fir £ 0, F(0) = 0.

oF Oy rxy,) 1 0 1
ox; (@) = ox; r(z)?n +(@: x")axi r(xz)?n
L1 Ti—1Ti41 " Tn anl " 'xifle%ﬂ T Tn
r(z)2n r(x)2n+2

Die Funktion F' ist auch in 0 partiell differenzierbar mit

F(0+ he;) — F(0)
h

(h0) o oF
3xi

0 )
= 0) (i=1,...,n).
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Aber F ist nicht stetig in z = 0, denn

1yn n

Wir werden spéiter sehen, dass aus der stetigen partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion die Ste-

tigkeit der Funktion folgt.

Definition 5.5. Sei f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge U C R™.

Fir € U nennt man den Zeilenvektor

grad f(z) = ((,%(x),...7§$‘i(x)> eR"

den Gradienten von f in x.
Beispiele 5.6. (a) Fiir r: R”\ {0} — R, r(z) = ||z| ist grad r(z) = % in jedem Punkt x € R™\ {0}

B
(Beispiel 5.4(a)).

(b) Sei f: (0,00) — R differenzierbar und F' : R — R, F(x) = f(||z||). Dann ist grad F(z) = f’(||x|\)ﬁ
fiir alle z € R™\ {0}.

(c) Seien f,g:U — R partiell differenzierbar. Dann ist fg : U — R partiell differenzierbar mit

grad (fg) = g grad f + f grad g,

denn aus der Produktregel folgt fir i =1,...,n auf U

a(fg) _of .9

Statt grad f benutzt man oft auch die Schreibweise V f (gelesen: Nabla f).

+f

Definition 5.7 (Vektorfelder). Sei U C R™ offen.
(a) Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung v : U — R™.

(b) Ein Vektorfeld v = (v1,...,v,) : U — R™ heifit (stetig) partiell differenzierbar, falls alle Koordina-

tenfunktionen v; : U — R (stetig) partiell differenzierbar sind. In diesem Fall nennt man

2 (%i
di = U —=R
iv v ; o U

die Divergenz des Vektorfeldes v.
Ist f: U — R partiell differenzierbar, so ist grad f: U — R™ ein Vektorfeld.

Lemma 5.8. Seien U C R™ offen, f : U — R, v : U — R" partiell differenzierbar. Dann ist auch

fv: U — R"™ partiell differenzierbar mit

div(fv) = (grad f, v) + fdiv v.
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Beweis. Sei v = (v1,...,v,). Fiir 1 <7 < nist fo; partiell differenzierbar mit 5 (fvl) = i + f‘%l

Durch Aufsummieren erhilt man

S

div (fv) =

= (grad f, v) + fdiv v. O

Beispiel 5.9. Das Vektorfeld

v R™\ {0} — R", v(m)zﬁ

ist nach Beispiel 5.6(b) und Lemma 5.8 partiell differenzierbar mit

e (1) = ot () =)+ e

< 1 x > N n n—1
= - —, T - =
)| |z =l |l

Sei f : U — R eine Funktion auf einer offenen Menge U C R™. Fiir £ € N* und 41,...,ix € {1,...,n}
schreiben wir D;, D;

g1 **

fir alle z € R™\ {0}.

.D;, D, f fiir die iterierte partielle Ableitung

Di (- (Diy(Diy ) - - ),

falls diese existiert, also falls die Funktionen f nach z;,, D; f nach z;,, D;,(D; f) nach z;, ...

D;, (... (Diy(Ds, f))-..) nach z;, partiell differenzierbar sind. Bei festem k& € N* heien die Funktionen

leth (il,...,ikE{l,...,n})

die partiellen Ableitungen der Ordnung k& von f. Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der partiellen Ab-

leitungen wichtig.

Beispiel 5.10. Die Funktion f : R? — R,

x}—a3
f(z1,20) = xlxgm fir (x1,22) #0, £(0,0) =0

ist nach den Beispielen 5.4(b) und 5.6(c) auf R?\ {0} partiell differenzierbar. Mit p(z) = z122(2? — 23) =
r3re — 1173 folgt

of _Op 1 T .

Im Punkt x = 0 existieren die partiellen Ableitungen 1. Ordnung

of f@0) o . f0,z) Of

871‘1(0)_31—%) T _0_911—%% x 3332( )
Da fiir z € R\ {0} gilt

(D1 £)(,0) 0, (D:1NOz)  _ 2t _ g

(Dgfa)c(m,o) %: _1 (D2fi(0,z) _0,
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existieren die partiellen Ableitungen 2. Ordnung in x = 0
DyD1f(0,0) = —1# 1= D1D2f(0,0),
aber sind verschieden.

Satz 5.11 (Satz von Schwarz). Seien U C R™ offen, 1 < 4,5 <n und f:U — R eine Funktion so, dass
die partiellen Ableitungen D;D;f, D;D;f auf U existieren und in einem Punkt a € U stetig sind. Dann
15t DjDif(a) = DiDjf(a).

Beweis. Fiir i = j ist nichts zu zeigen. Sei also ¢ # j. Wihle § > 0 so klein, dass
{z eR™; ||z —a|le <d} CU
und setze V = {(s,t) € R?%; ||(s,)||oc < §}. Wir definieren fi; : V — R durch
fij(s,t) = fla+ se; +tej) — fa+ se;) — f(a+te;) + f(a).
Bildet man entsprechend f;;, indem man die Rollen von ¢ und j vertauscht, so gilt
fij(s:t) = fji(t, s)

fiir (s,t) € V. Wir fixieren einen Punkt (s,t) € V mit s # 0 # t. Der 1. Mittelwertsatz der Differential-

rechnung (Satz 15.4 in [EAI]) angewendet auf die differenzierbare Funktion
g:[=lsl, [sll = R, g(u) = fa+ue; +te;) — f(a+ ue;)
liefert ein £ = &5+ €] — |5, |s|[ mit
fij(s:t) = g(s) = g(0) = g'(§)s = s (D f(a + Eei + tej) — Dif(a+ Eei)).

Der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung angewendet auf die differenzierbare Funktion

h=[=lt], [t = R, h(v) = Dif(a+ &ei + ve;)
liefert ein n = ns¢ €] — [¢], |¢]|[ mit

fij(s,t) = s(h(t) — h(0)) = sth'(n) = stD;D; f(a + &e; + ne;).

Da fiir jede Folge von Paaren (s,,t,) € V mit lim, e S = lim, o0 t, = 0 und s, # 0 # ¢, fiir alle
n auch die zugehorigen Folgen (&, ¢, Jneny und (s, .+, )nen gegen 0 konvergieren, folgt aus der vorausge-

setzten Stetigkeit von D;D; f im Punkt a, dass

D;D;f(a) = (13?) D;D;f(a+ & ei +nsi€j) = (1;@ ”? = (151) J? = D;Djf(a),

wobei der Limes fiir V' 3 (s,t) — 0 mit s # 0 # ¢ gebildet wird. Dabei folgt die letzte Identitét, indem

man im obigen Beweis iiberall die Rollen von ¢ und 7 und s und ¢ vertauscht. O
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Definition 5.12. Sei U C R" offen und sei k¥ € N*. Eine Funktion f : U — R heiflt k-mal partiell
differenzierbar (bzw. stetig partiell differenzierbar), falls alle partiellen Ableitungen von f der Ordnung

< k existieren (bzw. existieren und stetig sind). Wir schreiben

C*(U) = {f:U —R; fist k-mal stetig partiell differenzierbar},
CO(U,R™) = C(UR™)={f:U—R™; f ist stetig}.

Korollar 5.13. Sei f : U — R eine k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen
Menge U C R™. Dann gilt firiy,...,i. € {1,...,n} mit 2 < r < k und jede Permutation 7 : {1,...,r} —

{1,...,7}
D;, ...D; f = Di,r(k) -~'Diw(1)f'

Beweis. Jede Permutation 7 : {1,...,r} — {1,...,r} l4sst sich darstellen als Komposition endlich vieler

benachbarter Transpositionen. O

Man schreibt auch

ok f 0% f

Beispiel 5.14. Sei U C R? offen und v : U — R? partiell differenzierbar. Dann heifit
rot v = (82113 — 831}2, 83111 — 81113, 81112 — 82111) U — RS
die Rotation des Vektorfeldes v.

Korollar 5.15. Sei U C R3? offen und f : U — R 2-mal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt
rot grad f = 0.

Beweis. Da f eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Funktion ist, folgt mit dem Satz von Schwarz

(Satz 5.11), dass
rot grad f = (0203f — 0302 f, 0301 f — 0103f, 0102f — 0201 f) = 0. 0
Definition 5.16. Sei U C R" offen und f € C%(U).

(a) Man definiert

Af =div grad f = Z O?f (gelesen: Laplace f).

i=1
(b) Die Gleichung
Af=0 (feC*U))

heiflt Potentialgleichung. Thre Losungen nennt man harmonische Funktionen auf U.
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Beispiele 5.17. (a) Sei f: (0,00) — R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion und
F:R"\{0} = R, F(z) = f([[=]).

Dann ist F' € C?(R" \ {0}) mit

-1,
|| I

fir alle z € R™ \ {0}. Denn aus Beispiel 5.4(b) und der Produktregel folgt, dass die partiellen

AF(x) = f(ll]) + F )

Ableitungen
L .
(O F)(z) = f'(||z]) T (1<i<n)
stetig partiell differenzierbar auf R™ \ {0} sind mit
AF(z) = div grad F(z) =div (f’(||;v|)x”>
x

(evad £(lal). 25 ) + £ el <|||>

< (e H)W ”|>+f( o)

£l + 7 ”1 ()

fir alle x € R™ \ {0}. Dabei haben wir nacheinander Lemma 5.8 sowie die Beispiele 5.6(b) und 5.9

benutzt.

Insbesondere sind die Funktionen

R™\ {0}, z — R2\{0} — R, =~ log ||z

[Jaf|"=2"
harmonisch.
(b) (Schwingungsgleichung) Sei ¢ € R\ {0}. Die Funktion
F:(R3\{0})) xR =R, F(z,t) =
ist eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Losung der Schwingungsgleichung
(A — ;g;) F=0.

Da fiir festes ¢t € R die durch f : (0,00) — R, f(r) = M definierte Funktion 2-mal stetig
differenzierbar ist, folgt mit Teil (a)

(Z > = f"(l=I) + || l Fll)
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fir € R®\ {0}. Es ist

—sin(r —et)  cos(r — ct)

o) = -

r 72
ey = = cos(r — ct) N 2Sim(r — ct) n 2cos(r —ct)
r r2 r3

und daher

fiir alle z € R?\ {0}. Wegen

2

0
wF(x,t) =C

o cos(l|z]| = et)

folgt die Behauptung.
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6 Totale Differenzierbarkeit

Sei U C R offen. Eine Funktion f : U — R ist differenzierbar in einem Punkt zg € U (Satz 14.6 in
[EAI]) genau dann, wenn sie linear approximierbar ist in ¢ in dem Sinne, dass eine Zahl ¢ € R und eine

Funktion h : U\ {20} — R existieren mit

(a) = a0) + el —20) + (@) (o € U\ o) undJig, 1L
T#T0

=0.

Dies ist offensichtlich dquivalent dazu, dass eine offene Umgebung V' C R von 0 € R, eine Zahl ¢ € R und

eine Funktion ¢ : V' — R existieren mit

f(xo+€) = flzo) + €+ (&) (€€ V) und gl%@ —0.

£#0
Man gewinnt ¢ aus h, indem man V = U — zg setzt und ¢ : V — R definiert durch ¢(§) = h(€ + x¢) fiir
& # 0 und ¢(0) = 0. Die umgekehrte Implikation folgt ganz &hnlich.
Da die Abbildungen der Form
R=R, =€ (ceR)

genau die R-linearen Abbildungen von R nach R sind, stellt die folgende Definition eine direkte Verallge-

meinerung des 1-dimensionalen Differenzierbarkeitsbegriffes auf den mehrdimensionalen Fall dar.

Definition 6.1. Sei U C R™ offen und sei z € U ein Punkt in U. Eine Abbildung f : U — R™ heif3t total
differenzierbar in x (oder differenzierbar in x), falls eine lineare Abbildung A : R™ — R™, eine offene

Umgebung V' C R™ von 0 € R" und eine Funktion ¢ : V' — R™ existieren mit

() fz+&) = f(x)+ AE + () fiir £ € V und

(i) Timeo £& = 0.

§#0

Man beachte, dass in der obigen Situation die Menge V immer automatisch in U —x = {u —z; v € U}
enthalten ist. Indem man ¢(§) = f(z + &) — f(z) — A€ fiir £ € (U — ) N V° definiert, kann man immer

erreichen, dass ¢ auf ganz U — x definiert ist.

Bemerkung 6.2. Seien in der Situation von Definition 6.1 die Funktionen f = (fi,..., fn) und ¢ =
(¢1,---,m) gegeben durch ihre Koordinatenfunktionen. Ist (a;;) € M(m xn, R) die darstellende Matrix
der linearen Abbildung A : R™ — R™ beziiglich der kanonischen Basen von R™ und R™, das heif3t, gilt

Aej = Zaijei (1<j<n),
i=1
so ist die Gleichung (i) in Definition 6.1 dquivalent zur Giiltigkeit der Gleichungen

filz + &) = fi(z) + Zaijfj +ei() firEeV (1<i<m).

Jj=1
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Insbesondere folgt, dass eine Abbildung f = (f1,..., fm) : U — R™ genau dann total differenzierbar in

x € U ist, wenn alle Koordinatenfunktionen f; : U — R (1 < i < m) total differenzierbar in z sind.

Sei V' C R" eine offene Umgebung von 0 € R™ und ¢ : V' — R™ eine Funktion mit ¢(0) = 0. Man schreibt

p© =o(lel) fir 1m L8 g
&b el
#0

und schreibt abkiirzend fiir die Gleichungen (i) und (ii) in Definition 6.1

[z +&) = f(x) + A+ o([[E])-

Beispiel 6.3. Sei A : R — R™ eine lineare Abbildung. Dann ist A in jedem Punkt x € R™ total
differenzierbar, denn wegen

Aw+€) = Av + AE (0,€ €R")
gelten (i) und (ii) aus Definition 6.1 mit V' = R"™ und ¢ = 0.
Wir haben in Beispiel 5.4(c) gesehen, dass man aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion
nicht auf ihre Stetigkeit schlieflen kann. Als néichstes zeigen wir, dass total differenzierbare Funktionen

partiell differenzierbar und stetig sind und dass die lineare Abbildung A in Gleichung (i) aus Definition

6.1 eindeutig bestimmt ist.

Satz 6.4. Sei U C R™ offen und x € U ein Punkt in U. Es gelte

m P8 _

§#0

wie in Definition 6.1. Sei (a;;) € M(m x n, R) die darstellende Matriz von A beziiglich der kanonischen
Basen von R™ und R™. Dann gilt:

(i) [ ist stetig in x,

(ii) alle Koordinatenfunktionen f; (i =1,...,m) von f sind in x partiell differenzierbar mit

@)=y (<ism 1<i<n)
J

Insbesondere ist die lineare Abbildung A eindeutig bestimmd.

Beweis. Da die lineare Abbildung A : R® — R™ nach Lemma 2.20 stetig ist, folgt lim¢ o A{ = A0 = 0.
Aus der Giiltigkeit von Bedingung (ii) in Definition 6.1 folgt, dass lim¢_,o ¢(§) = lime_o HEH% = 0.
££0

Damit erhélt man die Stetigkeit von f in z

%13% flx+¢) = gigé(f(x) + AL+ ¢(§)) = f(2).
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Firi=1,...,mund £ € V gilt

fix +&) = filx) + > aié; +¢i(€).

j=1

Insbesondere gilt fiir alle reellen Zahlen h # 0 mit geniigend kleinem Absolutbetrag und fiir j =1,...,n

fi(x + hej) — fi(x) @i(he;) (h—0)
=a;; + gn(h) —" aij.
h T el !
Also ist jede Koordinatenfunktion f; von f in jeder Koordinatenrichtung z; partiell differenzierbar in
o Ofi (0
mit af; () = a;j. O

Da die lineare Abbildung A : R® — R™ in Definition 6.1 eindeutig bestimmt ist, macht es Sinn, diese
lineare Abbildung als Ableitung von f im Punkt 2 zu interpretieren. In der Situation der Analysis I (das

heifit n = m = 1) bedeutet dies, dass man statt der Zahl f'(x) die lineare Abbildung
R =R, t— (o)t
als Ableitung von f in x betrachtet.

Definition 6.5. Seien U C R™ offen, x € U ein Punkt und f : U — R™ eine differenzierbare Abbildung
in x mit

flx+8&) = flz)+ A+ () und lim 22 =
wie in Defintion 6.1.

(a) Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung A : R — R™ heifit das Differential (oder totale Diffe-
rential) von f in z. Man schreibt

Df(x) (oder f'(z)) = A
fiir das Differential von f in x.

(b) Die darstellende Matrix von A (beziiglich der kanonischen Basen von R™ und R™), das heifit die
Matrix

ofi
(830]- (JJ)) 1<i<m € M(m X ’I’L,R)

125<n

heiBit die Jacobi-Matriz oder Funktionalmatriz von f in x (geschrieben als Jy(x)).

Ist A : R™ — R™ linear, so sind die Koeffizienten der darstellenden Matrix (a;;) € M(m x n,R) von A

die eindeutigen reellen Zahlen mit

m
A@j = Zaijei (1 S j S ’/l)
i=1
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In diesem Fall wirkt die lineare Abbildung A auf einen Vektor z = (x;)!_; € R™ wie die Matrixmultipli-

kation mit der darstellenden Matrix "

n
Ax = E Q5T
Jj=1

Oft identifiziert man die lineare Abbildung A mit ihrer darstellenden Matrix.

i=1

Nach Satz 6.4 impliziert die totale Differenzierbarkeit einer Funktion f : U — R™ ihre partielle Differen-
zierbarkeit (das heifit, die partielle Differenzierbarkeit aller Koordinatenfunktionen). Die Umkehrung ist
falsch, da die totale Differenzierbarkeit nach Satz 6.4 die Stetigkeit impliziert, die partielle Differenzier-
barkeit aber nicht (Beispiel 5.4(c)).

Satz 6.6. Seien U C R" offen, x € U und f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Sind alle

partiellen Ableitungen D;f (i =1,...,n) stetig in x, so ist f total differenzierbar in x.

Beweis. Da U offen ist, gibt es ein § > 0 mit Bs(x) C U. Sei £ € Bs(0) und sei
20 :$+Z§u€u (t=0,...,n).
v=1

Dann ist 29 = 2, 20" =z + ¢ und ||z — 2|| < ||¢|| < 6 fiir i = 0,...,n. Der erste Mittelwertsatz der

Differentialrechnung (Korollar 15.4 in [EAI]) angewendet auf die differenzierbaren Funktionen
gi:[0,1] = R, g;(t) :f(z(i_l) +t§iei> (i=1,...,n)
liefert eine Zahl 0; = 6,;(£) € (0,1) so, dass
f (Z(i)> -f (Z(i_l)) = gi(1) — 9:(0) = g;(0:) = &D; f (Z(i_l) + Hzfiei) :

Zur Berechnung der Ableitung benutze man die 1-dimensionale Kettenregel mit innerer Funktion ¢ — ¢§;.

Definiert man y® = 20~ 4+ 0,&;e;, so folgt

fa+6 ~f@) = f(2) ~ f(20) = Z (F (=) =1 (=)

=S Dif () & = " Dif (@) +9(€)
i=1 i=1

mit (&) =30, (Dif (y(i)) — le(x)) &;. Da die Funktionen D; f (1 <4 < n) nach Voraussetzung stetig

sind in z und da

y D = (21 + &, o+ im0, Tiga, .., Tn) R
konvergiert, folgt
ﬁf) < Zl |Dif(y) = Dif (@) Hij'l 9y,
Also ist f total differenzierbar in x. ) O
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Korollar 6.7. Sei U C R™ offen und sei f: U — R™ stetig partiell differenzierbar (das heifst alle Koor-
dinatenfunktionen f; : U — R von f seien stetig partiell differenzierbar). Dann ist f total differenzierbar

und insbesondere auch stetig in jedem Punkt x € U.

Beweis. Satz 6.6 zeigt, dass alle Koordinatenfunktionen von f total differenzierbar in jedem x € U sind.

Nach Bemerkung 6.2 ist f in jedem x € U total differenzierbar und nach Satz 6.4 auch stetig. O

Formal gilt fiir die Differentiale von total differenzierbaren Abbildungen dieselbe Kettenregel wie fiir die

Ableitungen von Funktionen einer Verdnderlichen (siehe Satz 14.10 in [EAT]).

Satz 6.8 (Kettenregel). Seien U C R™, V C R™ offen, x € U ein Punkt und f : U — R™, g:V — RF
Abbildungen mit f(U) C V. Ist f differenzierbar in x und ist g differenzierbar in f(x), so ist g o f

differenzierbar in x, und es gilt
(9o f)(z)=g'(f(z))o f'(2),
das heifst das totale Differential von go f in x ist die Komposition der totalen Differentiale von g in f(z)

und f in x.
Beweis. Mit A = f'(z) : R® = R™ und B = ¢'(f(z)) : R™ — RF gilt

flx+u) = f(z)+ Au+ o(u) fir u € U—x,

g(f(x) +v) = g(f(x)) + Bv+(v) fiir v e V-f(z)

mit Funktionen ¢ : U~z — R™, v : V—f(z) — RF, fiir die gilt

e ()
W Jull = 50 ol
Fiir u € U—x folgt
goflzt+u) = g(f(z+u)=g(f(z))+ B(Au+ ¢(u)) + P (Au + ¢(u))

= (90 f)(x)+ Bo Au) + x(u)

mit x(u) = Bo(u) + ¥ (Au + ¢(u)). Also geniigt es zu zeigen, dass

tim X0
u=0 lull
Da nach Lemma 2.21
X (u) p(u) Y(Au+ p(u))
|2 < | 55+
[ [l [l
gilt, geniigt es zu zeigen, dass
A
) PR
u=0 [l
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ist. Dazu definieren wir ¢g(v) = Y& fiir v € V—f(z) mit v # 0 und 1(0) = 0. Fiir u € U—2 mit

o]l

hinreichend kleiner Norm ||ull, ist || “ﬂ;ﬂ) || <1 und damit

[9(Au + @) || < ([All + Dllull lo(Au + p(u))]-

Indem man durch |lu|| dividiert und benutzt, dass lim,_oto(v) = 0 ist, sieht man, dass Bedingung (x)

erfiillt ist. Dies beendet den Beweis. O

Da die darstellende Matrix einer Komposition linearer Abbildungen das Matrixprodukt der darstellenden

Matrizen der linearen Abbildungen ist, gilt in der Situation von Satz 6.8
Jgor(x) = Jg(f(2)) - Jp(x) (Matrixprodukt).

Korollar 6.9. Secien U C R™, V C R™ offen, f = (f1,---, fm) : U = R™, g :V — R differenzierbare
Abbildungen mit f(U) C V. Dann ist go f : U — R differenzierbar mit

(g i 8fZ
62:] g 833] (2)

firzeU und j=1,...,n oder dquivalent

grad (go f)(z) = (grad g(f(2)))J¢(x)
fiir alle x € U.

Beweis. Nach der Bemerkung zu Satz 6.8 gilt

(‘W(m o 8(gxonf) (x)) = grad (go f)(z) = Jyos(2)

J5(w) = grad g( (@) - Jy(2)
99 ofi
L (f(x))) ( - <x>)

8fz 8fz
83:1 Z 8ajn( )> ’ =

17 ss\@

Jg(
Korollar 6.10. Seien U C R", V C R™ offen und k € N. Ist f € C*(U) mit f(U) C V und ist
g€ CFV), soistgo f e Cr(V).

Beweis. Mit der Produktregel und Induktion nach k folgt, dass fiir zwei Funktionen u,v € C*(U) das
Produkt uv € C*(U) gehort und dass die partiellen Ableitungen von uv der Ordnung < k endliche Sum-
men von Produkten aus einer partiellen Ableitung von u und einer parteillen Ableitung von v jeweils der
Ordnung < k sind. Damit folgt die Behauptung von Korollar 6.10 durch Induktion nach k. Der Indukti-

onsanfang k = 1 folgt direkt aus Korollar 6.9. Sei k > 2 und die Behauptung gezeigt fiir k — 1. Fiir f, ¢
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wie in Korollar 6.10 und iy,...,i; € {1,...,n} ist dann nach Korollar 6.9, der Induktionsvoraussetzung

und der obigen Bemerkung iiber Produkte

Dii(gof) =2 (dig)o f (0, f) € C*1(U).
i=1
Also existiert D;, - -+ D;, (D, (g o f)) und ist stetig. O

Die partiellen Ableitungen sind Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen. Entsprechend kann man

Ableitungen in Richtung beliebiger Vektoren im R™ bilden.

Definition 6.11 (Richtungsableitungen). Seien U C R™ offen, x € U, v € R" mit ||v]| =1und f: U - R
eine Funktion. Man nennt (falls dieser Limes existiert)
[z +tv) = f(2)

d .
va(l‘):%f(l’+tv)|t:0:}l_lg(l) . €eR

die Richtungsableitung von f im Punkt z in Richtung v.
Fiir v = e; (1 < i < n) ist offensichtlich D,, f(z) = D, f(x).
Satz 6.12. Sei U C R" offen und f : U — R differenzierbar. Fir v € U und v € R™ mit ||v|| =1 ist
D, f(x) = (grad f(z),v) = f'(x)(v).
Beweis. Nach der Kettenregel (Satz 6.9) ist die Funktion
W={teR, z+tveU} =R, t— f(x+tv)

differenzierbar mit

d(z; + tv;)
dt

%f(x—i—tv)zz af(a:%—tv)

B2, = (grad f(z + tv),v) = Zvif’(fv)(ei) = f'(z)(v)

i=1

fir alle t € W. ]

Bemerkung 6.13. Ist grad f(z) # 0 in Satz 6.12, so gilt

D, f(x) = (grad f(z),v) = cosf|grad f(z)],

wobei 6 € [0, ] der Schnittwinkel zwischen v und grad f(x) ist. Die Richtungsableitung in x wird maximal

grad f(z)

in Richtung v = Tlerad f(z)[*

Sei I C R ein Intervall positiver Lénge und f : I — R stetig differenzierbar. Sind z,£ € Rmit z,2+€ € 1,
so folgt aus der Substitutionsregel mit der inneren Funktion () = x +t£ (¢t € [0, 1])

z+E=¢(1) 1 1
fa+€) — flz) = / f(u)du = / P ()¢ (t)dt = € / f(e + ).
2= (0) 0 0
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Diese Version des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gilt auch mehrdimensional. Dabei ersetzen
wir die Ableitung von f unter dem letzten Integral durch die Jacobi-Matrix von f. Die dabei auftretenden

Integrale matrixwertiger stetiger Funktionen definiert man koeffizientenweise.

Definition 6.14. Seien m,n € N*, a,b € R mit a < b und sei
A:fa,b] = M(m x n,R), t — A(t) = (a;;(t))

stetig. Dann definiert man

b b
/A(t)dt = /aij(t)dt € M(m x n,R).

Man beachte dabei, dass nach Bemerkung 2.22 alle Koeffizientenfunktionen [a,b] — R, ¢ — a;;(t) stetig

sind.

Satz 6.15 (Mittelwertsatz). Seien U C R™ offen, f € CH(U,R™), x € U und £ € R™ so, dass v +t£ € U
fiir alle t € [0,1]. Dann gilt

1

fa+6) — f(z) = / Jie )t | €.

0
Beweis. Sei f: U — R™, f(z) = (fi(z),..., fm(x)) stetig differenzierbar. Nach der Kettenregel (Korollar
6.9) sind die Funktionen
9 [0, 1] =R, te fi(z+t) (1<i<m)

stetig differenzierbar. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 17.7 in [EAI]) und
der Kettenregel folgt, dass

1
" 0f; d
:/Zag{j (1 4+ 1) 3 (w0 + 16;)dt

1
/Wi (z +t€) | dt - &;

i=1 4 6Jb
gleich der i-ten Zeile des Produktes
1 1
O t€)dt h = J t&)dt
5 (LT 1) (&)o=1 = jlo+t&)dt | -
o 7 1<u<m 0
1<v<n
ist. O
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Fiir Anwendungen des Mittelwertsatzes ist es niitzlich, eine Verallgemeinerung der Standardabschétzung

fiir Riemann-Integrale (Satz 16.13(b) in [EAI]) zur Verfiigung zu haben.

Lemma 6.16. Fir stetige Funktionen f : [a,b] = R"™, A:[a,b] = M(m x n,R) gilt

b

b
/ F(tyde]| < / 17(t)l| dt

a

und
b

b
/ A(t)t| < / IA®)]| dt,

a

wobei auch das erste Integral komponentenweise definiert ist.

Beweis. Fiir eine Teilung T = (¢;)I_, von [a, b] und eine Zwischenfolge Z = (z;)i_, von T definieren wir
wie in der Analysis I (Definition 16.10 in [EAI]) die zugehorige Riemann-Summe der stetigen Funktion

f :la,b] = R™ durch

T

S(f, T, Z) = Z(tl - ti_l)f(zi) € R™.

i=1

Dann ist S(f,T,Z) = (S(f;,T,2))}—;. Sei (T))r>1 eine Folge von Teilungen des Intervalls [a,b] mit
limy oo w(T)) = 0 und (Zx)x>1 eine Folge von Zwischenfolgen Zj, von Tj. Nach Satz 16.11 in [EAI] und
Lemma 2.2 gilt

b b n
[rae=| [sar) = m (SU5.70 200, = Jim S(. T3 Z0)

j=1

Da die Normfunktion || - || stetig ist (Beispiel 2.13 (b)), folgt

b b
/ fdt]| = lim |S(F, T Z0)] < lim S(I] e, Ze) = / 1.
k—oco k—oco

wobei wir die Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm || - || und noch einmal Satz 16.11 aus [EAI]
(diesesmal fiir die stetige Funktion || f]|) benutzt haben.
Da auch Konvergenz in M (m xn,R) dquivalent zur koeffizientenweisen Konvergenz ist (Bemerkung 2.22),

kann man die Integralabschétzung im matrixwertigen Fall ganz genauso beweisen. O

Kombiniert man den Mittelwertsatz mit der obigen Integralabschétzung, so hélt man die Mittelwertab-

schitzung der mehrdimensionalen Differentialrechnung.

Korollar 6.17 (Mittelwertabschitzung). Seien U C R™ offen, f € CY(U,R™), x € U, £ € R mit
x4+t €U fir allet € [0,1]. Dann gilt

1f(z+&) = f@)l| < M
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mit

M = sup [[Jy(z+t&)|| = sup [|f'(z+td)] < oo.
te[0,1] te[0,1]

Beweis. Mit dem Mittelwertsatz (Satz 6.15) sowie Lemma 2.21 und Lemma 6.16 enthilt man

||f<x+s>f<x>||H / Ji(ette)dt | €| < / Ji(e + t&)de| e
0 0

1
< / 175+ €) |t €] < M]€].
0

Da f € C'(U,R™) ist, ist die Funktion [0,1] — M(m x n,R), t — J¢(x+t£) nach Bemerkung 2.22 stetig.
Die Stetigkeit bleibt erhalten, wenn man die Matrixnorm (Lemma 2.21) hinter diese Funktion schaltet.
Also ist M < oco. Da die Norm einer Matrix A € M (m x n,R) definiert wurde als die Operatornorm des
zugehorgien Multiplikationsoperators R™ — R™, x — Ax (Lemma 2.21), folgt die Gleichheit der beiden

Suprema. 0
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7 Die Taylorsche Formel

Fir a = (a1,...,a,) € N* und z = (z1,...,2,) € R" werden wir im Folgenden die abkiirzenden
Schreibweisen

ol = a1+ ...+ ap, al = (a1 (az!) - (an!), 2% =a?

QAn

Q2
xz ...(I/-n

benutzen. Fiir f € Cl*l(U) (U C R™ offen) definiert man
ololf

DYf =D DS f =
f=Dy A TR P

mit DY = D; ... D, a;-mal angewendet.

Satz 7.1. Sei U C R™ offen und sei f € C*(U). Sind x € U und £ € R™ mit x+t£ € U fiir allet € [0, 1],
so0 ist die Funktion g :[0,1] = R, g(t) = f(x + t§) k-mal stetig differenzierbar und fir alle t € [0, 1] gilt
. k!
g (&)= S (Df) (@ + )™
aeN™
|a|=k
Beweis. Nach der Kettenregel (Korollar 6.10) ist g € C*[0, 1]. Man beachte, dass {t € R; z+t£ € U} C R
als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Funktion offen ist.
Im ersten Beweisschritt zeigen wir durch Induktion nach k, dass fiir alle k > 1 und f € C*(U) die k-te

Ableitung von g in jedem Punkt ¢ € [0, 1] gegeben ist durch

gM (W)= > Di..Diflx+t)&, &,

iy yeip=1

Fiir k = 1 folgt die behauptete Formel direkt aus Korollar 6.9

n

00) = 32 Dif o 418) i +16) = 3 Dif o+ 196

i=1
Ist die Behauptung gezeigt fiir f € C*~1(U), k > 2, so folgt wieder mit der Kettenregel (Korollar 6.9)

zusammen mit der Induktionsvoraussetzung, dass

d

g<’f>(t)=E > Di . Difx+td, . i, | = Y. Di...Difx+t)s, .G,

i1yersip_1=1 i1yeeyip=1
fiir alle ¢ € [0, 1].
Im zweiten Schritt zeigen wir mit einem kombinatorischen Argument, dass die gerade bewiesene Sum-
mendarstellung fiir ¢*) (£) mit der im Satz behaupteten Darstellung iibereinstimmt. Dazu bezeichnen wir
fiir (i1,...,4x) € {1,...,n}* und jedes v = 1,...,n mit a, die Anzahl aller j € {1,...,k} mit i; = v
und setzen o = (aq,...,qy,). Offensichtlich ist @ € N™ ein Tupel mit |«| = &, und der zum Indextupel

(i1,...,ix) gehorige Summand in der oben bewiesenen Formel fiir ¢(*)(¢) hat die Form

DO .. D% (x4 tE)EN .. €9 = DO f(x + tE)E°.
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Man beachte dabei, dass es fiir f € C*(U) nach dem Satz von Schwarz (Korollar 5.13) nicht auf die
Reihenfolge ankommt, in der die partiellen Ableitungen gebildet werden. Bleibt noch zu zéhlen, wie viele
Indextupel (iy,...,ix) € {1,...,n}¥ zu gegebenem a € N" mit |a| = k existieren, in denen jede der
Zahlen i € {1,...,n} genau a;-mal vorkommt. Es gibt ( ) Moglichkeiten, die oy Plétze fiir die Zahl 1
auszusuchen. Zu jeder dieser Moglichkeiten gibt es (kaal) Moglichkeiten, die ao Pléitze fiir die Zahl 2
auszusuchen und so weiter.

Auf diese Weise sieht man, dass es insgesamt

k k:—a1 k‘—Ozl—Oég k‘—al—...—an_g
(6751 (6% (0% Qp—1

B k! (k—aq)! (k—ap —as)! (k—o1—...—an2)! k!
arl(k —aq)! agl(k — a3 —ao)! asl(k — a1 — as — az)! (n—1)larp! Tl
Méglichkeiten gibt. Damit folgt die Behauptung. O

Als Anwendung von Satz 7.1 und des Satzes iiber die Taylorentwicklung von Funktionen einer reellen

Variablen (Satz 20.1 in [EAI]) erhélt man die Taylorsche Formel fiir Funktionen von n Veréinderlichen.

Satz 7.2 (Taylorsche Formel). Sei U C R™ offen und seien © € U, £ € R™ mit x +t£ € U fir alle
t€[0,1]. Ist f € C*1(U), so gibt es ein 6 €]0, 1] mit

farg= Y P 5o DU o

al<k Jal=h+1

Beweis. Da durch g : [0,1] = R, g(t) = f(z +t£) eine Funktion in C**1[0, 1] definiert wird, gibt es nach
der 1-dimensionalen Taylorschen Formel (Satz 20.1 in [EAI]) ein 6 €]0, 1] mit

gy . ok (g
o) =3 4005 80

il !
i (k+1)!
Mit Satz 7.1 folgt, dass
k
1 j 1 (k+1)! o
j=0"" aeN" aEN"
\ |=j lor|=k+1
Also gilt die im Satz behauptete Formel. O

Die in Satz 7.2 hergeleitete Darstellung einer Funktion f € C*T1(U) nennt man die Taylorentwicklung
von f in x mit Restglied der Ordnung (k + 1). Zur approximativen Berechnung von f in der N&he von x

ist die folgende Restgliedabschéatzung niitzlich.

Korollar 7.3. Seien U C R offen, x € U, k € N und f € C*(U). Fiir die durch

ferg=Y ZIWe v cv-o

lal<k
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definierte Funktion ¢ : U —x — R qilt
. @(fg
&-0 €]l
Beweis. Fiir k = 0 folgt die Behauptung direkt aus der Stetigkeit von f. Sei also k& > 1. Da U offen ist,

=0.

gibt es ein 6 > 0 mit Bs(z) C U. Fiir £ € B;(0) existiert nach Satz 7.2 ein § = 6, €0, 1] mit

fare) = ¥ D@y g D409 - D) o

al al
lal<k lal=k

Also gilt fiir € #£0
<y (D f(z +606) = Df(x)] |G]™  [&l™ _ )3 [D*f(z + 6¢) = D*f ()| (€=0)

< 0.
al 1€l gffem al

e

la|=k la|=k

Benutzt haben wir, dass alle Ableitungen von f der Ordnung k noch stetig sind im Punkt x. O

Abkiirzend fiir die in Korollar 7.3 formulierte Eigenschaft von Funktionen f € C*(U) schreibt man oft
D f(x)
fat+e= > == +o(l¢]") (zeU-a)
lo| <k

Die Funktionen

) = 3 2@ ea (5o

ol
er|=3
sind bei festem « € U homogene Polynome vom Grade j in & (das heiit Polynomfunktionen mit p;(t§) =
tip;(€) fiir £ € R™ und ¢ € R). Definitionsgemaf gilt

fla+§) = ij ) +o(l¢l*) (v eU—a).

7=0

Fiir j = 0,1, 2 erhélt man py(§) = f(x)

)

pi() = Y Dif(x)é = (grad f(x),&),
=1

p(e) = Z% + S DD
i=1 1<i<j<n

D} f ()&} + Z D;D; f(x)&é;

Il
| =
[~]=

i=1 ij=1
i#£j
1 n
= 5 ZDiD]f(x)fj &i
i=1 \j=1
= 7<A§7€>

mit A = (D;D; f(x))1<ij<n € M(n x n,R). Hierbei haben wir bei der Berechnung von p3(€) benutzt,
dass man dem Satz von Schwarz (Satz 5.11) die partiellen Ableitungen 2. Ordnung einer C2-Funktion

unabhéingig von der Reihenfolge sind, in der sie gebildet werden.
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Definition 7.4 (Hesse-Matriz). Seien U C R" offen, z € U und f € C?(U). Die Matrix
Hessf(xz) = (D;D; f(x))1<ij<n € M(n x n,R)

heifit die Hesse-Matriz von f in .

Damit erhilt Korollar 7.3 im Spezialfall £ = 2 die folgende Gestalt.

Korollar 7.5. Seien U C R™ offen, x € U und f € C*(U). Dann gilt

1
fla+8) = f() + (grad f(2),€) + 5 (Hessf ()¢, €) +o([€])
fir&eU —x.
Beweis. Die Behauptung folgt aus Korollar 7.3 mit k£ = 2 und den anschliefenden Bemerkungen. O

Wie in der Analysis I kann man auch die Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher

benutzen, um lokale Extrema von reellwertigen Funktionen zu bestimmen.

Definition 7.6 (Lokale Extrema). Seien U C R™ offen, z € U und f : U — R eine Funktion. De-
finitionsgemif besitzt die Funktion f ein lokales Mazimum (Minimum) in g, falls eine Umgebung V
von z existiert mit f(y) < f(x) (f(y) > f(z)) fir alle y € V. Kann man V so wéhlen, dass sogar
fly) < f(z) (fly) > f(x)) fir alle y € V' \ {z} gilt, so nennt man x ein isoliertes oder striktes lokales
Maximum (Minimum) fiir f. Man sagt, dass f ein (isoliertes) lokales Extremum in xo besitzt, wenn f in

xo ein (isoliertes) lokales Maximum oder Minimum besitzt.

Ist f : [a,b] — R differenzierbar in einem inneren Punkt = €la, b[ des Intervalls [a, b] und besitzt f in = ein
lokales Extremum, so ist f/(x) = 0 (Satz 15.2 in [EAT]). Dieser Satz lisst sich sehr einfach verallgemeinern

auf Funktionen von n Veranderlichen.

Satz 7.7. Seien U C R"™ offen, x € U und f : U — R eine Funktion. Ist f partiell differenzierbar in x

und besitzt [ ein lokales Extremum in x, so ist grad f(z) = 0.

Beweis. Da U offen ist, gibt es ein § > 0 mit Bs(x) C U. Nach Voraussetzung sind die Funktionen
gl]_555[—>R7 g1<t):f(z+tez) (Zzlyan)

differenzierbar in ¢t = 0 und besitzen ein lokales Extremum im Punkt ¢ = 0. Nach dem oben zitierten Satz

aus der Analysis I (Satz 15.2 in [EAIT]) gilt

Dif(z)=g:(0)=0 (i=1,...,n).

Also ist grad f(x) =0. O
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Die in Satz 7.7 formulierte notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums ist schon

im Falle n = 1 nicht hinreichend. Wir suchen nach hinreichenden Bedingungen.

Definition 7.8. Sei A = (a;;) € M(n x n,R) eine symmetrische Matrix (das heifit, es sei a;; = aj; fur

alle i,5=1,...,n). Man nennt A

(a) positiv definit, falls (Az,x) > 0 fiir alle x € R™ \ {0} ist,

(b) positiv semidefinit, falls (Az,z) > 0 fiir alle z € R™ ist,

(¢) negativ definit (bzw. negativ semidefinit), falls — A positiv definit (bzw. positiv semidefinit) ist,
(d) indefinit, falls z,y € R™ existieren mit (Az,x) < 0 < (Ay,y).

Bemerkung 7.9. In der Linearen Algebra zeigt man, dass es zu jeder symmerischen Matrix A = (a;;) €
M(n x n,R) eine Orthonormalbasis (v;)7; des R™ aus Eigenvektoren von A gibt, das heift, es gibt

Vektoren vq,...,v, € R" und reelle Zahlen \q,..., A\, € R mit
Av; =N, (1 =1,...,n) und (v;,vj) = 0;; (4,5 =1,...,n),

wobei d;; =1 fiir i = j und 6;; = 0 fiir ¢ # j ist. Insbesondere gilt dann fiir ¢1,...,¢, € R

(S () - 500

Die Zahlen Aq,..., A, sind genau die Eigenwerte der Matrix A
{AM,-- s A} ={N€R; es gibt ein z € R" \ {0} mit Az = Az}
und die symmetrische Matrix A ist
e positiv (bzw. negativ) definit genau dann, wenn A; > 0 (bzw. A\; < 0) fiir alle ¢ = 1,...,n ist,
e positiv (bzw. negativ) semidefinit genau dann, wenn A; > 0 (bzw. A; < 0) fiir alle i = 1,...,n ist,
e indefinit genau dann, wenn Indizes ¢,j € {1,...,n} mit A; > 0 und \; < 0 existieren.
In der Linearen Algebra beweist man die folgende niitzliche Charakterisierung positiv definiter Matrizen.

Satz (Hurwitz). Sei A = (a;5) € M(nxn,R) eine symmetrische Matriz. Dann ist A positiv definit genau
dann, wenn
ain v Gk
det | - . [ >o0
agr - Gkk

ist fir jedes k=1,...,n.
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Bemerkung 7.10. Sei A = (a;;) € M(n x n,R) eine symmetrische Matrix und S = {z € R™; ||z|| = 1}.
Die stetige Funktion

n
S =R, x— (Az,z) = E @i TiT;
ij=1

nimmt auf dem Kompaktum S ihr Minimum an (Korollar 3.11). Ist A positiv definit, so ist

c= £I161§1<A$,x> > 0,

und es gilt fiir alle z € R™ \ {0}

X X
(A, z) = <A ”> el = 2]

] [l
Mit Hilfe der partiellen Ableitungen 2. Ordnung kann man ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen

eines lokalen Extremums formulieren.

Satz 7.11. Seien U C R™ offen, x € U und f € C*(U) eine Funktion mit
grad f(z) =0.

(a) Ist Hessf(x) positiv definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Minimum.

(b) Ist Hessf(x) negativ definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Mazimum.

(c¢) Ist Hessf(x) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum.

Beweis. Sei A = Hessf(x). Nach Korollar 7.5 gilt

) 1 T (I
Flo+6) = f(2) + 5 {A6.8) + () mit lim o =

Ist A positiv definit, so ist ¢ = min{ (A&, &); [|£]| = 1} > 0. Zu § > 0 gibt es ein § > 0 mit

fiir alle £ € Bs(0) \ {0}. Mit Bemerkung 7.10 erhélt man, dass

<c
4

v(§)
€117

fa+8) = f@)+ (5 - 7) I€l* > f(@)

c_ ¢
2 4
fiir alle £ € B;5(0) \ {0}. Also besitzt f ein isoliertes lokales Minimum im Punkt .

Ist A negativ definit, so besitzt die Funktion —f in  nach Teil (a) ein isoliertes lokales Minimum. Also
hat f ein isoliertes lokales Maximum in z.

Ist A indefinit, so gibt es Vektoren u,v € R™ so, dass

(Au,u) > 0> (Av,v)

54



ist. Sei ¢ = (Au,u) und d = (Av,v). Da man u und v ersetzen kann durch Tuy und oy, diirfen wir

annehmen, dass [|u]| = ||v]] = 1 ist. Ist ¢ € R\ {0} und ist |¢| klein genug, so gilt

Flar+ tu) = (&) + 3 (At tu) + pltu) = F(x) + (; + ngﬁg) £ > f(z)

und

Flz+tv) = fz)+ <;Z + rgﬁg) 2 < f(a).

Also enthilt jede Umgebung V' von = Punkte x1,z2 mit f(x1) > f(x) > f(x2). Folglich besitzt f kein

lokales Extremum im Punkt z. O

a b
Bemerkung 7.12. Eine Matrix A = € M(2 x 2,R) ist (i) positiv definit genau dann, wenn

b d
ad —b*> > 0 und a > 0 ist,

(i) negativ definit genau dann, wenn ad — b? > 0 und a < 0 ist,
(iii) indefinit genau dann, wenn ad — b? < 0 ist.
Dabei folgen (i) und (ii) direkt aus dem Satz von Hurwitz. Zum Beweis von (iii) beachte man, dass es

eine orthogonale Matrix U € M (2 x 2,R) gibt so, dass

A0
0 A

UTAU =

Diagonalgestalt hat. Wegen det(A) = det(U~*AU) = A\ folgt (iii) aus Bemerkung 7.9.
Beispiele 7.13. (a) Die Funktion
f:R? =R, f(z,y) = (x+y)° — 122y
ist zweimal stetig partiell differenzierbar mit
grad f(z,y) = 3(z +y)? — 12y, 3(x +y)* — 12x).

Es ist grad f(z,y) = 0 genau dann, wenn 4y = (x + y)? = 4z bzw. wenn z = y und x(x — 1) = 0 ist.
Also sind u = (0,0) und v = (1, 1) die einzigen Nullstellen von grad f. Wegen

6(z+vy) 6(x +y) —12

Hessf(x,y) =
6(x+y)—12 6(z+y)
ist
—12
Hessf(0,0) =
—12 0
indefinit und
1 0
Hessf(1,1) =
0 12
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positiv definit. Nach Satz 7.7 und Satz 7.11 besitzt f genau ein lokales Extremum. Dieses ist ein

isoliertes lokales Minimum im Punkt (1,1).

Im Falle, dass die Hesse-Matrix nur positiv (oder negativ) semidefinit ist, kann man keine Aussage

iiber das Vorliegen lokaler Extrema machen. Fiir die durch

fl(iC?y) = (E2 +y4a f2(‘r7y) = $27 f&(xvy) = x2 +y3

definierten Funktionen auf R gilt
grad fk(ovo) = (07 0)7 Hessfk(ovo) =

fiir k = 1,2,3. Aber im Punkt (0,0) besitzt f; ein isoliertes lokales Minimum, f5 hat ein lokales, aber

nicht isoliertes Minimum in (0,0) und f3 besitzt kein lokales Extremum in (0, 0).
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8 Implizite Funktionen

Seien U; € R¥, Uy € R™ offene Mengen und sei F : U; x Uy — R™ eine Funktion. Ist F(a,b) = 0 in
einem Punkt (a,b) € U; x Uy und gibt es offene Umgebungen V; C U; von a, Vo C Us von b so, dass zu

jedem z € V; genau ein y € V5 existiert mit F'(z,y) = 0, so wird durch

g: V1=V, g(z) =y, falls y € Vs ist mit F(z,y) =0
eine Funktion definiert mit g(a) = b und

{(z,9(2)); 2 € Vi} ={(z,y) € Vi x Va; F(x,y) = 0}.

Wir wollen im Folgenden Bedingungen an die Funktion F' beschreiben, unter denen Mengen Vi, V5 wie
oben existieren und unter denen die durch die Gleichung F(z,y) =0, (x,y) € V1 x Vs, implizit gegebene
Funktion ¢ : V1 — V5 sogar stetig oder differenzierbar gewéhlt werden kann.

Seien U; C RF, Uy € R™ offen. Wir schreiben die Elemente von U; x Uy in der Form (z,y) mit = €
Uy, y € Us. Seien (a,b) € Uy x Uy und F : Uy x Uy — R™ differenzierbar in (a,b), g : Uy — R™

differenzierbar in a so, dass g(a) = b und ¢g(U;) C Us ist. Man nennt

oF OF;

el = M R

e = (G b)>m- e M(m x I, R),
OF OF;

—(a, = “(a,b e M(mxm,R
dy (a,0) (3yj ( ))i,j ( )

die partiellen Jacobi-Matrizen von F nach z bzw. y in (a,b) und schreibt auch die Jacobi-Matrix von g

in a in der Form
dg . _( 9g;
%(a) = Jg(a) = (8xj (a))m € M(m x k,R).

Die Jacobi-Matrix von F' in (a,b) setzt sich zusammen aus den partiellen Jacobi-Matrizen

Jr(a,b) = <g§(a, b), gz(a,b)) € M(m x (k+m),R).

Lemma 8.1. Seien F : Uy x Uy — R™ differenzierbar in (a,b) € Uy X Uy, g : Uy — R™ differenzierbar

in a mit g(Uy) C Us, g(a) =b und

F(z,9(x)) =0
fiir alle x € Uy. Dann gilt
oF oF dg
0= a—x(a,b) + a—y(a,b)%(a).
Ist %—I;(a,b) invertierbar, so folgt
Dy OF L OF

se@) = =5 (@b G (a.b).
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Beweis. Da alle Koordinatenfunktionen der Funktion h : Uy — R¥*™ h(z) = (z, g(x)) differenzierbar in

36 (5,0)

wobei I € M(k x k,R) die Einheitsmatrix bezeichne. Die Kettenregel (Satz 6.8 und die anschlieflende

a sind, ist A differenzierbar in a mit

Bemerkung) angewendet auf die Identitét
0=Foh(z) (xel)

impliziert, dass
0 = Jron(a) = Jr(h(a)) - Jy(a) = (gi(a,bL ?;(a,b)> ((]ia))

OF oF
. (a,b)T + a—y(a, b)Jg(a).

Hieraus folgen alle Behauptungen. O

Wir bezeichnen im Folgenden mit GL(m,R) die Menge der invertierbaren Matrizen in M (m x m,R). Ist

OF

in der Situation von Lemma 8.1 die Matrix oy

(a,b) invertierbar, so folgt die Differenzierbarkeit von ¢ in

a bereits aus der Stetigkeit.
Satz 8.2. Seien U, C R¥, Uy, C R™ offene Umgebungen von a € R*, b € R™ und sei
F:U xU; = R™ (z,y) — F(x,y)

differenzierbar in (a,b) mit F(a,b) = 0 und %—g(a,b) € GL(m,R). Ist g : Uy — R™ stetig in a mit
gla) =b, g(U1) C Uz und

F(z,g9(x)) =0 fir x € Uy,
so ist g differenzierbar in a und

dg _ OF . OF
ax (a) - ay (a’7 b) ax (a’7 b)

Beweis. Es geniigt, den Satz zu beweisen unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass a = 0 = b ist. Sonst

ersetze man F' durch die Abbildung
Fo(Ur—a) x (Us —b) 5 R™, (5,9) > Pz +a,y+b)

und g durch g: Uy —a = R™, ©— g(x +a) —b.
Seien also a = 0 = b. Wir schreiben

OF oF

fiir die partiellen Jacobi-Matrizen von F. Da F differenzierbar in (0,0) ist mit F(0,0) = 0, ist

(0,0) € GL(m,R)

oF oF

Fe.) = (5o 0.0, G0.0) () +olwn) = s+ By + ol
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fiir (z,y) € Uy x Uy mit

lim

Y
(@)=0 [[(z,y)]]
Nach Voraussetzung gilt

0= F(x,9(x)) = Az + Bg(z) + ¢(z, g(x))
und damit
g(z) = =B~ Az — B~ p(z, g(2))
fiir alle x € Uy. Wegen ¢(0) = 0 folgt die Differenzierbarkeit von ¢ in 0, wenn wir zeigen kénnen, dass der

Ausdruck
e, g@)Il _ Nl g@) Iz, g(x))ll
[zl (2, g())]l ]

gegen 0 strebt fiir x — 0. Da der erste Faktor auf der rechten Seite fiir x — 0 gegen 0 konvergiert, gibt

es ein § > 0 mit Bs(0) C Uy und

ot gl 1
Gz, gl 2B~

Wegen ||(z, g(x))|] < ||=|]| + |lg(z)|| geniigt es zu zeigen, dass ||g(x)]|/||x| auf Bs(0) \ {0} beschrinkt ist.

fir  ||z|| < 0.

Aber fiir ||z|| < § gilt

lg(@)|| = |1B~" Az + B~ o(z, g(a))]|

< |IB7MA|| [l + 1||(w7g(96))H

(HB Al + )||x|+|g< ).
Daher ist
_ 1
lo)l/tel <2 (187241 + 3 )
9g

fiir 2 € Bs(0) \ {0}. Damit ist gezeigt, dass g differenzierbar ist in 0 und dass 52(0) = —B~'A gilt. [

Bemerkung 8.3. Ist F € C1(U; x Uy, R™) und ist

F
aa—y(a, b) € GL(m,R)
in einem Punkt (a,b) € U; x Us, so gibt es offene Umgebungen Vi C U; von a,Va C Us von b so,

dass aF (:17 y) invertierbar ist fiir alle (x,y) € V4 x Vi, Zum Beweis beachte man, dass die partielle

Funktionaldeterminante

OF,
det—xy sen(m T,y) - T,y

stetig als Funktion von (z,y) € Uy x Uy ist. Hierbei wird die Summe iiber alle Permutationen der Menge

{1,...,m} gebildet. Folglich ist die Menge

oF
{(x,y) € Uy x Usy; deta—y(x,y) #* 0} Cc Uy x U,
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offen.
Zum Beweis des Hauptsatzes iiber die Existenz implizit definierter Funktionen benutzen wir ein Fixpunkt-

argument.

Satz 8.4 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, ¢ € (0,1) eine
Konstante und T : X — X eine c-Kontraktion, das heifit eine Abbildung mit d(T(z),T(y)) < cd(x,y) fir
alle x,y € X. Dann besitzt T einen eindeutigen Fixpunkt, das heifit es gibt genau ein Element a € X
mit T(a) = a.

Beweis. Sei z € X beliebig. Wir definieren rekursiv eine Folge (zx)r>0 in X durch
xo =2, Tpp1 = T(xg) (k>0).
Dann gilt fiir alle £ > 0
d(xpg1, o) = d(T(z), T(zp—1)) < cd(zp, 1) < ... < Fd(z1, z0).

Mit der Dreiecksungleichung erhilt man fiir alle ¢ > p die Abschitzung

qg—1 q—1
d(zg,xp) < Zd(xk+1,xk) < ch d(x1, ).
k=p k=p

Da die konvergente Reihe Y ;2 c* die Cauchy-Bedingung erfiillt, ist (zj)r>o eine Cauchy-Folge in X.
Wegen der vorausgesetzten Vollstandigkeit von X existiert der Grenzwert a = limg_,o xx in X. Da T
stetig (sogar gleichméBig stetig) ist, gilt T'(a) = limg_yo0o Txx = limg— 00 1 = a. Gilt auch T'(a') = @',

so folgt
d(a,a’) = d(T(a),T(a")) < cd(a,a’).

Wegen ¢ € (0,1) ist d(a,a’) = 0 und damit auch a = a’. O

Satz 8.5 (Implizite Funktionen). Seien U; C R*, Uy C R™ offene Umgebungen von Punkten a € R*
und b € R™. Ist

F:U; xUy = R™, (z,y) = F(x,y)
stetig partiell differenzierbar mit F(a,b) =0 und

OF
—_— L R
8y(a,b)eG (m,R),

so gibt es offene Umgebungen Vi C Uy von a, Ve C Us von b und eine stetige Abbildung g : Vi — Vo mit

{(z,y) € Vi x Vo5 F(x,y) =0} = {(v,9()); © € V1}.
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Beweis. Sei B = %—i(a, b). Nach der Kettenregel ist die Funktion
G:Uy xUy = R™ G(x,y) =y — B~ F(x,y)

stetig partiell differenzierbar mit

0G OF
a—y(a:,y) =1, — Bila—y(az,y) fir (x,y) € Uy x Us.

Hierbei bezeichnet I,,, die (m x m)-Einheitsmatrix. Da %—2 : Uy x U = M(m x m,R) stetig ist mit

%(a,b) =0, gibt es ein § > 0 mit

X )| <
Ay oY 2

fiir alle (z,y) € Bs(a) x Bs(b) C Uy x Us. Fiir x € Bs(a) zeigt die Mittelwertabschiitzung (Korollar 6.17)

angewendet auf die Funktion G(z,-) € C1(Us, R™), dass

[G(@,91) — G(z,y2)[| < sup
t€(0,1]

oG 1
o ean -+t = ) I = 2l < glon —

fiir alle y1,y2 € Bs(b) ist. Da G stetig ist, gibt es ein 7 € (0,8) mit ||G(z,b) — G(a,b)|| < §/2 fiir alle
x € B.(a). Fiir # € B,.(a) und y € Bs(b) gilt

1 1
1G(z,y) = bl < |G(z,y) = G(z, b)[| + [|G(z,b) = G(a, b)|| < 5lly = bl + 5 < 6.

Der Banachsche Fixpunktsatz (Satz 8.4) angewendet auf die Abbildungen

zeigt, dass fiir jedes © € B,(a) genau ein Vektor y = y(z) € Bs(b) existiert so, dass y = G(x,y) ist.
Wegen G(B,(a) x Bs(b)) C Bs(b) ist y(z) € Bs(b) fiir alle x € B,.(a).
Wir zeigen, dass die Abbildung g : B,(a) — Bs(b), x — y(z) stetig ist in jedem Punkt zg € By(a). Zum
Beweis beachte man, dass fiir z,z¢ € B,(a) gilt
lg(x) = g(xo)|| = G (2, 9(x)) = G(xo, g(x0))]l
<G (2, g(2)) = G, g(xo))|| + |G (2, g(x0)) — G0, g(0))|

< 3 llg(a) — gwo)|| + G, 9(x0)) ~ Gz, (o)

und damit

(z—xo)

lg(x) = g(xo)|l < 2[[G(, g(x0)) — G(z0,9(x0))|| "— 0.

Die Beobachtung, dass

{(z,y) € Br(a) x Bs(b); F(z,y) =0} = {(x,9()); = € B.(a)}

ist, beendet den Beweis. O
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Durch Verkleinern der Umgebungen V; von a, V5 und b in der Situation von Satz 8.5 kann man erreichen,
dass auch die Funktion g stetig partiell differenzierbar ist und sogar k-mal stetig partiell differenzierbar

ist, wenn F : Uy x Uy — R™ als k-mal stetig partiell differenzierbar vorausgesetzt wird.

Bemerkung 8.6. Sei in der Situation von Satz 8.5 zusétzlich W eine beliebige Umgebung von (a, b). Da
g stetig ist mit g(a) = b, gibt es offene Umgebungen Wy C V4 von a, Wa C Vo von b mit

Wy x Wy C W und g(Wy) C Wh.
Dann gilt automatisch wieder
{(z,y) € Wi x Wa; F(z,y) = 0} = {(2,9(x)); = € Wi}
Nach Bemerkung 8.3 gibt es eine Umgebung W von (a,b) so, dass

oF
—-— L(m,R
5, (x.) € GL(m.R)

fiir alle (z,y) € W ist. Wahlt man zu dieser Umgebung W von (a, b) die Umgebungen W7 von a und Wa
von b wie oben, so folgt mit Satz 8.2 angewendet auf F : Wi x Wy — R™, g : Wp — W5 und (x,g(x))

statt (a,b), dass g differenzierbar ist in jedem x € W; mit

69 8F —1aF
%(aﬁ) = —Fy((x,g(a?))) E(m,g(x))

fir alle x € Wj. In der Linearen Algebra zeigt man, dass die Inverse einer invertierbaren Matrix A €
GL(m,R) die Form
A~ = (71)i+j det(Aji)
detA /o ich

hat, wobei A;; € M((n — 1) x (n — 1),R) die Matrix ist, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile
und i-ten Spalte entsteht. Mit der Definition der Determinante (vgl. Bemerkung 8.3) folgt, dass fiir eine
matrixwertige Abbildung A : U — GL(m,R), = + (a;;(z))1<; j<m tber einer offenen Menge U C R"
mit Koeffizientenfunktionen a;; € C(U) (bzw. a;; € C*(U)) auch die durch

Ax)™ = (bij(2))1<ij<m (z€U)

definierten Koeffizientenfunktionen der Abbildung A~! : U — GL(m,R),z + A(z)~! wieder zu C(U)
(bzw. zu C*(U)) gehéren.

Also zeigt die obige Formel fiir die Jacobi-Matrix % = Jg4, dass alle Koeflizientenfunktionen von J, stetig
auf Wy sind und damit g € C*(Wy,R™) ist. Ist F € C?(U; x Uy, R™), so erhiilt man mit derselben
Formel fiir % durch Wiederholung des obigen Argumentes und Anwendung der Kettenregel (Korollar
6.10), dass g € C?(Wy,R™) ist. Induktiv folgt, dass g € C*(Wy,R™) ist, falls F € C*(U; x Uy, R™) ist.
Ist F unendlich oft stetig partiell differenzierbar auf U; x Us, so folgt dasselbe fiir g auf Wj.
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Beispiel 8.7. Sei U C R? offen und sei f € C*(U) mit k > 1. Sei ¢ € R und

(a,b) € Ny(c) = {(z,y) € U; fla,y) = c}

mit grad f(a,b) # 0. Ist g—i(a,b) # 0, so existieren nach Satz 8.5 und Bemerkung 8.6 offene Intervalle
I, I, C R mit (a,b) € I} x I, C U und eine C*-Funktion g : I; — I mit

Ni(e) N (I x I2) = {(z,9(z)); = € 1}

Ist %(a,b) # 0, so existiert eine C*-Funktion h : Jo — J; zwischen offenen Intervallen mit (a,b) €
Ji1 x Jo CU und
Ng(e) N (J1 x J2) = {(h(y),y); y € J2}.

Sei f : [a,b] — R stetig und injektiv und sei A = min f([a,b]), B = max f([a,b]). In der Analysis I zeigt
man, dass die Umkehrfunktion g = f~1 : [A, B] — [a,}] stetig ist (Satz 11.2 und Satz 11.4 in [EAI])
und dass, falls f differenzierbar ist in einem Punkt x¢ € [a,b] mit f'(z¢) # 0, die Funktion g = f~!
differenzierbar ist in yo = f(xg) mit
¢ () = o = (Satz 14.12 in [EAI]).
f(@o) — f"(9(yo))

Ist f: Uy — Us bijektiv zwischen offenen Mengen U; C R™ und Us C R™ mit Umkehrabbildung

g=f"1:Uy; — Up und sind f, g differenzierbar, so gilt nach der Kettenregel (Satz 6.8) und Beispiel 6.3,

dass

I = g'(f(z))o f'(x),
Izns = f'(9(y)og'(y)

fir alle € U; und y € U, ist. Also sind die linearen Abbildungen f’(z) : R™ — R invertierbar fiir

x € U;. Insbesondere gilt notwendigerweise, dass ny = no ist.

Definition 8.8. Seien Up,Us C R" offene Mengen, k € N*. Eine bijektive Abbildung f : Uy — Us heifit
Ck—Diﬁeomorphismus oder C*-invertierbar, wenn f:U; = Uyund f~!: Uy — Up beide C*-Funktionen

sind (als Abbildungen mit Werten in R™).

Satz 8.9 (Lokale C*-Invertierbarkeit). Sei f : U — R™ eine C*-Funktion (1 < k < o0) auf einer offenen
Menge U C R™ und seien a € U, b= f(a) so, dass f'(a) invertierbar ist. Dann gibt es offene Umgebungen
W C U wvon a,V = V(b) C R von b so, dass f : W — V CF-invertierbar ist. In diesem Fall ist das
Differential der Umkehrabbildung g = f=* : V — W gegeben durch

g(f@)=f(2)"" (zew).
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Beweis. Da die Funktion F : R" x U — R"

F(z,y) =z — f(y)

k-mal stetig partiell differenzierbar ist mit F'(b,a) = 0 und %—g(b, a) = —J¢(a) € GL(n,R) zeigt der Satz
iiber implizite Funktionen (Satz 8.6), dass offene Umgebungen V von b, W C U von a und eine Funktion
g € C*(V,R™) existieren mit g(V) C W und

{(zy) eV xW; 2= f(y)} = {(x,9(2)); € V}.

Dann definiert W = WnN }1 (V) eine offene Umgebung von a mit f(W) C V und
{(z,y) e VxW; 2= f(y)} ={(z,9()); €V}
Da die rechte Menge in der linken enthalten ist, gilt g(V) C W und
x = f(g(x)) fir alle z € V.

Da die linke Menge in der rechten enthalten ist, ist fiir jedes y € W das Paar (f(y),y) ein Element der
rechten Menge, also

y=g(f(y)) fir alle y € W.
Folglich ist f : W — V bijektiv mit C*-Umkehrfunktion g : V' — W. Die Formel fiir ¢’(f(x)) folgt aus

den Bemerkungen vor Definition 8.8 als Anwendung der Kettenregel (Satz 6.8). O

Ist f: U — R™ in der Situation von Satz 8.9 zusitzlich injektiv und ist f/(z) invertierbar fiir alle x € U,
so erhilt man die globale C*-Invertierbarkeit von f. In diesem Fall ist insbesondere das Bild f(Up) jeder

offenen Menge Uy C U unter f eine offne Menge in R™.

Korollar 8.10. Sei U C R” offen und sei f : U — R™ eine injektive C*-Funktion (1 < k < 00) so, dass
f'(z) invertierbar ist fir alle x € U. Dann ist die Menge V = f(U) C R™ offen und f=*: V — R" ist

eine C*-Funktion.

Beweis. Nach Satz 8.9 existiert fiir jeden Punkt a € U eine offene Umgebung V' (b) C R™ von b = f(a)
mit V(b) C f(U). Fiir V(b) und g wie in Satz 8.9 ist f~*|y () = g eine C*-Funktion. O

Beispiel 8.11. Die Funktion
fiRUXR = R? f(r,9) = (reose, rsing)
ist C°° und fiir alle (7, ) € R} x R gilt

cos —7rsin
detJy(r, @) = det 4 4
sing rcosp

= r(cos? ¢ +sin? @) = r #£ 0.
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Die Inverse der Jacobi-Matrix ist

_ cosyp sing
Jf(T, ¥) 1_ R (r,p) € R’_‘;_ x R.
T s

Nach Satz 8.9 ist f lokal C*°-invertierbar. Sei (7, ) € R x R. Setze

(z,y) = f(r,p) = (rcosp, rsing).

Dann ist r = /22 +y2, cosp = £ und singp = £. Ist g : V — W eine lokale C°°-Umkehrfunktion mit
(r,p) € W wie in Satz 8.9, so gilt

x y
Jg (1’, y) = Jf (Tv @)71 = \/zery? \/:r2+y2

Da f(r,¢) = f(r',¢) ist genau dann, wenn r = r’ und ¢ — ¢’ € 27Z ist (Korollar 13.10 in [EAT]), ist fiir

jedes ¢ € R die Einschrankung von f auf R* Xx]¢, ¢+ 27 C*°-invertierbar nach Korollar 8.10. Ist (z,y) =

(rcosy, rsingy), so nennt man (r,¢) die Polarkoordinaten von (z,y). Fiir (x,y) = (rcosp, rsing) #

(0,0) ist

-1

f {(z,y)}) = {(r, o + 27k); k € Z}.

Man kann den Satz iiber implizite Funktionen benutzen, um notwendige Bedingungen fiir das Vorliegen

lokaler Extrema unter Nebenbedingungen herzuleiten.

Satz 8.12 (Lokale Extrema unter Nebenbedingungen). Seien U C R™ offen, f € CY(U) und M = {x €
U; f(z) = 0}. Ist a € M mit grad f(a) # 0 und ist h € CY(U) eine Funktion, die in a ein lokales

Extremum unter der Nebenbedingung f = 0 besitzt, das heifit, gibt es eine Umgebung V' C U von a mit
h(z) < h(a) fir allex € VM (bzw. h(x) > h(a) fir alle x € VN M),
so gibt es eine Zahl A € R mit grad h(a) = A grad f(a).

Beweis. Man darf ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass 9, f(a) # 0 ist. Sonst wihle

man ein ¢ € {1,...,n— 1} mit 9;f(a) # 0 und ersetze f und h durch die Funktionen

f=Ffop:¢"(U) =R, h=hop:¢p ' (U) =R,
wobei ¢ : R" — R", (21,...,Z4 ..., &n) — (T1,...,Tn,...,2;) die Abbildung sei, die die i-te und n-te
Koordinate vertauscht. Dann hat & ein lokales Extremum in ¢ 1(a) unter der Nebenbedingung f =0

und wegen

n

onf = D (0uf) 0w (Oupy) = (0if) 0,

=1

grad h = (d1h,...,0nh,...,0;h) 0@,
(

grad f = (Oif,. ., 0nfr...,0if) 0
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geniigt es, den Satz fiir den Fall 9, f(a) # 0 zu beweisen.
Sei also 9, f(a) # 0. Wir schreiben die Elemente von R” in der Form (z/,x,) € R*~! xR. Nach Bemerkung
8.6 gibt es offene Umgebungen W von a’, W3 von a,, und eine stetig partiell differenzierbare Funktion

g:W1—>W2mitW1><W2CVund
(i) MWy x W) ={(2/,g(z)); =’ € W1},
(i) Oif(2',g(x")) + Onf(a',g(a"))0ig(x’) =0firi=1,...,n—1,2" € W,.

Dabei folgt die Giiltigkeit von (ii) durch Ableiten der Identitét 0 = f(z’, g(z')), auf Wi mit der Kettenregel
(Korollar 6.9). Die C'-Funktion

H:W, =R, H(z') = h(a', g(z'))

hat in o’ ein lokales Extremum. Nach Satz 7.7 ist grad H(a’) = 0, und mit der Kettenregel (Korollar 6.9)

folgt, dass
0=0;H(a") = dih(a) + Onh(a)d;g(a’)

fir i =1,...,n — 1. Mit Bedingung (ii) folgt

onh(a
0ih(a) = (e (-0i9(a)) = (43 ) usta)
fir i =1,...,n. Also folgt die Behauptung mit A = g:};gzg des Extremalproblems. O

Die Zahl X in Satz 8.12 nennt man den Langrange-Multiplikator.
Wir wenden den letzten Satz an, um den gréfiten und kleinsten Eigenwert einer symmetrischen Matrix

A € M(n x n,R) mit Hilfe der quadratischen Form von A zu berechnen.
Beispiel 8.13. Sei A = (a;;) € M(n x n,R) eine symmetrische Matrix. Da die Einheitssphére
S={zeR" |z| =1} CR"
kompakt ist und da die quadratische Form von A
h:R"™ =R, h(z) = (Az, x)
stetig ist, gibt es Elemente a(¥ € S (i = 1,2) mit
(AaM My < (Az,z) < (Aa®,a?)

fiir alle € S (Korollar 3.11). Also besitzt die Funktion h € C'(R"™) in den Punkten o), a(® € S lokale

(sogar absolute) Extrema unter der Nebenbedingung
f(1,. . xp) =23 +...+22 —1=0.
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Wegen grad f(z) = 2z # 0 fiir alle z € S folgt mit Satz 8.12, dass A1, Ay € R existieren mit
grad h(a”) = \; grad f(aD) =2 X\a? (i =1,2).
Da fiir alle x,£ € R™ gilt
(Al + ), v +&) = (Az,2) + (A, &) + (2, AG) + (AL, §) = (Az, x) + (24, §) + o([[€]]),
ist grad h(x) = 2Ax fiir alle € R™. Damit folgt, dass
AaW = \a  (i=1,2)

und dass
A= (AaW oWy = min{(Az, z); = € S},
A2 = (Aa® @) = max{(Az,z); z € S}.

Ist A irgendein Eigenwert von A, so gibt es einen Vektor z € S mit Az = Ax. Wegen (Az,z) = A sind \;

und Aq der kleinste und grofite Eigenwert von A.
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9 Parameterabhingige Integrale

Seien I = [a,b] C R ein Intervall und U C R™ beliebig. Ist f : I x U — R eine Funktion und ist fiir jedes
2 € U die Funktion f(-,z) : I — R Riemann-integrierbar, so kann man das Integral von f iiber die erste

Variable als Funktion ,
p:U—>R, xr—>/f(t,x)dt

der freien Variablen z € U betrachten. Im Folgenden wollen wir Bedingungen an f angeben, unter denen

die resultierende Funktion ¢ stetig ist oder gewiinschte Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt.

Lemma 9.1. Seien I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, D C R™ beliebig und f : I x D — R, (t,x) —
f(t,z) eine stetige Funktion. Sei der R-Vektorraum C(I) = {g;g : I — R ist stetig} versehen mit der
Norm

lgllr = sup lg(®)]-

Dann ist die Abbildung D — C(I), x> f(-,x) stetig.

Beweis. Sei © € D und sei (zj) eine Folge in D mit limg_,oo x = . Wir nehmen an, dass die Folge
f(-,zx) in dem normierten Raum C(I) nicht gegen f(-,z) konvergiert. Dann gibt es ein € > 0 und eine
Teilfolge (zy) von (zx) mit || f(-, z) — f(-,z)||r > € fiir alle k¥ € N. Nach Definition der Supremumsnorm

Il |lr gibt es zu jedem k € N einen Punkt ¢, € I mit

|f (tks 2i) — f(tr, )| > €

Da I kompakt ist, hat die Folge (¢;) nach Satz 3.8 eine konvergente Teilfolge

(i—=00)

(tk].) —'tel.

Dann ist lim;(tg;, 2x;) = (t,2) = lim;(tx,, ) und wegen der Stetigkeit von f in (t,z) € I x D wiirde
folgen, dass

€ < 1ty ) = b 2)| =3 £ (t2) - f(t.2)] = 0.
Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch war. Also konvergiert die Folge (f(-,zk))ren gegen

f(-,z) in dem normierten Raum C(I) fiir jede Folge (zx) in D, die gegen x € D konvergiert. Damit ist
die Stetigkeit der Abbildung D — C(I), =+ f(-,x) gezeigt (siche Definition 2.7). O

Als Anwendung erhilt man ein Stetigkeitskriterium fiir parameterabhénigige Integrale.

Korollar 9.2. Seien I = [a,b] ein kompaktes Intervall, D C R™ beliebig und f : I x D — R stetig. Dann

ist die Funktion ,

v:D =R, gp(x):/f(tmc)dt

a

stetig.
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Beweis. Versieht man C'(I) mit der Supremumsnorm || - ||z, so ist die Abbildung

stetig nach Lemma 9.1. Als Beispiel zu Satz 2.18 haben wir gesehen, dass

Cc(I) - R, g|—>/gdt

eine stetige lineare Abbildung ist. Nach Satz 2.8 ist ¢ als Komposition von zwei stetigen Abbildungen
stetig. O

Wir versuchen, auf &hnliche Weise hinreichende Bedingungen fiir die Differenzierbarkeit parameterabhén-

giger Integrale zu beweisen.

Lemma 9.3. Seien I,J C R kompakte Intervalle und sei f: I x J — R eine stetige Funktion so, dass
(i) f(t,-):J = R differenzierbar ist fir alle t € I und
(i) I xJ—=R, (t,y)— %J;(t’y) stetig ist.

Ist y € J und ist (yr)ken eine Folge in J \ {y} mit limy_,oc Yy = y, so konvergiert

FCoyr) = F(y) (koo0) OF
- — 6y(,y)

in dem normierten Raum (C(I), |- |1).

Beweis. Sei € > 0. Da die Funktion %].; : I x J — R als stetige Funktion auf der kompakten Menge
I x J C R? nach Satz 3.13 gleichmiBig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit

of of .o
8y(t y)—afy( ")

fiir alle (t,y), (¢,y') € I x J mit ||(t,y) — (¢,¥')]| < 8. Zu § > 0 gibt es ein kg € N mit |yp —y| <

<€

fiir alle k > kg. Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 15.4 in [EAT]) gibt es fiir

jedes k > ko und jedes t € I eine Stelle 0, ; zwischen y und y;, so, dass

fue) — fty)  Of of of
Ty By( y)‘ 6y(t9tk) 6y(’y)‘<6

gilt. Benutzt haben wir dabei auch, dass ||(¢,0.%) — (&, 9)|| = [0ix — Yyl < |lyx —y| < ¢ fiir k > ko ist.

Folglich ist
H fCoy) = Fy)  Of Gl <e
Ye —Y 33/ I
fir alle k > k. O

Als Folgerung erhalten wir, dass unter den Voraussetzungen von Lemma 9.3 das iiber ¢ € I gebildete

Integral von f stetig differenzierbar von dem freien Parameter y € J abhéingt.
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Satz 9.4. Seien I = [a,b], J C R kompakte Intervalle und sei f : I x J — R eine stetige Funktion so,

dass
(i) f(t,-):J — R differenzierbar ist fiir alle t € I und
(i) IxJ—=R, (t,y)+— %(t,y) stetig ist.

Dann definiert ¢ : J = R, o(y) = f: f(t,y)dt eine stetig differenzierbare Funktion auf J mit

b

¢'(y) = / %(t,y)dt

a

fiir alle y € J.

Beweis. Da das Integral eine stetige lineare Abbildung

b
CI) 5 R, gis / o(t)dt

auf C(I) (versehen mit der Supremumsnorm) definiert, folgt mit Lemma 9.3, dass fiir jedes y € J und
fiir jede Folge (yi)ken in J \ {y} mit lim, y, = y gilt

b

a0 /f (tye) = F(Y) o (’“i’f)/g(t,y)dt
Y — Yk Yk — Y dy

a

Also ist ¢ differenzierbar in jedem y € J mit

b
_[9f
—/ay(t,y)dt

Die Stetigkeit von ¢’ : J — R folgt mit Korollar 9.2. O
Satz 9.5. Seien I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R™ offen, f: 1 x U — R stetig so, dass
(i) f(t,-) : U — R partiell differenzierbar ist fiir alle t € T und

(ii) die partiellen Ableitungen

IxU—=R,(ty) — 07

Sty (1 <i<n)

stetig sind.

Dann definiert ¢ : U = R, o(y f f(t,y)dt eine Ct-Funktion mit

b
dp . [Of .
awwfjgwmwa<wﬂwwmyew.
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Beweis. Die partielle Differenzierbarkeit und die behauptete Formel fiir die Ableitung folgen direkt aus
Satz 9.4, indem man alle bis auf eine der y;-Variablen festhiilt. Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
g—; :U =R (1<i<n)folgt aus der Integraldarstellung dieser Funktionen mit Korollar 9.2. O

Durch wiederholte Anwendung des letzten Satzes erhilt man ein Kriterium fiir die k-malige stetige par-

tielle Differenzierbarkeit von parameterabhéngigen Integralen.

Korollar 9.6. Seien I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R™ offen, k e N* und f : I xU — R

stetig so, dass
(i) f(t,-) € CK(U) fir alle t € I ist und

(i) fiir jedes o € N™ mit || < k die partielle Ableitung
lal
1 R, (¢ —(t
xU =R, (t,y) — ayoé(7y)

stetig ist.

Dann definiert ¢ : U = R, ¢(y) = f: f(t,y)dt eine C* -Funktion mit

alol F olol ¢
oy~ v = oy

a

(tydt (ol <k, yeU).

Beweis. Die Behauptung folgt durch Induktion nach k unter Anwendung von Satz 9.5. O

Sei U C R"™ offen und v = (vy,...,v,) : U — R™ ein C'*-Vektorfeld (Definition 5.7). Gibt es eine Funktion
f€CHU) mit
v=grad f

auf U, so ist f € C?(U) und mit dem Satz von Schwarz (Satz 5.11) folgt, dass
iji :8j8if:8i8jf:8ivj (’L,j = ].,...,TL).

Man nennt diese notwendige Bedingung auch die Integrabilititsbedingung fiir das Vektorfeld v. Ist f eine
Losung der Gleichung v = grad f, so nennt man f ein Potential des Vektorfeldes v. Uber hinreichend
schénen Mengen hat auch umgekehrt jedes C!-Vektorfeld, dass die Integrabilititsbedingung erfiillt, ein

Potential. Wir zeigen dies nur fiir den Fall, das U eine offene Kugel um 0 ist.
Satz 9.7. Seienr >0, U= {zx € R"; ||z|| <r} und v:U — R" ein C'-Vektorfeld mit
8jvi:8ivj (szl,...,n).

Dann definiert f : U — R,

n

f(z) = Z /vi(tx)dt x;

=1

eine C'-Funktion mit grad f = v auf U.



Beweis. Die Funktionen
fi 0,1l xU =R, (t,z) »vi(tx) (i=1,...,n)

sind stetig und bei festem ¢ € [0, 1] nach der Kettenregel (Korollar 6.9) partiell differenzierbar nach z.
Die partiellen Ableitungen

0,1] x U >R, ()~ gfi (t,0) = 2%

.Tj al‘j

(tx)t
sind stetig als Funktionen in (¢,2) € [0,1] x U fiir 4, j = 1,...,n. Nach Satz 9.5 sind die Funktionen
1
wi: U =R, ¢i(x) = /vi(tz)dt (i=1,...,n)
0

stetig partiell differenzierbar. Also ist auch die im Satz definierte Funktion f : U — R stetig partiell

differenzierbar und mit der Formel aus Satz 9.5 folgt, dass

1 1
a n
6:1{ = Z x; + /vj(tx)dt
! =1 \0 0
1 n
N K >+W>1 .
0 i=1
1
d
= [ Gty (t))de = vy (2)
0
fir alle z € U und 5 = 1,...,n. Dabei haben wir im vorletzten Schritt noch einmal die Kettenregel

(Korollar 6.9) und im letzten Schritt den Hauptsatz der Differential und Integralrechnung aus der Analysis
I benutzt. O

Da die Funktion v in Satz 9.7 stetig differenzierbar ist, ist das in Satz definierte Potential f natiirlich
sogar eine C?-Funktion. Man nennt eine Menge U C R"™ sternformig, falls fiir alle 2 € U und t € [0, 1]
auch txr € U ist. Im obigen Beweis wurde nicht wirklich benutzt, dass U eine offene Kugel um 0 ist,
sondern nur, dass U eine offene sternformige Menge ist. Satz 9.7 bleibt also richtig, wenn U allgemeiner

eine offene sternférmige Menge ist.

Korollar 9.8. Sei U C R? eine offene, sternformige Menge und v : U — R3 ein C'-Vektorfeld. Dann

gibt es eine Funktion f € CY(U) mit v = grad f genau dann, wenn rot v =0 ist auf U.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 9.7 und den obigen Bemerkungen zu Satz 9.7. O

Sei f: [a,b] X [¢,d] — R eine stetige Funktion. Nach Korollar 9.2 sind die Funktionen

[a,b] = R, /f(x,y)dy,
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b
[c,d] = R, y»—)/f(x,y)dx

stetig. Also existieren auch die beiden iterierten Integrale

b

/ /df(x,y)dy dx und/d /bf(x,y)dx dy.

a C

Satz 9.9. Seien a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d. Fiir jede stetige Funktion f : [a,b] X [¢,d] = R gilt

b d

/ jﬂawwtm:/ jﬂawm dy.

a c

Beweis. Die Funktion F' : [a,b] X [¢,d] — R,

Hmw:/fWUﬁ

ist stetig, denn fiir (x,y), (zo,%0) € [a,b] X [c,d] gilt

y Yo
/f(x,t)dt—/f(xo7t)dt

Yo

/}uwm+—/wuw—fmmma

IN

<y — ol [ fll[a,p]x[e.a) + |y — | Sl[lpd] |f(z,t) — f(x0,1)],
t€lc,

und beide Summanden in der letzten Zeile konvergieren gegen 0 fiir (x,y) — (zo, yo). Man beachte dabei,
dass f nach Satz 3.13 gleichméfig stetig ist. Da F partiell differenzierbar nach y ist und die partielle

Ableitung

MHXM&%RJ%mH%%%w=ﬂaw

stetig ist, ist die Funktion
y

b
piled =R w(y)=/ /f(m)dt dx

c

nach Satz 9.4 stetig differenzierbar mit

b
w@:/#@mm (v € [e. ).

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhélt man

d /b d b/ d
/ /f(w,y)dx dy = /w’(y)dy=so(d)—s0(0) =/ /f(w,y)dy dx.
Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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Wir verallgemeinern den letzten Satz auf den Fall von n-fach iterierten Integralen.

Sei @ = [[,_,lav,b,] C R™ ein abgeschlossener Quader (a,,b, € R mit a, < b, fir v = 1,...,n). Ist
[+ Q — R stetig, so ist nach Korollar 9.2 auch die Funktion

n by
H[a,,,by]—ﬂR, (arg,...,xn)H/f(xl,xg,...,xn)dxl

v=2

stetig. Aus demselben Grunde ist

bo b1

H[a,,,bA—)R, (x3,...,xn)»—>/ /f($1,$2,$3,...,l‘n)d$1 dxo

v=3

stetig. Nach n Schritten erhélt man das iterierte Riemann-Integral von f

by by by / b1 by
/.../f(xl,...,acn)dxl...dxn:/ / /f(xl,...,xn)dxl co.drp_1 | doy,
Qn ai An an—1 al

wobei die linke Seite als abkiirzende Schreibweise fiir die rechte Seite gemeint ist. Wir bezeichnen mit

V(Q) = [I'_,(b, — a,) das Volumen von Q. Unter einer Teilung von @Q versteht man ein Tupel T =

v=1

(Ty,...,T,) aus Teilungen T, von [a,,b,]. Sei
T, = (tvi)o<i<r, (¥=1,...,n).

Wir nennen w(7') = max,—1, .., w(T,) die Spurweite von T und definieren

.....

I = IT)=][]{L....n}
v=1

-

QG,T)

b

[twiu—h tl/7i1/}; i= (ilw . aZn) € I} )
1

|
=

[tui,—1, twi,] (i €1).

v=1

Auch iterierte Riemann-Integrale lassen sich durch geeignete Riemann-Summen approximieren (vgl. Satz

16.11 in [EAI]).

Satz 9.10. Sei Q = [[,_,[av, b)) (ay,b, € R mit a, < b, firv=1,...,n) ein abgeschlossener Quader
und sei f: Q — R eine stetige Funktion.

Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fir jede Teilung T von @ mit Spurweite w(T) < § und jede
Wahl von Punkten & € Q(i,T) (i € I(T)) gilt

by, 2%
/.../f(xl,...,a:n)dxl...dxn— > FEVQU.T))| <e.
an o i€I(T)
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Beweis. Wie im eindimensionalen Fall nennen wir die im Satz auftretende endliche Summe eine Riemann-
Summe beziiglich der Teilung T und schreiben sie abkiirzend als S(f, T, (&)icr). Sei € > 0. Da f nach
Satz 3.13 gleichméfig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit

€

V(Q)

fir alle z,y € @ mit ||z —y|| < . Sei T eine Teilung von Q mit w(T') < % und sei fir jedes i € I = I(T)

[f(z) = f(y)] <

ein Punkt & € Q(i,T) gegeben. Dann gilt

b’ll b
/ / 1'1,... dxldl'n _S(f,Tv (fl)lGI)
tn,in t1,iy
€l tn ip—1 tl"il—l
tn,in t1,4y

< [f(x1,. .. xn) — f(&)|dxy ... dxy, <e.

tn,i, 4 t1,ip—1

Man beachte dabei, das fiir i € I und =z € Q(i,T) gilt

||($1,...,$n) _lel < \/ﬁ ||<x17"'7xn) _Ei”OO < \/EW(T) <9
(sieche Bemerkung 1.6) und daher |f(z1,...,z,) — f(§)] < v O

Wir nennen eine Folge (T} )xen von Teilmengen T}, des Quaders Q = [[|_, [a,, b, ] eine Teilungen-Nullfolge,

falls limg o0 w(T)) = 0O ist.
Korollar 9.11. Seien Q und f wie in Satz 9.10. Ist (Tx)ken eine Teilungen-Nullfolge von Q und ist fiir

jedes k € N und jeden Teilquader R € Ty, ein Punkt £, r € R gegeben, so gilt

bn

/ /fml,..., )dxq .. klggtogkR

RET

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 9.10. O

Wiéhlt man eine andere Integrationsreihenfolge zur Definition des iterierten Riemann-Integrals

b (n) br(1)

/ /le,.. yTn)dnry | | ATy,

Qr(n) (1)

wobei 7 eine Permutation von {1,...,n} ist, so zeigt der Beweis von Satz 9.10, dass Korollar 9.11 richtig
bleibt, wenn man das iterierte Riemann-Integral auf der linken Seite ersetzt, durch das in der neuen

Integrationsreihenfolge berechnete Integral.
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Korollar 9.12. Sei Q = [[_,[av,b.](av,b, € R mit a, < b, fiir v=1,...,n) ein kompakter Quader
und sei f: Q — R stetig. Dann gilt fir alle Permutationen 7 : {1,...,n} = {1,...,n}

by, br(n) br(1)
/ /f Z1y.eeo Xp)dey ... de, = / / f@1, oo an)dag ) | oo | dogmy.
A (n) an(1)

Beweis. Der Beweis ist wie oben begriindet eine direkte Konsequenz von Satz 9.10 und Korollar 9.11. [

Da das iterierte Riemann-Integral stetiger Funktionen auf kompakten Quadern unabhéingig von der In-

tegrationsreihenfolge ist, schreibt man in der Situation von Korollar 9.12 auch

/fda:—/fdxl da:n—/ /fa:l,..., )dzy ... dz,

Korollar 9.13 (Satz von Fubini). Seien R C R™, @ C R™ kompakte Quader und sei f: R x Q — R

eine stetige Funktion. Dann gilt

/fdxy / /fq:ydy dx—/ /f(x,y)dw dy.
R

RxQ Q
Beweis. Seien R = [a1,b1] X ... X [am,bm] und Q = [¢1,d1] X ... X [¢p,dy]. Dann gilt

dn

by by dy
/ /fdy da::/.../ /.../f(ml,...,xm, Yy Yn)dy1 « .. dyn | dzy ... dzpy,
R Q

/ // /f (T1, - T Y1y -+, Yn)dT1 .. . AT dyy .. . dyn,

C1 Qam

— [ sty = / /fxydfc dy,

RxQ

wobel wir Korollar 9.12 benutzt haben. O
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10 Gewohnliche Differentialgleichungen: Existenz und Eindeu-
tigkeit

Im Folgenden sollen einige erste Existenz- und Eindeutigkeitsergebnisse fiir die Losungen gewohnlicher

Differentialgleichungen hergeleitet werden. Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel.
Beispiel 10.1. Sei a € R. Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen y : R — R mit
y' = ay (das heifit mit y'(t) = ay(t) fiir alle ¢ € R).

Offensichtlich wird die Gleichung gelést von der Funktion yo : R — R, yo(t) = e*. Mit yo : R — R sind
auch die Funktionen cyq (¢ € R) Losungen der Differentialgleichung. Ist y : R — R irgendeine Losung, so

gilt
Llyte ) = /(1) ~ ay()e =0

fiir alle t € R. Also ist y(t)e™* = y(0) fiir alle ¢ € R und damit

y(t) =y(0)e™™ (t€R).
Die Losungen der Differentialgleichung y' = ay auf R sind also genau die Funktionen cyg (¢ € R).

Definition 10.2. Sei G C R x R" = {(t,y);t € Rund y € R"} und sei f : G — R", (¢,y) — f(t,y) eine
stetige Funktion. Dann heif3t

) ¥ =f(ty)

eine Differentialgleichung 1. Ordnung. Ist I C R ein Intervall positiver Linge und ¢ : I — R™ eine

differenzierbare Funktion mit
Glp) ={(t,pt));te I} CG
und

o' (t) = f(t,p(t)) fir alle t € I,
so heifit ¢ Losung der Differentialgleichung (x) auf I.

Man beachte, dass in der Situation von Definition 10.2 jede Lésung ¢ der Differentialgleichung () auto-

matisch stetig differenzierbar ist. In Beispiel 10.1 ist f : R — R, f(¢,y) = ay.
Definition 10.3. Sei G C R x R™ und sei f : G — R™ eine Funktion. Man sagt

(a) f geniigt auf G einer Lipschitz-Bedingung (beziiglich y gleichmiflig in t) mit Lipschitz-Konstante

L >0, wenn
1f(t,y) — f& 9N < Llly — gl

fir alle (t,v), (¢,9) € G gilt.
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(b) f geniigt auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung, falls jeder Punkt (to,yo) € G eine Umgebung U C
R x R™ besitzt so, dass f|yng einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Lemma 10.4. Seien G C R x R" offen, f: G — R™ stetig partiell differenzierbar beziiglich y1,...,Yn,
das heif$t f sei partiell differenzierbar beziiglich vy, ..., y, und die Funktionen

G—R = — = = .
) (ta y) 9yj (t7 y) 92/] (t7 y) L<i<m (.7 17 ) T'L)

sind stetig. Dann geniigt f auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung.

Beweis. Sei (to,y0) € G. Wihle r > 0 so, dass die Menge
V={({ty) e RxR"[t—to| <rund [y —yl <r} CG

ist. Fiir (¢,y) € G schreiben wir g—;’;(t,y) = (g-—;;(t,y)) € M(m x n,R). Da V C R x R" kompakt ist, ist

of

L= Sup{lla(t,y)H; (t.y) € V} < oo.
)
Nach der Mittelwertabschétzung (Korollar 6.17) angewendet auf die Funktionen f(t,-)|p, (y,) gilt
1t y) = f&9)) < Llly — gl

fiir (t,y), (£,9) € Jto —r,to +7[x Br(yo)- O

Satz 10.5. (Eindeutigkeitssatz) Sei G C R x R™ und sei f : G — R™ stetig so, dass f auf G lokal einer
Lipschitz-Bedingung gentigt. Seien @, : I — R™ Liosungen der Differentialgleichung

y' =f(ty)
so, dass ein tg € I existiert mit p(tg) = ¥ (to). Dann ist o(t) = (t) fir allet € I.
Beweis. In einem ersten Schritt zeigen wir:
(i) Ist @ € I mit p(a) = ¥(a), so gibt es ein 6 > 0 mit
p(z) = P(z) fiir alle z € I mit |z —a| < 4.

Zur Begriindung beachte man, dass nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir

alle z € I gilt

(@) =pla) + / £t o(t))dt,

¥(z) =p(a) + / £t o)t
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Da f lokal Lipschitz ist auf G, gibt es eine reelle Zahl L > 0 mit 0 < 6 < 1/L so, dass
Js(a)={tel;, [t—a|<d}CI
kompakt ist und

£t @(8) = £(E 9 @O)] < Llle(t) = (@)l

fiir alle ¢t € Js(a) gilt. Mit Lemma 6.16 erhélt man

liote) = w(a@)l < | [ 15t 0le)) = 7t w(e)) | < 5Ls(6)

fir alle z € Js(a) mit
s(0)

sup [lip(t) — ()] < oo.
teJs(a)

Die obige Abschétzung zeigt, dass
s(8) < (6L)s(9)

ist. Da L < 1 ist, folgt s(d) = 0 oder dquivalent ¢(t) = () fiir alle t € Js(a).

Im zweiten Schritt zeigen wir:

(ii) Es gilt @(t) = (t) fir alle t € I mit ¢ > to.

Zum Beweis diirfen wir annehmen, dass tg < sup([) ist. Wir setzen
B =sup{t € I; t >ty und ¢ = auf [tg,t]}.

Aus (i) folgt, dass § > tg ist. Nach Definition von f ist ¢ = ¢ auf [to, B]. Wire 5 < sup(l), so
wiirde 8 zu I gehoren und wegen der Stetigkeit von ¢ und v wiirde folgen, dass ¢ = ¢ auf [tg, []
gilt. Nach (i) géibe es dann aber ein 6 > 0 mit ¢ = ¢ auf [tg, S+ 6]. Dies widerspricht der Definition
von (. Also ist 5 = sup(I) und die Giiltigkeit von (ii) ist gezeigt.

Genauso wie in den ersten beiden Schritten kann man zeigen, dass auch ¢(t) = ¢(t) fiir alle ¢t € I mit

t < to gilt. Insgesamt folgt also, dass p(t) = ¥(t) fiir alle ¢ € I gilt. O

Satz 10.6. (Existenzsatz von Picard-Lindelsf)
Sei G C RxR™ offen und sei f : G — R™ eine stetige Funktion, die auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung
geniigt. Dann gibt es fiir jeden Punkt (a,c) € G ein € > 0 und eine Lisung ¢ : [a — €¢,a + €] = R™ der
Differentialgleichung

¢ =ft,y)

mit Anfangswert p(a) = c.
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Beweis. Wir wahlen eine Zahl » > 0 mit
V={ty eRxR" [t—a|<rund ly—c|| <7} CG

und so, dass f|y einer Lipschitz-Bedingung mit einer Konstanten L > 0 geniigt. Da V C R"*! kompakt
ist, ist

M =||fllv < oo.

Wir definieren € = min{-, s ud I =la—eate], X =C(,R") = {p;p: [ — R" ist stetig}. Dann
ist

IxB.lc)CVCG

und X versehen mit der Norm |[¢||; = sup{||¢(t)||;¢ € I} ist ein vollsténdiger metrischer Raum.

Sei b € X die konstante Funktion b(t) = ¢ und sei T : B,.(b) — X definiert durch
(o)) =c+ [ it ot

Da fiir alle ¢ € B,.(b) gilt

xr
17— blls = sup | / J(tp(t)dt| < sup Mz — o] < Me <,
xel xel

ist TB,.(b) C B,(b). Da fiir alle p,1 € B,.(b) gilt
[ 1
76 =76l =sup| [ (£(tole)) = 5t wie))at] < Lelle = vl < 3o vl
xzel

folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 8.4), dass genau eine Funktion ¢ € B,.(b) existiert mit

Ty = ¢ oder dquivalent mit
o(z) = c+/f(t,<p(t)) fiir alle z € I.

Nach dem komponentenweise angewendeten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist ¢ diffe-

renzierbar mit ¢'(x) = f(x, p(x)) fiir alle x € I. O
In der Situation von Satz 10.6 gibt es eine Losung ¢ mit maximalem Definitionsbereich.

Korollar 10.7. Seien G C RxR"™ und f : G — R™ wie in Satz 10.6. Dann hat das Anfangswertproblem

(x) ¢ =fty), yla)=c
eine eindeutige mazimale Losung v : J — R™. Das soll heiffen

(i) ¢ ist eine Losung von (),
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(ii) fiir jede andere Lisung @ : I — R™ von () ist I C J und p = |;.

Beweis. Sei M die Menge aller Intervalle I C R mit a € I so, dass (%) eine Losung ¢y : I — R™ hat. Da

die Intervalle in R genau die konvexen Teilmengen von R sind, ist die durch
J=JI;remcRr

definierte Menge ein Intervall in R. Fiir 7, Ir € M gilt nach dem Eindeutigkeitssatz (Satz 10.5) o5, = ¢y,
auf Il N Ig. Also ist
Y J =R () = @r(t), falls t € T € M ist,

eine wohldefinierte Funktion, die die Eigenschaft (ii) hat. Um zu sehen, dass ¢ : J — R™ eine Losung
des Anfangwertproblems () ist, beachte man zunéchst, dass alle Punkte ¢ € Int(.JJ) schon ganz in Int(I)
fiir ein Intervall I € 9 liegen. Fiir ¢t = a folgt dies aus dem lokalen Existenzsatz (Satz 10.6). Fiir
a <t € Int(J) gibt esein s € J und ein I € M mit ¢ < s € I. Dann ist aber ¢ € |a, s[C Int(I). Fiir
a >t € Int(J) schliefit man analog. Ist t € JNd.J, so wihle man ein beliebiges Intervall I € 9 mit t € T
und beachte, dass ein € > 0 existiert mit JN|t — €,t + €[C I. In beiden Féllen gilt

U'(t) = @1 (t) = f(t,01(t) = [t 0(1)). N
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11 Elementare Lésungsmethoden

A Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
Seien I, J C R offene Intervalleund g : I — R, h : J — R stetige Funktionen mit 0 ¢ h(.J).

Eine Differentialgleichung der Form

heifit Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 11.1. Seien g : I — R, h : J — R stetige Funktionen auf offenen Intervallen
I,J C R mit 0 ¢ h(J). Sei (to,yo) € I x J und seien G : I — R, H : J — R definiert
durch

t

Git) = [ glsyids. H(y) = / %

to Yo

Dann ist H : J — H(J) eine C'-invertierbare Abbildung zwischen offenen Intervallen in
R.
Ist I' C I ein Intervall mit tg € I, so hat das Anfangswertproblem

Y = g(t)h(y), y(to) = yo

eine Losung ¢ : I' — R auf I' genau dann, wenn G(I') C H(J) ist. In diesem Fall ist ¢

eindeutig bestimmt, und es ist
(%) H(p(t)) = G(t) fir allet € I'.

Beweis. Wegen H'(y) = 1/h(y) # 0 fiir alle y € J ist nach dem Zwischenwertsatz H' > 0
oder H < 0 auf ganz J. Also ist H : J — H(J) nach Satz 8.9 C'-invertierbar mit
(HYY(H(y)) = 1/H'(y) = h(y) fiir alle y € J. Mit dem Zwischenwertsatz folgt, dass
H(J) C R ein Intervall ist.

Ist I’ C I ein Intervall mit G(I") C H(J), so definiert

pil' =R o(t) = H(G(t))
eine differenzierbare Funktion mit ¢(tg) = H(0) = yo und
P(t) = (H) (G@))G'(t) = (H ) (H(p(1))g(t) = h(eo(t))g(t)
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fir alle t € I'.
Ist umgekehrt ¢ : I’ — R eine Losung von (x) auf einem Intervall I’ C [ mit tg € I’, so

ist (1) C J und H o : I' — R ist differenzierbar mit
: () :
Hop)(t) = 2 =g(t) = Gt
(1 o) (1) = 7210 = ) = (0
fiir alle t € I'. Wegen H o p(tg) = H(yo) = 0 = G(to) ist
G(t)=H(pt) e H(J) firte I

und daher

firte I O
Beispiel 11.2. Seien g : R — R, h : R — R definiert durch
g(t) =1, hiy) = v*.

Da die Funktion f : R? = R, f(¢,y) = g(¢t)h(y) = y* nach Lemma 10.4 auf R? lokal einer
Lipschitz-Bedingung geniigt, gelten die Existenz- und Eindeutigkeitssétze aus §10 fiir die
Differentialgleichung

y = fty) =y

Fiir ¢ € R suchen wir die Losungen des Anfangswertproblems

Ist c =0, s0ist ¢ : R = R, p(t) = 0 die maximale Losung von (x) im Sinne von Korollar

10.7.
(i) Sei ¢ > 0. Ist ¢ : I — R eine Losung von (%), so ist
o(t) >0 fir alle t € 1.

Denn sonst gébe es nach dem Zwischenwertsatz ein to € I mit ¢(¢y) = 0 und nach

dem Eindeutigkeitssatz (Satz 10.5) wire ¢(t) = 0 fiir alle ¢ € . Die Existenz einer
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Losung von (k) auf I ist in diesem Falle also dquivalent zur Existenz einer Losung

p: I — R von

mit g : R - R, g=1und h: (0,00) = R, h(y) = y>. Mit den Bezeichnungen aus
Satz 11.1 ist

t Y
G:R—>R,G(t):/1ds:t, H:(0,00) > R,H(y)= [ — =

0 c
Wegen H((0,00)) = (—o0, 1) und

C <l

H_l(t) - 1—ct c

ist die maximale Losung von () im Sinne von Korollar 10.7 die Funktion

o
o 1l—ct

o+ (00, 1)+ R, plt) = H(G(1)

(ii) Sei ¢ < 0. Vollig analog zu (ii) folgt, dass die maximale Losung von (%) gegeben ist

durch
(- 00) > R, lt) =
D (=, 00 = :
LR y P 1—
B Lineare Differentialgleichungen

Seien a,b : I — R stetige Funktionen (I C R Intervall positiver Linge). Dann nennt man

y = a(t)y + b(t)

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Man nennt die Differentialgleichung homo-

gen, falls b = 0 ist, und inhomogen sonst. Da die Funktion
f:IxR—=R, f(t,y) =a(t)y+ b(t)

stetig ist und lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt auf I x R, gelten die Existenz- und
Eindeutigkeitssitze aus §10.

Satz 11.3. Sei a : I — R stetig. Fir tg € I und ¢ € R hat das lineare homogene

Anfangswertproblem
y'(t) = alt)y, y(to) =c
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auf I die eindeutige Losung @ : [ — R,

t

p(t) =c exp(/a(s)ds).

to

Dies ist die mazimale Losung der Differentialgleichung im Sinne von Korollar 10.7.

Beweis. Eine einfache Anwendung der Kettenregel zeigt, dass die angegebene Funktion
das Anfangswertproblem 16st. Die behauptete Eindeutigkeit und der Zusatz folgen aus
Satz 10.5 und Korollar 10.7. O

Satz 11.4. Seien a,b: I — R stetig. Firty € I und ¢ € R hat das lineare inhomogene
Anfangswertproblem
y' =a(t)y+b(t), ylto) =c

auf I die eindeutige Losung ¥, : I — R,

t

wlt) = o(0)(c+ [ 25s)

to

t

mit p(t) = exp(fa(x)dx). Die Funktion 1. ist die maximale Losung des Anfangswert-
to

problems im Sinne von Korollar 10.7.

Beweis. Mit der Produktregel folgt, dass 1. : I — R das Anfangswertproblem 16st. Die

behauptete Eindeutigkeit und der Zusatz folgen wieder aus Satz 10.5 und Korollar 10.7.
O

Beispiel 11.5. Das Anfangswertproblem
y =3ty +t°, y(0) =c

hat auf R die eindeutige Losung
t t
Wo(t) = €’ (c + /s5e_sgds> = (c - %/83<6_83)/d8).
0 0
Mit partieller Integration erhélt man
t t
/83(6_83),d8 =% :) -3 / e ds = 3 4 e

0 0

t 3
=+ e —1.

0
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Also ist

3 1 1
() =e(ct ) — (B +1
Dult) = e+ ) = 200 +1)
fir ¢t € R.

C Differentialgleichungen héherer Ordnung

Definition 11.6. Sei G C R x R" und f : G — R eine stetige Funktion. Dann heif3t

)y =fty,yW, .y

eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist I C R ein Intervall positiver Linge und ist

¢ : I — R n-mal differenzierbar mit
() (£ o(t), (), ..., 0" V(1) € G
(i) o™ (t) = f(t, (1), oV (@), ..., 0" V(1))
fir alle ¢ € I, so heifit ¢ Losung der Differentialgleichung (x).

Wir schreiben die Elemente von R x R" in der Form

(t7y) ::(tay07'~';yn—1)
und definieren fiir G und f wie oben eine stetige Funktion F': G — R" durch
Y1

F(t,y) =
Yn—1

f(t7y07"'7yn—1)

Das Problem, die Differentialgleichung n-ter Ordnung () zu losen, ldsst sich reduzieren

auf das Problem, das Differentialgleichungssystem
(=) Y =F(ty)
zu 16sen. Ist ¢ : I — R eine Losung der Gleichung (%), so definiert
D= (p, oM, .. oMY T 5 R
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eine Losung des Systems (xx). Die Abbildung
{p; ¢ ist Losung von (%)} — {®; ® ist Losung von (xx)}, o +— P
definiert eine Bijektion zwischen den Losungsraumen.

Bemerkung 11.7. Mit den obigen Bezeichnungen folgt, dass die Funktion f : G — R
(lokal) eine Lipschitz-Bedingung auf G erfiillt, genau dann, wenn die Funktion F' : G — R"
(lokal) eine Lipschitz-Bedingung auf G erfiillt. Dies folgt leicht aus der Beobachtung, dass
fiir (¢,y), (t,9) € G die Abschédtzungen

|f(ty) = f(t.9) < [[F(ty) — F(L,9)]
=[(y1 =91, Yn—1 — U1, f(Loy) — F(£, )]
<Vall(yr = G- Yot = Tnts F(EY) = (8 D)oo
< Vnmax(|ly — gll. [f(t,y) — (&, 9)])

gelten.

Satz 11.8. Set G C R X R™ und sei f : G — R eine stetige Funktion, die lokal auf G
einer Lipschitz-Bedingung gentigt. Dann gilt:

(a) (Eindeutigkeit) Sind @, : I — R Losungen von
)y =fly ey

mit (o(to), ..., 0" V(ty)) = (W(to), ..., vV (ty)) fiir ein ty € I, so ist o = 1.
Ist G C R x R™ zusdtzlich offen, so gilt:

(b) (Existenz) Zu jedem Punkt (a,cq,...,cn—1) € G existiert ein € > 0 und eine
Lisung ¢ : [a — €,a + €] — R von (x) mit Anfangswert (¢(a), oM (a),..., " Y(a)) =

(Co, <o 7cn—1)'

(¢) (Maximale Losungen) Zu (a,co,...,cn1) € G existiert eine eindeutige mazimale

Losung v - J — R des Anfangswertproblems
y ™ = flty, g,y Y, (w(a), .y (@) = (cos o Cna)-
Alle Behauptungen folgen direkt aus den entsprechenden Sétzen aus §10.
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12 Lineare Differentialgleichungen

Sei I C R im Folgenden ein Intervall positiver Linge und sei K = R oder K = C. Wir

wissen, dass K" versehen mit der euklidischen Norm

n 1/2
()il = (Z |in2>

i=1
ein vollstdndiger normierter K -Vektorraum ist (Beispiele 1.5 und Satz 2.5) und das auf
M(n x n, K) durch

IA]l = sup{[|Az; = € K mit [z <1}

eine vollstéindige Norm definiert wird mit (Lemma 2.21 und Bemerkung 2.22)
() [|Az]] < |A] [l (A€ M(nxn,K) zcK")
(ii) Konvergenz in M (n x n, K) ist komponentenweise Konvergenz.
Bemerkung 12.1. Die Abbildung
p:C" = R*™ (21,...,2,) = (Re z1,...,Re z,,Im z1,...,Im 2,)
ist ein Isomorphismus zwischen R-Vektorrdumen. Es gilt
lo(z1, ..y za)ll = ||(21, .- o, 20)]|| fiir alle (21,...,2,) € C"

fiir die euklidischen Normen. Wir identifizieren C* mit R?" vermoge der Abbildung p.

Insbesondere bedeutet dies:

(a) Eine Funktion ¢ = (¢1,...,¢,) : I — C" ist differenzierbar genau dann, wenn die

Funktionen Re ¢;,Im ¢; (i = 1,...,n) differenzierbar sind. In diesem Fall ist
¢'(t) = ((Re ¢1)'(t) +i(Im @1)'(2), ..., (Re ¢,)'(t) + i(Im ,)"()).

(b) Ist o = (¥1,. .., pn) : I — C" stetig, so ist fir a,b € [

b b

b b b
/(p(t)dt = /Re prdt —i—i/Im prdt, . .. ,/Re Opdt +z'/Im Opdt

a a
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Es ist

H/so(z)dtH < /Hso(t)dtu .

T

O] - C"P(x) = /gp(t)dt

zo

Fiir g € I ist

differenzierbar mit ®'(x) = ¢(x) fiir alle z € I.

(c) Ist ¢ : I — C™ stetig differenzierbar, so gilt der Hauptsatz
/gp/(t)dt = p(y) — p(z) fir alle z,y € I.

Die Aussagen (a)- (c) gelten sinngeméi 8s natiirlich auch fiir Funktionen ¢ : I — R™.

Definition 12.2. Seien A: I — M(n x n, K),b: I — K" stetig. Man nennt
Y =Alt)y
ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem und
y = A(t)y +b(t)
ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem.

Satz 12.3. Seien A : [ — M(n xn,K),b : I — K™ stetig. Dann gibt es fir alle

(to,c) € I x K™ genau eine Lisung
p: I —- K"
des linearen Anfangswertproblems

Yy = Aty +b(t), y(to) = c

Beweis. Auf G =1 x K™ wird durch f: G — K",

fty) = At)y +b(?)
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eine stetige Funktion definiert. Diese Funktion erfiillt lokal eine Lipschitz-Bedingung auf
G, denn fiir jede kompakte Menge C' C I ist L = L(C) = sup{||A(¢)||;t € C'} < oo und
fir alle (¢,y), (t,7) € C x K" gilt

17t y) = F@ o)l = 1Ay =9Il < Llly — gl

Damit folgt die behauptete Eindeutigkeit der Losungen aus Satz 10.5. Zum Beweis der
Existenz einer globalen Losung definieren wir rekursiv eine Folge (¢ )x>0 von Funktionen

in dem K-Vektorraum X = C(I, K™) durch

o = ¢, pr(t) =c+ /f(S,gok(s))ds.

Sei J C I ein kompaktes Teilintervall mit ¢, € J. Wir definieren d = sup{|t — to|;t € J}

und

m = sup [lpi(t) — o), L = L(J) = sup [[A(1)]]

teJ teJ

und zeigen induktiv, dass fiir alle £ > 0 gilt

lori(t) — or®)|] <m

Dies ist klar fiir k£ = 0. Gilt die Behauptung fiir k£ € N, so folgt fiir alle t € J

foesa® = e Ol = || [ (750 = Fser(o)is

/t(s - to)kds‘

to

t
mLk—H
< | [ Lllgens) - outs)las] < ™5
to

Lk+1 il
:mmﬁ—to‘ + .

Da die Reihe iiber die Folge (ag)i>0 = (mLZ‘,’lk> konvergiert, gibt es zu jedem € > 0
- b k>0

ein N € N mit

q
Zak<efﬂraﬂeq2pZN.
k=p

Dann gilt aber auch

lq(t) — p()]| <€
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fir alle ¢ > p > N und t € J. Da J C I ein beliebiges kompaktes Intervall mit t, € J
war, existiert der Limes o(t) = limg_,oo @i (t) fiir alle ¢ € I und fiir jedes kompakte
Teilintervall J C I konvergiert die Funktionenfolge (py)r>0 gleichméBig auf J gegen die
Funktion ¢ : I — K™t — @(t). Nach Satz 2.17 ist ¢ stetig und fiir alle ¢ € I gilt mit
J = [min(t, ty), max(t, tp)]

dsi>0.

H / 5.0(8)) = (s, 0x()ds

<L / () — ox(s)

Folglich gilt fiir alle t €
t t
o(t) = kll_{ilo Or1(t) = kh_)rgo <c+ /f(s,gok(s))ds> =c+ /f(s,go(s))ds
to to
Also ist ¢ : I — K" differenzierbar mit ¢(tg) = ¢ und
o' (t) = f(t,0(t))

fir alle t € 1. O

Bemerkung 12.4. Sei f: I x K™ — K" stetig. Erfiillt die Funktion f fiir jedes kompakte
Teilintervall J C I eine globale Lipschitz-Bedingung auf J x K™, so hat das Anfangswert-

problem

v =f(ty), ylto) =
fiir alle (¢g,c) € I x K™ eine eindeutige Losung ¢ : I — K™. Dies folgt aus dem Beweis
von Satz 12.3.

Satz 12.5. Sei A: I — M(n x n, K) stetig.

(a) Die Menge der Lisungen des durch A gegebenen homogenen linearen Differentialglei-

chungssystems
Ly ={p:I— K" ¢ ist Losung von y = A(t)y}

ist ein K-Vektorraum (bzgl. punktweiser Addition und skalarer Multiplikation) mit

dim Ly =n.
(b) Fir ¢, ...,¢. € Ly sind dquivalent:

91



(i) ¥1,...,0r € Ly sind linear unabhingig,
(i1) es gibt ein ty € I so, dass ¢i1(ty), ..., pr(to) in K™ linear unabhdingig sind,

(111) fir alle t € I sind p1(t),...,o.(t) in K™ linear unabhingig.

Beweis. Da ¢y = 0 zu Ly gehort und da mit ¢, € Ly und o € K auch ¢ + 1 und ap
zu Ly gehoren, ist Ly C Abb (I, K™) ein Teilvektorraum.

Seien ¢, ..., ¢, € Ly. Offensichtlich gelten in Teil (b) die Implikationen (iii)=- (ii)= (i).
Gilt Y7, auipi(to) = 0 fiir ein ¢ € I, so folgt aus dem Eindeutigkeitsteil von Satz 12.3,
dass >, aup; auf ganz I mit der trivialen Losung ¢o = 0 iibereinstimmt. Also ist Teil
(b) gezeigt.

Nach dem Existenzteil von Satz 12.3 gibt es zu jedem beliebig gewédhlten Punkt ¢, €
I Funktionen ¢1,...,¢, € Ly mit ¢;(ty) = e; fir i = 1,...,n. Nach Teil (b) sind
©1y- -, pn € Ly linear unabhéngig. Also ist dim(Lg) > n. Die Impliklation (i) = (iii) in
Teil (b) zeigt, dass auch dim(Ly) < n gilt. O

Definition 12.6. Sei A: I — M(n x n, K) stetig und sei Ly wie in Satz 12.5 definiert.

Ein Losungsfundamentalsystem der Differentialgleichung

y = Aty
ist definitionsgeméafl eine Basis (¢4, ..., ¢,) des Losungsraums Ly.
Bemerkung 12.7. Seien @1, ..., ¢, € Ly Losungen von

v = Aty

wie in Satz 12.5. Sei ¢,(t) = (p;;(t))7; mit Koordinatenfunktionen ¢;; : I — K und sei
® = (pij)i<ij<n € M(n xn,C(I, K)). Nach Satz 12.5 ist (¢4, ..., ¢,) ein Losungsfunda-

mentalsystem genau dann, wenn fiir ein ¢t € I (oder dquivalent fiir alle ¢ € I)
det ®(t) = det(i;(t))1<ij<n # 0
ist. In diesem Fall gilt
Ly = {i Qi gy .., an € K ={®(ay)ty; (), € K"}.
i=1
Hierbei steht ®(«;), fiir die Funktion I — K™, t — (¢i;(¢))1<ij<n(i)i;.
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Sind ¢; = (p;;)i, fur j = 1,...,n Funktionen in C'(I, K"), so identifizieren wir im

Folgenden das Tupel (¢4, ... ¢,) mit der Matrix
® = (pij)i<ij<n € M(n xn,C(I, K)),
die die Spaltenvektoren ¢; (j =1,...,n) besitzt.

Bemerkung 12.8. Sei w € R fest. Das homogene lineare Differentialgleichungssystem

Y1 = Wy2
?/é = —Wih
lautet in Matrix-Schreibweise
Y1 _ 0 w %
Yo —w 0 Y2
Die zwei Losungen ¢, : R — R?
sin wt cos wt
o(t) = (t) = _
cos wt —sin wt

bilden ein Losungsfundamentalsystem, da

det((t), (1) = det | T ) g

cos wt —sin wt

Der Losungsraum besteht genau aus den Funktionen
cp + dy (¢,d € K).

Um den Losungsraum eines inhomogenen linearen Differentialgleichungssystems zu be-
rechnen, geniigt es, den Losungsraum des zugehdrigen homogenen Systems zu bestimmen

und eine spezielle Losung des inhomogenen Systems zu finden.

Lemma 12.9. Seien A: 1 — M(n xn,K),b: I — K" stetig. Sei
o € Ly ={p: I — K" ¢ lost die Gleichung y' = A(t)y + b(t)}
eine Losung des inhomogenen linearen Differentialgleichungssystems. Dann ist
Ly =vo+ Lu (= {¢o+¥;¢ € Lu}),
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wobei Ly = {p : [ — K", ¢ losty = A(t)y} der Losungsraum des zugehdrigen homogenen

Systems ist.

Beweis. Sei 19 € Lj eine spezielle Losung des inhomogenen Systems. Fiir jede andere

Losung ¢ € Ly ist dann
Y =1+ (Y —1o) € Yo+ L.

Umgekehrt gilt fiir jedes ¢ € Ly und alle t € T
(1 + 9 (1) = Ui(t) + /(1) = A)o(t) + () + A (1)
= A(t)(¥o(t) + (1)) + b(1).
Also ist auch g+ Ly C Lj. O

Spezielle Losungen des inhomogenen Systems erhilt man genau wie im Falle n = 1 (vgl.

Satz 11.4).

Satz 12.10. (Varation der Konstanten) Seien A : [ — M(n xn,K),b: 1 — K" stetige
Funktionen und se:

D= (p1,...,00) € M(n xn,C(I,K))

ein Losungsfundamentalsystem des homogenen linearen Differentialgleichungssystems

wobei u : I — K" definiert ist durch

t

u(t) = /(I)(s)_lb(s)ds + ®(ty) e,

to

die eindeutige Losung des inhomogenen linearen Anfangswertproblems

Y = Ay +bt), ylty) =-c.
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Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 10.7 ist
I = GL(n, K),t— ®(t) = (¢i(t))1<i,<n

eine matrixwertige Funktion mit differenzierbaren Koeffizienten ¢;; : I — K. Wir definie-

ren ®'(t) = (¢};(t))1<ij<n € M(n x n, K) fiir t € I. Dann ist

(1) = (p1(1), -, @n(t)) = (AD)pr(t), ..., Alt)pn(t)) = A(t) (1)

firteI.Dal — M(nxn,K),t— ®(t)"! stetig ist, ist die im Satz definierte Funktion
u differenzierbar mit

u'(t) = ®(t)to(t) (tel).
Dann ist auch die Funktion ¢ : I — K™, () = ®(t)u(t) differenzierbar und 16st wegen
W (t) = ' (Bult) + D) (t) = AR)D(H)u(t) + b(t)
= A(t)y(t) 4 b(t)
das inhomogene System. O

Beispiel 12.11. Das inhomogene lineare Differentialgleichungssystem

yll =yt
y; =~
hat in Matrix-Schreibweise die Form
!
(7 0 1 Y1 t
= —~
Y2 -1 0 Yo 0

Nach Beispiel 12.8 ist

sint ‘ cost

O(t) =

cost ‘ —sint

ein Losungsfundamentalsystem des zugehorigen homogenen Systems. Es ist

sint ‘ cost

o(t) ! = (t € R).

cost ‘ —sint
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Die Losung 1, des inhomogenen Systems mit Anfangswert .(0) = ¢ € R? ist (Satz 12.10)

e(t) = P(t)uc(t) (t € R)

mit
t
uc(t) = /(I)(s)_lb(s)ds +®(0) e
0
t .
ssins 01 c1
:/ ds +
SCOS S 10 Co
sins — scos s)|t c
[ Ih) [
(ssins + cos s)[f 1
sint — tcost Co
= +
tsint +cost — 1 c1
1
Fir ¢ = erhalt man

—t

Nach Lemma 12.9 lautet die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

Ye(t) = O(t)u (t) = ( 1 )

1 sint cost
Y(t) = +a + 8 (a,B € K).
—t cost —sint
C Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Seien a; : I — K(:=0,...,n—1)und b: I — K stetige Funktionen. Dann heif}t
() Y™+ ana @y + L+ a()y™ + ao(t)y =0
homogene und
(%) Y™ a1 Oy Y 4+ a )y + ag(t)y = b(t)

inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Man nennt (x) die zu (%) geho-

rige homogene Gleichung.
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Satz 12.12. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

(a) Ly = {p : I — K, list die homogene Gleichung (%)} ist ein n-dimensionaler K-

Vektorraum.

(b) Sei g € Ly = {¢p : I — K; lost die inhomogene Gleichung (xx)}. Dann ist Ly =
Yo+ Ly.

(c) Losungen @1,...,p, € Ly sind linear unabhingig genau dann, wenn fir ein t € I

(dquivalent fir alle t € 1) gilt

alt) ) eald)
W —de | G @O w0 |
O IR Sl BTN A ()

Man nennt W (t) die Wronski-Determinante von @1, ..., ¢n.
Beweis. Wie in Teil C von §11 folgt, dass die K-lineare Abbildung
{¢;¢ : I — K ist n-mal differenzierbar} — {®;® : I — K™ ist differenzierbar},
p i @ =(p,00, ... ")

einen Vektorraumisomorphismus 7' : Ly — Ly zwischen den Losungenrdumen Ly von

() und dem Losungsraum Ly des homogenen linearen Differentialgleichungssystems

Yo = U

o= 0

Yn—z = Yn-1

y;,,_l = _anfl(t)ynfl - aan(t)yan — ... Qg (t)y(]

induziert. Also folgt Teil (a) aus Teil (a) von Satz 12.5. Teil (b) gilt offensichtlich. Teil (c)
folgt mit Teil (b) von Satz 12.5, da ¢4, ..., ¢, € Ly linear unabhéngig sind genau dann,
wenn Ty, ..., Ty, € Ly linear unabhéngig sind.
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13 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Sei I C R ein Intervall positiver Lange und seien ay, ..., a,_1 € C. Man nennt
y ™ an iy Y+ ay +agy =0

eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Wir schreiben im Folgenden C*(I) (k € NU{oo}) fiir den C-Vektorraum aller k-mal stetig

differenzierbaren Funktionen ¢ : I — C.

Lemma 13.1. (a) Der Ldsungsraum der obigen homogenen Gleichung
Ly = {¢: I — C n-mal differenzierbar; ™ + a,_10™ Y 4+ ... + a10W) + agp = 0}
st ein n-dimensionaler C-Vektorraum.

(b) Esist Ly C C>(I).

Beweis. Teil (a) ist ein Spezialfall von Satz 12.12. Ist ¢ € Ly, so folgt induktiv, dass ¢ €
CmFR(T) ist fiir alle k € N. Ist gezeigt, dass p € C"*(I) ist, so folgt im Induktionsschritt,

dass
™ = —a,_ 10"V — . —agp € CFHI)
gilt. O]

Erstes Ziel ist es, ein Losungsfundamentalsystem zu bestimmen.

Satz 13.2. Seip = 2" + a, 12" '+ ...+ @z + ap € Clz] (n > 1) ein Polynom mit

Linearfaktorzerlegung
p= ﬁ(x 2 (A, A € C paarweise verschieden, k; € N¥).
i=1
Dann bilden die Funktionen g;; : I — C,
0ij(r) = 2leM™ (i=1,....,rund j=0,....k —1)
ein Losungsfundamentalsystem der homogenen linearen Differentialgleichung
™+ ap_y™ Y 4+ ay 4+ agy = 0.
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Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Sei D : C*(I) — C'*°([) die durch

D) =25

definierte lineare Abbildung. Fiir p =37  a;z" € C[z] sei
p(D) :iaiDi (D’ =id, D'=D o...0 D i—mal).
=0
Dann ist
Clz] — Endc(C*(1)) (= {A;A: C(I) — C*(I) ist C — linear}),p — p(D)

ein C-Algebrenhomomorphismus, das heifit eine C-lineare Abbildung mit (pq)((D) =
p(D)g(D) fiir alle p,q € Clz]. Fir ¢ € C*(I) und p € Clz] benutzen wir die verein-

fachende Schreibweise
p(D)p(z) = (p(D)p)(x) (x €I).
Lemma 13.3. Sei A € C.

(a) Firp e Clz] gilt

(b) Fir f € C>(I) und k € N gilt
(D =N (f(0)er) = [Ba)e™  (zel).
Beweis. (a) Sei A = s+ it mit s,t € R. Es geniigt zu zeigen, dass
De?* = \eM (x €1),

gilt. Dies erhélt man so

De* = D(e**(costx + isintz)) = D(e* costx) + iD (e’ sin tx)
= (scostr — tsintz)e®™ + i(ssintx + t costx)e®”

= (5 +it)elsTT = \eA7,

(b) Teil (b) folgt induktiv. Fiir & = 0 ist nichts zu zeigen. Ist die Behauptung fiir ein
k € N gezeigt, so folgt mit der Produktregel und Teil (a), dass

(D=N (f(x)e*) = (D-N)(fP(2)eX) = fED (@) + P (@) (D-N)eX = fED (x)e
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fiir alle z € I gilt.
O

Als Anwendung von Teil (b) von Lemma 13.3 erhalten wir, dass in der Situation von Satz
13.2 gilt
Pij €Ly (i: 1,...,T,j:0,...,ki—1).

Um dies zu sehen, setze man

T

g=J@-2)" (=1
=1
J#i
Dann ist p(z) = gi(x)(z — \)¥ fiiri = 1,...,r und
i
daki

PD)@IE) = g(D)(D = M) (@ e¥)) = qi(D) (- (@))e*™) =0

fir alle j = 0,...,k; — 1. Wegen dimc(Ly) = n = ki + ... + k. geniigt es, die lineare
Unabhéngigkeit der Funktionen

wij (i=1,...;rund j=0,...,k —1)
zu zeigen, um den Beweis von Satz 13.2 zu beenden.

Lemma 13.4. Seien A\, u € C mit X # p und sei k € N. Dann gibt es fiir jedes j € N ein
Polynom q = q; € C[z] mit deg (q) = j und

(D — p)*(a’e™) = q(x)e™.

Beweis. Fiir k = 0 gilt die Aussage offensichtlich. Sind fiir ein £ € N Koeffizienten
ag, ..., a; € C mit a; # 0 gefunden mit (D — p)*(2fe?®) = ( T aixt)e fiir alle
so folgt mit Teil (b) von Lemma 13.3
J J J
(D — p)* (27 e?®) = Z a;(D — p)(z'e) = <Z ai(A — p)z' + Z aiixi_1>e’\x
i=0 i=0 i=1

fir alle x € R. O

Korollar 13.5. Seien A\, u € C mit A # p und sei k € N.
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(a) Fiir jedes Polynom r € Clz| gibt es ein Polynom q € C[x] mit deg (q) = deg (r) und
(D = ) (r(2)e?) = q(2)e™  (x € R).
Insbesondere ist ¢ # 0, wenn r # 0 ist.
(b) Ist p € Clx] mit p(A) # 0, so gibt es fir jedes Polynom r € C[z] ein Polynom q € C[z]
mit deg (q) = deg (r) und
p(D)(r(z)e™) = g(x)e™  (z €R).

Beweis. Teil (a) folgt direkt aus Lemma 13.4. Zum Beweis von Teil (b) zerlege man p in

Linearfaktoren .
p(x) = a][(@ - p)
i=1
und wende Teil (a) s-mal an. O
Die behauptete lineare Unabhéngigkeit der Funktionen
pleM (i=1,....r, j=0,...,k —1)
und damit der fehlende Teil des Beweises von Satz 13.2 folgt aus dem néchsten Lemma.

Lemma 13.6. Sind A\q,...,\. € C paarweise verschieden und sind py,...,p, € Clx]

beliebige Polynome mit
Zpi(:v)e)‘” =0 fir allex € 1,
i=1

soistp; =0 firt=1,...,r.

Beweis. Fiir r = 1 gilt die Behauptung offensichtlich. Sei » > 2 und sei die Behauptung
gezeigt r—1. Seien py, ..., p, und Ay, ..., A\, wie im Lemma. Wéhle k € Nmit £ > deg (p,).
Mit Lemma 13.3(b) folgt

0= (D= A (L @) = 30 - M) l)e)

fir x € 1. Nach Korollar 13.5(a) existieren Polynome ¢y, ...,¢—1 € Clz] mit deg (¢;) =
deg (p;) und

r—1

0= qu(x)ekix (xel).

=1
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Nach Induktionsveraussetzung ist ¢; = 0 fiir ¢ = 1,...,r — 1. Dann sind aber auch p; =

... = p,_1 = 0 und daher auch p, = 0. ]
Der inhomogene Fall

Bemerkung 13.7. Fiir jedes Polynom
p=a"+a, 12" " +.. .+ ax+a €Clz] (n>1)

und jede stetige Funktion b : R — C erhélt man eine spezielle Losung von
(%) y(”) + an_ly(”_l) + ...+ aly(l) + apy = b(t),

indem man mit Satz 13.2 ein Losungsfundamentalsystem bestimmt und dann durch Varia-
tion der Konstanten (Satz 12.10) eine spezielle Losung berechnet. Nach Satz 12.12 erhélt

man auf diese Weise den gesamten Losungsraum der inhomogenen Gleichung ().
Fiir spezielle Inhomogenitéaten hilft der folgende Satz.

Satz 13.8. Sei p € Clz] ein Polynom wie in der letzten Bemerkung und b : R — C von

der Form
b(x) = q(z)e!™ (neC, qge Clx]\{0}).
Seim =m, = deg (¢) € N und k =k, € N die Vielfachheit von p als Nullstelle von p.

Dann hat die inhomogene lineare Differentialgleichung
p(D)y =b
eine spezielle Losung der Gestalt
() = r(z)e,
wobei r(z) € Clz] ein Polynom mit deg (r) = deg (q) + k, = m + k ist.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Polynom p € C[z] mit p(u) # 0 und

p(x) = pla)(x — p)".

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach m. Fir m = 0 ist
b(x) = cet” (ce C\ {0}).
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Dann folgt mit Lemma 13.3

p(D) <k!ﬁc(p) oA 6W> = p(D)(D — p)* <k!ﬁc(ﬂ) " e’”) = p(D) <}ﬁe’“> =cet”,

Sei die Behauptung gezeigt fiir den Fall deg (¢) < m — 1 und sei ¢(x) € C[z] ein Polynom
mit deg (¢) = m. Dann folgt mit Lemma 13.3 (b) und Korollar 13.5 (b)

p(D)(@™ e ) = H(D)(D — ) (™ er) = s(x)et,

wobei s € C[z] ein Polynom mit deg (s) = m ist. Dann gibt es eine Konstante ¢ € C\ {0}

so, dass ¢ = ¢ — cs Grad < m — 1 hat. Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass

+

q # cs ist, denn sonst kann man 7(X) = cz™** withlen. Nach Induktionsvoraussetzung

existiert ein Polynom r; € C[z] mit deg (r1) < m — 1+ k und
p(D)(r(x)e") = g (x)e.
Dann ist aber
q()e"” = (q1(x) + es(@))e"” = p(D)((r1(x) + ca™)et)
und deg (r1(z) + ca™™*) = m + k. O

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten

Sei A = (a;;) € M(n x n,C). Wir suchen alle Losungen des Differentialgleichungssystems
y = Ay.

Fiir t € R existiert der Grenzwert

in M(n xn,C), denn M(n x n,C) ist vollstindig und wegen

H(t?!)kH ” IIt?!II’“ (ke )

ist > o0, % absolut konvergent.

Lemma 13.9. Sei A € M(n x n,C).
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(a) Die Funktion
0 :R—= M(nxn,C), t e

st differenzierbar, das heifit definitionsgemaf, dass alle Koeffizientenfunktionen dif-

ferenzierbar sind.

(b) Die Funktionen
w; R — C", ¢;(t) = j-te Spalte von o(t) (1<j<n)
bilden ein Losungsfundamentalsystem des linearen homogenen Systems y' = Ay.

Beweis. Seien 7;; : M(n x n,C) = C, (x,,) = z;; (1 <4,j <n) die Koordinatenpro-

jektionen.

(a) Die Funktionen ¢;; = m;; o ¢ : R — C besitzen die Potenzreihendarstellungen

_ N (tA)E - ;g AF k
wij(t)zj}gfgoﬂij(Z%):Z ;i! h

k=0 ’ k=0
und
& Wi-(Ak) B > Tii (AkJrl
oty =D Tkt = Y Bk = (AZ —tk> = (A e
k=1 ’ k=0 )

fiir alle ¢t € R. Also gilt

(b) Fiir j=1,...,nund t € R ist
90,1]' (t)
o'(t) = : = j-te Spalte von (A ) = Ap;(t).
90;13' (t)
Da ¢1(0) = e1,...,9,(0) = e, linear unabhéngig sind, bilden die Funktionen

©1, - .., o, nach Satz 12.5 ein Losungsfundamentalsystem der homogenen linearen Dif-

ferentialgleichung iy’ = Ay. ]

Alle Aussagen von Lemma 13.9 bleiben giiltig, wenn man iiberall C durch R ersetzt.
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Korollar 13.10. Sei A € M(n x n,C). Gibt es eine Basis {u,...,u,} des C" aus

Eigenvektoren u; der Matriz A zu Eigenwerten \; € C, so bilden die Funktionen
;R —C", ¢,(t) = My,
ein Losungsfundamentalsystem des Differentialgleichungssystems iy’ = Ay.

Beweis. Nach Bemerkung 12.7 besteht der Losungsraum Ly des homogenen Systems 3’ =

Ay genau aus den Funktionen

n

R" - C", t— etA( cjuj> icj (e"uy) ((ei)izy € CM).

j=1 j=1
Wegen dimc¢(Ly) = n und
N N
: (tA)k
ey = i 3G = i S G = =0
ist (¢1,...,%n) ein Losungsfundamentalsystem des Systems. O]

Bemerkung 13.11. (a) Zu A € M(nxn,C) existiert eine Basis aus Eigenvektoren genau
dann, wenn die Matrix A diagonalisierbar ist, das heifit eine Matrix S € GL(n,C)
existiert so, dass die Matrix B = S~1AS Diagonalgestalt hat.

(b) In der linearen Algebra zeigt man, dass zu jeder Matrix A € M (n x n,C) eine Matrix
S € GL(n, C) existiert so, dass B = S~'AS obere Dreiecksgestalt hat.

(c) Sind A, B € M(n xn,C), S € GL(n,C) mit B = S7'AS, so lést eine Funktion ¢ :
I — C" die Differentialgleichung 3’ = Ay genau dann, wenn die Funktion ¢ = S~typ

Losung der Differentialgleichung 3y’ = By ist. Ist etwa ¢'(t) = Ap(t) fiir alle ¢t € I, so
folgt (S™1p)(t) = S~/ (t) = (STLAS)S p(t) fiir alle t € I.

Also geniigt es, lineare Differentialgleichungssysteme
y' = Ay

zu 16sen mit Matrizen A € M(n x n,C), die obere Dreiecksgestalt haben. Ein solches
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System hat die Form

Y= anyi+ Yt ... +aiys
Yy = a2yt ... +GYn
Yp = AnnYn-

Fir zy € I und d = (d;)}-, € C" erhélt man folgendermafen eine Losung von

(x) ¥ =Ay, y(xo) =d.

Definiere
on(T) = e a, = e 4T,
Im néchsten Schritt 16se man das Anfangswertproblem

Ann®

/
Yn—1 = On-1n—1Y = Qn-1,n0n € ) yn—l<m0) =dp_1.

Mit den Bezeichnungen aus Satz 13.8 ist m = 0, u = a,, und

=
I

fir ann, # an—1n-1 P=2— Gp-1n-1,
1.

0,
L,

k
fir apy = ap—10-1 : k

=1}
I

Damit erhélt man eine spezielle Losung der Differentialgleichung ()

. . - an—1,n0n AnnT
fir an, # an—1n-1 @ @(x) = GOt 1l
fﬁr Ay = an—LTL—l : g0($) = an—l,nan xXr eannx.

Alle Losungen der Differentialgleichung () haben somit die Gestalt
pa(7) = p(z) + acm i (0 €C).

Wiéhle «,, 1 € C so, dass ¢, _,(z¢) = d,—1 ist und setze ¢, 1 = @a,_,-

Sind ¢, ..., 041 (1 <@ <n—2) gewdhlt so, dass jedes p; (j =i+ 1,.

kombination von Funktionen der Form

e (0<m<n-—j,j<v<n)
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ist, so wiahle man im néchsten Schritt mit Satz 13.8 eine spezielle Losung der Differenti-

algleichung

Y — QY = E QAijPj-

Jj=1+1

Dann hat jede Losung dieser Differentialgleichung die Form
va(r) = p(x) + ae®™® (a € C).
Wiéhle a; € C so, dass ¢,,(z¢) = d; ist und setze
wi(x) = p(x) + ae®®.
Dieses Verfahren fithrt nach n Schritten zum Ziel.

Satz 13.12. Sei A € M(n x n,C) und sei

das charakteristische Polynom von A mit paarweise verschiedenen Ai,...,\, € C und
ki,....k. € N*. Sei p = (p1,...,pn) : R = C" eine Losung des Differentialgleichungs-
systems

y' = Ay.

Dann sind @1, ..., p, Linearkombinationen der Funktionen
tmeMt (i=1,...,r und 0 < m < k;).

Beweis. Da sich die Eigenwerte und das charakteristische Polynom nicht &ndern, wenn
man A ersetzt durch eine Matrix der Form S™'AS (S € GL(n,C)) diirfen wir annehmen,

dass a;; = 0 ist fiir alle ¢ > j. In diesem Fall gilt

{)\1,...,/\T}:{aii; Z:1,,7'L}

und k; ist die Anzahl aller j € {1,...,n} mit a;; = A\;. Damit folgt die Behauptung aus

dem obigen induktiven Verfahren. O
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