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1 Metrische Räume

Sei X eine nichtleere Menge.

Definition 1.1. Eine Abbildung: d : X ×X → R heißt Metrik auf X, falls für alle x, y, z ∈ X gilt

(i) d(x, y) ≥ 0,

(ii) d(x, y) = d(y, x),

(iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (Dreiecksungleichung),

(iv) d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y ist.

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X 6= ∅ und einer Metrik d auf X.

Beispiele 1.2. Einfache Beispiele metrischer Räume sind

(a) R zusammen mit der Betragsmetrik d(x, y) = |x− y|,

(b) Rn oder Cn mit der Summenmetrik d((xi), (yi)) =
∑n
i=1 |xi − yi|.

(c) Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist A ⊂ X eine nichtleere Teilmenge, so definiert

dA : A×A→ R, dA(x, y) = d(x, y) eine Metrik auf A (Relativmetrik von d auf A).

(d) Ist X 6= ∅ eine beliebige Menge, so definiert d : X ×X → R,

d(x, y) = 0 für x = y, d(x, y) = 1 für x 6= y

eine Metrik auf X (die triviale oder diskrete Metrik auf X).

Definition 1.3. Sei V ein Vektorraum über dem Körper K = R der reellen oder über dem Körper K = C

der komplexen Zahlen. Eine Abbildung

‖ · ‖ : V → R, x 7→ ‖x‖

heißt Norm auf V , falls für alle x, y ∈ V und λ ∈ K gilt

(i) ‖x‖ ≥ 0,

(ii) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖,

(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Dreiecksungleichung)

(iv) ‖x‖ = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.
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Ein normierter K-Vektorraum ist ein Paar (V, ‖ · ‖) bestehend aus einem K-Vektorraum V und einer

Norm ‖ · ‖ auf V .

Aus der in (iii) geforderten Dreiecksungleichung folgt sehr einfach die Dreiecksungleichung nach unten.

Für alle x, y ∈ V gilt

| ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖.

Zum Beweis beachte man, dass ‖x‖ = ‖(x− y) + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖ und daher auch ‖x‖−‖y‖ ≤ ‖x− y‖

gilt und dass man durch Vertauschen der Rollen von x und y auch die Abschätzung ‖y‖−‖x‖ ≤ ‖y−x‖ =

‖x− y‖ erhält.

Lemma 1.4. Ist (V, ‖ · ‖) ein normierter K-Vektorraum, so definiert

d : V × V → R, d(x, y) = ‖x− y‖

eine Metrik auf V .

Beweis. Die Dreiecksungleichung für d folgt direkt aus der Dreiecksungleichung für die Norm, denn für

alle x, y, z ∈ V gilt

d(x, y) = ‖(x− z) + (z − y)‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = d(x, z) + d(z, y).

Die übrigen Eigenschaften einer Metrik rechnet man genauso einfach nach.

Beispiele 1.5. (a) Auf Rn (oder Cn) werden Normen definiert durch

‖(xi)ni=1‖1 =
n∑
i=1

|xi| (Summennorm),

‖(xi)ni=1‖2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
)1/2

(euklidische Norm),

‖(xi)ni=1‖∞ = max
i=1,...,n

|xi| (Maximumnorm).

Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung für die euklidische Norm. Für alle a, b ∈ R gilt offensichtlich

die Ungleichung

ab ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
.

Damit folgt für beliebige Elemente x = (xi)
n
i=1, y = (yi)

n
i=1 ∈ Cn \ {0}

n∑
i=1

|xi|
‖x‖2

|yi|
‖y‖2

≤ 1

2

n∑
i=1

|xi|2

‖x‖22
+

1

2

n∑
i=1

|yi|2

‖y‖22
= 1

oder äquivalent
n∑
i=1

|xi| |yi| ≤ ‖x‖2 ‖y‖2.
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Für beliebige Vektoren x = (xi)
n
i=1, y = (yi)

n
i=1 ∈ Cn folgt damit

‖x+ y‖22 =

n∑
i=1

|xi + yi|2 =

n∑
i=1

(xi + yi)(xi + yi)

=

n∑
i=1

|xi|2 +

n∑
i=1

|yi|2 + 2

n∑
i=1

Re (xiyi)

≤ ‖x‖22 + ‖y‖22 + 2

n∑
i=1

|xi| |yi|

≤ ‖x‖22 + ‖y‖22 + 2‖x‖2 ‖y‖2

= (‖x‖2 + ‖y‖2)
2
.

Da die Wurzelfunktion monoton wächst, folgt die behauptete Dreiecksungleichung für die euklidische

Norm.

(b) Sei V ein K-Vektorraum (K = R oder K = C) mit Skalarprodukt, das heißt einer Abbildung

〈·, ·〉 : V × V → R, für die gilt

〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉, 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉,

〈x, y〉 = 〈y, x〉, 〈x, y〉 ≥ 0, 〈x, x〉 = 0 genau dann, wenn x = 0.

In der Linearen Algebra zeigt man, dass durch

‖ · ‖ : V → R, ‖x‖ =
√
〈x, x〉

eine Norm auf V definiert wird.

Bemerkung 1.6. Für alle x ∈ Cn gilt

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n‖x‖∞,

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞.

Im Folgenden seien Rn und Cn, wenn nichts anderes gesagt wird, immer mit der euklidischen Metrik

d2(x, y) = ‖x− y‖2

versehen. Für die euklidische Norm schreiben wir einfach ‖x‖ statt ‖x‖2.

Beispiele 1.7. Sei X 6= ∅ eine Menge und sei B(X) = {f ; f : X → R beschränkt } der R-Vektorraum

aller beschränkten reellwertigen Funktionen auf X (mit den punktweise definierten Verknüpfungen). Dann

definiert

‖ · ‖X : B(X)→ R, f 7→ ‖f‖X = sup
x∈X
|f(x)|

3



eine Norm auf B(X) (die Supremumnorm). Zum Beweis der Dreiecksungleichung beachte man, dass für

alle f, g ∈ B(X) gilt

‖f + g‖X = sup
x∈X
|f(x) + g(x)| ≤ sup

x∈X
(|f(x)|+ |g(x)|) ≤ ‖f‖X + ‖g‖X .

Lemma 1.8. Sei p ∈ (1,∞) und sei q der zu p konjugierte Exponent, das heißt die reelle Zahl q > 1 mit

1
p + 1

q = 1. Dann gilt für alle a, b > 0 die Ungleichung

a1/p b1/q ≤ a

p
+
b

q
.

Beweis. Zum Beweis dürfen wir annehmen, dass a ≥ b ist (sonst vertausche man a mit b und p mit q).

Da 1
p − 1 < 0 ist, folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung für x ≥ 1

x
1
p − 1 =

x∫
1

(
t
1
p

)′
dt =

x∫
1

1

p
t
1
p−1dt ≤

x∫
1

(
t

p

)′
dt =

x

p
− 1

p
.

Wegen 1
p + 1

q = 1 impliziert dies, dass x1/p ≤ x
p + 1

q für alle x ≥ 1 gilt. Insbesondere folgt hieraus für

x = a
b die Abschätzung

a
1
p b

1
q =

(a
b

) 1
p

b ≤ 1

p

a

b
b+

1

q
b =

a

p
+
b

q
.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Indem man Lemma 1.8 anwendet mit ap und bq statt a und b, sieht man, dass für alle reellen Zahlen

a, b > 0 gilt

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Beispiele 1.9. (a) Sei p ∈ [1,∞) und seien a, b ∈ R mit a < b. Auf dem R-Vektorraum

C[a, b] = {f ; f : [a, b]→ R stetig}

wird eine Norm definiert durch

‖f‖p =

 b∫
a

|f |pdt


1
p

.

Beweis. Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung. Für p = 1 folgt die Dreiecksungleichung direkt

aus der Dreiecksungleichung für den Absolutbetrag in R und der Monotonie des Riemannintegrals.

Sei also p ∈ (1,∞). Sei q > 1 der konjugierte Exponent zu p wie in Lemma 1.8. Wir fixieren zwei

Funktionen f, g ∈ C[a, b] und zeigen zunächst, dass

b∫
a

|fg|dt ≤ ‖f‖p ‖g‖q (Höldersche Ungleichung).
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Zum Beweis dürfen wir annehmen, dass f 6≡ 0 6≡ g. Mit Lemma 1.8 folgt zunächst, dass

|f |
‖f‖p

|g|
‖g‖q

≤ 1

p

|f |p

‖f‖pp
+

1

q

|g|q

‖g‖qq

punktweise auf [a, b] gilt. Mit der Monotonie und Linerarität des Riemannintegrals erhält man die

Höldersche Ungleichung

b∫
a

|fg|
‖f‖p‖g‖q

dt ≤ 1

p

b∫
a

|f |p

‖f‖pp
dt+

1

q

b∫
a

|g|q

‖g‖qq
dt =

1

p
+

1

q
= 1.

Mit der Hölderschen Ungleichung zeigen wir, dass

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (Minkowskische Ungleichung)

ist. Indem man benutzt, dass p
q = p

(
1− 1

p

)
= p− 1 ist, erhält man für alle t ∈ [a, b] die Ungleichung

|f(t) + g(t)|p ≤ |f(t)| |f(t) + g(t)|
p
q + |g(t)| |f(t) + g(t)|

p
q .

Durch Integrieren erhält man unter Anwendung der Hölderschen Ungleichung

b∫
a

|f(t) + g(t)|pdt ≤
b∫
a

|f(t)| |f(t) + g(t)|
p
q dt+

b∫
a

|g(t)| |f(t) + g(t)|
p
q dt

≤ (‖f‖p + ‖g‖p)

 b∫
a

|f + g|pdt


1
q

.

Hieraus folgt sehr leicht die Minkowskische Ungleichung und damit die Dreiecksungleichung für ‖ ·‖p.

Es genügt, im Falle f 6= −g durch das letzte in der obigen Ungleichungskette auftretende Integral zu

dividieren.

(b) Ganz ähnlich wie im Teil (a) folgt, dass für 1 ≤ p <∞ durch

‖ · ‖p : Rn → R, ‖(xi)ni=1‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

eine Norm auf Rn definiert wird.

Definition 1.10. Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien a ∈ X ein Punkt in X,U ⊂ X, F ⊂ X zwei

Teilmengen von X.

(a) Für r > 0 (bzw. r ≥ 0) nennt man

Br(a) = {x ∈ X; d(x, a) < r} (bzw. Br(a) = {x ∈ X; d(x, a) ≤ r})

die offene (bzw. abgeschlossene) Kugel mit Radius r um a.
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(b) Die Menge U heißt Umgebung von a, falls ein ε > 0 existiert mit Bε(a) ⊂ U .

(c) Man nennt die Menge U ⊂ X offen, wenn es zu jedem x ∈ U ein ε > 0 gibt mit Bε(x) ⊂ U . Die

Menge F ⊂ X heißt abgeschlossen, wenn das Komplement X \ F ⊂ X eine offene Menge ist.

Beispiele 1.11. (a) Offene Kugeln in metrischen Räumen sind offene Teilmengen, denn ist x ∈ Br(a),

so ist s = r − d(x, a) > 0 und mit der Dreiecksungleichung folgt für alle y ∈ Bs(x):

d(y, a) ≤ d(y, x) + d(x, a) < s+ d(x, a) = r.

(b) Ganz ähnlich folgt mit der Dreiecksungleichung, dass jede abgeschlossene Kugel in einem metrischen

Raum X eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

(c) Die offenen Kugeln in R (bezüglich der Betragsmetrik) sind genau die offenen Intervalle (a, b) ⊂ R

mit a, b ∈ R, a < b.

(d) Das halboffene Intervall [0, 1[ ist als Teilmenge des metrischen Raumes R weder offen noch abge-

schlossen.

Satz 1.12. Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien x, y ∈ X mit x 6= y. Dann gibt es Umgebungen U

von x, V von y in X mit U ∩ V = ∅.

Beweis. Für x, y ∈ X mit x 6= y ist ε = d(x, y) > 0 und B ε
2
(x) ∩ B ε

2
(y) = ∅, denn gäbe es einen Punkt

z ∈ Bε/2(x) ∩B ε
2
(y), so wäre

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) <
ε

2
+
ε

2
= ε = d(x, y).

Dieser Widerspruch zeigt, dass B ε
2
(x) und B ε

2
(y) disjunkte Umgebungen von x und y sind.

Definition 1.13. Zwei Metriken d1, d2 auf einer Menge X heißen äquivalent, falls es eine Konstante c > 0

gibt so, dass für alle x, y ∈ X gilt

1

c
d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ cd1(x, y).

Bemerkung. (a) Nach Bemerkung 1.6 sind auf Rn die Metriken

d1(x, y) = ‖x− y‖1, d2(x, y) = ‖x− y‖2, d∞(x, y) = ‖x− y‖∞.

äquivalent.

(b) Sind d1, d2 äquivalente Metriken auf X, so besitzen die metrischen Räume (X, d1), (X, d2) dieselben

offenen Mengen. Zum Beweis beachte man, dass für jedes a ∈ X und jede positive reelle Zahl ε > 0 die

Inklusionen

Bd1ε/c(a) ⊂ Bd2ε (a), Bd2ε/c(a) ⊂ Bd1ε (a)

gelten, falls c > 0 eine Konstante wie in Definition 1.13 ist.
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Satz 1.14. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(a) (i) ∅, X sind offen in X.

(ii) Sind U, V ⊂ X offen, so ist auch U ∩ V ⊂ X offen.

(iii) Ist (Ui)i∈I eine beliebige Familie offener Mengen in X, so ist auch
⋃
i∈I Ui ⊂ X offen.

(b) (i) ∅, X sind abgeschlossen in X.

(ii) Sind F,G ⊂ X abgeschlossen, so ist auch F ∪G ⊂ X abgeschlossen.

(iii) Ist (Fi)i∈I eine beliebige Familie abgeschlossener Mengen in X, so ist auch
⋂
i∈I Fi ⊂ X abge-

schlossen.

Beweis. (a) Offensichtlich sind ∅, X ⊂ X offen. Sind U, V ⊂ X offen und ist x ∈ U∩V , so gibt es ε1, ε2 > 0

mit Bε1(x) ⊂ U, Bε2(x) ⊂ V . Dann ist ε = min(ε1, ε2) > 0 mit Bε(x) ⊂ U ∩ V . Sind Ui ⊂ X(i ∈ I) offen

und ist x ∈
⋃
i∈I Ui, so gibt es ein i0 ∈ I und ein ε > 0 mit Bε(x) ⊂ Ui0 ⊂

⋃
i∈I Ui.

(b) Die in (b) behaupteten Eigenschaften abgeschlossener Mengen folgen aus Teil (a) durch Übergang zu

Komplementen.

Nicht endliche Durchschnitte offener Mengen sind im Allgemeinen nicht offen. So ist etwa

∞⋂
n=1

(
− 1

n
,

1

n

)
= {0}

ein abzählbarer Durchschnitt offener Mengen in R, der nicht offen ist.

Bezüglich den euklidischen Metriken auf Rn,Rm und Rn+m gilt für beliebige Elemente a ∈ Rn, b ∈ Rm

und jede reelle Zahl ε > 0

B ε
2
(a)×B ε

2
(b) ⊂ Bε(a, b) ⊂ Bε(a)×Bε(b).

Die erste Inklusion folgt aus den Abschätzungen

‖(x, y)− (a, b)‖ = ‖(x− a, 0) + (0, y − b)‖ ≤ ‖x− a‖+ ‖y − b‖,

die zweite folgt aus

max(‖x− a‖, ‖y − b‖) ≤ ‖(x− a, y − b)‖ = ‖(x, y)− (a, b)‖.

Lemma 1.15. (a) Sind F ⊂ Rn, G ⊂ Rm abgeschlossene Mengen, so ist F ×G ⊂ Rn+m abgeschlossen.

(b) Sind U ⊂ Rn, V ⊂ Rm offen, so ist U × V ⊂ Rn+m offen.

Beweis. (a) Ist (x, y) ∈ Rn+m\(F×G), so ist x /∈ F oder x /∈ G. Also gibt es ein ε > 0 mit Bε(x) ⊂ Rn\F

oder Bε(y) ⊂ Rm \G. Dann ist aber Bε((x, y)) ⊂ Bε(x)×Bε(y) ⊂ Rn+m \ (F ×G).

(b) Ist (x, y) ∈ U × V , so gibt es ε1, ε2 > 0 mit Bε1(x) ⊂ U und Bε2(y) ⊂ V . Dann ist ε = min(ε1, ε2) > 0

und Bε((x, y)) ⊂ Bε(x)×Bε(y) ⊂ U × V .
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Indem man Lemma 1.15 mehrfach (induktiv) anwendet, sieht man, dass in Rn Mengen der Form

n∏
i=1

[ai, bi] ⊂ Rn (abgeschlossene Quader)

abgeschlossen und Mengen der Form

n∏
i=1

]ai, bi[ (offene Quader)

offen sind.

Definition 1.16. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M ⊂ X eine Teilmenge. Man definiert

M = {x ∈ X; für jede Umgebung U von x ist U ∩M 6= ∅} (Abschluss von M),

Int(M) = {x ∈ X; es gibt eine Umgebung U von x mit U ⊂M} (Inneres von M),

∂M = {x ∈ X; für jede Umgebung U von x ist U ∩M 6= ∅ 6= U ∩ (X \M)} (Rand von M).

Lemma 1.17. Für M ⊂ X gilt

(a) M =
⋂

(F ⊂ X abgeschlossen; M ⊂ F ) ist die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthält.

(b) Int(M) =
⋃

(U ⊂ X offen; U ⊂M) ist die größte offene Menge in X, die in M enthalten ist.

(c) ∂M ⊂ X ist abgeschlossen.

(d) M = M ∪ ∂M = Int(M) ∪ ∂M und Int(M) = M ∩ (X \ ∂M).

Beweis. (a) Sei x ∈ M und F ⊃ M eine abgeschlossene Menge in X. Die Annahme, dass x ∈ X \ F

gilt, führt zu dem Widerspruch, dass (X \ F ) ∩M 6= ∅ sein müsste. Also liegt x im Durchschnitt aller

abgeschlossenen Obermengen von M . Sei x umgekehrt enthalten in diesem Durchschnitt und sei U eine

Umgebung von x. Dann gibt es ein ε > 0 mit Bε(x) ⊂ U . Wäre U ∩M = ∅, so wäre X \Bε(x) ⊃M eine

abgeschlossene Obermenge von M und folglich wäre x ∈ X\Bε(x). Dieser Widerspruch zeigt, dass x ∈M .

Der Durchschnitt in (a) ist nach Satz 1.14(b) abgeschlossen und ist offensichtlich in jeder abgeschlossenen

Obermenge von M enthalten.

(b) Die behauptete Darstellung von Int(M) folgt direkt aus der Definition des Inneren und Satz 1.14(a).

(c) Ist x ⊂ X \ ∂M , so gibt es eine offene Umgebung U von x mit U ∩M = ∅ oder U ∩ (X \M) = ∅. Da

eine offene Menge Umgebung jedes ihrer Punkte ist, ist U ⊂ X \∂M . Als Vereinigung offener Mengen ist

X \ ∂M offen und daher ∂M ⊂ X abgeschlossen.

(d) Direkt aus den Definitionen folgt, dass

Int(M) ∪ ∂M ⊂M ∪ ∂M ⊂M.

Ist x ∈ M \ ∂M , so gibt es eine Umgebung U von x mit U ∩ (X \ M) = ∅. Also ist U ⊂ M und

x ∈ Int(M). Damit ist die Gleichheit aller drei Mengen gezeigt. Offensichtlich ist IntM ⊂M ∩ (X \ ∂M).

Die umgekehrte Inklusion wurde gerade gezeigt.
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Korollar 1.18. Eine Teilmenge M ⊂ X ist abgeschlossen genau dann, wenn M = M ist.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.17(a).

Beispiele.

(a) In Rn ist ∂Br(a) = {x ∈ Rn; ‖x− a‖ = r} = ∂Br(a).

(b) Der Rand von Q in R ist R.

(c) Für a, b ∈ R ist ]a, b[ = [a, b], falls a < b ist, und Int([a, b]) =]a, b[, falls a ≤ b ist.

Definition 1.19. Sei X 6= ∅ eine nichtleere Menge. Ein System

t ⊂ P(X) (= {A; A ⊂ X})

heißt Topologie auf X, falls

(i) ∅, X ∈ t,

(ii) für U, V ∈ t auch U ∩ V ∈ t gilt,

(iii) für jede Familie (Ui)i∈I von Mengen Ui ∈ t auch
⋃
i∈I Ui ∈ t gilt.

Nach Satz 1.14 bilden für einen metrischen Raum (X, d) die offenen Mengen U ⊂ X eine Topologie auf

X. Es gibt Topologien, die nicht von einer Metrik induziert werden. Zum Beispiel ist t = {X,∅} eine

Topologie auf X, aber nach Satz 1.12 kann es, wenn X mehr als ein Element enthält, keine Metrik auf

X geben, bezüglich der nur die Mengen X und ∅ offen sind.
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2 Grenzwerte und Stetigkeit

Wir benutzen die Bezeichnungen N = {0, 1, 2 . . .} für die Menge der natürlichen Zahlen und N∗ = N \ {0}

für die Menge der positiven ganzen Zahlen.

Definition 2.1 (Konvergenz ). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei (xk)k∈N eine Folge in X und x ∈ X

beliebig. Man sagt, dass (xk)k∈N gegen x konvergiert und schreibt dafür limk→∞ xk = x, falls für jede

Umgebung U von x ein Index k0 ∈ N existiert mit xk ∈ U für alle k ≥ k0.

Nach Definition des Umgebungsbegriffs bedeutet limk→∞ xk = x genau, dass für jedes ε > 0 ein k0 ∈ N

existiert mit d(xk, x) < ε für alle k ≥ k0.

Bemerkung.

Äquivalente Metriken (siehe Definition 1.13) liefern dieselben konvergenten Folgen.

Lemma 2.2. Sei (xk)k∈N eine Folge in Rn und sei a ∈ Rn mit

xk = (xk1, . . . , xkn) (k ∈ N) und a = (a1, . . . , an).

Dann gilt limk→∞ xk = a in Rn genau dann, wenn limk→∞ xkν = aν in R ist für jedes ν = 1, . . . , n.

Beweis. Sei limk→∞ xk = a in Rn und sei ν ∈ {1, . . . , n}. Dann gibt es zu gegebenen ε > 0 ein k0 ∈ N

mit ‖xk − a‖ < ε für alle k ≥ k0. Nach Definition der euklidischen Norm ‖ · ‖ auf Rn gilt dann auch

|xkν − aν | ≤ ‖xk − a‖ < ε für alle k ≥ k0.

Sei umgekehrt limk→∞ xkν = aν in R für ν = 1, . . . , n und sei ε > 0. Dann existiert für jedes ν = 1, . . . , n

ein kν ∈ N mit |xkν − aν | < ε√
n

für alle k ≥ kν . Für k ≥ max{k1, . . . , kn} folgt, dass ‖xk − a‖ =(∑n
ν=1 |xkν − aν |2

)1/2
< ε.

Genauso sieht man, dass eine Folge (xk)k∈N in Cn gegen ein a ∈ Cn konvergiert, wenn sie komponenten-

weise gegen a konvergiert.

Satz 2.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei M ⊂ X eine Teilmenge. Dann ist

M = {x ∈ X; es gibt eine Folge (xk)k∈N in M mit lim
k→∞

xk = x}.

Beweis. Ist x ∈M , so gibt es für jedes k ∈ N∗ ein xk ∈ B 1
k

(x)∩M . Dann ist (xk)k∈N∗ eine Folge in M mit

limk→∞ xk = x. Sei umgekehrt (xk)k∈N eine Folge in M mit limk→∞ xk = x und sei U eine Umgebung

von x. Nach Definition der Konvergenz gibt es ein k0 ∈ N mit xk ∈ U für alle k ≥ k0. Insbesondere ist

U ∩M 6= ∅.

Definition 2.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum

(a) Eine Folge (xk)k∈N heißt Cauchy-Folge, falls für jedes ε > 0 ein k0 ∈ N existiert mit d(xk, x`) < ε für

alle k, ` ≥ k0.
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(b) Der metrische Raum (X, d) heißt vollständig, falls jede Cauchy-Folge in (X, d) konvergiert.

(c) Ein normierter Raum (V, ‖ · ‖) heißt vollständig (oder Banachraum), falls V mit der induzierten

Metrik d(x, y) = ‖x− y‖ vollständig ist.

Satz 2.5. Die normierten Räume Rn und Cn sind vollständig.

Beweis. Sei K der Körper der reellen oder komplexen Zahlen und sei (xk)k≥0 eine Cauchy-Folge in Kn

mit

xk = (xk1, . . . , xkn) (k ≥ 0).

Da für ν = 1, . . . , n und k, ` ∈ N die Abschätzung |x`ν−x`ν | ≤ ‖xk−x`‖ gilt, sind die Folgen (xkν)k≥0 (ν =

1, . . . , n) Cauchy-Folgen in K. Da K vollständig ist, existieren die Limiten

aν = lim
k→∞

xkν (ν = 1, . . . , n)

in K. Aus Lemma 2.2 folgt, dass die Folge (xk)k≥0 in Kn gegen (a1, . . . , an) konvergiert.

In metrischen Räumen gilt eine Verallgemeinerung des Intervallschachtelungsprinzips.

Satz 2.6 (Schachtelungsprinzip). Sei (X, d) ein vollständiger metrischer Raum und sei (Ak)k≥0 eine

Folge abgeschlossener Mengen in X mit

∅ 6= Ak+1 ⊂ Ak

für alle k ≥ 0 und so, dass die Folge der durch

diam(Ak) = sup{d(x, y); x, y ∈ Ak}

definierten Durchmesser der Mengen Ak gegen 0 konvergiert. Dann gibt es ein x ∈ X mit {x} =
⋂
k≥0Ak.

Beweis. Wähle für jedes k ∈ N ein Element xk ∈ Ak. Sei ε > 0. Nach Voraussetzung existiert ein k0 ∈ N

mit diam(Ak) < ε für alle k ≥ k0. Dann ist d(xk, x`) < ε für alle k, ` ≥ k0. Also ist (xk)k≥0 eine Cauchy-

Folge in (X, d). Wegen der vorausgesetzten Vollständigkeit von (X, d) existiert der Limes x = limk→∞ xk

in X. Nach Satz 2.3 (siehe auch Korollar 1.18) folgt aus der Abgeschlossenheit der Mengen Ak und der

Bedingung, dass die Mengen Ak mit wachsendem k kleiner werden, dass

x = lim
`→∞
`≥k

x` ∈ Ak

ist für alle k ∈ N. Ist y ∈ X ein weiteres Element mit y ∈ Ak für alle k ∈ N, so gilt d(x, y) ≤ diam(Ak)

für alle k und damit d(x, y) = 0. Also besteht der Durchschnitt aller Mengen Ak genau aus dem einen

Element x.
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Definition 2.7 (Stetigkeit). Seien (X, d), (Y, d′) metrische Räume, D ⊂ X eine Teilmenge und sei

f : D → Y eine Abbildung.

(a) Für a ∈ D und c ∈ Y schreibt man

lim
x→a

f(x) = c,

falls limk→∞ f(xk) = c ist für jede Folge (xk)k≥0 in X mit limk→∞ xk = a.

(b) Die Funktion f : D → Y heißt stetig in einem Punkt a ∈ D, falls

lim
x→a

f(x) = f(a)

ist.

(c) Die Funktion f : D → Y heißt stetig, falls sie in jedem Punkt a ∈ D stetig ist.

Man sieht sehr leicht, dass eine Funktion f : D → Y wie in der letzten Definition stetig ist (oder stetig

in einem Punkt a ∈ D ist) genau dann, wenn f als Funktion von D versehen mit der Relativmetrik von

X nach Y dieselbe Eigenschaft hat (siehe Beispiel 1.2(c)).

Satz 2.8. Sind f : X → Y, g : Y → Z stetige Abbildungen zwischen metrischen Räumen, so ist auch die

Komposition g ◦ f : X → Z stetig.

Beweis. Ist (xk)k≥0 eine konvergente Folge in X mit limk→∞ xk = a, so gilt limx→∞ f(xk) = f(a) in Y ,

da f stetig ist, und limk→∞ g ◦ f(xk) = limk→∞ g(f(xk)) = g(f(a)) in Z, da g stetig ist.

Lemma 2.9. Sei K = R oder K = C. Die Koordinatenprojektionen

πν : Kn → K, (xi)
n
i=1 7→ xν(ν = 1, . . . , n)

sind stetig.

Beweis. Nach Lemma 2.2 ist die Konvergenz einer Folge in Rn (und genauso in Cn) äquivalent zur kom-

ponentenweisen Konvergenz. Insbesondere impliziert Konvergenz in Kn komponentenweise Konvergenz.

Das ist äquivalent zur Stetigkeit der Koordinatenprojektionen π1, . . . , πn.

Als Folgerung erhält man, dass eine Abbildung mit Werten in Kn (K = R oder K = C) genau dann

stetig ist, wenn alle Koordinatenfunktionen stetig sind.

Satz 2.10. Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X → Kn (K = R oder K = C) eine Abbildung. Die

Abbildung f ist stetig genau dann, wenn alle ihre Koordinatenfunktionen fν = πν ◦ f : X → K stetig

sind.
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Beweis. Ist f : X → Kn stetig, so sind die Koordinatenfunktionen πν ◦ f : X → K (ν = 1, . . . , n) nach

Satz 2.8 und Lemma 2.9 als Kompositionen stetiger Abbildungen stetig.

Seien umgekehrt alle Koordinatenfunktionen πν ◦ f : X → K (ν = 1, . . . , n) stetig. Ist (xk)k≥0 eine

konvergente Folge in X mit limk→∞ xk = a, so konvergiert die Folge (f(xk))k≥0 wegen

lim
k→∞

πν(f(xk)) = lim
k→∞

(πν ◦ f)(xk) = (πν ◦ f)(a) = πν(f(a)) (1 ≤ ν ≤ n)

komponentenweise in Kn gegen f(a). Nach Lemma 2.2 gilt auch limk→∞ f(xk) = f(a) in Kn.

Die Grenzwertsätze in R (oder C) besagen gerade, dass die algebraischen Operationen Addition, Multi-

plikation, Quotientenbildung stetige Abbildungen zwischen geeignet definierten metrischen Räumen sind.

Satz 2.11. Sei K = R oder K = C und K∗ = K \ {0}. Versieht man K2 = K ×K mit der euklidischen

Metrik, so sind die Abbildungen

(a) add : K ×K → K, (x, y) 7→ x+ y,

(b) m : K ×K, (x, y) 7→ x · y,

(c) q : K ×K∗ → K, (x, y) 7→ x

y

stetig.

Beweis. Sei ((xk, yk))k≥0 eine Folge mit Limes (x, y) in K × K (bzw. K × K∗). Nach Lemma 2.2 gilt

dann limk→∞ xk = x, limk→∞ yk = y in K und yk 6= 0 6= y im Falle (c). Nach den Grenzwertsätzen

aus der Analysis I folgt, dass limk→∞(xk + yk) = x + y, limk→∞(xk · yk) = x · y und im Falle (c) auch

limk→∞
xk
yk

= x
y ist. Nach Definition 2.7 bedeutet dies genau, dass die angegebenen drei Abbildungen

stetig sind.

Korollar 2.12. Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien f, g : X → K (K = R oder K = C) stetig.

Dann sind auch

(a) f + g : X → K, x 7→ f(x) + g(x), f · g : X → K, x 7→ f(x)g(x) und

(b)
f

g
: X0 = {x ∈ X; g(x) 6= 0} → K, x 7→ f(x)

g(x)

stetig.

Beweis. Nach Satz 2.10 sind die Abbildungen

(f, g) : X → K2, x 7→ (f(x), g(x))

und, wenn man K ×K∗ mit der Relativmetrik von K ×K versieht,

(f, g), X0 → K ×K∗, x 7→ (f(x), g(x))
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stetig. Nach den Sätzen 2.8 und 2.11 sind dann auch

f + g = add ◦ (f, g), f · g = m ◦ (f, g),
f

g
= q ◦ (f, g) : X0 → K

als Kompositionen stetiger Abbildungen stetig.

Beispiel 2.13. (a) Ein Monom vom Grade r auf Rn ist eine Abbildung der Form

Rn → R, (x1, . . . , xn) 7→ xk11 xk22 · · ·xknn ,

wobei k1, . . . , kn ∈ N feste Zahlen sind mit k1 + . . .+ kn = r. Eine Polynomfunktion vom Grade ≤ r

auf Rn ist eine Abbildung der Form

F : Rn → R, F (x1, . . . , xn) =
∑

(k1,...,kn)∈Nn
k1+...+kn≤r

ck1...knx
k1
1 . . . xknn ,

wobei ck1...kn fest gegebene reelle Zahlen seien. Nach Lemma 2.9 und Korollar 2.12 (endlich oft

angewendet) sind diese Funktionen stetig.

(b) Ist V ein normierter Vektorraum über K = R oder K = C, so ist die Abbildung ‖·‖ : V → R, x 7→ ‖x‖

stetig. Dies folgt direkt aus der Gültigkeit der Dreiecksungleichung nach unten (siehe die Bemerkung

zu Definition 1.3)

| ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖ (x, y ∈ V ).

Wie in der Analysis I kann man auch die Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Räumen mit

einem geeigneten ε-δ-Kriterium beschreiben.

Satz 2.14 (ε-δ-Kriterium). Sei f : X → Y eine Abbildung zwischen metrischen Räumen und sei a ∈ X.

Die Abbildung f ist stetig in a genau dann, wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert mit

f(Bδ(a)) ⊂ Bε(f(a)).

Beweis. Sei f stetig in a und sei ε > 0. Gäbe es kein δ mit der behaupteten Eigenschaft, so würde zu

jedem k ∈ N∗ ein Element xk ∈ B 1
k

(a) existieren mit f(xk) /∈ Bε(f(a)). Dann würde (xk)k≥1 gegen a

in X konvergieren, aber (f(xk))k≥1, würde nicht in Y gegen f(a) konvergieren. Dies widerspricht der

vorausgesetzten Stetigkeit von f in a.

Sei umgekehrt das angegebene ε-δ-Kriterium im Punkt a erfüllt. Konvergiert (xk)k≥0 in X gegen a und

ist ε > 0, so gibt es nach Voraussetzung ein δ > 0 mit f(Bδ(a)) ⊂ Bε(f(a)). Zu dem so gewählten δ > 0

gibt es ein k0 ∈ N mit xk ∈ Bδ(a) für alle k ≥ k0. Dann ist d(f(xk), f(a)) < ε für alle k ≥ k0. Also

konvergiert (f(xk))k≥0 in Y gegen f(a), und die Stetigkeit von f in a ist gezeigt.
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Beispiel 2.15. Sei (X, d) ein metrischer Raum und ∅ 6= A ⊂ X eine Menge. Für x ∈ X definiert man

den Abstand von x zu A durch

d(x,A) = inf
a∈A

d(x, a).

Die Funktion X → R, x 7→ d(x,A) ist stetig. Es gilt sogar

|d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y)

für alle x, y ∈ X. Zum Beweis seien x, y ∈ X beliebig. Dann gilt für alle a ∈ A

d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a).

Indem man auf beiden Seiten das Infinum bildet, erhält man

inf
a∈A

d(x, a) ≤ inf
a∈A

(d(x, y) + d(y, a)) = d(x, y) + inf
a∈A

d(y, a).

oder äquivalent

d(x,A)− d(y,A) ≤ d(x, y).

Durch vertauschen von x, y erhält man, dass auch

d(y,A)− d(x,A) ≤ d(y, x) = d(x, y)

gilt. Hieraus folgt die behauptete Ungleichung und damit auch die Stetigkeit der Abbildung X → R,

x 7→ d(x,A).

Definition 2.16 (Gleichmäßige Konvergenz ). Seien X,Y metrische Räume und seien fn : X → Y (n ∈

N), f : X → Y Abbildungen. Die Folge (fn)n≥0 konvergiert definitionsgemäß gleichmäßig auf X gegen

die Abbildung f , falls für jedes ε > 0 ein n0 ∈ N existiert so, dass für alle n ≥ n0 die Ungleichung

d(fn(x), f(x)) < ε für alle x ∈ X gilt.

Offensichtlich ist die definierende Bedingung für die gleichmäßige Konvergenz der Folge (fn)n≥0 gegen f

äquivalent dazu, dass zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N existiert mit supx∈X d(fn(x), f(x)) < ε für alle n ≥ n0.

Satz 2.17. Seien X,Y metrische Räume und seien fn : X → Y (n ∈ N), f : X → Y Abbildungen. Sind

alle fn (n ∈ N) stetig und konvergiert (fn)n∈N gleichmäßig auf X gegen f , so ist auch f : X → Y stetig.

Beweis. Sei x0 ∈ X und sei ε > 0. Da (fn)n∈N gleichmäßig gegen f konvergiert, gibt es ein n0 ∈ N mit

d(fn(x), f(x)) < ε
3 für alle x ∈ X und alle n ≥ n0. Da fn0 stetig ist in x0, gibt es nach dem ε-δ-Kriterium

ein δ > 0 mit fn0
(Bδ(x0)) ⊂ B ε

3
(fn0

(x0)). Mit der Dreiecksungleichung folgt für alle x ∈ Bδ(x0), dass

d(f(x), f(x0)) ≤ d(f(x), fn0
(x)) + d(fn0

(x), fn0
(x0)) + d(fn0

(x0), f(x0))

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

gilt. Also ist f stetig in x0.
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Für die Stetigkeit linearer Abbildungen zwischen normierten Vektorräumen gibt es andere nützliche

Kriterien.

Satz 2.18. Seien V,W normierte K-Vektorräume über K = R oder K = C. Eine lineare Abbildung

A : V →W ist stetig genau dann, wenn es eine Konstante c ≥ 0 gibt mit ‖Ax‖ ≤ c‖x‖ für alle x ∈ V .

Beweis. Sei A stetig. Da A stetig ist im Punkt x = 0 mit A0 = 0, gibt es nach dem ε-δ-Kriterium (Satz

2.14) zu ε = 1 ein δ > 0 mit ABδ(0) ⊂ B1(0). Da für alle x ∈ V \ {0}

‖Ax‖ =
2

δ
‖x‖ ‖A

(
δ

2

x

‖x‖

)
‖ ≤ 2

δ
‖x‖

gilt, ist das behauptete Stetigkeitskriterium erfüllt mit c = 2
δ . Ist umgekehrt c > 0 eine Konstante wie im

Satz und sind x0 ∈ V, ε > 0 gegeben, so gilt

‖Ax−Ax0‖ = ‖A(x− x0)‖ ≤ c‖x− x0‖ < ε

für alle x ∈ V mit ‖x− x0‖ < ε
c . Nach dem ε-δ-Kriterium ist A stetig in jedem Punkt x0 ∈ V .

Beispiele.

(a) Versieht man den R-Vektorraum C[a, b] = {f : [a, b]→ R; f ist stetig} mit der Norm (siehe Beispiel

1.7)

‖f‖[a,b] = sup
x∈[a,b]

|f(x)|,

so definiert

I : C[a, b]→ R, f →
b∫
a

f dt

eine stetige lineare Abbildung. In der Analysis I wurde gezeigt, dass das Riemann-Integral linear ist.

Die Stetigkeit von I folgt mit Satz 2.18 aus der Gültigkeit der Abschätzung

|I(f)| = |
b∫
a

f dt| ≤
b∫
a

|f |dt ≤
b∫
a

‖f‖[a,b]dt = (b− a)‖f‖[a,b],

die ebenfalls in der Analysis I (Satz 16.13(b) in [EAI]) für alle stetigen Funktionen f ∈ C[a, b] gezeigt

wurde.

(b) Sei der R-Vektorraum C1[0, 1] = {f ; f : [0, 1] → R ist stetig differenzierbar} mit der Norm ‖ · ‖[0,1]
aus Teil (a) versehen. Dann ist die Abbildung

D : C1[0, 1]→ C[0, 1], f 7→ f ′

linear, aber nicht stetig. Die Linearität ist klar. Da die Funktionen fn ∈ C1[0, 1] definiert durch

fn(x) = xn die Norm ‖fn‖[0,1] = 1 besitzen, aber die Folge der Normen

‖f ′n‖[0,1] = ‖nxn−1‖[0,1] = n (n ≥ 1)

unbeschränkt ist, folgt mit Satz 2.18, dass die Abbildung D nicht stetig ist.
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Definition 2.19. Seien V,W normierte K-Vektorräume und A : V →W eine stetige lineare Abbildung.

Dann heißt

‖A‖ = sup{‖Ax‖; ‖x‖ ≤ 1}

die Norm oder Operatornorm von A.

Nach Satz 2.18 ist ‖A‖ ∈ [0,∞). Es ist nicht schwieirig zu zeigen, dass

‖A‖ = sup{‖Ax‖; ‖x‖ < 1} = sup{‖Ax‖; ‖x‖ = 1}

gilt und dass die Operatornorm wirklich eine Norm auf dem K-Vektorraum

{A : V →W ;A ist linear und stetig}

definiert.

Lemma 2.20. Sei K = R oder C. Dann ist jede lineare Abbildung A : Kn → Km stetig.

Beweis. Da die konvergenten Folgen bezüglich der Summenmetrik d1(x, y) = ‖x−y‖1 und der euklidischen

Metrik d2(x, y) = ‖x − y‖2 sowohl in Kn als auch in Km dieselben sind (Bemerkung 1.6), genügt es zu

zeigen, dass A : Kn → Km bezüglich der Summennormen auf Kn und Km stetig ist. Da für alle

x = (xi)
n
i=1

‖Ax‖1 =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiAei

∥∥∥∥∥
1

≤
n∑
i=1

|xi| ‖Aei‖ ≤
(

max
i=1,...,n

‖Aei‖
)
‖x‖1

gilt, folgt dies direkt aus Satz 2.18. Hierbei bezeichnet ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) den i-ten kanonischen

Einheitsvektor in Kn.

Für A = (aij) ∈ M(m × n,K) sei MA : Kn → Km, x 7→ Ax =
(∑n

j=1 aijxj

)
1≤i≤m

der Operator der

Multiplikation mit der (m×n)-Matrix A. Wie immer, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes vorausgesetzt

wird, seien die K-Vektorräume Kn,Km mit ihrer euklidischen Norm versehen.

Lemma 2.21. Seien m,n ∈ N∗. Durch

‖ · ‖ : M(m× n,K)→ R, ‖A‖ = ‖MA‖ = sup
‖x‖≤1

‖MAx‖

wird eine Norm auf M(m× n,K) definiert. Es gilt

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖

für alle A ∈M(m× n,K) und x ∈ Kn.

Beweis. Nach Lemma 2.20 ist ‖A‖ ∈ [0,∞). Für A,B ∈M(m× n,K) und λ ∈ K gilt

‖λA‖ = sup
‖x‖≤1

‖(λA)x‖ = sup
‖x‖≤1

|λ| ‖Ax‖ = |λ| sup
‖x‖≤1

‖Ax‖ = |λ| ‖A‖
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und

‖A+B‖ = sup
‖x‖≤1

‖(A+B)x‖ ≤ sup
‖x‖≤1

(‖Ax‖+ ‖Bx‖) ≤ sup
‖x‖≤1

‖Ax‖+ sup
‖x‖≤1

‖Bx‖ = ‖A‖+ ‖B‖.

Für x ∈ Kn \ {0} gilt

‖Ax‖ = ‖A
(

x

‖x‖

)
‖ ‖x‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖.

Insbesondere ist A = 0 genau dann, wenn ‖A‖ = 0 ist. Damit sind alle Behauptungen bewiesen.

Bemerkung 2.22. Für A = (aij) ∈M(m× n,K) gilt

max{|aij |; 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} ≤ ‖A‖ ≤
√
mnmax{|aij |; 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}.

Zum Beweis der ersten Ungleichung beachte man, dass für alle 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n gilt

‖A‖ ≥ ‖Aej‖ = ‖(aµj)1≤µ≤m‖ ≥ |aij |.

Sei α = max{|aij |; 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}. Für x = (xi) ∈ Kn mit ‖x‖ ≤ 1 und y = (yi) = Ax ∈ Km

folgt mit Bemerkung 1.6 und Beispiel 1.5(a), dass

|yi| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|aij | |xj | ≤ ‖(aij)1≤j≤n‖2‖x‖2

≤
√
n max
j=1,...,n

|aij | ≤
√
nα

für alle i = 1, . . . ,m gilt. Also ist ‖y‖2 ≤
√
mmaxi=1,...,m |yi| ≤

√
nmα. Damit ist auch die zweite

Ungleichung bewiesen. Als Anwendung dieser beiden Ungleichungen erhält man, dass eine Folge von

Matrizen in M(m×n,K) genau dann konvergiert, wenn sie koeffizientenweise konvergiert, und dass eine

Funktion von einem metrischen Raum mit Werten in M(m × n,K) genau dann stetig ist, wenn alle

Koeffizientenfunktionen als K-wertige Abbildungen stetig sind.

Satz 2.23. Eine Abbildung f : X → Y zwischen metrischen Räumen X und Y ist genau dann stetig,

wenn für jede offene Menge V ⊂ Y das Urbild
−1
f (V ) ⊂ X von V unter f eine offene Teilmenge von X

ist.

Beweis. Sei f : X → Y stetig und seien V ⊂ Y offen, x ∈
−1
f (V ). Da V offen ist, gibt es ein ε > 0 mit

Bε(f(x)) ⊂ V . Nach dem ε-δ-Kriterium der Stetigkeit (Satz 2.14) gibt es zu ε ein δ > 0 mit f(Bδ(x)) ⊂

Bε(f(x)). Also haben wir zu jedem Punkt x ∈
−1
f (V ) ein δ > 0 gefunden mit Bδ(x) ⊂

−1
f (V ). Damit ist

die Offenheit von
−1
f (V ) gezeigt.

Sei umgekehrt das Urbild jeder offenen Teilmenge V ⊂ Y unter f offen in X. Für x ∈ X und ε > 0 ist

dann die durch U =
−1
f (Bε(f(x)) definierte Menge U offen in X. Wegen x ∈ U gibt es ein δ > 0 mit

Bδ(X) ⊂ U . Dann folgt aber f(Bδ(x)) ⊂ f(U) ⊂ Bε(f(x)), und die Stetigkeit von f in jedem Punkt

x ∈ X ist gezeigt.
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3 Kompaktheit

In der Analysis I zeigt man, dass stetige Funktionen f : [a, b] → R auf abgeschlossenen, beschränkten

Intervallen [a, b] gleichmäßig stetig und beschränkt sind und dass sie ihr Supremum und Infimum anneh-

men. Wir wollen als nächstes zeigen, dass diese Sätze in viel allgemeineren Situationen richtig bleiben.

Sei im Folgenden (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 3.1. Sei A ⊂ X. Unter einer offenen Überdeckung von A versteht man eine Familie (Ui)i∈I

offener Mengen Ui ⊂ X mit

A ⊂
⋃
i∈I

Ui

und beliebiger Indexmenge I.

Welche Eigenschaft von Intervallen der Form [a, b] braucht man, um die oben erwähnten Sätze aus der

Analysis I zu beweisen?

Definition 3.2 (Kompaktheit). Eine Menge K ⊂ X heißt kompakt, falls für jede offene Überdeckung

(Ui)i∈I von K endlich viele Indizes i1, . . . , ik ∈ I existieren mit K ⊂ Ui1 ∪ . . . ∪ Uik .

Beispiele 3.3. (a) Ist limk→∞ xk = x in (X, d), so ist die Menge K = {xk; k ∈ N}∪{x} ⊂ X kompakt.

Denn ist (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von K, so gibt es ein j ∈ I mit x ∈ Uj und dazu einen Index

k0 ∈ N mit xk ∈ Uj für alle k > k0. Für k = 0, . . . , k0 gibt es Indizes i0, . . . , ik0 ∈ I mit xk ∈ Uik für

k = 0, . . . , k0. Dann ist aber K ⊂ Ui0 ∪ . . . ∪ Uik0 ∪ Uj .

(b) Die Teilmenge A = { 1n ; n ∈ N∗} ⊂ R ist nicht kompakt. Denn die offenen Mengen U1 =] 12 , 2[, Un =

] 1
n+1 ,

1
n−1 [ (n ≥ 2) bilden eine offene Überdeckung von A. Da Un ∩ A = { 1n} ist für alle n ∈ N∗,

enthält (Un)n≥1 keine endliche Teilüberdeckung der Menge A.

Der nächste Satz zeigt insbesondere, dass abgeschlossene, beschränkte Intervalle [a, b] ⊂ R kompakt sind.

Satz 3.4. Seien aν , bν ∈ R mit aν ≤ bν für ν = 1, . . . , n. Dann ist die Menge Q =
∏n
ν=1[aν , bν ] ⊂ Rn

kompakt.

Beweis. Sei (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von Q. Wir nehmen an, dass diese Überdeckung keine

endliche Teilüberdeckung von Q enthält. Unter dieser Annahme definieren wir rekursiv eine Folge (Qk)k≥0

abgeschlossener Quader Qk ⊂ Rn so, dass Q0 = Q ist und für alle k ≥ 0 gilt (i) Qk ⊂ Qk−1,

(ii) Qk kann nicht durch endlich viele Ui (i ∈ I) überdeckt werden,

(iii) diam(Qk) = 2−kdiam(Q).

Dabei sei definitionsgemäß Q−1 = Rn. Dazu definieren wir Q0 = Q. Sind Q0, . . . , Qm gewählt mit (i)-(iii)

für k = 0, . . . ,m und ist Qm = I1× . . .× Im mit geschlossenen Intervallen Iν ⊂ R, so stellen wir Iν durch

Halbieren dar als Vereinigung

Iν = I1ν ∪ I2ν
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zweier abgeschlossener Intervalle halber Länge und definieren für s = (s1, . . . , sn) ∈ {1, 2}n

Qsm = Is11 × . . .× Isnn .

Dann ist

Qm =
⋃

(Qsm; s ∈ {1, 2}n)

und jede der Mengen Qsm ist ein abgeschlossener Quader mit

diam(Qsm) =

(
n∑
ν=1

Länge (Isνν )2

)1/2

=
1

2
diam(Qm) =

1

2m+1
diam(Q).

Da Q nicht durch endlich viele der Mengen Ui (i ∈ I) überdeckt werden kann, gilt dasselbe für mindestens

einen der Quader Qsm (s ∈ {1, 2}n). Wähle ein solches s und setze Qm+1 = Qsm. Damit ist die rekursive

Definition abgeschlossen.

Nach dem Schachtelungsprinzip (Satz 2.6) gibt es ein x ∈ Rn mit

{x} =
⋂
k≥0

Qk.

Wegen x ∈ Q gibt es ein i0 ∈ I und ein ε > 0 mit x ∈ Bε(x) ⊂ Ui0 . Zu ε > 0 existiert ein k0 ∈ N mit

diam(Qk0) < ε. Dann ist aber

x ∈ Qk0 ⊂ Bε(x) ⊂ Ui0

im Widerspruch zur Wahl der Quader Qk. Also war die Annahme falsch, und die Kompaktheit von Q ist

gezeigt.

Lemma 3.5. (a) Ist K ⊂ X kompakt und ist A ⊂ X abgeschlossen mit A ⊂ K, so ist A kompakt.

(b) Ist K ⊂ X kompakt, so ist K ⊂ X abgeschlossen.

Beweis. (a) Seien K und A wie in Teil (a) beschrieben. Ist (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von A, so ist

K ⊂ (X \ A) ∪
⋃
i∈I Ui. Da K kompakt ist und da auch die Menge X \ A offen ist, gibt es i1, . . . , ir ∈ I

mit K ⊂ (X \A) ∪ Ui1 ∪ . . . ∪ Uir . Dann ist aber A ⊂ Ui1 ∪ . . . ∪ Uir .

(b) Sei K ⊂ X kompakt und sei a ∈ X \ K. Nach Satz 1.12 gibt es zu jedem Punkt x ∈ K offene

Umgebungen Ux von x und Vx von a mit Ux ∩ Vx = ∅. Da K kompakt ist, gibt es endliche viele

x1, . . . , xr ∈ K mit K ⊂ Ux1 ∪ . . . ∪ Uxr . Dann ist V =
⋂r
i=1 Vxi eine offene Umgebung von a mit

V ⊂ X \K. Also enthält X \K zusammen mit jedem Punkt a noch eine ganze offene Umgebung von a.

Damit ist die Offenheit von X \K gezeigt.

Definition 3.6. Eine Menge A ⊂ Rn heißt beschränkt, falls

sup{‖x‖; x ∈ A} <∞

ist. Eine einfache Charakterisierung kompakter Mengen in Rn gibt der Satz von Heine-Borel.
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Satz 3.7 (Satz von Heine-Borel). Eine Menge K ⊂ Rn ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen

und beschränkt ist.

Beweis. Sei K ⊂ Rn kompakt. Nach Lemma 3.5 ist K ⊂ Rn abgeschlossen. Da K ⊂
⋃
k∈N∗ Bk(0) eine

offene Überdeckung von K bildet, existiert ein k0 ∈ N mit K ⊂ Bk0(0). Also ist K auch beschränkt.

Sei umgekehrt K ⊂ Rn abgeschlossen und beschränkt. Dann ist

c = sup
x∈K
‖x‖ <∞

und K ist enthalten in dem abgeschlossenen Quader Q = [−c, c]× . . .× [−c, c] ⊂ Rn. Da Q nach Satz 3.4

kompakt ist und K ⊂ Rn nach Voraussetzung abgeschlossen ist, folgt mit Teil (a) von Lemma 3.5, dass

K ⊂ Rn kompakt ist.

Man kann zeigen, dass in jedem unendlich dimensionalen normierten Raum abgeschlossene, beschränkte

Mengen existieren, die nicht kompakt sind. Dies beweist man etwa in der Funktionalanalysis.

Satz 3.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist K ⊂ X kompakt, so hat jede Folge in K eine konvergente

Teilfolge mit Limes in K.

Beweis. Sei K ⊂ X kompakt und sei (xk)k≥0 eine Folge in K. Hätte (xk)k≥0 keine konvergente Teilfolge

mit Limes in K, so gäbe es für jeden Punkt x ∈ K eine offene Umgebung Ux von x so, dass die Menge

{k ∈ N; xk ∈ Ux}

endlich ist. Denn sonst könnte man rekursiv eine Teilfolge von (xk) mit Limes x ∈ K definieren. Da K

kompakt ist, gibt es endlich viele x1, . . . , xr ∈ K mit K ⊂ Ux1 ∪ . . . ∪ Uxr . Dann wäre aber die Menge

N = {k ∈ N; xk ∈ K} endlich. Dieser Widerspruch beendet den Beweis.

Bemerkung.

Man kann zeigen, dass auch die Umkehrung der Implikation aus Satz 3.8 gilt. Im Rn ist dies mit Hilfe

des Satzes von Heine-Borel sehr einfach. Für beliebige metrische Räume beweist man die Umkehrung in

der Topologie oder Funktionalanalysis.

Korollar 3.9 (Satz von Bolzano-Weierstraß in Rn). Jede beschränkte Folge in Rn hat eine konvergente

Teilfolge.

Beweis. Sei (xk)k∈N eine beschränkte Folge. Dann ist r = supk∈N ‖xk‖ < ∞ und (xk)k∈N ist eine Folge

in Br(0). Da diese Menge nach dem Satz von Heine-Borel kompakt ist, hat (xk)k∈N nach Satz 3.8 eine

konvergente Teilfolge mit Limes in Br(0).

Genau wie der Satz von Heine-Borel, der im obigen Beweis benutzt wurde, gilt der Satz von Bolzano-

Weierstraß in keinem unendlich dimensionalen normierten Raum.
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Der Satz über die Beschränktheit stetiger Funktionen f : [a, b] → R auf abgeschlossenen, endlichen

Intervallen [a, b] ⊂ R ist ein Spezialfall des nächsten Ergebnisses.

Satz 3.10. Sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Räumen. Für jede kompakte

Menge K ⊂ X ist f(K) ⊂ Y kompakt.

Beweis. Sei (Vi)i∈I eine offene Überdeckung von f(K). Nach Satz 2.23 sind alle Urbilder
−1
f (Vi) ⊂ X

(i ∈ I) offen. Da die Vereinigung dieser Mengen K enthält, gibt es i1, . . . , ir ∈ I mit

K ⊂
−1
f (Vi1) ∪ . . .∪

−1
f (Vir ).

Dann ist f(K) ⊂ Vi1 ∪ . . . ∪ Vir . Also enthält jede offene Überdeckung von f(K) eine endliche Teilüber-

deckung, und f(K) ist definitionsgemäß kompakt.

Reellwertige stetige Abbildungen auf einer kompakten Menge nehmen ihr Supremum und Infimum an.

Korollar 3.11. Sei K ⊂ X kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X und sei f : K → R stetig.

Dann ist f beschränkt und es gibt Punkte a, b ∈ K mit

f(a) = min f(K), f(b) = max f(K).

Beweis. Versieht man K mit der Relativmetrik dK = d|K×K (siehe Beispiel 1.2(c)), so wird f : K → R

zu einer stetigen Abbildung auf dem metrischen Raum (K, dK). Es ist sehr einfach zu sehen, dass die

Kompaktheit von K ⊂ X als Teilmenge des metrischen Raumes (X, d) äquivalent zur Kompaktheit von

K als Teilmenge des metrischen Raumes (K, dK) ist. Also folgt mit Satz 3.10, dass f(K) ⊂ R kompakt

ist. Nach Korollar 3.7 ist f(K) ⊂ R beschränkt und abgeschlossen. Da man das Supremum und Infimum

einer Teilmenge M ⊂ R immer als Grenzwerte geeigneter Folgen aus M darstellen kann, gibt es Folgen

(yk)k≥0, (zk)k≥0 in f(K) mit

lim
k→∞

yk = inf f(K), lim
k→∞

zk = sup f(K).

Da f(K) ⊂ R abgeschlossen ist, folgt mit Satz 2.3, dass a, b ∈ K existieren mit f(a) = inf f(K) und

f(b) = sup f(K).

In der Analysis I zeigt man, dass jede stetige Abbildung f : [a, b] → R auf einem abgeschlossenen,

beschränkten Intervall [a, b] ⊂ R gleichmäßig stetig ist. Auch für diesen Satz ist die Kompaktheit des

Definitionsbereiches die entscheidende Eigenschaft.

Definition 3.12. Seien X,Y metrische Räume. Eine Abbildung f : X → Y heißt gleichmäßig stetig,

falls für jedes ε > 0 ein δ > 0 existiert mit d(f(x), f(y)) < ε für alle x, y ∈ X mit d(x, y) < δ.

Satz 3.13. Seien X,Y metrische Räume und sei K ⊂ X kompakt. Dann ist jede stetige Abbildung

f : K → Y gleichmäßig stetig (Hierbei sei K mit der Relativmetrik von X versehen).
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Beweis. Sei K ⊂ X kompakt und f : K → Y stetig. Wäre f nicht gleichmäßig stetig, so würde es

ein ε > 0 geben so, dass für jedes δ > 0 Elemente x, y ∈ K existieren würden mit d(x, y) < δ, aber

d(f(x), f(y)) ≥ ε. Insbesondere könnte man Folgen (xk)k≥1 (yk)k≥1 in K wählen mit d(xk, yk) < 1
k und

d(f(xk), f(yk)) ≥ ε für alle k ≥ 1. Nach Satz 3.8 hätte die Folge (xk)k≥1 eine konvergente Teilfolge

(xkn)n≥1 mit Limes x ∈ K. Wegen

d(x, ykn) ≤ d(x, xkn) + d(xkn , ykn)
n−→ 0

konvergiert auch die Folge (ykn)n≥1 gegen x. Aus der Stetigkeit von f in x folgt, dass limn→∞ f(xkn) =

f(x) = limn→∞ f(ykn). Dies ist nicht möglich, da für alle n ∈ N

0 < ε ≤ d(f(xkn), f(ykn)) ≤ d(f(xkn), f(x)) + d(f(x), f(ykn))

gilt und die rechte Seite als Folge in n gegen 0 konvergiert. Also war unsere Annahme falsch und die

gleichmäßige Stetigkeit von f ist gezeigt.
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4 Kurven im Rn

Sei I ⊂ R ein beliebiges Intervall (offen, halboffen, abgeschlossen, beschränkt oder unbeschränkt), das

mindestens einen Punkt enthält.

Definition 4.1. (a) Unter einer Kurve im Rn versteht man eine stetige Abbildung f : I → Rn, die als

Definitionsbereich ein Intervall I wie oben besitzt.

(b) Eine Kurve f = (f1, . . . , fn) : I → Rn heißt differenzierbar (stetig differenzierbar), falls alle Koordi-

natenfunktionen fν : I → R differenzierbar (stetig differenzierbar) sind.

Beispiele 4.2. (a) Seien a ∈ Rn und v ∈ Rn \ {0}. Die Kurve

f : R→ Rn, f(t) = a+ tv

beschreibt eine Gerade im Rn durch den Punkt a in Richtung v.

(b) Sei r > 0. Es gilt (Korollar 13.11 in [EAI])

{(x, y) ∈ R2; ‖(x, y)‖ = r} = {(r cos t, r sin t); t ∈ [0, 2π]}.

Dies ist die Bildmenge der Kurve f : [0, 2π]→ R2, f(t) = (r cos t, r sin t).

(c) Seien r > 0, c ∈ R \ {0}. Die Kurve

f : R→ R3, f(t) = (r cos t, r sin t, ct)

beschreibt eine Schraubenlinie im R3 um die x3-Achse.

(d) Sei ϕ : I → R stetig. Dann ist der Graph von ϕ die Bildmenge der Kurve

f : I → R2, f(t) = (t, ϕ(t)).

Definition 4.3. Sei f : I → Rn eine Kurve und sei x ∈ Rn.

(a) Man nennt x einen Doppelpunkt der Kurve f , wenn es t1, t2 ∈ I mit t1 6= t2 und f(t1) = x = f(t2)

gibt.

(b) Ist f differenzierbar und t ∈ I, so nennt man

f ′(t) = (f ′1(t), . . . , f ′n(t))

den Tangentialvektor von f zum Parameterwert t und

f ′(t)

‖f ′(t)‖
( falls f ′(t) 6= 0 ist)

den Tangenten-Einheitsvektor von f zum Parameterwert t.
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(c) Sei f stetig differenzierbar und t0 ∈ I. Dann heißt f regulär, wenn f ′(t) 6= 0 ist für alle t ∈ I. Man

nennt t0 singulären Parameterwert, falls f ′(t0) = 0 ist.

Beispiele 4.4. (a) Ist f : I → Rn differenzierbar und ist f(t1) = x = f(t2) mit t1 6= t2, so kann

natürlich f ′(t1) 6= f ′(t2) gelten. So ist etwa f : R → R2, f(t) = (t2 − 1, t3 − t) stetig differenzierbar

mit f(1) = (0, 0) = f(−1) und wegen f ′(t) = (2t, 3t2 − 1) ist f ′(1) = (2, 2) 6= (−2, 2) = f ′(−1).

(b) (Neilsche Parabel) Die stetig differenzierbare Kurve

f : R→ R2, f(t) = (t2, t3)

hat t = 0 als einzigen singulären Parameterwert, denn f ′(t) = (2t, 3t2). Man prüft leicht nach, dass

f(R) = {(x, y) ∈ R2; x ≥ 0 und y = ±x 3
2 }.

Definition 4.5. Seien f : I1 → Rn, g : I2 → Rn reguläre Kurven und seien t1 ∈ I1, t2 ∈ I2 mit

f(t1) = g(t2). Die eindeutige Zahl (Satz 13.13 in [EAI]) θ ∈ [0, π] mit

cos θ =
〈f ′(t1), g′(t2)〉
‖f ′(t1)‖ ‖g′(t2)‖

heißt der Schnittwinkel zwischen f und g bei den Parametern t1 und t2.

In Definition 4.5 bezeichnet

〈·, ·〉 : Rn × Rn → R, 〈x, y〉 =

n∑
i=1

xiyi

das kanonische Skalarprodukt auf Rn. Nach Beispiel 1.5(a) gilt

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

für alle x, y ∈ Rn.

Sei f : [a, b] → Rn eine Kurve (a, b ∈ R mit a < b). Für jede Teilung T = (ti)
k
i=0 von [a, b], das heißt

Punkte ti mit a = t0 < t1 < . . . < tk = b, nennen wir

L(f, T ) =

k∑
i=1

‖f(ti)− f(ti−1)‖

die Länge des durch die Folge (f(ti))
k
i=0 definierten Polygonzuges.

Definition 4.6. Eine Kurve f : [a, b]→ Rn heißt rektifizierbar, falls es eine Zahl L ∈ R gibt so, dass für

jedes ε > 0 ein δ > 0 existiert mit |L− L(f, T )| < ε für jede Teilung T von [a, b] mit Feinheit ω(T ) < δ.

In diesem Fall heißt L die Länge oder Bogenlänge von f (geschrieben L(f)). Hierbei ist die Feinheit oder

Spurweite einer Teilung T = (ti)
k
i=0 von [a, b] definiert durch ω(T ) = maxi=1,...,k(ti − ti−1) (Definition

16.10 in [EAI]).
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Lemma 4.7. Sei f : [a, b]→ Rn eine Kurve. Seien S = (si)
k
i=0 und T = (tj)

m
j=0 Teilungen von [a, b]. Ist

S feiner als T (das heißt tj = sij für geeignete 0 = i0 < i1 < . . . < im = k), so ist

L(f, T ) ≤ L(f, S).

Beweis. Die Behauptung folgt als Anwendung der Dreiecksungleichung

L(f, T ) =

m∑
j=1

‖f(tj)− f(tj−1)‖ =

m∑
j=1

∥∥∥∥∥∥
ij∑

ν=ij−1+1

f(sν)− f(sν−1)

∥∥∥∥∥∥
≤

m∑
j=1

ij∑
ν=ij−1+1

‖f(sν)− f(sν−1)‖ = L(f, S).

Satz 4.8. Sei f : [a, b] → Rn eine Kurve (a, b ∈ R mit a < b). Dann ist f rektifizierbar genau dann,

wenn das Supremum

s = sup{L(f, T ); T Teilung von [a, b]}

endlich ist. In diesem Fall ist L(f) = s.

Beweis. Sei f rektifizierbar. Sei ε > 0 und T eine Teilung von [a, b]. Zu ε wähle man ein δ > 0 wie in

Definition 4.6. Dann gibt es eine Teilung S, die feiner ist als T , mit ω(S) < δ. Mit Lemma 4.7 folgt, dass

L(f, T ) ≤ L(f, S) ∈ ]L(f)− ε, L(f) + ε[.

Da T eine beliebige Teilung von [a, b] ist, können wir schließen, dass

L(f) + ε ≥ s ≥ L(f, S) > L(f)− ε.

Da ε > 0 beliebig ist, folgt hieraus, dass s = L(f) ist.

Sei umgekehrt das Supremum s < ∞ und sei ε > 0 beliebig. Dann gibt es eine Teilung S = (sj)
m
j=0 mit

L(f, S) > s− ε
2 . Da f nach Satz 3.13 gleichmäßig stetig ist, gibt es ein δ > 0 mit δ < minj=1,...,m(sj−sj−1)

so, dass

‖f(t)− f(s)‖ < ε/4m

ist für alle s, t ∈ [a, b] mit |s − t| < δ. Sei T = (ti)
k
i=0 eine beliebige Teilung von [a, b] mit ω(T ) < δ und

sei

I = {i ∈ {1, . . . , k}; ]ti−1, ti[ ∩ {s0, . . . , sm} 6= ∅}.

Dann gibt es zu jedem i ∈ I genau einen Index ji ∈ {0, . . . ,m} mit sji ∈ ]ti−1, ti[. Mit Lemma 4.7 erhalten

wir

L(f, S) ≤
∑

i=1,...,k
i/∈I

‖f(ti)− f(ti−1)‖+
∑
i∈I

(‖f(ti)− f(sji)‖+ ‖f(sji)− f(ti−1)‖) .
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Die Summanden in der zweiten Summe schätzen wir ab nach oben gegen

‖f(ti)− f(ti−1)‖+ 2‖f(sji)− f(ti−1)‖

und erhalten

L(f, S) ≤ L(f, T ) + 2(m− 1)(ε/4m) < L(f, T ) +
ε

2
.

Insgesamt folgt, dass

s ≥ L(f, T ) ≥ L(f, S)− ε

2
> s− ε.

Damit ist gezeigt, dass f rektifizierbar ist und dass L(f) = s ist.

Das in Satz 4.8 gebildete Supremum s nennt man auch die totale Variation der Funktion f . Für stetig

differenzierbare Kurven lässt sich die Länge als Riemann-Integral der Funktion ‖f ′‖ berechnen.

Satz 4.9. Jede stetig differenzierbare Kurve f : [a, b]→ Rn ist rektifizierbar mit

L(f) =

b∫
a

‖f ′(t)‖dt.

Beweis. Sei f : [a, b]→ Rn stetig differenzierbar und sei ε > 0. Da die Funktionen f ′1, . . . , f
′
n gleichmäßig

stetig sind, gibt es ein δ > 0 mit

|f ′ν(t)− f ′ν(s)| < ε/(
√
n(b− a))

für s, t ∈ [a, b] mit |s− t| < δ und ν = 1, . . . , n. Sei T = (ti)
k
i=0 eine Teilung von [a, b] mit ω(T ) < δ und

sei i ∈ {1, . . . , k}. Es genügt zu zeigen, dass die Zahl

∆i =

∣∣∣∣∣∣ ‖f(ti)− f(ti−1)‖ −
ti∫

ti−1

‖f ′(t)‖dt

∣∣∣∣∣∣
kleiner als (ε/b− a) (ti− ti−1) ist. Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 15.4 in

[EAI]) angewendet auf die Funktionen fν |[ti−1,ti] gibt es Zahlen τ1, . . . , τn ∈ ]ti−1, ti[ mit

f(ti)− f(ti−1) = (ti − ti−1) (f ′ν(τν))nν=1.

Da die Funktion ‖f ′‖ stetig ist (Beispiel 2.13(b)), erlaubt es der 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung

(Satz 16.14 in [EAI]), eine Zahl τ ∈ [ti−1, ti] zu wählen mit

ti∫
ti−1

‖f ′(t)‖dt = ‖f ′(τ)‖(ti − ti−1).
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Mit Bemerkung 1.6 und der Dreiecksungleichung nach unten folgt die gewünschte Abschätzung

∆i = | ‖(f ′ν(τν))nν=1‖ − ‖f ′(τ)‖ | (ti − ti−1)

≤ ‖(f ′ν(τν)− f ′ν(τ))nν=1‖(ti − ti−1)

≤
√
n max
ν=1,...,n

|f ′ν(τν)− f ′ν(τ)|(ti − ti−1)

< (ε/(b− a))(ti − ti−1).

Summieren über i = 1, . . . , k liefert, dass |L(f, T ) −
∫ b
a
‖f ′‖dt| < ε ist. Da T eine beliebige Teilung mit

ω(T ) < δ ist, folgt die Behauptung.

Beispiele 4.10. (a) Seien T > 0, c ∈ R und r > 0. Die Länge der Schraubenlinie

f : [0, T ]→ R3, f(t) = (r cos t, r sin t, ct)

ist gegeben durch

L(f) =

T∫
0

‖f ′(t)‖dt =

T∫
0

√
(−r sin t)2 + (r cos t)2 + c2dt

=

T∫
0

√
r2 + c2dt = T

√
r2 + c2.

(b) (Zykloide) Wir beschreiben die Kurve im R2 = {(x, y); x, y ∈ R}, die ein fester Punkt P auf einem

Rad mit Radius r = 1 beim Abrollen auf der x-Achse beschreibt. Sei dazu

M = (0, 1)

der Mittelpunkt des Rades zu Beginn und P der Punkt auf dem Rad, der zu Beginn die x-Achse

berührt. Nachdem das Rad sich um den Winkel t gedreht hat, habe der Punkt P die Koordinaten

P (t) = (x(t), y(t)). Dann gilt (§ 13 in [EAI])

x(t) = t− cos(t− π
2 ) = t− sin t

y(t) = 1 + sin(t− π
2 ) = 1− cos t.

Die Kurve P : R→ R2, P (t) = (t− sin t, 1− cos t) ist stetig differenzierbar mit

L(P |[0,2π]) =

2π∫
0

‖P ′(t)‖ dt =

2π∫
0

√
(1− cos t)2 + sin2 t dt =

2π∫
0

√
2− 2 cos t dt.

Wegen 2− 2 cos t = 2
(
1− cos

(
2 t2
))

= 2
(
1− cos2 t

2 + sin2 t
2

)
= 4 sin2

(
t
2

)
folgt

L(P |[0,2π]) =

2π∫
0

2 sin
t

2
dt = −4 cos

t

2
|2π0 = 4− (−4) = 8.
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Definition 4.11 (Parametertransformationen). Seien [a, b] und [α, β] abgeschlossene Intervalle endlicher

positiver Länge in R.

(a) Eine stetige bijektive Abbildung ϕ : [α, β]→ [a, b] nennt man auch Parametertransformation.

(b) Eine Abbildung wie in (a) heißt C1-Parametertransformation, falls ϕ und ϕ−1 stetig differenzierbar

sind.

Bemerkung 4.12. (a) Ist ϕ : [α, β]→ [a, b] eine Parametertransformation, so ist ϕ−1 stetig (Sätze 11.2

und 11.4 in [EAI]).

(b) Ist ϕ : [α, β] → [a, b] eine stetig differenzierbare Parametertransformation, so ist ϕ eine C1-

Parametertransformation genau dann, wenn ϕ′(t) 6= 0 ist für alle t ∈ [α, β]. Die Notwendigkeit dieser

Bedingung folgt aus der Kettenregel

1 = (ϕ ◦ ϕ−1)′(t) = ϕ′(ϕ−1(t)) (ϕ−1)′(t) (t ∈ [a, b]).

Die umgekehrte Implikation folgt aus dem Satz über die Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen (Satz

14.12 in [EAI]).

(c) Ist ϕ : [α, β]→ [a, b] eine Parametertransformation, so ist (Satz 11.2 in [EAI]) ϕ entweder streng mo-

noton wachsend oder streng monoton fallend. Im ersten Fall nennt man ϕ orientierungstreu, im zweiten

Fall orientierungsumkehrend. Ist ϕ : [α, β] → [a, b] eine C1-Parametertransformation, so ist (Satz 15.6

in [EAI]) ϕ orientierungstreu genau dann, wenn ϕ′(t) > 0 für alle t ∈ [α, β] ist, orientierungsumkehrend

genau dann, wenn ϕ′(t) < 0 für alle t ∈ [α, β] ist. Wir definieren das Vorzeichen der Parametertransfor-

mation ϕ durch

ε(ϕ) = 1, falls ϕ orientierungstreu ist,

ε(ϕ) = −1, falls ϕ orientierungsumkehrend ist.

(d) Sei f : [a, b]→ Rn eine stetig differenzierbare Kurve, ϕ : [α, β]→ [a, b] eine C1-Parametertrans-

formation und g : [α, β]→ Rn, g(τ) = f(ϕ(τ)).

(i) Die Tangentialvektoren

g′(τ) = ϕ′(τ)f ′(ϕ(τ))

von g in τ und f in ϕ(τ) unterscheiden sich um die Zahl ϕ′(τ) ∈ R \ {0}. Im Falle g′(τ) 6= 0

(äquivalent f ′(ϕ(τ)) 6= 0) gilt

g′(τ)

‖g′(τ)‖
=

ϕ′(τ)

|ϕ′(τ)|
f ′(ϕ(τ))

‖f ′(ϕ(τ))‖
= ε(ϕ)

f ′(ϕ(τ))

‖f ′(ϕ(τ))‖
.
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(ii) Die Länge einer stetig differenzierbaren Kurve ändert sich durch Umparamerisieren mit einer C1-

Parametertransformation nicht

L(g) =

β∫
α

‖g′(τ)‖dt =

β∫
α

‖f ′(ϕ(τ))‖ε(ϕ)ϕ′(τ)dτ

= ε(ϕ)

ϕ(β)∫
ϕ(α)

‖f ′(t)‖dt =

b∫
a

‖f ′(t)‖dt = L(f).

Dabei haben wir Teil (c) benutzt und die Substitutionsregel (Satz 17.10 in [EAI]).

(iii) Seien fi : [ai, bi] → Rn (i = 1, 2) reguläre Kurven, ti ∈ [ai, bi] Parameter mit f1(t1) = f2(t2) und

ϕi : [αi, βi]→ [ai, bi] (i = 1, 2) C1-Parametertransformationen. Setze τi = ϕ−1i (ti) und

gi = fi ◦ ϕi : [αi, βi]→ Rn

für i = 1, 2. Dann ist g1(τ1) = g2(τ2) und für die Schnittwinkel θ von f1, f2 in t1, t2 und θ′ von g1, g2

in τ1, τ2 gilt nach (i)

cos θ′ =
〈g′(τ1), g′(τ2)〉
‖g′(τ1)‖ ‖g′(τ2)‖

= ε(ϕ1)ε(ϕ2)
〈f ′(t1), f ′(t2)〉
‖f ′(t1)‖ ‖f ′(t2)‖

= ε(ϕ1)ε(ϕ2) cos θ.

Also ist θ = θ′, falls ϕ1 und ϕ2 beide orientierungstreu oder orientierungsumkehrend sind, und

θ′ = θ − π sonst.
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5 Partielle Ableitungen

Sei U ⊂ Rn eine Menge und f : U → R, (x1, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xn) eine Funktion. Man nennt die

Menge

G(f) = {(x, f(x)); x ∈ U} ⊂ Rn+1

den Graphen von f . Die Mengen

Nf (c) = {x ∈ U ; f(x) = c} (c ∈ R)

heißen die Niveaumengen von f .

Für i = 1, . . . , n bezeichne ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) den i-ten kanonischen Basisvektor des Rn.

Definition 5.1. Seien U ⊂ Rn offen und x ∈ U ein Punkt in U . Eine Funktion f : U → R heißt in x

partiell differenzierbar bezüglich der i-ten Koordinate, falls der Limes

Dif(x) = lim
h→0
h6=0

f(x+ hei)− f(x)

h
∈ R

existiert. Man nennt Dif(x) die i-te partielle Ableitung von f in x. Statt Dif(x) schreibt man auch

∂f
∂xi

(x) oder ∂if(x).

Bemerkung 5.2. In der Situation von Definition 5.1 gilt:

(a) Die Menge {h ∈ R; x+ hei ∈ U} ist eine offene Umgebung von 0 in R (Satz 2.23).

(b) Die Funktion f ist partiell differenzierbar in x bezüglich der i-ten Koordinate genau dann, wenn die

Funktion fi : {t ∈ R; (x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn) ∈ U} → R,

t 7→ f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xn)

differenzierbar in xi ist (vgl. Bemerkung 14.2 in [EAI]). In diesem Fall gilt

f ′i(xi) = lim
h→0
h6=0

fi(xi + h)− fi(xi)
h

= Dif(x).

(c) Teil (b) impliziert, dass für die i-ten partiellen Ableitungen dieselben Rechenregeln (Summen-,

Produkt-, Quotientenregel) gelten wie für Ableitungen von Funktionen einer reellen Variablen (Satz 14.8

in [EAI]).

Definition 5.3. Seien U ⊂ Rn offen und f : U → R eine Funktion. Man nennt f

(a) partiell differenzierbar, wenn Dif(x) in jedem Punkt x ∈ U für alle i = 1, . . . , n existiert,

(b) stetig partiell differenzierbar, falls zusätzlich die Funktionen

Dif : U → R, x 7→ Dif(x) (i = 1, . . . , n)

stetig sind.
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Statt Dif schreibt man auch ∂f
∂xi

oder ∂if .

Beispiele 5.4. (a) Die Funktion r : Rn → R, r(x) = ‖x‖ =
√
x21 + . . .+ x2n ist stetig und r|Rn\{0} ist

partiell differenzierbar mit
∂r

∂xi
(x) =

xi
r(x)

(x ∈ Rn \ {0}).

Aus Beispiel 2.13 (b) folgt die Stetigkeit von r. Sei x ∈ Rn \ {0} und i ∈ {1, . . . , n}. Da die Wurzel-

funktion
√
· : (0,∞)→ R, x 7→

√
x

differenzierbar ist, ist nach der Kettenregel (Satz 14.10 in [EAI]) auch die Funktion

ri : {t ∈ R; x21 + . . .+ x2i−1 + t2 + x2i+1 + . . .+ x2n > 0} → R,

t 7→
√
x21 + . . .+ x2i−1 + t2 + x2i+1 + . . .+ x2n

differenzierbar in t = xi mit
∂r

∂xi
(x) = r′i(xi) =

1

2

2xi
r(x)

=
xi
r(x)

.

(b) Sei f : (0,∞)→ R differenzierbar. Die Funktion

f ◦ r : Rn \ {0} → R, x 7→ f(r(x) = f(‖x‖)

ist partiell differenzierbar nach der 1-dimensionalen Kettenregel mit

∂(f ◦ r)
∂xi

(x) = (f ◦ r)′i(xi) = (f ◦ ri)′(xi) = f ′(ri(xi))r
′
i(xi)

= f ′(r(x))
∂r

∂xi
(x) = f ′(r(x))

xi
r(x)

= f ′ (‖x‖) xi
‖x‖

für i = 1, . . . , n und x ∈ Rn \ {0}. Hierbei haben wir das Ergebnis aus Teil (a) benutzt.

(c) Partiell differenzierbare Funktionen brauchen nicht stetig zu sein. Sei etwa F : Rn → R definiert

durch

F (x) =
x1 · x2 · · ·xn
‖x‖2n

für x 6= 0, F (0) = 0.

Auf Rn \ {0} ist F partiell differenzierbar nach (b) und der Produktregel und für i = 1, . . . , n gilt

∂F

∂xi
(x) =

∂(x1 · · ·xn)

∂xi

1

r(x)2n
+ (x1 · · ·xn)

∂

∂xi

(
1

r(x)2n

)
=

x1 · · ·xi−1xi+1 · · ·xn
r(x)2n

− 2n
x1 · · ·xi−1x2ixi+1 · · ·xn

r(x)2n+2
.

Die Funktion F ist auch in 0 partiell differenzierbar mit

F (0 + hei)− F (0)

h
=

0

h

(h→0)−→ 0 =
∂F

∂xi
(0) (i = 1, . . . , n).
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Aber F ist nicht stetig in x = 0, denn

lim
k→∞

F

((
1

k
, . . . ,

1

k

))
=

( 1
k )n

(n · 1
k2 )n

=

(
k

n

)n
(k→∞)−→ ∞.

Wir werden später sehen, dass aus der stetigen partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion die Ste-

tigkeit der Funktion folgt.

Definition 5.5. Sei f : U → R eine partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge U ⊂ Rn.

Für x ∈ U nennt man den Zeilenvektor

grad f(x) =

(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
∈ Rn

den Gradienten von f in x.

Beispiele 5.6. (a) Für r : Rn \ {0} → R, r(x) = ‖x‖ ist grad r(x) = x
‖x‖ in jedem Punkt x ∈ Rn \ {0}

(Beispiel 5.4(a)).

(b) Sei f : (0,∞)→ R differenzierbar und F : Rn → R, F (x) = f(‖x‖). Dann ist grad F (x) = f ′(‖x‖) x
‖x‖

für alle x ∈ Rn \ {0}.

(c) Seien f, g : U → R partiell differenzierbar. Dann ist fg : U → R partiell differenzierbar mit

grad (fg) = g grad f + f grad g,

denn aus der Produktregel folgt für i = 1, . . . , n auf U

∂(fg)

∂xi
=

∂f

∂xi
g + f

∂g

∂xi
.

Statt grad f benutzt man oft auch die Schreibweise ∇f (gelesen: Nabla f).

Definition 5.7 (Vektorfelder). Sei U ⊂ Rn offen.

(a) Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung v : U → Rn.

(b) Ein Vektorfeld v = (v1, . . . , vn) : U → Rn heißt (stetig) partiell differenzierbar, falls alle Koordina-

tenfunktionen vi : U → R (stetig) partiell differenzierbar sind. In diesem Fall nennt man

div v =

n∑
i=1

∂vi
∂xi

: U → R

die Divergenz des Vektorfeldes v.

Ist f : U → R partiell differenzierbar, so ist grad f : U → Rn ein Vektorfeld.

Lemma 5.8. Seien U ⊂ Rn offen, f : U → R, v : U → Rn partiell differenzierbar. Dann ist auch

fv : U → Rn partiell differenzierbar mit

div(fv) = 〈grad f, v〉+ fdiv v.
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Beweis. Sei v = (v1, . . . , vn). Für 1 ≤ i ≤ n ist fvi partiell differenzierbar mit ∂
∂xi

(fvi) = ∂f
∂xi

vi + f ∂vi∂xi
.

Durch Aufsummieren erhält man

div (fv) =

n∑
i=1

∂(fvi)

∂xi
= 〈grad f, v〉+ fdiv v.

Beispiel 5.9. Das Vektorfeld

v : Rn \ {0} → Rn, v(x) =
x

‖x‖
ist nach Beispiel 5.6(b) und Lemma 5.8 partiell differenzierbar mit

div

(
x

‖x‖

)
=

〈
grad

(
1

‖x‖

)
, x

〉
+

1

‖x‖
div (x)

=

〈
− 1

‖x‖2
x

‖x‖
, x

〉
+

n

‖x‖
=
n− 1

‖x‖
für alle x ∈ Rn \ {0}.

Sei f : U → R eine Funktion auf einer offenen Menge U ⊂ Rn. Für k ∈ N∗ und i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}

schreiben wir DikDik−1
. . . Di2Di1f für die iterierte partielle Ableitung

Dik(. . . (Di2(Di1f)) . . .),

falls diese existiert, also falls die Funktionen f nach xi1 , Di1f nach xi2 , Di2(Di1f) nach xi3 , . . .,

Dik−1
(. . . (Di2(Di1f)) . . .) nach xik partiell differenzierbar sind. Bei festem k ∈ N∗ heißen die Funktionen

Dik . . . Di1f (i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n})

die partiellen Ableitungen der Ordnung k von f . Im Allgemeinen ist die Reihenfolge der partiellen Ab-

leitungen wichtig.

Beispiel 5.10. Die Funktion f : R2 → R,

f(x1, x2) = x1x2
x21 − x22
x21 + x22

für (x1, x2) 6= 0, f(0, 0) = 0

ist nach den Beispielen 5.4(b) und 5.6(c) auf R2 \{0} partiell differenzierbar. Mit p(x) = x1x2(x21−x22) =

x31x2 − x1x32 folgt
∂f

∂xi
(x) =

∂p

∂xi
(x)

1

‖x‖2
− 2 p(x)

xi
‖x‖4

(i = 1, 2).

Im Punkt x = 0 existieren die partiellen Ableitungen 1. Ordnung

∂f

∂x1
(0) = lim

x→0

f(x, 0)

x
= 0 = lim

x→0

f(0, x)

x
=

∂f

∂x2
(0).

Da für x ∈ R \ {0} gilt

(D1f)(x,0)
x = 0, (D1f)(0,x)

x = −x
3

x3 = −1,

(D2f)(x,0)
x = x3

x3 = 1, (D2f)(0,x)
x = 0,
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existieren die partiellen Ableitungen 2. Ordnung in x = 0

D2D1f(0, 0) = −1 6= 1 = D1D2f(0, 0),

aber sind verschieden.

Satz 5.11 (Satz von Schwarz). Seien U ⊂ Rn offen, 1 ≤ i, j ≤ n und f : U → R eine Funktion so, dass

die partiellen Ableitungen DjDif, DiDjf auf U existieren und in einem Punkt a ∈ U stetig sind. Dann

ist DjDif(a) = DiDjf(a).

Beweis. Für i = j ist nichts zu zeigen. Sei also i 6= j. Wähle δ > 0 so klein, dass

{x ∈ Rn; ‖x− a‖∞ < δ} ⊂ U

und setze V = {(s, t) ∈ R2; ‖(s, t)‖∞ < δ}. Wir definieren fij : V → R durch

fij(s, t) = f(a+ sei + tej)− f(a+ sei)− f(a+ tej) + f(a).

Bildet man entsprechend fji, indem man die Rollen von i und j vertauscht, so gilt

fij(s, t) = fji(t, s)

für (s, t) ∈ V . Wir fixieren einen Punkt (s, t) ∈ V mit s 6= 0 6= t. Der 1. Mittelwertsatz der Differential-

rechnung (Satz 15.4 in [EAI]) angewendet auf die differenzierbare Funktion

g : [−|s|, |s|]→ R, g(u) = f(a+ uei + tej)− f(a+ uei)

liefert ein ξ = ξs,t ∈]− |s|, |s|[ mit

fij(s, t) = g(s)− g(0) = g′(ξ)s = s (Dif(a+ ξei + tej)−Dif(a+ ξei)) .

Der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung angewendet auf die differenzierbare Funktion

h = [−|t|, |t|]→ R, h(v) = Dif(a+ ξei + vej)

liefert ein η = ηs,t ∈]− |t|, |t|[ mit

fij(s, t) = s(h(t)− h(0)) = sth′(η) = stDjDif(a+ ξei + ηej).

Da für jede Folge von Paaren (sn, tn) ∈ V mit limn→∞ sn = limn→∞ tn = 0 und sn 6= 0 6= tn für alle

n auch die zugehörigen Folgen (ξsn,tn)n∈N und (ηsn,tn)n∈N gegen 0 konvergieren, folgt aus der vorausge-

setzten Stetigkeit von DjDif im Punkt a, dass

DjDif(a) = lim
(s,t)

DjDif(a+ ξs,tei + ηs,tej) = lim
(s,t)

fij(s, t)

st
= lim

(s,t)

fji(t, s)

ts
= DiDjf(a),

wobei der Limes für V 3 (s, t) → 0 mit s 6= 0 6= t gebildet wird. Dabei folgt die letzte Identität, indem

man im obigen Beweis überall die Rollen von i und j und s und t vertauscht.
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Definition 5.12. Sei U ⊂ Rn offen und sei k ∈ N∗. Eine Funktion f : U → R heißt k-mal partiell

differenzierbar (bzw. stetig partiell differenzierbar), falls alle partiellen Ableitungen von f der Ordnung

≤ k existieren (bzw. existieren und stetig sind). Wir schreiben

Ck(U) = {f : U → R; f ist k-mal stetig partiell differenzierbar},

Ck(U,Rm) = {f = (f1, . . . , fm) : U → Rm; fi ∈ Ck(U) für i = 1, . . . ,m},

C0(U,Rm) = C(U,Rm) = {f : U → Rm; f ist stetig}.

Korollar 5.13. Sei f : U → R eine k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen

Menge U ⊂ Rn. Dann gilt für i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , n} mit 2 ≤ r ≤ k und jede Permutation π : {1, . . . , r} →

{1, . . . , r}

Dik . . . Di1f = Diπ(k)
. . . Diπ(1)

f.

Beweis. Jede Permutation π : {1, . . . , r} → {1, . . . , r} lässt sich darstellen als Komposition endlich vieler

benachbarter Transpositionen.

Man schreibt auch

∂ik . . . ∂i1f =
∂kf

∂xik . . . ∂xi1
= Dik . . . Di1f,

∂2f

∂x2i
= DiDif, . . . .

Beispiel 5.14. Sei U ⊂ R3 offen und v : U → R3 partiell differenzierbar. Dann heißt

rot v = (∂2v3 − ∂3v2, ∂3v1 − ∂1v3, ∂1v2 − ∂2v1) : U → R3

die Rotation des Vektorfeldes v.

Korollar 5.15. Sei U ⊂ R3 offen und f : U → R 2-mal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt

rot grad f = 0.

Beweis. Da f eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Funktion ist, folgt mit dem Satz von Schwarz

(Satz 5.11), dass

rot grad f = (∂2∂3f − ∂3∂2f, ∂3∂1f − ∂1∂3f, ∂1∂2f − ∂2∂1f) = 0.

Definition 5.16. Sei U ⊂ Rn offen und f ∈ C2(U).

(a) Man definiert

∆f = div grad f =

n∑
i=1

∂2i f (gelesen: Laplace f).

(b) Die Gleichung

∆f = 0 (f ∈ C2(U))

heißt Potentialgleichung. Ihre Lösungen nennt man harmonische Funktionen auf U .
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Beispiele 5.17. (a) Sei f : (0,∞)→ R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion und

F : Rn \ {0} → R, F (x) = f(‖x‖).

Dann ist F ∈ C2(Rn \ {0}) mit

∆F (x) = f ′′(‖x‖) +
n− 1

‖x‖
f ′(‖x‖)

für alle x ∈ Rn \ {0}. Denn aus Beispiel 5.4(b) und der Produktregel folgt, dass die partiellen

Ableitungen

(∂iF )(x) = f ′(‖x‖) xi
‖x‖

(1 ≤ i ≤ n)

stetig partiell differenzierbar auf Rn \ {0} sind mit

∆F (x) = div grad F (x) = div

(
f ′(‖x‖) x

‖x‖

)
=

〈
grad f ′(‖x‖), x

|x‖

〉
+ f ′(‖x‖)div

(
x

‖x‖

)
=

〈
f ′′(‖x‖) x

‖x‖
,

x

‖x‖

〉
+ f ′(‖x‖)n− 1

‖x‖

= f ′′(‖x‖) +
n− 1

‖x‖
f ′(‖x‖)

für alle x ∈ Rn \ {0}. Dabei haben wir nacheinander Lemma 5.8 sowie die Beispiele 5.6(b) und 5.9

benutzt.

Insbesondere sind die Funktionen

Rn \ {0}, x 7→ 1

‖x‖n−2
, R2 \ {0} → R, x 7→ log ‖x‖

harmonisch.

(b) (Schwingungsgleichung) Sei c ∈ R \ {0}. Die Funktion

F : (R3 \ {0})× R→ R, F (x, t) =
cos (‖x‖ − ct)

‖x‖

ist eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Lösung der Schwingungsgleichung(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
F ≡ 0.

Da für festes t ∈ R die durch f : (0,∞) → R, f(r) = cos (r−ct)
r definierte Funktion 2-mal stetig

differenzierbar ist, folgt mit Teil (a)(
3∑
i=1

∂2

∂x2i
F

)
(x, t) = f ′′(‖x‖) +

2

‖x‖
f ′(‖x‖)
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für x ∈ R3 \ {0}. Es ist

f ′(r) =
− sin(r − ct)

r
− cos(r − ct)

r2
,

f ′′(r) =
− cos(r − ct)

r
+ 2

sin(r − ct)
r2

+ 2
cos(r − ct)

r3

und daher (
3∑
i=1

∂2

∂x2i
F

)
(x, t) = −cos(‖x‖ − ct)

‖x‖

für alle x ∈ R3 \ {0}. Wegen

∂2

∂t2
F (x, t) = c2

cos(‖x‖ − ct)
‖x‖

(x ∈ R3 \ {0}, t ∈ R)

folgt die Behauptung.
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6 Totale Differenzierbarkeit

Sei U ⊂ R offen. Eine Funktion f : U → R ist differenzierbar in einem Punkt x0 ∈ U (Satz 14.6 in

[EAI]) genau dann, wenn sie linear approximierbar ist in x0 in dem Sinne, dass eine Zahl c ∈ R und eine

Funktion h : U \ {x0} → R existieren mit

f(x) = f(x0) + c(x− x0) + h(x) (x ∈ U \ {x0}) und lim
x→x0
x 6=x0

h(x)

x− x0
= 0.

Dies ist offensichtlich äquivalent dazu, dass eine offene Umgebung V ⊂ R von 0 ∈ R, eine Zahl c ∈ R und

eine Funktion ϕ : V → R existieren mit

f(x0 + ξ) = f(x0) + cξ + ϕ(ξ) (ξ ∈ V ) und lim
ξ→0
ξ 6=0

ϕ(ξ)

ξ
= 0.

Man gewinnt ϕ aus h, indem man V = U − x0 setzt und ϕ : V → R definiert durch ϕ(ξ) = h(ξ + x0) für

ξ 6= 0 und ϕ(0) = 0. Die umgekehrte Implikation folgt ganz ähnlich.

Da die Abbildungen der Form

R→ R, ξ 7→ cξ (c ∈ R)

genau die R-linearen Abbildungen von R nach R sind, stellt die folgende Definition eine direkte Verallge-

meinerung des 1-dimensionalen Differenzierbarkeitsbegriffes auf den mehrdimensionalen Fall dar.

Definition 6.1. Sei U ⊂ Rn offen und sei x ∈ U ein Punkt in U . Eine Abbildung f : U → Rm heißt total

differenzierbar in x (oder differenzierbar in x), falls eine lineare Abbildung A : Rn → Rm, eine offene

Umgebung V ⊂ Rn von 0 ∈ Rn und eine Funktion ϕ : V → Rm existieren mit

(i) f(x+ ξ) = f(x) +Aξ + ϕ(ξ) für ξ ∈ V und

(ii) limξ→0
ξ 6=0

ϕ(ξ)
‖ξ‖ = 0.

Man beachte, dass in der obigen Situation die Menge V immer automatisch in U − x = {u− x; u ∈ U}

enthalten ist. Indem man ϕ(ξ) = f(x+ ξ)− f(x)− Aξ für ξ ∈ (U − x) ∩ V c definiert, kann man immer

erreichen, dass ϕ auf ganz U − x definiert ist.

Bemerkung 6.2. Seien in der Situation von Definition 6.1 die Funktionen f = (f1, . . . , fm) und ϕ =

(ϕ1, . . . , ϕm) gegeben durch ihre Koordinatenfunktionen. Ist (aij) ∈M(m×n, R) die darstellende Matrix

der linearen Abbildung A : Rn → Rm bezüglich der kanonischen Basen von Rn und Rm, das heißt, gilt

Aej =

m∑
i=1

aijei (1 ≤ j ≤ n),

so ist die Gleichung (i) in Definition 6.1 äquivalent zur Gültigkeit der Gleichungen

fi(x+ ξ) = fi(x) +

n∑
j=1

aijξj + ϕi(ξ) für ξ ∈ V (1 ≤ i ≤ m).
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Insbesondere folgt, dass eine Abbildung f = (f1, . . . , fm) : U → Rm genau dann total differenzierbar in

x ∈ U ist, wenn alle Koordinatenfunktionen fi : U → R (1 ≤ i ≤ m) total differenzierbar in x sind.

Sei V ⊂ Rn eine offene Umgebung von 0 ∈ Rn und ϕ : V → Rm eine Funktion mit ϕ(0) = 0. Man schreibt

ϕ(ξ) = o(‖ξ‖) für lim
ξ→0
ξ 6=0

ϕ(ξ)

‖ξ‖
= 0

und schreibt abkürzend für die Gleichungen (i) und (ii) in Definition 6.1

f(x+ ξ) = f(x) +Aξ + o(‖ξ‖).

Beispiel 6.3. Sei A : Rn → Rm eine lineare Abbildung. Dann ist A in jedem Punkt x ∈ Rn total

differenzierbar, denn wegen

A(x+ ξ) = Ax+Aξ (x, ξ ∈ Rn)

gelten (i) und (ii) aus Definition 6.1 mit V = Rn und ϕ ≡ 0.

Wir haben in Beispiel 5.4(c) gesehen, dass man aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion

nicht auf ihre Stetigkeit schließen kann. Als nächstes zeigen wir, dass total differenzierbare Funktionen

partiell differenzierbar und stetig sind und dass die lineare Abbildung A in Gleichung (i) aus Definition

6.1 eindeutig bestimmt ist.

Satz 6.4. Sei U ⊂ Rn offen und x ∈ U ein Punkt in U . Es gelte

f(x+ ξ) = f(x) +Aξ + ϕ(ξ) und lim
ξ→0
ξ 6=0

ϕ(ξ)

‖ξ‖
= 0

wie in Definition 6.1. Sei (aij) ∈M(m× n, R) die darstellende Matrix von A bezüglich der kanonischen

Basen von Rn und Rm. Dann gilt:

(i) f ist stetig in x,

(ii) alle Koordinatenfunktionen fi (i = 1, . . . ,m) von f sind in x partiell differenzierbar mit

∂fi
∂xj

(x) = aij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Insbesondere ist die lineare Abbildung A eindeutig bestimmt.

Beweis. Da die lineare Abbildung A : Rn → Rm nach Lemma 2.20 stetig ist, folgt limξ→0Aξ = A0 = 0.

Aus der Gültigkeit von Bedingung (ii) in Definition 6.1 folgt, dass limξ→0 ϕ(ξ) = limξ→0
ξ 6=0
‖ξ‖ϕ(ξ)‖ξ‖ = 0.

Damit erhält man die Stetigkeit von f in x

lim
ξ→0

f(x+ ξ) = lim
ξ→0

(f(x) +Aξ + ϕ(ξ)) = f(x).
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Für i = 1, . . . ,m und ξ ∈ V gilt

fi(x+ ξ) = fi(x) +

n∑
j=1

aijξj + ϕi(ξ).

Insbesondere gilt für alle reellen Zahlen h 6= 0 mit genügend kleinem Absolutbetrag und für j = 1, . . . , n

fi(x+ hej)− fi(x)

h
= aij +

ϕi(hej)

‖hej‖
sgn(h)

(h→0)−→ aij .

Also ist jede Koordinatenfunktion fi von f in jeder Koordinatenrichtung xj partiell differenzierbar in x

mit ∂fi
∂xj

(x) = aij .

Da die lineare Abbildung A : Rn → Rm in Definition 6.1 eindeutig bestimmt ist, macht es Sinn, diese

lineare Abbildung als Ableitung von f im Punkt x zu interpretieren. In der Situation der Analysis I (das

heißt n = m = 1) bedeutet dies, dass man statt der Zahl f ′(x) die lineare Abbildung

R→ R, t 7→ f ′(x)t

als Ableitung von f in x betrachtet.

Definition 6.5. Seien U ⊂ Rn offen, x ∈ U ein Punkt und f : U → Rm eine differenzierbare Abbildung

in x mit

f(x+ ξ) = f(x) +Aξ + ϕ(ξ) und lim
ξ→0
ξ 6=0

ϕ(ξ)

‖ξ‖
= 0

wie in Defintion 6.1.

(a) Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung A : Rn → Rm heißt das Differential (oder totale Diffe-

rential) von f in x. Man schreibt

Df(x) (oder f ′(x)) = A

für das Differential von f in x.

(b) Die darstellende Matrix von A (bezüglich der kanonischen Basen von Rn und Rm), das heißt die

Matrix (
∂fi
∂xj

(x)

)
1≤i≤m
1≤j≤n

∈M(m× n,R)

heißt die Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix von f in x (geschrieben als Jf (x)).

Ist A : Rn → Rm linear, so sind die Koeffizienten der darstellenden Matrix (aij) ∈ M(m × n,R) von A

die eindeutigen reellen Zahlen mit

Aej =

m∑
i=1

aijei (1 ≤ j ≤ n).
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In diesem Fall wirkt die lineare Abbildung A auf einen Vektor x = (xi)
n
i=1 ∈ Rn wie die Matrixmultipli-

kation mit der darstellenden Matrix

Ax =

 n∑
j=1

aijxj

m

i=1

.

Oft identifiziert man die lineare Abbildung A mit ihrer darstellenden Matrix.

Nach Satz 6.4 impliziert die totale Differenzierbarkeit einer Funktion f : U → Rm ihre partielle Differen-

zierbarkeit (das heißt, die partielle Differenzierbarkeit aller Koordinatenfunktionen). Die Umkehrung ist

falsch, da die totale Differenzierbarkeit nach Satz 6.4 die Stetigkeit impliziert, die partielle Differenzier-

barkeit aber nicht (Beispiel 5.4(c)).

Satz 6.6. Seien U ⊂ Rn offen, x ∈ U und f : U → R eine partiell differenzierbare Funktion. Sind alle

partiellen Ableitungen Dif (i = 1, . . . , n) stetig in x, so ist f total differenzierbar in x.

Beweis. Da U offen ist, gibt es ein δ > 0 mit Bδ(x) ⊂ U . Sei ξ ∈ Bδ(0) und sei

z(i) = x+

i∑
ν=1

ξνeν (i = 0, . . . , n).

Dann ist z(0) = x, z(n) = x + ξ und ‖z(i) − x‖ ≤ ‖ξ‖ < δ für i = 0, . . . , n. Der erste Mittelwertsatz der

Differentialrechnung (Korollar 15.4 in [EAI]) angewendet auf die differenzierbaren Funktionen

gi : [0, 1]→ R, gi(t) = f
(
z(i−1) + tξiei

)
(i = 1, . . . , n)

liefert eine Zahl θi = θi(ξ) ∈ (0, 1) so, dass

f
(
z(i)
)
− f

(
z(i−1)

)
= gi(1)− gi(0) = g′i(θi) = ξiDif

(
z(i−1) + θiξiei

)
.

Zur Berechnung der Ableitung benutze man die 1-dimensionale Kettenregel mit innerer Funktion t 7→ tξi.

Definiert man y(i) = z(i−1) + θiξiei, so folgt

f(x+ ξ)− f(x) = f
(
z(n)

)
− f

(
z(0)
)

=

n∑
i=1

(
f
(
z(i)
)
− f

(
z(i−1)

))
=

n∑
i=1

Dif
(
y(i)
)
ξi =

n∑
i=1

Dif(x)ξi + ϕ(ξ)

mit ϕ(ξ) =
∑n
i=1

(
Dif

(
y(i)
)
−Dif(x)

)
ξi. Da die Funktionen Dif (1 ≤ i ≤ n) nach Voraussetzung stetig

sind in x und da

y(i) = (x1 + ξ1, . . . , xi−1 + ξi−1, xi + θiξi, xi+1, . . . , xn)
(ξ→0)−→ x

konvergiert, folgt

|ϕ(ξ)|
‖ξ‖

≤
n∑
i=1

∣∣∣Dif(y(i))−Dif(x)
∣∣∣ |ξi|‖x‖ (ξ→0)−→ 0.

Also ist f total differenzierbar in x.
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Korollar 6.7. Sei U ⊂ Rn offen und sei f : U → Rm stetig partiell differenzierbar (das heißt alle Koor-

dinatenfunktionen fi : U → R von f seien stetig partiell differenzierbar). Dann ist f total differenzierbar

und insbesondere auch stetig in jedem Punkt x ∈ U .

Beweis. Satz 6.6 zeigt, dass alle Koordinatenfunktionen von f total differenzierbar in jedem x ∈ U sind.

Nach Bemerkung 6.2 ist f in jedem x ∈ U total differenzierbar und nach Satz 6.4 auch stetig.

Formal gilt für die Differentiale von total differenzierbaren Abbildungen dieselbe Kettenregel wie für die

Ableitungen von Funktionen einer Veränderlichen (siehe Satz 14.10 in [EAI]).

Satz 6.8 (Kettenregel). Seien U ⊂ Rn, V ⊂ Rm offen, x ∈ U ein Punkt und f : U → Rm, g : V → Rk

Abbildungen mit f(U) ⊂ V . Ist f differenzierbar in x und ist g differenzierbar in f(x), so ist g ◦ f

differenzierbar in x, und es gilt

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) ◦ f ′(x),

das heißt das totale Differential von g ◦ f in x ist die Komposition der totalen Differentiale von g in f(x)

und f in x.

Beweis. Mit A = f ′(x) : Rn → Rm und B = g′(f(x)) : Rm → Rk gilt

f(x+ u) = f(x) +Au+ ϕ(u) für u ∈ U−x,

g(f(x) + v) = g(f(x)) +Bv + ψ(v) für v ∈ V−f(x)

mit Funktionen ϕ : U−x→ Rm, ψ : V−f(x)→ Rk, für die gilt

lim
u→0

ϕ(u)

‖u‖
= 0, lim

v→0

ψ(v)

‖v‖
= 0.

Für u ∈ U−x folgt

g ◦ f(x+ u) = g(f(x+ u)) = g(f(x)) +B(Au+ ϕ(u)) + ψ(Au+ ϕ(u))

= (g ◦ f)(x) +B ◦A(u) + χ(u)

mit χ(u) = Bϕ(u) + ψ(Au+ ϕ(u)). Also genügt es zu zeigen, dass

lim
u→0

χ(u)

‖u‖
= 0.

Da nach Lemma 2.21 ∥∥∥∥χ(u)

‖u‖

∥∥∥∥ ≤ ‖B‖∥∥∥∥ϕ(u)

‖u‖

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ψ(Au+ ϕ(u))

‖u‖

∥∥∥∥
gilt, genügt es zu zeigen, dass

(∗) lim
u→0

ψ(Au+ ϕ(u))

‖u‖
= 0
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ist. Dazu definieren wir ψ0(v) = ψ(v)
‖v‖ für v ∈ V−f(x) mit v 6= 0 und ψ0(0) = 0. Für u ∈ U−x mit

hinreichend kleiner Norm ‖u‖, ist ‖ϕ(u)‖u‖ ‖ < 1 und damit

‖ψ(Au+ ϕ(u))‖ ≤ (‖A‖+ 1)‖u‖ ‖ψ0(Au+ ϕ(u))‖.

Indem man durch ‖u‖ dividiert und benutzt, dass limv→0 ψ0(v) = 0 ist, sieht man, dass Bedingung (∗)

erfüllt ist. Dies beendet den Beweis.

Da die darstellende Matrix einer Komposition linearer Abbildungen das Matrixprodukt der darstellenden

Matrizen der linearen Abbildungen ist, gilt in der Situation von Satz 6.8

Jg◦f (x) = Jg(f(x)) · Jf (x) (Matrixprodukt).

Korollar 6.9. Seien U ⊂ Rn, V ⊂ Rm offen, f = (f1, . . . , fm) : U → Rm, g : V → R differenzierbare

Abbildungen mit f(U) ⊂ V . Dann ist g ◦ f : U → R differenzierbar mit

∂(g ◦ f)

∂xj
(x) =

m∑
i=1

∂g

∂xi
(f(x))

∂fi
∂xj

(x)

für x ∈ U und j = 1, . . . , n oder äquivalent

grad (g ◦ f)(x) = (grad g(f(x)))Jf (x)

für alle x ∈ U .

Beweis. Nach der Bemerkung zu Satz 6.8 gilt(
∂(g ◦ f)

∂x1
(x), . . . ,

∂(g ◦ f)

∂xn
(x)

)
= grad (g ◦ f)(x) = Jg◦f (x)

= Jg(f(x)) · Jf (x) = grad g(f(x)) · Jf (x)

=

(
∂g

∂x1
(f(x)), . . . ,

∂g

∂xm
(f(x))

)(
∂fi
∂xj

(x)

)
=

(
m∑
i=1

∂g

∂xi
(f(x))

∂fi
∂x1

(x), . . . ,

m∑
i=1

∂g

∂xi
(f(x))

∂fi
∂xn

(x)

)
.

Korollar 6.10. Seien U ⊂ Rn, V ⊂ Rm offen und k ∈ N. Ist f ∈ Ck(U) mit f(U) ⊂ V und ist

g ∈ Ck(V ), so ist g ◦ f ∈ Ck(V ).

Beweis. Mit der Produktregel und Induktion nach k folgt, dass für zwei Funktionen u, v ∈ Ck(U) das

Produkt uv ∈ Ck(U) gehört und dass die partiellen Ableitungen von uv der Ordnung ≤ k endliche Sum-

men von Produkten aus einer partiellen Ableitung von u und einer parteillen Ableitung von v jeweils der

Ordnung ≤ k sind. Damit folgt die Behauptung von Korollar 6.10 durch Induktion nach k. Der Indukti-

onsanfang k = 1 folgt direkt aus Korollar 6.9. Sei k ≥ 2 und die Behauptung gezeigt für k − 1. Für f, g
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wie in Korollar 6.10 und i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} ist dann nach Korollar 6.9, der Induktionsvoraussetzung

und der obigen Bemerkung über Produkte

Di1(g ◦ f) =

m∑
i=1

(∂ig) ◦ f · (∂i1f) ∈ Ck−1(U).

Also existiert Dik · · ·Di2(Di1(g ◦ f)) und ist stetig.

Die partiellen Ableitungen sind Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen. Entsprechend kann man

Ableitungen in Richtung beliebiger Vektoren im Rn bilden.

Definition 6.11 (Richtungsableitungen). Seien U ⊂ Rn offen, x ∈ U, v ∈ Rn mit ‖v‖ = 1 und f : U → R

eine Funktion. Man nennt (falls dieser Limes existiert)

Dvf(x) =
d

dt
f(x+ tv)|t=0 = lim

t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
∈ R

die Richtungsableitung von f im Punkt x in Richtung v.

Für v = ei (1 ≤ i ≤ n) ist offensichtlich Deif(x) = Dif(x).

Satz 6.12. Sei U ⊂ Rn offen und f : U → R differenzierbar. Für x ∈ U und v ∈ Rn mit ‖v‖ = 1 ist

Dvf(x) = 〈grad f(x), v〉 = f ′(x)(v).

Beweis. Nach der Kettenregel (Satz 6.9) ist die Funktion

W = {t ∈ R; x+ tv ∈ U} → R, t 7→ f(x+ tv)

differenzierbar mit

d

dt
f(x+ tv) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x+ tv)

d(xi + tvi)

dt
= 〈grad f(x+ tv), v〉 =

n∑
i=1

vif
′(x)(ei) = f ′(x)(v)

für alle t ∈W .

Bemerkung 6.13. Ist grad f(x) 6= 0 in Satz 6.12, so gilt

Dvf(x) = 〈grad f(x), v〉 = cos θ‖grad f(x)‖,

wobei θ ∈ [0, π] der Schnittwinkel zwischen v und grad f(x) ist. Die Richtungsableitung in x wird maximal

in Richtung v = grad f(x)
‖grad f(x)‖ .

Sei I ⊂ R ein Intervall positiver Länge und f : I → R stetig differenzierbar. Sind x, ξ ∈ R mit x, x+ξ ∈ I,

so folgt aus der Substitutionsregel mit der inneren Funktion ϕ(t) = x+ tξ (t ∈ [0, 1])

f(x+ ξ)− f(x) =

x+ξ=ϕ(1)∫
x=ϕ(0)

f ′(u)du =

1∫
0

f ′(ϕ(t))ϕ′(t)dt = ξ

1∫
0

f ′(x+ tξ)dt.
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Diese Version des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gilt auch mehrdimensional. Dabei ersetzen

wir die Ableitung von f unter dem letzten Integral durch die Jacobi-Matrix von f . Die dabei auftretenden

Integrale matrixwertiger stetiger Funktionen definiert man koeffizientenweise.

Definition 6.14. Seien m,n ∈ N∗, a, b ∈ R mit a < b und sei

A : [a, b]→M(m× n,R), t 7→ A(t) = (aij(t))

stetig. Dann definiert man

b∫
a

A(t)dt =

 b∫
a

aij(t)dt

 ∈M(m× n,R).

Man beachte dabei, dass nach Bemerkung 2.22 alle Koeffizientenfunktionen [a, b]→ R, t 7→ aij(t) stetig

sind.

Satz 6.15 (Mittelwertsatz). Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ C1(U,Rm), x ∈ U und ξ ∈ Rn so, dass x+ tξ ∈ U

für alle t ∈ [0, 1]. Dann gilt

f(x+ ξ)− f(x) =

 1∫
0

Jf (x+ tξ)dt

 · ξ.
Beweis. Sei f : U → Rm, f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) stetig differenzierbar. Nach der Kettenregel (Korollar

6.9) sind die Funktionen

gi : [0, 1]→ R, t 7→ fi(x+ tξ) (1 ≤ i ≤ m)

stetig differenzierbar. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 17.7 in [EAI]) und

der Kettenregel folgt, dass

fi(x+ ξ)− fi(x) = gi(1)− gi(0) =

1∫
0

g′i(t)dt

=

1∫
0

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(x+ tξ)
d

dt
(xj + tξj)dt

=

n∑
j=1

 1∫
0

∂fi
∂xj

(x+ tξ)

 dt · ξj

gleich der i-ten Zeile des Produktes 1∫
0

∂fµ
∂xν

(x+ tξ)dt


1≤µ≤m
1≤ν≤n

(ξν)nν=1 =

 1∫
0

Jf (x+ tξ)dt

 · ξ
ist.
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Für Anwendungen des Mittelwertsatzes ist es nützlich, eine Verallgemeinerung der Standardabschätzung

für Riemann-Integrale (Satz 16.13(b) in [EAI]) zur Verfügung zu haben.

Lemma 6.16. Für stetige Funktionen f : [a, b]→ Rn, A : [a, b]→M(m× n,R) gilt∥∥∥∥∥∥
b∫
a

f(t)dt

∥∥∥∥∥∥ ≤
b∫
a

‖f(t)‖ dt

und ∥∥∥∥∥∥
b∫
a

A(t)dt

∥∥∥∥∥∥ ≤
b∫
a

‖A(t)‖ dt,

wobei auch das erste Integral komponentenweise definiert ist.

Beweis. Für eine Teilung T = (ti)
r
i=0 von [a, b] und eine Zwischenfolge Z = (zi)

r
i=1 von T definieren wir

wie in der Analysis I (Definition 16.10 in [EAI]) die zugehörige Riemann-Summe der stetigen Funktion

f : [a, b]→ Rn durch

S(f, T, Z) =

r∑
i=1

(t1 − ti−1)f(zi) ∈ Rn.

Dann ist S(f, T, Z) = (S(fj , T, Z))nj=1. Sei (Tk)k≥1 eine Folge von Teilungen des Intervalls [a, b] mit

limk→∞ ω(Tk) = 0 und (Zk)k≥1 eine Folge von Zwischenfolgen Zk von Tk. Nach Satz 16.11 in [EAI] und

Lemma 2.2 gilt

b∫
a

f dt =

 b∫
a

fjdt

n

j=1

= lim
k→∞

(S(fj , Tk, Zk))
n
j=1 = lim

k→∞
S(f, Tk, Zk).

Da die Normfunktion ‖ · ‖ stetig ist (Beispiel 2.13 (b)), folgt∥∥∥∥∥∥
b∫
a

f dt

∥∥∥∥∥∥ = lim
k→∞

‖S(f, Tk, Zk)‖ ≤ lim
k→∞

S(‖f‖, Tk, Zk) =

b∫
a

‖f‖dt,

wobei wir die Dreiecksungleichung für die euklidische Norm ‖ · ‖ und noch einmal Satz 16.11 aus [EAI]

(diesesmal für die stetige Funktion ‖f‖) benutzt haben.

Da auch Konvergenz in M(m×n,R) äquivalent zur koeffizientenweisen Konvergenz ist (Bemerkung 2.22),

kann man die Integralabschätzung im matrixwertigen Fall ganz genauso beweisen.

Kombiniert man den Mittelwertsatz mit der obigen Integralabschätzung, so hält man die Mittelwertab-

schätzung der mehrdimensionalen Differentialrechnung.

Korollar 6.17 (Mittelwertabschätzung). Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ C1(U,Rm), x ∈ U, ξ ∈ Rn mit

x+ tξ ∈ U für alle t ∈ [0, 1]. Dann gilt

‖f(x+ ξ)− f(x)‖ ≤M‖ξ‖
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mit

M = sup
t∈[0,1]

‖Jf (x+ tξ)‖ = sup
t∈[0,1]

‖f ′(x+ tξ)‖ <∞.

Beweis. Mit dem Mittelwertsatz (Satz 6.15) sowie Lemma 2.21 und Lemma 6.16 enthält man

‖f(x+ ξ)− f(x)‖ =

∥∥∥∥∥∥
 1∫

0

Jf (x+ tξ)dt

 · ξ
∥∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

Jf (x+ tξ)dt

∥∥∥∥∥∥ ‖ξ‖

≤
1∫

0

‖Jf (x+ tξ)‖dt ‖ξ‖ ≤M‖ξ‖.

Da f ∈ C1(U,Rm) ist, ist die Funktion [0, 1]→M(m×n,R), t 7→ Jf (x+ tξ) nach Bemerkung 2.22 stetig.

Die Stetigkeit bleibt erhalten, wenn man die Matrixnorm (Lemma 2.21) hinter diese Funktion schaltet.

Also ist M <∞. Da die Norm einer Matrix A ∈M(m× n,R) definiert wurde als die Operatornorm des

zugehörgien Multiplikationsoperators Rn → Rm, x 7→ Ax (Lemma 2.21), folgt die Gleichheit der beiden

Suprema.
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7 Die Taylorsche Formel

Für α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn und x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn werden wir im Folgenden die abkürzenden

Schreibweisen

|α| = α1 + . . .+ αn, α! = (α1!)(α2!) · · · (αn!), xα = xα1
1 xα2

2 · · ·xαnn

benutzen. Für f ∈ C |α|(U) (U ⊂ Rn offen) definiert man

Dαf = Dα1
1 . . . Dαn

n f =
∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

mit Dαi
i = Di . . . Di αi-mal angewendet.

Satz 7.1. Sei U ⊂ Rn offen und sei f ∈ Ck(U). Sind x ∈ U und ξ ∈ Rn mit x+ tξ ∈ U für alle t ∈ [0, 1],

so ist die Funktion g : [0, 1]→ R, g(t) = f(x+ tξ) k-mal stetig differenzierbar und für alle t ∈ [0, 1] gilt

g(k)(t) =
∑
α∈Nn
|α|=k

k!

α!
(Dαf) (x+ tξ)ξα.

Beweis. Nach der Kettenregel (Korollar 6.10) ist g ∈ Ck[0, 1]. Man beachte, dass {t ∈ R; x+tξ ∈ U} ⊂ R

als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Funktion offen ist.

Im ersten Beweisschritt zeigen wir durch Induktion nach k, dass für alle k ≥ 1 und f ∈ Ck(U) die k-te

Ableitung von g in jedem Punkt t ∈ [0, 1] gegeben ist durch

g(k)(t) =

n∑
i1,...,ik=1

Dik . . . Di1f(x+ tξ)ξi1 · · · ξik .

Für k = 1 folgt die behauptete Formel direkt aus Korollar 6.9

g(1)(t) =

n∑
i=1

Dif(x+ tξ)
d

dt
(xi + tξi) =

n∑
i=1

Dif(x+ tξ)ξi.

Ist die Behauptung gezeigt für f ∈ Ck−1(U), k ≥ 2, so folgt wieder mit der Kettenregel (Korollar 6.9)

zusammen mit der Induktionsvoraussetzung, dass

g(k)(t) =
d

dt

 n∑
i1,...,ik−1=1

Dik−1
. . . Di1f(x+ tξ)ξi1 . . . ξik−1

 =

n∑
i1,...,ik=1

Dik . . . Di1f(x+ tξ)ξi1 . . . ξik

für alle t ∈ [0, 1].

Im zweiten Schritt zeigen wir mit einem kombinatorischen Argument, dass die gerade bewiesene Sum-

mendarstellung für g(k)(t) mit der im Satz behaupteten Darstellung übereinstimmt. Dazu bezeichnen wir

für (i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , n}k und jedes ν = 1, . . . , n mit αν die Anzahl aller j ∈ {1, . . . , k} mit ij = ν

und setzen α = (α1, . . . , αn). Offensichtlich ist α ∈ Nn ein Tupel mit |α| = k, und der zum Indextupel

(i1, . . . , ik) gehörige Summand in der oben bewiesenen Formel für g(k)(t) hat die Form

Dα1
1 . . . Dαn

n f(x+ tξ)ξα1
1 . . . ξαnn = Dαf(x+ tξ)ξα.
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Man beachte dabei, dass es für f ∈ Ck(U) nach dem Satz von Schwarz (Korollar 5.13) nicht auf die

Reihenfolge ankommt, in der die partiellen Ableitungen gebildet werden. Bleibt noch zu zählen, wie viele

Indextupel (i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , n}k zu gegebenem α ∈ Nn mit |α| = k existieren, in denen jede der

Zahlen i ∈ {1, . . . , n} genau αi-mal vorkommt. Es gibt
(
k
α1

)
Möglichkeiten, die α1 Plätze für die Zahl 1

auszusuchen. Zu jeder dieser Möglichkeiten gibt es
(
k−α1

α2

)
Möglichkeiten, die α2 Plätze für die Zahl 2

auszusuchen und so weiter.

Auf diese Weise sieht man, dass es insgesamt(
k

α1

)(
k − α1

α2

)(
k − α1 − α2

α3

)
· · ·
(
k − α1 − . . .− αn−2

αn−1

)
=

k!

α1!(k − α1)!

(k − α1)!

α2!(k − α1 − α2)!

(k − α1 − α2)!

α3!(k − α1 − α2 − α3)!
· · · (k − α1 − . . .− αn−2)!

(αn−1)!αn!
=
k!

α!

Möglichkeiten gibt. Damit folgt die Behauptung.

Als Anwendung von Satz 7.1 und des Satzes über die Taylorentwicklung von Funktionen einer reellen

Variablen (Satz 20.1 in [EAI]) erhält man die Taylorsche Formel für Funktionen von n Veränderlichen.

Satz 7.2 (Taylorsche Formel). Sei U ⊂ Rn offen und seien x ∈ U, ξ ∈ Rn mit x + tξ ∈ U für alle

t ∈ [0, 1]. Ist f ∈ Ck+1(U), so gibt es ein θ ∈]0, 1[ mit

f(x+ ξ) =
∑
|α|≤k

Dαf(x)

α!
ξα +

∑
|α|=k+1

Dαf(x+ θξ)

α!
ξα.

Beweis. Da durch g : [0, 1]→ R, g(t) = f(x+ tξ) eine Funktion in Ck+1[0, 1] definiert wird, gibt es nach

der 1-dimensionalen Taylorschen Formel (Satz 20.1 in [EAI]) ein θ ∈]0, 1[ mit

g(1) =

k∑
j=0

g(j)(0)

j!
1j +

g(k+1)(θ)

(k + 1)!
1k+1.

Mit Satz 7.1 folgt, dass

f(x+ ξ) = g(1) =

k∑
j=0

1

j!

∑
α∈Nn
|α|=j

j!

α!
Dαf(x)ξα +

1

(k + 1)!

∑
α∈Nn
|α|=k+1

(k + 1)!

α!
Dαf(x+ θξ)ξα.

Also gilt die im Satz behauptete Formel.

Die in Satz 7.2 hergeleitete Darstellung einer Funktion f ∈ Ck+1(U) nennt man die Taylorentwicklung

von f in x mit Restglied der Ordnung (k+ 1). Zur approximativen Berechnung von f in der Nähe von x

ist die folgende Restgliedabschätzung nützlich.

Korollar 7.3. Seien U ⊂ Rn offen, x ∈ U, k ∈ N und f ∈ Ck(U). Für die durch

f(x+ ξ) =
∑
|α|≤k

Dαf(x)

α!
ξα + ϕ(ξ) (ξ ∈ U − x)
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definierte Funktion ϕ : U − x→ R gilt

lim
ξ→0

ϕ(ξ)

‖ξ‖k
= 0.

Beweis. Für k = 0 folgt die Behauptung direkt aus der Stetigkeit von f . Sei also k ≥ 1. Da U offen ist,

gibt es ein δ > 0 mit Bδ(x) ⊂ U . Für ξ ∈ Bδ(0) existiert nach Satz 7.2 ein θ = θξ ∈]0, 1[ mit

f(x+ ξ) =
∑
|α|≤k

Dαf(x)

α!
ξα +

∑
|α|=k

Dαf(x+ θξ)−Dαf(x)

α!
ξα.

Also gilt für ξ 6= 0∣∣∣∣ϕ(ξ)

‖ξ‖k

∣∣∣∣ ≤ ∑
|α|=k

|Dαf(x+ θξ)−Dαf(x)|
α!

|ξ1|α1

‖ξ‖α1
· · · |ξn|

αn

‖ξ‖αn
≤
∑
|α|=k

|Dαf(x+ θξ)−Dαf(x)|
α!

(ξ→0)−→ 0.

Benutzt haben wir, dass alle Ableitungen von f der Ordnung k noch stetig sind im Punkt x.

Abkürzend für die in Korollar 7.3 formulierte Eigenschaft von Funktionen f ∈ Ck(U) schreibt man oft

f(x+ ξ) =
∑
|α|≤k

Dαf(x)

α!
ξα + o(‖ξ‖k) (x ∈ U − x).

Die Funktionen

pj(ξ) =
∑
|α|=j

Dαf(x)

α!
ξα (j = 0, . . . , k)

sind bei festem x ∈ U homogene Polynome vom Grade j in ξ (das heißt Polynomfunktionen mit pj(tξ) =

tjpj(ξ) für ξ ∈ Rn und t ∈ R). Definitionsgemäß gilt

f(x+ ξ) =

k∑
j=0

pj(ξ) + o(‖ξ‖k) (x ∈ U − x).

Für j = 0, 1, 2 erhält man p0(ξ) ≡ f(x),

p1(ξ) =

n∑
i=1

Dif(x)ξi = 〈grad f(x), ξ〉,

p2(ξ) =

n∑
i=1

1

2
D2
i f(x)ξ2i +

∑
1≤i<j≤n

DiDjf(x)ξiξj

=
1

2

 n∑
i=1

D2
i f(x)ξ2i +

n∑
i,j=1
i 6=j

DiDjf(x)ξiξj


=

1

2

n∑
i=1

 n∑
j=1

DiDjf(x)ξj

 ξi

=
1

2
〈Aξ, ξ〉

mit A = (DiDjf(x))1≤i,j≤n ∈ M(n × n,R). Hierbei haben wir bei der Berechnung von p2(ξ) benutzt,

dass man dem Satz von Schwarz (Satz 5.11) die partiellen Ableitungen 2. Ordnung einer C2-Funktion

unabhängig von der Reihenfolge sind, in der sie gebildet werden.
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Definition 7.4 (Hesse-Matrix ). Seien U ⊂ Rn offen, x ∈ U und f ∈ C2(U). Die Matrix

Hessf(x) = (DiDjf(x))1≤i,j≤n ∈M(n× n,R)

heißt die Hesse-Matrix von f in x.

Damit erhält Korollar 7.3 im Spezialfall k = 2 die folgende Gestalt.

Korollar 7.5. Seien U ⊂ Rn offen, x ∈ U und f ∈ C2(U). Dann gilt

f(x+ ξ) = f(x) + 〈grad f(x), ξ〉+
1

2
〈Hessf(x)ξ, ξ〉+ o(‖ξ‖2)

für ξ ∈ U − x.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Korollar 7.3 mit k = 2 und den anschließenden Bemerkungen.

Wie in der Analysis I kann man auch die Differentialrechnung für Funktionen mehrerer Veränderlicher

benutzen, um lokale Extrema von reellwertigen Funktionen zu bestimmen.

Definition 7.6 (Lokale Extrema). Seien U ⊂ Rn offen, x ∈ U und f : U → R eine Funktion. De-

finitionsgemäß besitzt die Funktion f ein lokales Maximum (Minimum) in x0, falls eine Umgebung V

von x existiert mit f(y) ≤ f(x) (f(y) ≥ f(x)) für alle y ∈ V . Kann man V so wählen, dass sogar

f(y) < f(x) (f(y) > f(x)) für alle y ∈ V \ {x} gilt, so nennt man x ein isoliertes oder striktes lokales

Maximum (Minimum) für f . Man sagt, dass f ein (isoliertes) lokales Extremum in x0 besitzt, wenn f in

x0 ein (isoliertes) lokales Maximum oder Minimum besitzt.

Ist f : [a, b]→ R differenzierbar in einem inneren Punkt x ∈]a, b[ des Intervalls [a, b] und besitzt f in x ein

lokales Extremum, so ist f ′(x) = 0 (Satz 15.2 in [EAI]). Dieser Satz lässt sich sehr einfach verallgemeinern

auf Funktionen von n Veränderlichen.

Satz 7.7. Seien U ⊂ Rn offen, x ∈ U und f : U → R eine Funktion. Ist f partiell differenzierbar in x

und besitzt f ein lokales Extremum in x, so ist grad f(x) = 0.

Beweis. Da U offen ist, gibt es ein δ > 0 mit Bδ(x) ⊂ U . Nach Voraussetzung sind die Funktionen

gi :]− δ, δ[→ R, gi(t) = f(x+ tei) (i = 1, . . . , n)

differenzierbar in t = 0 und besitzen ein lokales Extremum im Punkt t = 0. Nach dem oben zitierten Satz

aus der Analysis I (Satz 15.2 in [EAI]) gilt

Dif(x) = g′i(0) = 0 (i = 1, . . . , n).

Also ist grad f(x) = 0.
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Die in Satz 7.7 formulierte notwendige Bedingung für das Vorliegen eines lokalen Extremums ist schon

im Falle n = 1 nicht hinreichend. Wir suchen nach hinreichenden Bedingungen.

Definition 7.8. Sei A = (aij) ∈ M(n × n,R) eine symmetrische Matrix (das heißt, es sei aij = aji für

alle i, j = 1, . . . , n). Man nennt A

(a) positiv definit, falls 〈Ax, x〉 > 0 für alle x ∈ Rn \ {0} ist,

(b) positiv semidefinit, falls 〈Ax, x〉 ≥ 0 für alle x ∈ Rn ist,

(c) negativ definit (bzw. negativ semidefinit), falls −A positiv definit (bzw. positiv semidefinit) ist,

(d) indefinit, falls x, y ∈ Rn existieren mit 〈Ax, x〉 < 0 < 〈Ay, y〉.

Bemerkung 7.9. In der Linearen Algebra zeigt man, dass es zu jeder symmerischen Matrix A = (aij) ∈

M(n × n,R) eine Orthonormalbasis (vi)
n
i=1 des Rn aus Eigenvektoren von A gibt, das heißt, es gibt

Vektoren v1, . . . , vn ∈ Rn und reelle Zahlen λ1, . . . , λn ∈ R mit

Avi = λivi (i = 1, . . . , n) und 〈vi, vj〉 = δij (i, j = 1, . . . , n),

wobei δij = 1 für i = j und δij = 0 für i 6= j ist. Insbesondere gilt dann für t1, . . . , tn ∈ R〈
A

(
n∑
i=1

tivi

)
,

(
n∑
i=1

tivi

)〉
=

n∑
i=1

λit
2
i .

Die Zahlen λ1, . . . , λn sind genau die Eigenwerte der Matrix A

{λ1, . . . , λn} = {λ ∈ R; es gibt ein x ∈ Rn \ {0} mit Ax = λx}

und die symmetrische Matrix A ist

• positiv (bzw. negativ) definit genau dann, wenn λi > 0 (bzw. λi < 0) für alle i = 1, . . . , n ist,

• positiv (bzw. negativ) semidefinit genau dann, wenn λi ≥ 0 (bzw. λi ≤ 0) für alle i = 1, . . . , n ist,

• indefinit genau dann, wenn Indizes i, j ∈ {1, . . . , n} mit λi > 0 und λj < 0 existieren.

In der Linearen Algebra beweist man die folgende nützliche Charakterisierung positiv definiter Matrizen.

Satz (Hurwitz). Sei A = (aij) ∈M(n×n,R) eine symmetrische Matrix. Dann ist A positiv definit genau

dann, wenn

det


a11 · · · a1k

...
...

ak1 · · · akk

 > 0

ist für jedes k = 1, . . . , n.

53



Bemerkung 7.10. Sei A = (aij) ∈M(n×n,R) eine symmetrische Matrix und S = {x ∈ Rn; ‖x‖ = 1}.

Die stetige Funktion

S → R, x 7→ 〈Ax, x〉 =

n∑
i,j=1

aijxjxi

nimmt auf dem Kompaktum S ihr Minimum an (Korollar 3.11). Ist A positiv definit, so ist

c = min
x∈S
〈Ax, x〉 > 0,

und es gilt für alle x ∈ Rn \ {0}

〈Ax, x〉 =

〈
A

x

‖x‖
,
x

‖x‖

〉
‖x‖2 ≥ c‖x‖2.

Mit Hilfe der partiellen Ableitungen 2. Ordnung kann man ein hinreichendes Kriterium für das Vorliegen

eines lokalen Extremums formulieren.

Satz 7.11. Seien U ⊂ Rn offen, x ∈ U und f ∈ C2(U) eine Funktion mit

grad f(x) = 0.

(a) Ist Hessf(x) positiv definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Minimum.

(b) Ist Hessf(x) negativ definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Maximum.

(c) Ist Hessf(x) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum.

Beweis. Sei A = Hessf(x). Nach Korollar 7.5 gilt

f(x+ ξ) = f(x) +
1

2
〈Aξ, ξ〉+ ϕ(ξ) mit lim

ξ→0

ϕ(ξ)

‖ξ‖2
= 0.

Ist A positiv definit, so ist c = min{〈Aξ, ξ〉; ‖ξ‖ = 1} > 0. Zu c
4 > 0 gibt es ein δ > 0 mit∣∣∣∣ϕ(ξ)

‖ξ‖2

∣∣∣∣ < c

4

für alle ξ ∈ Bδ(0) \ {0}. Mit Bemerkung 7.10 erhält man, dass

f(x+ ξ) ≥ f(x) +
( c

2
− c

4

)
‖ξ‖2 > f(x)

für alle ξ ∈ Bδ(0) \ {0}. Also besitzt f ein isoliertes lokales Minimum im Punkt x.

Ist A negativ definit, so besitzt die Funktion −f in x nach Teil (a) ein isoliertes lokales Minimum. Also

hat f ein isoliertes lokales Maximum in x.

Ist A indefinit, so gibt es Vektoren u, v ∈ Rn so, dass

〈Au, u〉 > 0 > 〈Av, v〉
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ist. Sei c = 〈Au, u〉 und d = 〈Av, v〉. Da man u und v ersetzen kann durch u
‖u‖ und v

‖v‖ , dürfen wir

annehmen, dass ‖u‖ = ‖v‖ = 1 ist. Ist t ∈ R \ {0} und ist |t| klein genug, so gilt

f(x+ tu) = f(x) +
1

2
〈Atu, tu〉+ ϕ(tu) = f(x) +

(
c

2
+
ϕ(tu)

‖tu‖2

)
t2 > f(x)

und

f(x+ tv) = f(x) +

(
d

2
+
ϕ(tv)

‖tv‖2

)
t2 < f(x).

Also enthält jede Umgebung V von x Punkte x1, x2 mit f(x1) > f(x) > f(x2). Folglich besitzt f kein

lokales Extremum im Punkt x.

Bemerkung 7.12. Eine Matrix A =

a b

b d

 ∈ M(2 × 2,R) ist (i) positiv definit genau dann, wenn

ad− b2 > 0 und a > 0 ist,

(ii) negativ definit genau dann, wenn ad− b2 > 0 und a < 0 ist,

(iii) indefinit genau dann, wenn ad− b2 < 0 ist.

Dabei folgen (i) und (ii) direkt aus dem Satz von Hurwitz. Zum Beweis von (iii) beachte man, dass es

eine orthogonale Matrix U ∈M(2× 2,R) gibt so, dass

U−1AU =

λ1 0

0 λ2


Diagonalgestalt hat. Wegen det(A) = det(U−1AU) = λ1λ2 folgt (iii) aus Bemerkung 7.9.

Beispiele 7.13. (a) Die Funktion

f : R2 → R, f(x, y) = (x+ y)3 − 12xy

ist zweimal stetig partiell differenzierbar mit

grad f(x, y) = (3(x+ y)2 − 12y, 3(x+ y)2 − 12x).

Es ist grad f(x, y) = 0 genau dann, wenn 4y = (x+ y)2 = 4x bzw. wenn x = y und x(x− 1) = 0 ist.

Also sind u = (0, 0) und v = (1, 1) die einzigen Nullstellen von grad f . Wegen

Hessf(x, y) =

 6(x+ y) 6(x+ y)− 12

6(x+ y)− 12 6(x+ y)


ist

Hessf(0, 0) =

 0 −12

−12 0


indefinit und

Hessf(1, 1) =

12 0

0 12


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positiv definit. Nach Satz 7.7 und Satz 7.11 besitzt f genau ein lokales Extremum. Dieses ist ein

isoliertes lokales Minimum im Punkt (1, 1).

(b) Im Falle, dass die Hesse-Matrix nur positiv (oder negativ) semidefinit ist, kann man keine Aussage

über das Vorliegen lokaler Extrema machen. Für die durch

f1(x, y) = x2 + y4, f2(x, y) = x2, f3(x, y) = x2 + y3

definierten Funktionen auf R gilt

grad fk(0, 0) = (0, 0), Hessfk(0, 0) =

2 0

0 0


für k = 1, 2, 3. Aber im Punkt (0, 0) besitzt f1 ein isoliertes lokales Minimum, f2 hat ein lokales, aber

nicht isoliertes Minimum in (0, 0) und f3 besitzt kein lokales Extremum in (0, 0).
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8 Implizite Funktionen

Seien U1 ⊂ Rk, U2 ⊂ Rm offene Mengen und sei F : U1 × U2 → Rm eine Funktion. Ist F (a, b) = 0 in

einem Punkt (a, b) ∈ U1 × U2 und gibt es offene Umgebungen V1 ⊂ U1 von a, V2 ⊂ U2 von b so, dass zu

jedem x ∈ V1 genau ein y ∈ V2 existiert mit F (x, y) = 0, so wird durch

g : V1 → V2, g(x) = y, falls y ∈ V2 ist mit F (x, y) = 0

eine Funktion definiert mit g(a) = b und

{(x, g(x)); x ∈ V1} = {(x, y) ∈ V1 × V2; F (x, y) = 0}.

Wir wollen im Folgenden Bedingungen an die Funktion F beschreiben, unter denen Mengen V1, V2 wie

oben existieren und unter denen die durch die Gleichung F (x, y) = 0, (x, y) ∈ V1 × V2, implizit gegebene

Funktion g : V1 → V2 sogar stetig oder differenzierbar gewählt werden kann.

Seien U1 ⊂ Rk, U2 ⊂ Rm offen. Wir schreiben die Elemente von U1 × U2 in der Form (x, y) mit x ∈

U1, y ∈ U2. Seien (a, b) ∈ U1 × U2 und F : U1 × U2 → Rm differenzierbar in (a, b), g : U1 → Rm

differenzierbar in a so, dass g(a) = b und g(U1) ⊂ U2 ist. Man nennt

∂F

∂x
(a, b) =

(
∂Fi
∂xj

(a, b)

)
i,j

∈M(m× k,R),

∂F

∂y
(a, b) =

(
∂Fi
∂yj

(a, b)

)
i,j

∈M(m×m,R)

die partiellen Jacobi-Matrizen von F nach x bzw. y in (a, b) und schreibt auch die Jacobi-Matrix von g

in a in der Form
∂g

∂x
(a) = Jg(a) =

(
∂gi
∂xj

(a)

)
i,j

∈M(m× k,R).

Die Jacobi-Matrix von F in (a, b) setzt sich zusammen aus den partiellen Jacobi-Matrizen

JF (a, b) =

(
∂F

∂x
(a, b),

∂F

∂y
(a, b)

)
∈M(m× (k +m),R).

Lemma 8.1. Seien F : U1 × U2 → Rm differenzierbar in (a, b) ∈ U1 × U2, g : U1 → Rm differenzierbar

in a mit g(U1) ⊂ U2, g(a) = b und

F (x, g(x)) = 0

für alle x ∈ U1. Dann gilt

0 =
∂F

∂x
(a, b) +

∂F

∂y
(a, b)

∂g

∂x
(a).

Ist ∂F
∂y (a, b) invertierbar, so folgt

∂g

∂x
(a) = −∂F

∂y
(a, b)−1

∂F

∂x
(a, b).
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Beweis. Da alle Koordinatenfunktionen der Funktion h : U1 → Rk+m, h(x) = (x, g(x)) differenzierbar in

a sind, ist h differenzierbar in a mit

Jh(a) =

(
I

Jg(a)

)
,

wobei I ∈ M(k × k,R) die Einheitsmatrix bezeichne. Die Kettenregel (Satz 6.8 und die anschließende

Bemerkung) angewendet auf die Identität

0 = F ◦ h(x) (x ∈ U1)

impliziert, dass

0 = JF◦h(a) = JF (h(a)) · Jh(a) =

(
∂F

∂x
(a, b),

∂F

∂y
(a, b)

)(
I

Jg(a)

)
=

∂F

∂x
(a, b)I +

∂F

∂y
(a, b)Jg(a).

Hieraus folgen alle Behauptungen.

Wir bezeichnen im Folgenden mit GL(m,R) die Menge der invertierbaren Matrizen in M(m×m,R). Ist

in der Situation von Lemma 8.1 die Matrix ∂F
∂y (a, b) invertierbar, so folgt die Differenzierbarkeit von g in

a bereits aus der Stetigkeit.

Satz 8.2. Seien U1 ⊂ Rk, U2 ⊂ Rm offene Umgebungen von a ∈ Rk, b ∈ Rm und sei

F : U1 × U2 → Rm, (x, y) 7→ F (x, y)

differenzierbar in (a, b) mit F (a, b) = 0 und ∂F
∂y (a, b) ∈ GL(m,R). Ist g : U1 → Rm stetig in a mit

g(a) = b, g(U1) ⊂ U2 und

F (x, g(x)) = 0 für x ∈ U1,

so ist g differenzierbar in a und
∂g

∂x
(a) = −∂F

∂y
(a, b)−1

∂F

∂x
(a, b).

Beweis. Es genügt, den Satz zu beweisen unter der zusätzlichen Voraussetzung, dass a = 0 = b ist. Sonst

ersetze man F durch die Abbildung

F̃ : (U1 − a)× (U2 − b)→ Rm, (x, y) 7→ F (x+ a, y + b)

und g durch g̃ : U1 − a→ Rm, x 7→ g(x+ a)− b.

Seien also a = 0 = b. Wir schreiben

A =
∂F

∂x
(0, 0) ∈M(m× k,R), B =

∂F

∂y
(0, 0) ∈ GL(m,R)

für die partiellen Jacobi-Matrizen von F . Da F differenzierbar in (0, 0) ist mit F (0, 0) = 0, ist

F (x, y) =

(
∂F

∂x
(0, 0),

∂F

∂y
(0, 0)

)(
x

y

)
+ ϕ(x, y) = Ax+By + ϕ(x, y)
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für (x, y) ∈ U1 × U2 mit

lim
(x,y)→0

ϕ(x, y)

‖(x, y)‖
= 0.

Nach Voraussetzung gilt

0 = F (x, g(x)) = Ax+Bg(x) + ϕ(x, g(x))

und damit

g(x) = −B−1Ax−B−1ϕ(x, g(x))

für alle x ∈ U1. Wegen g(0) = 0 folgt die Differenzierbarkeit von g in 0, wenn wir zeigen können, dass der

Ausdruck
‖ϕ(x, g(x))‖
‖x‖

=
‖ϕ(x, g(x))‖
‖(x, g(x))‖

‖(x, g(x))‖
‖x‖

gegen 0 strebt für x → 0. Da der erste Faktor auf der rechten Seite für x → 0 gegen 0 konvergiert, gibt

es ein δ > 0 mit Bδ(0) ⊂ U1 und

‖(ϕ(x, g(x)))‖
‖(x, g(x))‖

<
1

2‖B−1‖
für ‖x‖ < δ.

Wegen ‖(x, g(x))‖ ≤ ‖x‖ + ‖g(x)‖ genügt es zu zeigen, dass ‖g(x)‖/‖x‖ auf Bδ(0) \ {0} beschränkt ist.

Aber für ‖x‖ < δ gilt

‖g(x)‖ = ‖B−1Ax+B−1ϕ(x, g(x))‖

≤ ‖B−1A‖ ‖x‖+
1

2
‖(x, g(x))‖

≤
(
‖B−1A‖+

1

2

)
‖x‖+

1

2
‖g(x)‖.

Daher ist

‖g(x)‖/‖x‖ < 2

(
‖B−1A‖+

1

2

)
für x ∈ Bδ(0) \ {0}. Damit ist gezeigt, dass g differenzierbar ist in 0 und dass ∂g

∂x (0) = −B−1A gilt.

Bemerkung 8.3. Ist F ∈ C1(U1 × U2,Rm) und ist

∂F

∂y
(a, b) ∈ GL(m,R)

in einem Punkt (a, b) ∈ U1 × U2, so gibt es offene Umgebungen V1 ⊂ U1 von a, V2 ⊂ U2 von b so,

dass ∂F
∂y (x, y) invertierbar ist für alle (x, y) ∈ V1 × V2. Zum Beweis beachte man, dass die partielle

Funktionaldeterminante

det
∂F

∂y
(x, y) =

∑
π

sgn(π)
∂F1

∂yπ(1)
(x, y) · · · ∂Fm

∂yπ(m)
(x, y)

stetig als Funktion von (x, y) ∈ U1 ×U2 ist. Hierbei wird die Summe über alle Permutationen der Menge

{1, . . . ,m} gebildet. Folglich ist die Menge{
(x, y) ∈ U1 × U2; det

∂F

∂y
(x, y) 6= 0

}
⊂ U1 × U2
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offen.

Zum Beweis des Hauptsatzes über die Existenz implizit definierter Funktionen benutzen wir ein Fixpunkt-

argument.

Satz 8.4 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollständiger metrischer Raum, c ∈ (0, 1) eine

Konstante und T : X → X eine c-Kontraktion, das heißt eine Abbildung mit d(T (x), T (y)) ≤ cd(x, y) für

alle x, y ∈ X. Dann besitzt T einen eindeutigen Fixpunkt, das heißt es gibt genau ein Element a ∈ X

mit T (a) = a.

Beweis. Sei x ∈ X beliebig. Wir definieren rekursiv eine Folge (xk)k≥0 in X durch

x0 = x, xk+1 = T (xk) (k ≥ 0).

Dann gilt für alle k ≥ 0

d(xk+1, xk) = d(T (xk), T (xk−1)) ≤ cd(xk, xk−1) ≤ . . . ≤ ckd(x1, x0).

Mit der Dreiecksungleichung erhält man für alle q ≥ p die Abschätzung

d(xq, xp) ≤
q−1∑
k=p

d(xk+1, xk) ≤

q−1∑
k=p

ck

 d(x1, x0).

Da die konvergente Reihe
∑∞
k=0 c

k die Cauchy-Bedingung erfüllt, ist (xk)k≥0 eine Cauchy-Folge in X.

Wegen der vorausgesetzten Vollständigkeit von X existiert der Grenzwert a = limk→∞ xk in X. Da T

stetig (sogar gleichmäßig stetig) ist, gilt T (a) = limk→∞ Txk = limk→∞ xk+1 = a. Gilt auch T (a′) = a′,

so folgt

d(a, a′) = d(T (a), T (a′)) ≤ cd(a, a′).

Wegen c ∈ (0, 1) ist d(a, a′) = 0 und damit auch a = a′.

Satz 8.5 (Implizite Funktionen). Seien U1 ⊂ Rk, U2 ⊂ Rm offene Umgebungen von Punkten a ∈ Rk

und b ∈ Rm. Ist

F : U1 × U2 → Rm, (x, y) 7→ F (x, y)

stetig partiell differenzierbar mit F (a, b) = 0 und

∂F

∂y
(a, b) ∈ GL(m,R),

so gibt es offene Umgebungen V1 ⊂ U1 von a, V2 ⊂ U2 von b und eine stetige Abbildung g : V1 → V2 mit

{(x, y) ∈ V1 × V2; F (x, y) = 0} = {(x, g(x)); x ∈ V1}.
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Beweis. Sei B = ∂F
∂y (a, b). Nach der Kettenregel ist die Funktion

G : U1 × U2 → Rm, G(x, y) = y −B−1F (x, y)

stetig partiell differenzierbar mit

∂G

∂y
(x, y) = Im −B−1

∂F

∂y
(x, y) für (x, y) ∈ U1 × U2.

Hierbei bezeichnet Im die (m × m)-Einheitsmatrix. Da ∂G
∂y : U1 × U2 → M(m × m,R) stetig ist mit

∂G
∂y (a, b) = 0, gibt es ein δ > 0 mit ∥∥∥∥∂G∂y (x, y)

∥∥∥∥ < 1

2

für alle (x, y) ∈ Bδ(a)×Bδ(b) ⊂ U1×U2. Für x ∈ Bδ(a) zeigt die Mittelwertabschätzung (Korollar 6.17)

angewendet auf die Funktion G(x, ·) ∈ C1(U2,Rm), dass

‖G(x, y1)−G(x, y2)‖ ≤ sup
t∈[0,1]

∥∥∥∥∂G∂y (x, y1 + t(y2 − y1))

∥∥∥∥ ‖y1 − y2‖ ≤ 1

2
‖y1 − y2‖

für alle y1, y2 ∈ Bδ(b) ist. Da G stetig ist, gibt es ein r ∈ (0, δ) mit ‖G(x, b) − G(a, b)‖ < δ/2 für alle

x ∈ Br(a). Für x ∈ Br(a) und y ∈ Bδ(b) gilt

‖G(x, y)− b‖ ≤ ‖G(x, y)−G(x, b)‖+ ‖G(x, b)−G(a, b)‖ < 1

2
‖y − b‖+

δ

2
≤ δ.

Der Banachsche Fixpunktsatz (Satz 8.4) angewendet auf die Abbildungen

G(x, ·) : Bδ(b)→ Bδ(b) (x ∈ Br(a))

zeigt, dass für jedes x ∈ Br(a) genau ein Vektor y = y(x) ∈ Bδ(b) existiert so, dass y = G(x, y) ist.

Wegen G(Br(a)×Bδ(b)) ⊂ Bδ(b) ist y(x) ∈ Bδ(b) für alle x ∈ Br(a).

Wir zeigen, dass die Abbildung g : Br(a)→ Bδ(b), x 7→ y(x) stetig ist in jedem Punkt x0 ∈ Br(a). Zum

Beweis beachte man, dass für x, x0 ∈ Br(a) gilt

‖g(x)− g(x0)‖ = ‖G(x, g(x))−G(x0, g(x0))‖

≤ ‖G(x, g(x))−G(x, g(x0))‖+ ‖G(x, g(x0))−G(x0, g(x0))‖

≤ 1

2
‖g(x)− g(x0)‖+ ‖G(x, g(x0))−G(x0, g(x0))‖

und damit

‖g(x)− g(x0)‖ ≤ 2‖G(x, g(x0))−G(x0, g(x0))‖ (x→x0)−→ 0.

Die Beobachtung, dass

{(x, y) ∈ Br(a)×Bδ(b); F (x, y) = 0} = {(x, g(x)); x ∈ Br(a)}

ist, beendet den Beweis.
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Durch Verkleinern der Umgebungen V1 von a, V2 und b in der Situation von Satz 8.5 kann man erreichen,

dass auch die Funktion g stetig partiell differenzierbar ist und sogar k-mal stetig partiell differenzierbar

ist, wenn F : U1 × U2 → Rm als k-mal stetig partiell differenzierbar vorausgesetzt wird.

Bemerkung 8.6. Sei in der Situation von Satz 8.5 zusätzlich W eine beliebige Umgebung von (a, b). Da

g stetig ist mit g(a) = b, gibt es offene Umgebungen W1 ⊂ V1 von a,W2 ⊂ V2 von b mit

W1 ×W2 ⊂W und g(W1) ⊂W2.

Dann gilt automatisch wieder

{(x, y) ∈W1 ×W2; F (x, y) = 0} = {(x, g(x)); x ∈W1}.

Nach Bemerkung 8.3 gibt es eine Umgebung W von (a, b) so, dass

∂F

∂y
(x, y) ∈ GL(m,R)

für alle (x, y) ∈W ist. Wählt man zu dieser Umgebung W von (a, b) die Umgebungen W1 von a und W2

von b wie oben, so folgt mit Satz 8.2 angewendet auf F : W1 ×W2 → Rm, g : W1 → W2 und (x, g(x))

statt (a, b), dass g differenzierbar ist in jedem x ∈W1 mit

∂g

∂x
(x) = −∂F

∂y
((x, g(x)))−1

∂F

∂x
(x, g(x))

für alle x ∈ W1. In der Linearen Algebra zeigt man, dass die Inverse einer invertierbaren Matrix A ∈

GL(m,R) die Form

A−1 =

(
(−1)i+j

det(Aji)

detA

)
1≤i,j≤n

hat, wobei Aji ∈ M((n − 1) × (n − 1),R) die Matrix ist, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile

und i-ten Spalte entsteht. Mit der Definition der Determinante (vgl. Bemerkung 8.3) folgt, dass für eine

matrixwertige Abbildung A : U → GL(m,R), x 7→ (aij(x))1≤i,j≤m über einer offenen Menge U ⊂ Rn

mit Koeffizientenfunktionen aij ∈ C(U) (bzw. aij ∈ Ck(U)) auch die durch

A(x)−1 = (bij(x))1≤i,j≤m (x ∈ U)

definierten Koeffizientenfunktionen der Abbildung A−1 : U → GL(m,R), x 7→ A(x)−1 wieder zu C(U)

(bzw. zu Ck(U)) gehören.

Also zeigt die obige Formel für die Jacobi-Matrix ∂g
∂x = Jg, dass alle Koeffizientenfunktionen von Jg stetig

auf W1 sind und damit g ∈ C1(W1,Rm) ist. Ist F ∈ C2(U1 × U2,Rm), so erhält man mit derselben

Formel für ∂g
∂x durch Wiederholung des obigen Argumentes und Anwendung der Kettenregel (Korollar

6.10), dass g ∈ C2(W1,Rm) ist. Induktiv folgt, dass g ∈ Ck(W1,Rm) ist, falls F ∈ Ck(U1 × U2,Rm) ist.

Ist F unendlich oft stetig partiell differenzierbar auf U1 × U2, so folgt dasselbe für g auf W1.
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Beispiel 8.7. Sei U ⊂ R2 offen und sei f ∈ Ck(U) mit k ≥ 1. Sei c ∈ R und

(a, b) ∈ Nf (c) = {(x, y) ∈ U ; f(x, y) = c}

mit grad f(a, b) 6= 0. Ist ∂f
∂y (a, b) 6= 0, so existieren nach Satz 8.5 und Bemerkung 8.6 offene Intervalle

I1, I2 ⊂ R mit (a, b) ∈ I1 × I2 ⊂ U und eine Ck-Funktion g : I1 → I2 mit

Nf (c) ∩ (I1 × I2) = {(x, g(x)); x ∈ I1}.

Ist ∂f
∂x (a, b) 6= 0, so existiert eine Ck-Funktion h : J2 → J1 zwischen offenen Intervallen mit (a, b) ∈

J1 × J2 ⊂ U und

Nf (c) ∩ (J1 × J2) = {(h(y), y); y ∈ J2}.

Sei f : [a, b]→ R stetig und injektiv und sei A = min f([a, b]), B = max f([a, b]). In der Analysis I zeigt

man, dass die Umkehrfunktion g = f−1 : [A,B] → [a, b] stetig ist (Satz 11.2 und Satz 11.4 in [EAI])

und dass, falls f differenzierbar ist in einem Punkt x0 ∈ [a, b] mit f ′(x0) 6= 0, die Funktion g = f−1

differenzierbar ist in y0 = f(x0) mit

g′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′(g(y0))
(Satz 14.12 in [EAI]).

Ist f : U1 → U2 bijektiv zwischen offenen Mengen U1 ⊂ Rn1 und U2 ⊂ Rn2 mit Umkehrabbildung

g = f−1 : U2 → U1 und sind f, g differenzierbar, so gilt nach der Kettenregel (Satz 6.8) und Beispiel 6.3,

dass

IRn1 = g′(f(x)) ◦ f ′(x),

IRn2 = f ′(g(y)) ◦ g′(y)

für alle x ∈ U1 und y ∈ U2 ist. Also sind die linearen Abbildungen f ′(x) : Rn1 → Rn2 invertierbar für

x ∈ U1. Insbesondere gilt notwendigerweise, dass n1 = n2 ist.

Definition 8.8. Seien U1, U2 ⊂ Rn offene Mengen, k ∈ N∗. Eine bijektive Abbildung f : U1 → U2 heißt

Ck-Diffeomorphismus oder Ck-invertierbar, wenn f : U1 → U2 und f−1 : U2 → U1 beide Ck-Funktionen

sind (als Abbildungen mit Werten in Rn).

Satz 8.9 (Lokale Ck-Invertierbarkeit). Sei f : U → Rn eine Ck-Funktion (1 ≤ k ≤ ∞) auf einer offenen

Menge U ⊂ Rn und seien a ∈ U, b = f(a) so, dass f ′(a) invertierbar ist. Dann gibt es offene Umgebungen

W ⊂ U von a, V = V (b) ⊂ Rn von b so, dass f : W → V Ck-invertierbar ist. In diesem Fall ist das

Differential der Umkehrabbildung g = f−1 : V →W gegeben durch

g′(f(x)) = f ′(x)−1 (x ∈W ).
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Beweis. Da die Funktion F : Rn × U → Rn

F (x, y) = x− f(y)

k-mal stetig partiell differenzierbar ist mit F (b, a) = 0 und ∂F
∂y (b, a) = −Jf (a) ∈ GL(n,R) zeigt der Satz

über implizite Funktionen (Satz 8.6), dass offene Umgebungen V von b, W̃ ⊂ U von a und eine Funktion

g ∈ Ck(V,Rn) existieren mit g(V ) ⊂ W̃ und

{(x, y) ∈ V × W̃ ; x = f(y)} = {(x, g(x)); x ∈ V }.

Dann definiert W = W̃∩
−1
f (V ) eine offene Umgebung von a mit f(W ) ⊂ V und

{(x, y) ∈ V ×W ; x = f(y)} = {(x, g(x)); x ∈ V }.

Da die rechte Menge in der linken enthalten ist, gilt g(V ) ⊂W und

x = f(g(x)) für alle x ∈ V.

Da die linke Menge in der rechten enthalten ist, ist für jedes y ∈ W das Paar (f(y), y) ein Element der

rechten Menge, also

y = g(f(y)) für alle y ∈W.

Folglich ist f : W → V bijektiv mit Ck-Umkehrfunktion g : V → W . Die Formel für g′(f(x)) folgt aus

den Bemerkungen vor Definition 8.8 als Anwendung der Kettenregel (Satz 6.8).

Ist f : U → Rn in der Situation von Satz 8.9 zusätzlich injektiv und ist f ′(x) invertierbar für alle x ∈ U ,

so erhält man die globale Ck-Invertierbarkeit von f . In diesem Fall ist insbesondere das Bild f(U0) jeder

offenen Menge U0 ⊂ U unter f eine offne Menge in Rn.

Korollar 8.10. Sei U ⊂ Rn offen und sei f : U → Rn eine injektive Ck-Funktion (1 ≤ k ≤ ∞) so, dass

f ′(x) invertierbar ist für alle x ∈ U . Dann ist die Menge V = f(U) ⊂ Rn offen und f−1 : V → Rn ist

eine Ck-Funktion.

Beweis. Nach Satz 8.9 existiert für jeden Punkt a ∈ U eine offene Umgebung V (b) ⊂ Rn von b = f(a)

mit V (b) ⊂ f(U). Für V (b) und g wie in Satz 8.9 ist f−1|V (b) = g eine Ck-Funktion.

Beispiel 8.11. Die Funktion

f : R∗+ × R→ R2, f(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ)

ist C∞ und für alle (r, ϕ) ∈ R∗+ × R gilt

detJf (r, ϕ) = det

cosϕ −r sinϕ

sinϕ r cosϕ

 = r(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = r 6= 0.
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Die Inverse der Jacobi-Matrix ist

Jf (r, ϕ)−1 =

 cosϕ sinϕ

− sinϕ
r

cosϕ
r

 , (r, ϕ) ∈ R∗+ × R.

Nach Satz 8.9 ist f lokal C∞-invertierbar. Sei (r, ϕ) ∈ R∗+ × R. Setze

(x, y) = f(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).

Dann ist r =
√
x2 + y2, cosϕ = x

r und sinϕ = y
r . Ist g : V → W eine lokale C∞-Umkehrfunktion mit

(r, ϕ) ∈W wie in Satz 8.9, so gilt

Jg(x, y) = Jf (r, ϕ)−1 =

 x√
x2+y2

y√
x2+y2

− y
x2+y2

x
x2+y2

 .

Da f(r, ϕ) = f(r′, ϕ′) ist genau dann, wenn r = r′ und ϕ−ϕ′ ∈ 2πZ ist (Korollar 13.10 in [EAI]), ist für

jedes ϕ ∈ R die Einschränkung von f auf R∗+×]ϕ,ϕ+2π[ C∞-invertierbar nach Korollar 8.10. Ist (x, y) =

(r cosϕ, r sinϕ), so nennt man (r, ϕ) die Polarkoordinaten von (x, y). Für (x, y) = (r cosϕ, r sinϕ) 6=

(0, 0) ist
−1
f ({(x, y)}) = {(r, ϕ+ 2πk); k ∈ Z}.

Man kann den Satz über implizite Funktionen benutzen, um notwendige Bedingungen für das Vorliegen

lokaler Extrema unter Nebenbedingungen herzuleiten.

Satz 8.12 (Lokale Extrema unter Nebenbedingungen). Seien U ⊂ Rn offen, f ∈ C1(U) und M = {x ∈

U ; f(x) = 0}. Ist a ∈ M mit grad f(a) 6= 0 und ist h ∈ C1(U) eine Funktion, die in a ein lokales

Extremum unter der Nebenbedingung f = 0 besitzt, das heißt, gibt es eine Umgebung V ⊂ U von a mit

h(x) ≤ h(a) für alle x ∈ V ∩M (bzw. h(x) ≥ h(a) für alle x ∈ V ∩M),

so gibt es eine Zahl λ ∈ R mit grad h(a) = λ grad f(a).

Beweis. Man darf ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass ∂nf(a) 6= 0 ist. Sonst wähle

man ein i ∈ {1, . . . , n− 1} mit ∂if(a) 6= 0 und ersetze f und h durch die Funktionen

f̃ = f ◦ ϕ : ϕ−1(U)→ R, h̃ = h ◦ ϕ : ϕ−1(U)→ R,

wobei ϕ : Rn → Rn, (x1, . . . , xi, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, . . . , xi) die Abbildung sei, die die i-te und n-te

Koordinate vertauscht. Dann hat h̃ ein lokales Extremum in ϕ−1(a) unter der Nebenbedingung f̃ = 0

und wegen

∂nf̃ =

n∑
ν=1

(∂νf) ◦ ϕ (∂nϕν) = (∂if) ◦ ϕ,

grad h̃ = (∂1h, . . . , ∂nh, . . . , ∂ih) ◦ ϕ,

grad f̃ = (∂1f, . . . , ∂nf, . . . , ∂if) ◦ ϕ
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genügt es, den Satz für den Fall ∂nf(a) 6= 0 zu beweisen.

Sei also ∂nf(a) 6= 0. Wir schreiben die Elemente von Rn in der Form (x′, xn) ∈ Rn−1×R. Nach Bemerkung

8.6 gibt es offene Umgebungen W1 von a′, W2 von an und eine stetig partiell differenzierbare Funktion

g : W1 →W2 mit W1 ×W2 ⊂ V und

(i) M ∩ (W1 ×W2) = {(x′, g(x′)); x′ ∈W1},

(ii) ∂if(x′, g(x′)) + ∂nf(x′, g(x′))∂ig(x′) = 0 für i = 1, . . . , n− 1, x′ ∈Wn.

Dabei folgt die Gültigkeit von (ii) durch Ableiten der Identität 0 = f(x′, g(x′)), aufW1 mit der Kettenregel

(Korollar 6.9). Die C1-Funktion

H : W1 → R, H(x′) = h(x′, g(x′))

hat in a′ ein lokales Extremum. Nach Satz 7.7 ist grad H(a′) = 0, und mit der Kettenregel (Korollar 6.9)

folgt, dass

0 = ∂iH(a′) = ∂ih(a) + ∂nh(a)∂ig(a′)

für i = 1, . . . , n− 1. Mit Bedingung (ii) folgt

∂ih(a) = ∂nh(a)(−∂ig(a′)) =

(
∂nh(a)

∂nf(a)

)
∂if(a)

für i = 1, . . . , n. Also folgt die Behauptung mit λ = ∂nh(a)
∂nf(a)

. des Extremalproblems.

Die Zahl λ in Satz 8.12 nennt man den Langrange-Multiplikator.

Wir wenden den letzten Satz an, um den größten und kleinsten Eigenwert einer symmetrischen Matrix

A ∈M(n× n,R) mit Hilfe der quadratischen Form von A zu berechnen.

Beispiel 8.13. Sei A = (aij) ∈M(n× n,R) eine symmetrische Matrix. Da die Einheitssphäre

S = {x ∈ Rn; ‖x‖ = 1} ⊂ Rn

kompakt ist und da die quadratische Form von A

h : Rn → R, h(x) = 〈Ax, x〉

stetig ist, gibt es Elemente a(i) ∈ S (i = 1, 2) mit

〈Aa(1), a(1)〉 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ 〈Aa(2), a(2)〉

für alle x ∈ S (Korollar 3.11). Also besitzt die Funktion h ∈ C1(Rn) in den Punkten a(1), a(2) ∈ S lokale

(sogar absolute) Extrema unter der Nebenbedingung

f(x1, . . . , xn) = x21 + . . .+ x2n − 1 = 0.
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Wegen grad f(x) = 2x 6= 0 für alle x ∈ S folgt mit Satz 8.12, dass λ1, λ2 ∈ R existieren mit

grad h(a(i)) = λi grad f(a(i)) = 2 λia
(i) (i = 1, 2).

Da für alle x, ξ ∈ Rn gilt

〈A(x+ ξ), x+ ξ〉 = 〈Ax, x〉+ 〈Ax, ξ〉+ 〈x,Aξ〉+ 〈Aξ, ξ〉 = 〈Ax, x〉+ 〈2Ax, ξ〉+ o(‖ξ‖),

ist grad h(x) = 2Ax für alle x ∈ Rn. Damit folgt, dass

Aa(i) = λia
(i) (i = 1, 2)

und dass

λ1 = 〈Aa(1), a(1)〉 = min{〈Ax, x〉; x ∈ S},

λ2 = 〈Aa(2), a(2)〉 = max{〈Ax, x〉; x ∈ S}.

Ist λ irgendein Eigenwert von A, so gibt es einen Vektor x ∈ S mit Ax = λx. Wegen 〈Ax, x〉 = λ sind λ1

und λ2 der kleinste und größte Eigenwert von A.
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9 Parameterabhängige Integrale

Seien I = [a, b] ⊂ R ein Intervall und U ⊂ Rn beliebig. Ist f : I × U → R eine Funktion und ist für jedes

x ∈ U die Funktion f(·, x) : I → R Riemann-integrierbar, so kann man das Integral von f über die erste

Variable als Funktion

ϕ : U → R, x 7→
b∫
a

f(t, x)dt

der freien Variablen x ∈ U betrachten. Im Folgenden wollen wir Bedingungen an f angeben, unter denen

die resultierende Funktion ϕ stetig ist oder gewünschte Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt.

Lemma 9.1. Seien I = [a, b] ⊂ R ein kompaktes Intervall, D ⊂ Rn beliebig und f : I ×D → R, (t, x) 7→

f(t, x) eine stetige Funktion. Sei der R-Vektorraum C(I) = {g; g : I → R ist stetig} versehen mit der

Norm

‖g‖I = sup
t∈I
|g(t)|.

Dann ist die Abbildung D → C(I), x 7→ f(·, x) stetig.

Beweis. Sei x ∈ D und sei (xk) eine Folge in D mit limk→∞ xk = x. Wir nehmen an, dass die Folge

f(·, xk) in dem normierten Raum C(I) nicht gegen f(·, x) konvergiert. Dann gibt es ein ε > 0 und eine

Teilfolge (zk) von (xk) mit ‖f(·, zk)− f(·, x)‖I > ε für alle k ∈ N. Nach Definition der Supremumsnorm

‖ · ‖I gibt es zu jedem k ∈ N einen Punkt tk ∈ I mit

|f(tk, zk)− f(tk, x)| > ε.

Da I kompakt ist, hat die Folge (tk) nach Satz 3.8 eine konvergente Teilfolge

(tkj )
(j→∞)−→ t ∈ I.

Dann ist limj(tkj , zkj ) = (t, x) = limj(tkj , x) und wegen der Stetigkeit von f in (t, x) ∈ I × D würde

folgen, dass

ε < |f(tkj , zkj )− f(tkj , x)| (j→∞)−→ |f(t, x)− f(t, x)| = 0.

Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch war. Also konvergiert die Folge (f(·, xk))k∈N gegen

f(·, x) in dem normierten Raum C(I) für jede Folge (xk) in D, die gegen x ∈ D konvergiert. Damit ist

die Stetigkeit der Abbildung D → C(I), x 7→ f(·, x) gezeigt (siehe Definition 2.7).

Als Anwendung erhält man ein Stetigkeitskriterium für parameterabhänigige Integrale.

Korollar 9.2. Seien I = [a, b] ein kompaktes Intervall, D ⊂ Rn beliebig und f : I ×D → R stetig. Dann

ist die Funktion

ϕ : D → R, ϕ(x) =

b∫
a

f(t, x)dt

stetig.
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Beweis. Versieht man C(I) mit der Supremumsnorm ‖ · ‖I , so ist die Abbildung

D → C(I), x 7→ f(·, x)

stetig nach Lemma 9.1. Als Beispiel zu Satz 2.18 haben wir gesehen, dass

C(I)→ R, g 7→
b∫
a

g dt

eine stetige lineare Abbildung ist. Nach Satz 2.8 ist ϕ als Komposition von zwei stetigen Abbildungen

stetig.

Wir versuchen, auf ähnliche Weise hinreichende Bedingungen für die Differenzierbarkeit parameterabhän-

giger Integrale zu beweisen.

Lemma 9.3. Seien I, J ⊂ R kompakte Intervalle und sei f : I × J → R eine stetige Funktion so, dass

(i) f(t, ·) : J → R differenzierbar ist für alle t ∈ I und

(ii) I × J → R, (t, y) 7→ ∂f
∂y (t, y) stetig ist.

Ist y ∈ J und ist (yk)k∈N eine Folge in J \ {y} mit limk→∞ yk = y, so konvergiert

f(·, yk)− f(·, y)

yk − y
(k→∞)−→ ∂f

∂y
(·, y)

in dem normierten Raum (C(I), ‖ · ‖I).

Beweis. Sei ε > 0. Da die Funktion ∂f
∂y : I × J → R als stetige Funktion auf der kompakten Menge

I × J ⊂ R2 nach Satz 3.13 gleichmäßig stetig ist, gibt es ein δ > 0 mit∣∣∣∣∂f∂y (t, y)− ∂f

∂y
(t′, y′)

∣∣∣∣ < ε

für alle (t, y), (t′, y′) ∈ I × J mit ‖(t, y) − (t′, y′)‖ < δ. Zu δ > 0 gibt es ein k0 ∈ N mit |yk − y| < δ

für alle k ≥ k0. Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 15.4 in [EAI]) gibt es für

jedes k ≥ k0 und jedes t ∈ I eine Stelle θt,k zwischen y und yk so, dass∣∣∣∣f(t, yk)− f(t, y)

yk − y
− ∂f

∂y
(t, y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂f∂y (t, θt,k)− ∂f

∂y
(t, y)

∣∣∣∣ < ε

gilt. Benutzt haben wir dabei auch, dass ‖(t, θt,k) − (t, y)‖ = |θt,k − y| ≤ |yk − y| < δ für k ≥ k0 ist.

Folglich ist ∥∥∥∥f(·, yk)− f(·, y)

yk − y
− ∂f

∂y
(·, y)

∥∥∥∥
I

< ε

für alle k ≥ k0.

Als Folgerung erhalten wir, dass unter den Voraussetzungen von Lemma 9.3 das über t ∈ I gebildete

Integral von f stetig differenzierbar von dem freien Parameter y ∈ J abhängt.
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Satz 9.4. Seien I = [a, b], J ⊂ R kompakte Intervalle und sei f : I × J → R eine stetige Funktion so,

dass

(i) f(t, ·) : J → R differenzierbar ist für alle t ∈ I und

(ii) I × J → R, (t, y) 7→ ∂f
∂y (t, y) stetig ist.

Dann definiert ϕ : J → R, ϕ(y) =
∫ b
a
f(t, y)dt eine stetig differenzierbare Funktion auf J mit

ϕ′(y) =

b∫
a

∂f

∂y
(t, y)dt

für alle y ∈ J .

Beweis. Da das Integral eine stetige lineare Abbildung

C(I)→ R, g 7→
b∫
a

g(t)dt

auf C(I) (versehen mit der Supremumsnorm) definiert, folgt mit Lemma 9.3, dass für jedes y ∈ J und

für jede Folge (yk)k∈N in J \ {y} mit limy yk = y gilt

ϕ(yk)− ϕ(y)

y − yk
=

b∫
a

f(t, yk)− f(t, y)

yk − y
dt

(k→∞)−→
b∫
a

∂f

∂y
(t, y)dt.

Also ist ϕ differenzierbar in jedem y ∈ J mit

ϕ′(y) =

b∫
a

∂f

∂y
(t, y)dt.

Die Stetigkeit von ϕ′ : J → R folgt mit Korollar 9.2.

Satz 9.5. Seien I = [a, b] ⊂ R ein kompaktes Intervall, U ⊂ Rn offen, f : I × U → R stetig so, dass

(i) f(t, ·) : U → R partiell differenzierbar ist für alle t ∈ I und

(ii) die partiellen Ableitungen

I × U → R, (t, y) 7→ ∂f

∂yi
(t, y) (1 ≤ i ≤ n)

stetig sind.

Dann definiert ϕ : U → R, ϕ(y) =
∫ b
a
f(t, y)dt eine C1-Funktion mit

∂ϕ

∂yi
(y) =

b∫
a

∂f

∂yi
(t, y)dt (i = 1, . . . , n, y ∈ U).
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Beweis. Die partielle Differenzierbarkeit und die behauptete Formel für die Ableitung folgen direkt aus

Satz 9.4, indem man alle bis auf eine der yi-Variablen festhält. Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen

∂ϕ
∂yi

: U → R (1 ≤ i ≤ n) folgt aus der Integraldarstellung dieser Funktionen mit Korollar 9.2.

Durch wiederholte Anwendung des letzten Satzes erhält man ein Kriterium für die k-malige stetige par-

tielle Differenzierbarkeit von parameterabhängigen Integralen.

Korollar 9.6. Seien I = [a, b] ⊂ R ein kompaktes Intervall, U ⊂ Rn offen, k ∈ N∗ und f : I × U → R

stetig so, dass

(i) f(t, ·) ∈ Ck(U) für alle t ∈ I ist und

(ii) für jedes α ∈ Nn mit |α| ≤ k die partielle Ableitung

I × U → R, (t, y) 7→ ∂|α|f

∂yα
(t, y)

stetig ist.

Dann definiert ϕ : U → R, ϕ(y) =
∫ b
a
f(t, y)dt eine Ck -Funktion mit

∂|α|ϕ

∂yα
(y) =

b∫
a

∂|α|f

∂yα
(t, y)dt (|α| ≤ k, y ∈ U).

Beweis. Die Behauptung folgt durch Induktion nach k unter Anwendung von Satz 9.5.

Sei U ⊂ Rn offen und v = (v1, . . . , vn) : U → Rn ein C1-Vektorfeld (Definition 5.7). Gibt es eine Funktion

f ∈ C1(U) mit

v = grad f

auf U , so ist f ∈ C2(U) und mit dem Satz von Schwarz (Satz 5.11) folgt, dass

∂jvi = ∂j∂if = ∂i∂jf = ∂ivj (i, j = 1, . . . , n).

Man nennt diese notwendige Bedingung auch die Integrabilitätsbedingung für das Vektorfeld v. Ist f eine

Lösung der Gleichung v = grad f , so nennt man f ein Potential des Vektorfeldes v. Über hinreichend

schönen Mengen hat auch umgekehrt jedes C1-Vektorfeld, dass die Integrabilitätsbedingung erfüllt, ein

Potential. Wir zeigen dies nur für den Fall, das U eine offene Kugel um 0 ist.

Satz 9.7. Seien r > 0, U = {x ∈ Rn; ‖x‖ < r} und v : U → Rn ein C1-Vektorfeld mit

∂jvi = ∂ivj (i, j = 1, . . . , n).

Dann definiert f : U → R,

f(x) =

n∑
i=1

 1∫
0

vi(tx)dt

xi

eine C1-Funktion mit grad f = v auf U .
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Beweis. Die Funktionen

fi : [0, 1]× U → R, (t, x) 7→ vi(tx) (i = 1, . . . , n)

sind stetig und bei festem t ∈ [0, 1] nach der Kettenregel (Korollar 6.9) partiell differenzierbar nach x.

Die partiellen Ableitungen

[0, 1]× U → R, (t, x) 7→ ∂fi
∂xj

(t, x) =
∂vi
∂xj

(tx)t

sind stetig als Funktionen in (t, x) ∈ [0, 1]× U für i, j = 1, . . . , n. Nach Satz 9.5 sind die Funktionen

ϕi : U → R, ϕi(x) =

1∫
0

vi(tx)dt (i = 1, . . . , n)

stetig partiell differenzierbar. Also ist auch die im Satz definierte Funktion f : U → R stetig partiell

differenzierbar und mit der Formel aus Satz 9.5 folgt, dass

∂f

∂xj
(x) =

n∑
i=1

 1∫
0

∂vi
∂xj

(tx)t dt

xi +

1∫
0

vj(tx)dt

=

1∫
0

[(
t

n∑
i=1

∂vj
∂xi

(tx)xi

)
+ vj(tx)

]
dt

=

1∫
0

d

dt
(tvj(tx))dt = vj(x)

für alle x ∈ U und j = 1, . . . , n. Dabei haben wir im vorletzten Schritt noch einmal die Kettenregel

(Korollar 6.9) und im letzten Schritt den Hauptsatz der Differential und Integralrechnung aus der Analysis

I benutzt.

Da die Funktion v in Satz 9.7 stetig differenzierbar ist, ist das in Satz definierte Potential f natürlich

sogar eine C2-Funktion. Man nennt eine Menge U ⊂ Rn sternförmig, falls für alle x ∈ U und t ∈ [0, 1]

auch tx ∈ U ist. Im obigen Beweis wurde nicht wirklich benutzt, dass U eine offene Kugel um 0 ist,

sondern nur, dass U eine offene sternförmige Menge ist. Satz 9.7 bleibt also richtig, wenn U allgemeiner

eine offene sternförmige Menge ist.

Korollar 9.8. Sei U ⊂ R3 eine offene, sternförmige Menge und v : U → R3 ein C1-Vektorfeld. Dann

gibt es eine Funktion f ∈ C1(U) mit v = grad f genau dann, wenn rot v = 0 ist auf U .

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 9.7 und den obigen Bemerkungen zu Satz 9.7.

Sei f : [a, b]× [c, d]→ R eine stetige Funktion. Nach Korollar 9.2 sind die Funktionen

[a, b]→ R, x 7→
d∫
c

f(x, y)dy,
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[c, d]→ R, y 7→
b∫
a

f(x, y)dx

stetig. Also existieren auch die beiden iterierten Integrale

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx und

d∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy.

Satz 9.9. Seien a, b, c, d ∈ R mit a ≤ b und c ≤ d. Für jede stetige Funktion f : [a, b]× [c, d]→ R gilt

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy.

Beweis. Die Funktion F : [a, b]× [c, d]→ R,

F (x, y) =

y∫
c

f(x, t)dt

ist stetig, denn für (x, y), (x0, y0) ∈ [a, b]× [c, d] gilt∣∣∣∣∣∣
y∫
c

f(x, t)dt−
y0∫
c

f(x0, t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
y∫

y0

f(x, t)dt

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
y0∫
c

(f(x, t)− f(x0, t))dt

∣∣∣∣∣∣
≤|y − y0| ‖f‖[a,b]×[c,d] + |y0 − c| sup

t∈[c,d]
|f(x, t)− f(x0, t)|,

und beide Summanden in der letzten Zeile konvergieren gegen 0 für (x, y)→ (x0, y0). Man beachte dabei,

dass f nach Satz 3.13 gleichmäßig stetig ist. Da F partiell differenzierbar nach y ist und die partielle

Ableitung

[a, b]× [c, d]→ R, (x, y) 7→ ∂F

∂y
(x, y) = f(x, y)

stetig ist, ist die Funktion

ϕ : [c, d]→ R; ϕ(y) =

b∫
a

 y∫
c

f(x, t)dt

 dx

nach Satz 9.4 stetig differenzierbar mit

ϕ′(y) =

b∫
a

f(x, y)dx (y ∈ [c, d]).

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhält man

d∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy =

d∫
c

ϕ′(y)dy = ϕ(d)− ϕ(c) =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx.

Damit ist die Behauptung gezeigt.
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Wir verallgemeinern den letzten Satz auf den Fall von n-fach iterierten Integralen.

Sei Q =
∏n
ν=1[aν , bν ] ⊂ Rn ein abgeschlossener Quader (aν , bν ∈ R mit aν < bν für ν = 1, . . . , n). Ist

f : Q→ R stetig, so ist nach Korollar 9.2 auch die Funktion

n∏
ν=2

[aν , bν ]→ R, (x2, . . . , xn) 7→
b1∫
a1

f(x1, x2, . . . , xn)dx1

stetig. Aus demselben Grunde ist

n∏
ν=3

[aν , bν ]→ R, (x3, . . . , xn) 7→
b2∫
a2

 b1∫
a1

f(x1, x2, x3, . . . , xn)dx1

 dx2

stetig. Nach n Schritten erhält man das iterierte Riemann-Integral von f

bn∫
an

. . .

b1∫
a1

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn =

bn∫
an

 bn−1∫
an−1

. . .

 b1∫
a1

f(x1, . . . , xn)dx1

 . . . dxn−1

 dxn,

wobei die linke Seite als abkürzende Schreibweise für die rechte Seite gemeint ist. Wir bezeichnen mit

V (Q) =
∏n
ν=1(bν − aν) das Volumen von Q. Unter einer Teilung von Q versteht man ein Tupel T =

(T1, . . . , Tn) aus Teilungen Tν von [aν , bν ]. Sei

Tν = (tν,i)0≤i≤rν (ν = 1, . . . , n).

Wir nennen ω(T ) = maxν=1,...,n ω(Tν) die Spurweite von T und definieren

I = I(T ) =

n∏
ν=1

{1, . . . , rν},

T =

{
n∏
ν=1

[tν,iν−1, tν,iν}; i = (i1, . . . , in) ∈ I

}
,

Q(i, T ) =

n∏
ν=1

[tν,iν−1, tν,iν ] (i ∈ I).

Auch iterierte Riemann-Integrale lassen sich durch geeignete Riemann-Summen approximieren (vgl. Satz

16.11 in [EAI]).

Satz 9.10. Sei Q =
∏n
ν=1[aν , bν ] (aν , bν ∈ R mit aν < bν für ν = 1, . . . , n) ein abgeschlossener Quader

und sei f : Q→ R eine stetige Funktion.

Zu jedem ε > 0 gibt es ein δ > 0 so, dass für jede Teilung T von Q mit Spurweite ω(T ) < δ und jede

Wahl von Punkten ξi ∈ Q(i, T ) (i ∈ I(T )) gilt∣∣∣∣∣∣
bn∫
an

. . .

b1∫
a1

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn −
∑
i∈I(T )

f(ξi)V (Q(i, T ))

∣∣∣∣∣∣ < ε.

74



Beweis. Wie im eindimensionalen Fall nennen wir die im Satz auftretende endliche Summe eine Riemann-

Summe bezüglich der Teilung T und schreiben sie abkürzend als S(f, T, (ξi)i∈I). Sei ε > 0. Da f nach

Satz 3.13 gleichmäßig stetig ist, gibt es ein δ > 0 mit

|f(x)− f(y)| < ε

V (Q)

für alle x, y ∈ Q mit ‖x− y‖ < δ. Sei T eine Teilung von Q mit ω(T ) < δ√
n

und sei für jedes i ∈ I = I(T )

ein Punkt ξi ∈ Q(i, T ) gegeben. Dann gilt∣∣∣∣∣∣
bn∫
an

. . .

b1∫
a1

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn − S(f, T, (ξi)i∈I)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∑
i∈I

tn,in∫
tn,in−1

. . .

t1,i1∫
t1,i1−1

(f(x1, . . . , xn)− f(ξi))dx1 . . . dxn

∣∣∣∣∣∣∣
≤
∑
i∈I

tn,in∫
tn,in−1

. . .

t1,i1∫
t1,i1−1

|f(x1, . . . , xn)− f(ξi)|dx1 . . . dxn ≤ ε.

Man beachte dabei, das für i ∈ I und x ∈ Q(i, T ) gilt

‖(x1, . . . , xn)− ξi‖ ≤
√
n ‖(x1, . . . , xn)− ξi‖∞ ≤

√
n ω(T ) < δ

(siehe Bemerkung 1.6) und daher |f(x1, . . . , xn)− f(ξ)| < ε
V (Q) .

Wir nennen eine Folge (Tk)k∈N von Teilmengen Tk des QuadersQ =
∏n
ν=1[aν , bν ] eine Teilungen-Nullfolge,

falls limk→∞ ω(Tk) = 0 ist.

Korollar 9.11. Seien Q und f wie in Satz 9.10. Ist (Tk)k∈N eine Teilungen-Nullfolge von Q und ist für

jedes k ∈ N und jeden Teilquader R ∈ Tk ein Punkt ξk,R ∈ R gegeben, so gilt

bn∫
an

. . .

b1∫
a1

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn = lim
k→∞

∑
R∈Tk

f(ξk,R)V (R).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 9.10.

Wählt man eine andere Integrationsreihenfolge zur Definition des iterierten Riemann-Integrals

bπ(n)∫
aπ(n)

. . .
 bπ(1)∫
aπ(1)

f(x1, . . . , xn)dxπ(1)

 . . .

 dxπ(n),

wobei π eine Permutation von {1, . . . , n} ist, so zeigt der Beweis von Satz 9.10, dass Korollar 9.11 richtig

bleibt, wenn man das iterierte Riemann-Integral auf der linken Seite ersetzt, durch das in der neuen

Integrationsreihenfolge berechnete Integral.
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Korollar 9.12. Sei Q =
∏n
ν=1[aν , bν ](aν , bν ∈ R mit aν ≤ bν für ν = 1, . . . , n) ein kompakter Quader

und sei f : Q→ R stetig. Dann gilt für alle Permutationen π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

bn∫
an

. . .

b1∫
a1

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn =

bπ(n)∫
aπ(n)

. . .
 bπ(1)∫
aπ(1)

f(x1, . . . , xn)dxπ(1)

 . . .

 dxπ(n).

Beweis. Der Beweis ist wie oben begründet eine direkte Konsequenz von Satz 9.10 und Korollar 9.11.

Da das iterierte Riemann-Integral stetiger Funktionen auf kompakten Quadern unabhängig von der In-

tegrationsreihenfolge ist, schreibt man in der Situation von Korollar 9.12 auch

∫
Q

fdx =

∫
Q

fdx1 . . . dxn =

bn∫
an

. . .

b1∫
a1

f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Korollar 9.13 (Satz von Fubini). Seien R ⊂ Rm, Q ⊂ Rn kompakte Quader und sei f : R × Q → R

eine stetige Funktion. Dann gilt

∫
R×Q

fd(x, y) =

∫
R

∫
Q

f(x, y)dy

 dx =

∫
Q

∫
R

f(x, y)dx

 dy.

Beweis. Seien R = [a1, b1]× . . .× [am, bm] und Q = [c1, d1]× . . .× [cn, dn]. Dann gilt

∫
R

∫
Q

fdy

 dx =

bm∫
am

. . .

b1∫
a1

 dn∫
cn

. . .

d1∫
c1

f(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)dy1 . . . dyn

 dx1 . . . dxm

=

dn∫
cn

. . .

d1∫
c1

bm∫
am

. . .

b1∫
a1

f(x1, . . . , xm y1, . . . , yn)dx1 . . . dxmdy1 . . . dyn

=

∫
R×Q

fd(x, y) =

∫
Q

∫
R

f(x, y)dx

 dy,

wobei wir Korollar 9.12 benutzt haben.
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10 Gewöhnliche Differentialgleichungen: Existenz und Eindeu-

tigkeit

Im Folgenden sollen einige erste Existenz- und Eindeutigkeitsergebnisse für die Lösungen gewöhnlicher

Differentialgleichungen hergeleitet werden. Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel.

Beispiel 10.1. Sei a ∈ R. Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen y : R→ R mit

y′ = ay (das heißt mit y′(t) = ay(t) für alle t ∈ R).

Offensichtlich wird die Gleichung gelöst von der Funktion y0 : R → R, y0(t) = eat. Mit y0 : R → R sind

auch die Funktionen cy0 (c ∈ R) Lösungen der Differentialgleichung. Ist y : R→ R irgendeine Lösung, so

gilt
d

dt
(y(t)e−at) = (y′(t)− ay(t))e−at = 0

für alle t ∈ R. Also ist y(t)e−at = y(0) für alle t ∈ R und damit

y(t) = y(0)e−at (t ∈ R).

Die Lösungen der Differentialgleichung y′ = ay auf R sind also genau die Funktionen cy0 (c ∈ R).

Definition 10.2. Sei G ⊂ R× Rn = {(t, y); t ∈ R und y ∈ Rn} und sei f : G→ Rn, (t, y) 7→ f(t, y) eine

stetige Funktion. Dann heißt

(∗) y′ = f(t, y)

eine Differentialgleichung 1. Ordnung. Ist I ⊂ R ein Intervall positiver Länge und ϕ : I → Rn eine

differenzierbare Funktion mit

G(ϕ) = {(t, ϕ(t)); t ∈ I} ⊂ G

und

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)) für alle t ∈ I,

so heißt ϕ Lösung der Differentialgleichung (∗) auf I.

Man beachte, dass in der Situation von Definition 10.2 jede Lösung ϕ der Differentialgleichung (∗) auto-

matisch stetig differenzierbar ist. In Beispiel 10.1 ist f : R→ R, f(t, y) = ay.

Definition 10.3. Sei G ⊂ R× Rn und sei f : G→ Rm eine Funktion. Man sagt

(a) f genügt auf G einer Lipschitz-Bedingung (bezüglich y gleichmäßig in t) mit Lipschitz-Konstante

L ≥ 0, wenn

‖f(t, y)− f(t, ỹ)‖ ≤ L‖y − ỹ‖

für alle (t, y), (t, ỹ) ∈ G gilt.
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(b) f genügt auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung, falls jeder Punkt (t0, y0) ∈ G eine Umgebung U ⊂

R× Rn besitzt so, dass f |U∩G einer Lipschitz-Bedingung genügt.

Lemma 10.4. Seien G ⊂ R × Rn offen, f : G → Rm stetig partiell differenzierbar bezüglich y1, . . . , yn,

das heißt f sei partiell differenzierbar bezüglich y1, . . . , yn und die Funktionen

G→ Rm, (t, y) 7→ ∂f

∂yj
(t, y) =

(
∂fi
∂yj

(t, y)

)
1≤i≤m

(j = 1, . . . , n)

sind stetig. Dann genügt f auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung.

Beweis. Sei (t0, y0) ∈ G. Wähle r > 0 so, dass die Menge

V = {(t, y) ∈ R× Rn; |t− t0| ≤ r und ‖y − y0‖ ≤ r} ⊂ G

ist. Für (t, y) ∈ G schreiben wir ∂f
∂y (t, y) =

(
∂fi
∂yj

(t, y)
)
∈M(m× n,R). Da V ⊂ R× Rn kompakt ist, ist

L = sup

{∥∥∂f
∂y

(t, y)
∥∥; (t, y) ∈ V

}
<∞.

Nach der Mittelwertabschätzung (Korollar 6.17) angewendet auf die Funktionen f(t, ·)|Br(y0) gilt

‖f(t, y)− f(t, ỹ)‖ ≤ L‖y − ỹ‖

für (t, y), (t, ỹ) ∈ ]t0 − r, t0 + r[× Br(y0).

Satz 10.5. (Eindeutigkeitssatz) Sei G ⊂ R× Rn und sei f : G→ Rn stetig so, dass f auf G lokal einer

Lipschitz-Bedingung genügt. Seien ϕ,ψ : I → Rn Lösungen der Differentialgleichung

y′ = f(t, y)

so, dass ein t0 ∈ I existiert mit ϕ(t0) = ψ(t0). Dann ist ϕ(t) = ψ(t) für alle t ∈ I.

Beweis. In einem ersten Schritt zeigen wir:

(i) Ist a ∈ I mit ϕ(a) = ψ(a), so gibt es ein δ > 0 mit

ϕ(x) = ψ(x) für alle x ∈ I mit |x− a| < δ.

Zur Begründung beachte man, dass nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung für

alle x ∈ I gilt

ϕ(x) =ϕ(a) +

x∫
a

f(t, ϕ(t))dt,

ψ(x) =ψ(a) +

x∫
a

f(t, ψ(t)dt.
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Da f lokal Lipschitz ist auf G, gibt es eine reelle Zahl L > 0 mit 0 < δ < 1/L so, dass

Jδ(a) = {t ∈ I; |t− a| ≤ δ} ⊂ I

kompakt ist und

‖f(t, ϕ(t))− f(t, ψ(t))‖ ≤ L‖ϕ(t)− ψ(t)‖

für alle t ∈ Jδ(a) gilt. Mit Lemma 6.16 erhält man

‖ϕ(x)− ψ(x)‖ ≤
∣∣∣ x∫
a

‖f(t, ϕ(t))− f(t, ψ(t))‖dt
∣∣∣ ≤ δLs(δ)

für alle x ∈ Jδ(a) mit

s(δ) = sup
t∈Jδ(a)

‖ϕ(t)− ψ(t)‖ <∞.

Die obige Abschätzung zeigt, dass

s(δ) ≤ (δL)s(δ)

ist. Da δL < 1 ist, folgt s(δ) = 0 oder äquivalent ϕ(t) = ψ(t) für alle t ∈ Jδ(a).

Im zweiten Schritt zeigen wir:

(ii) Es gilt ϕ(t) = ψ(t) für alle t ∈ I mit t ≥ t0.

Zum Beweis dürfen wir annehmen, dass t0 < sup(I) ist. Wir setzen

β = sup{t ∈ I; t ≥ t0 und ϕ = ψ auf [t0, t]}.

Aus (i) folgt, dass β > t0 ist. Nach Definition von β ist ϕ = ψ auf [t0, β[. Wäre β < sup(I), so

würde β zu I gehören und wegen der Stetigkeit von ϕ und ψ würde folgen, dass ϕ = ψ auf [t0, β]

gilt. Nach (i) gäbe es dann aber ein δ > 0 mit ϕ = ψ auf [t0, β+ δ]. Dies widerspricht der Definition

von β. Also ist β = sup(I) und die Gültigkeit von (ii) ist gezeigt.

Genauso wie in den ersten beiden Schritten kann man zeigen, dass auch ϕ(t) = ψ(t) für alle t ∈ I mit

t ≤ t0 gilt. Insgesamt folgt also, dass ϕ(t) = ψ(t) für alle t ∈ I gilt.

Satz 10.6. (Existenzsatz von Picard-Lindelöf)

Sei G ⊂ R×Rn offen und sei f : G→ Rn eine stetige Funktion, die auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung

genügt. Dann gibt es für jeden Punkt (a, c) ∈ G ein ε > 0 und eine Lösung ϕ : [a − ε, a + ε] → Rn der

Differentialgleichung

ϕ′ = f(t, y)

mit Anfangswert ϕ(a) = c.
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Beweis. Wir wählen eine Zahl r > 0 mit

V = {(t, y) ∈ R× Rn; |t− a| ≤ r und ‖y − c‖ ≤ r} ⊂ G

und so, dass f |V einer Lipschitz-Bedingung mit einer Konstanten L > 0 genügt. Da V ⊂ Rn+1 kompakt

ist, ist

M = ‖f‖V <∞.

Wir definieren ε = min{ 1
2L ,

r
M+1} und I = [a− ε, a+ ε], X = C(I,Rn) = {ϕ;ϕ : I → Rn ist stetig}. Dann

ist

I ×Br(c) ⊂ V ⊂ G

und X versehen mit der Norm ‖ϕ‖I = sup{‖ϕ(t)‖; t ∈ I} ist ein vollständiger metrischer Raum.

Sei b ∈ X die konstante Funktion b(t) ≡ c und sei T : Br(b)→ X definiert durch

(Tϕ)(x) = c+

x∫
a

f(t, ϕ(t))dt.

Da für alle ϕ ∈ Br(b) gilt

‖Tϕ− b‖I = sup
x∈I

∥∥∥ x∫
a

f(t, ϕ(t))dt
∥∥∥ ≤ sup

x∈I
M |x− a| ≤Mε ≤ r,

ist TBr(b) ⊂ Br(b). Da für alle ϕ,ψ ∈ Br(b) gilt

‖Tϕ− Tψ‖I = sup
x∈I

∥∥∥ x∫
a

(f(t, ϕ(t))− f(t, ψ(t)))dt
∥∥∥ ≤ Lε‖ϕ− ψ‖I ≤ 1

2
‖ϕ− ψ‖I ,

folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 8.4), dass genau eine Funktion ϕ ∈ Br(b) existiert mit

Tϕ = ϕ oder äquivalent mit

ϕ(x) = c+

x∫
a

f(t, ϕ(t)) für alle x ∈ I.

Nach dem komponentenweise angewendeten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist ϕ diffe-

renzierbar mit ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)) für alle x ∈ I.

In der Situation von Satz 10.6 gibt es eine Lösung ϕ mit maximalem Definitionsbereich.

Korollar 10.7. Seien G ⊂ R×Rn und f : G→ Rn wie in Satz 10.6. Dann hat das Anfangswertproblem

(∗) ϕ′ = f(t, y), y(a) = c

eine eindeutige maximale Lösung ψ : J → Rn. Das soll heißen

(i) ψ ist eine Lösung von (∗),
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(ii) für jede andere Lösung ϕ : I → Rn von (∗) ist I ⊂ J und ϕ = ψ|I .

Beweis. Sei M die Menge aller Intervalle I ⊂ R mit a ∈ I so, dass (∗) eine Lösung ϕI : I → Rn hat. Da

die Intervalle in R genau die konvexen Teilmengen von R sind, ist die durch

J =
⋃

(I; I ∈M) ⊂ R

definierte Menge ein Intervall in R. Für I1, I2 ∈M gilt nach dem Eindeutigkeitssatz (Satz 10.5) ϕI1 = ϕI2

auf I1 ∩ I2. Also ist

ψ : J → Rn, ψ(t) = ϕI(t), falls t ∈ I ∈M ist,

eine wohldefinierte Funktion, die die Eigenschaft (ii) hat. Um zu sehen, dass ψ : J → Rn eine Lösung

des Anfangwertproblems (∗) ist, beachte man zunächst, dass alle Punkte t ∈ Int(J) schon ganz in Int(I)

für ein Intervall I ∈ M liegen. Für t = a folgt dies aus dem lokalen Existenzsatz (Satz 10.6). Für

a < t ∈ Int(J) gibt es ein s ∈ J und ein I ∈ M mit t < s ∈ I. Dann ist aber t ∈ ]a, s[⊂ Int(I). Für

a > t ∈ Int(J) schließt man analog. Ist t ∈ J ∩ ∂J , so wähle man ein beliebiges Intervall I ∈M mit t ∈ I

und beachte, dass ein ε > 0 existiert mit J∩]t− ε, t+ ε[⊂ I. In beiden Fällen gilt

ψ′(t) = ϕ′I(t) = f(t, ϕI(t)) = f(t, ψ(t)).
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11 Elementare Lösungsmethoden

A Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Seien I, J ⊂ R offene Intervalle und g : I → R, h : J → R stetige Funktionen mit 0 /∈ h(J).

Eine Differentialgleichung der Form

y′ = g(t)h(y)

heißt Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 11.1. Seien g : I → R, h : J → R stetige Funktionen auf offenen Intervallen

I, J ⊂ R mit 0 /∈ h(J). Sei (t0, y0) ∈ I × J und seien G : I → R, H : J → R definiert

durch

G(t) =

t∫
t0

g(s)ds, H(y) =

y∫
y0

dx

h(x)
.

Dann ist H : J → H(J) eine C1-invertierbare Abbildung zwischen offenen Intervallen in

R.

Ist I ′ ⊂ I ein Intervall mit t0 ∈ I, so hat das Anfangswertproblem

y′ = g(t)h(y), y(t0) = y0

eine Lösung ϕ : I ′ → R auf I ′ genau dann, wenn G(I ′) ⊂ H(J) ist. In diesem Fall ist ϕ

eindeutig bestimmt, und es ist

(∗) H(ϕ(t)) = G(t) für alle t ∈ I ′.

Beweis. Wegen H ′(y) = 1/h(y) 6= 0 für alle y ∈ J ist nach dem Zwischenwertsatz H ′ > 0

oder H ′ < 0 auf ganz J . Also ist H : J → H(J) nach Satz 8.9 C1-invertierbar mit

(H−1)′(H(y)) = 1/H ′(y) = h(y) für alle y ∈ J . Mit dem Zwischenwertsatz folgt, dass

H(J) ⊂ R ein Intervall ist.

Ist I ′ ⊂ I ein Intervall mit G(I ′) ⊂ H(J), so definiert

ϕ : I ′ → R, ϕ(t) = H−1(G(t))

eine differenzierbare Funktion mit ϕ(t0) = H−1(0) = y0 und

ϕ′(t) = (H−1)′(G(t))G′(t) = (H−1)′(H(ϕ(t)))g(t) = h(ϕ(t))g(t)
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für alle t ∈ I ′.

Ist umgekehrt ϕ : I ′ → R eine Lösung von (∗) auf einem Intervall I ′ ⊂ I mit t0 ∈ I ′, so

ist ϕ(I ′) ⊂ J und H ◦ ϕ : I ′ → R ist differenzierbar mit

(H ◦ ϕ)′(t) =
ϕ′(t)

h(ϕ(t))
= g(t) = G′(t)

für alle t ∈ I ′. Wegen H ◦ ϕ(t0) = H(y0) = 0 = G(t0) ist

G(t) = H(ϕ(t)) ∈ H(J) für t ∈ I ′

und daher

ϕ(t) = H−1(G(t))

für t ∈ I ′.

Beispiel 11.2. Seien g : R→ R, h : R→ R definiert durch

g(t) = 1, h(y) = y2.

Da die Funktion f : R2 → R, f(t, y) = g(t)h(y) = y2 nach Lemma 10.4 auf R2 lokal einer

Lipschitz-Bedingung genügt, gelten die Existenz- und Eindeutigkeitssätze aus §10 für die

Differentialgleichung

y′ = f(t, y) = y2.

Für c ∈ R suchen wir die Lösungen des Anfangswertproblems

(∗) y′ = y2, y(0) = c.

Ist c = 0, so ist ϕ : R→ R, ϕ(t) ≡ 0 die maximale Lösung von (∗) im Sinne von Korollar

10.7.

(i) Sei c > 0. Ist ϕ : I → R eine Lösung von (∗), so ist

ϕ(t) > 0 für alle t ∈ I.

Denn sonst gäbe es nach dem Zwischenwertsatz ein t0 ∈ I mit ϕ(t0) = 0 und nach

dem Eindeutigkeitssatz (Satz 10.5) wäre ϕ(t) = 0 für alle t ∈ I. Die Existenz einer
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Lösung von (∗) auf I ist in diesem Falle also äquivalent zur Existenz einer Lösung

ϕ : I → R von

y′ = g(t)h(y), y(0) = c

mit g : R → R, g ≡ 1 und h : (0,∞) → R, h(y) = y2. Mit den Bezeichnungen aus

Satz 11.1 ist

G : R→ R, G(t) =

t∫
0

1ds = t, H : (0,∞)→ R, H(y) =

y∫
c

dx

x2
=

1

c
− 1

y
.

Wegen H((0,∞)) = (−∞, 1
c
) und

H−1(t) =
c

1− ct
(t <

1

c
)

ist die maximale Lösung von (∗) im Sinne von Korollar 10.7 die Funktion

ϕ : (−∞, 1

c
)→ R, ϕ(t) = H−1(G(t)) =

c

1− ct
.

(ii) Sei c < 0. Völlig analog zu (ii) folgt, dass die maximale Lösung von (∗) gegeben ist

durch

ϕ : (
1

c
,∞)→ R, ϕ(t) =

c

1− ct
.

B Lineare Differentialgleichungen

Seien a, b : I → R stetige Funktionen (I ⊂ R Intervall positiver Länge). Dann nennt man

y′ = a(t)y + b(t)

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Man nennt die Differentialgleichung homo-

gen, falls b ≡ 0 ist, und inhomogen sonst. Da die Funktion

f : I × R→ R, f(t, y) = a(t)y + b(t)

stetig ist und lokal einer Lipschitz-Bedingung genügt auf I ×R, gelten die Existenz- und

Eindeutigkeitssätze aus §10.

Satz 11.3. Sei a : I → R stetig. Für t0 ∈ I und c ∈ R hat das lineare homogene

Anfangswertproblem

y′(t) = a(t)y, y(t0) = c
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auf I die eindeutige Lösung ϕ : I → R,

ϕ(t) = c exp
( t∫
t0

a(s)ds
)
.

Dies ist die maximale Lösung der Differentialgleichung im Sinne von Korollar 10.7.

Beweis. Eine einfache Anwendung der Kettenregel zeigt, dass die angegebene Funktion

das Anfangswertproblem löst. Die behauptete Eindeutigkeit und der Zusatz folgen aus

Satz 10.5 und Korollar 10.7.

Satz 11.4. Seien a, b : I → R stetig. Für t0 ∈ I und c ∈ R hat das lineare inhomogene

Anfangswertproblem

y′ = a(t)y + b(t), y(t0) = c

auf I die eindeutige Lösung ψc : I → R,

ψc(t) = ϕ(t)
(
c+

t∫
t0

b(s)

ϕ(s)
ds
)

mit ϕ(t) = exp
( t∫
t0

a(x)dx
)

. Die Funktion ψc ist die maximale Lösung des Anfangswert-

problems im Sinne von Korollar 10.7.

Beweis. Mit der Produktregel folgt, dass ψc : I → R das Anfangswertproblem löst. Die

behauptete Eindeutigkeit und der Zusatz folgen wieder aus Satz 10.5 und Korollar 10.7.

Beispiel 11.5. Das Anfangswertproblem

y′ = 3t2y + t5, y(0) = c

hat auf R die eindeutige Lösung

ψc(t) = et
3
(
c+

t∫
0

s5e−s
3

ds
)

= et
3
(
c− 1

3

t∫
0

s3(e−s
3

)′ds
)
.

Mit partieller Integration erhält man

t∫
0

s3(e−s
3

)′ds = s3e−s
3
∣∣∣t
0
− 3

t∫
0

s2e−s
3

ds = t3e−t
3

+ e−s
3
∣∣∣t
0

= (t3 + 1)e−t
3 − 1.
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Also ist

ψc(t) = et
3

(c+
1

3
)− 1

3
(t3 + 1)

für t ∈ R.

C Differentialgleichungen höherer Ordnung

Definition 11.6. Sei G ⊂ R× Rn und f : G→ R eine stetige Funktion. Dann heißt

(∗) y(n) = f(t, y, y(1), . . . , y(n−1))

eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist I ⊂ R ein Intervall positiver Länge und ist

ϕ : I → R n-mal differenzierbar mit

(i) (t, ϕ(t), ϕ(1)(t), . . . , ϕ(n−1)(t)) ∈ G

(ii) ϕ(n)(t) = f(t, ϕ(t), ϕ(1)(t), . . . , ϕ(n−1)(t))

für alle t ∈ I, so heißt ϕ Lösung der Differentialgleichung (∗).

Wir schreiben die Elemente von R× Rn in der Form

(t, y) = (t, y0, . . . , yn−1)

und definieren für G und f wie oben eine stetige Funktion F : G→ Rn durch

F (t, y) =


y1
...

yn−1

f(t, y0, . . . , yn−1)

 .

Das Problem, die Differentialgleichung n-ter Ordnung (∗) zu lösen, lässt sich reduzieren

auf das Problem, das Differentialgleichungssystem

(∗∗) y′ = F (t, y)

zu lösen. Ist ϕ : I → R eine Lösung der Gleichung (∗), so definiert

Φ = (ϕ, ϕ(1), . . . , ϕ(n−1)) : I → Rn
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eine Lösung des Systems (∗∗). Die Abbildung

{ϕ;ϕ ist Lösung von (∗)} → {Φ; Φ ist Lösung von (∗∗)}, ϕ 7→ Φ

definiert eine Bijektion zwischen den Lösungsräumen.

Bemerkung 11.7. Mit den obigen Bezeichnungen folgt, dass die Funktion f : G → R

(lokal) eine Lipschitz-Bedingung auf G erfüllt, genau dann, wenn die Funktion F : G→ Rn

(lokal) eine Lipschitz-Bedingung auf G erfüllt. Dies folgt leicht aus der Beobachtung, dass

für (t, y), (t, ỹ) ∈ G die Abschätzungen

|f(t, y)− f(t, ỹ) ≤ ‖F (t, y)− F (t, ỹ)‖

= ‖(y1 − ỹ1, . . . , yn−1 − ỹn−1, f(t, y)− f(t, ỹ))‖

≤
√
n‖(y1 − ỹ1, . . . , yn−1 − ỹn−1, f(t, y)− f(t, ỹ)‖∞

≤
√
nmax(‖y − ỹ‖, |f(t, y)− f(t, ỹ)|)

gelten.

Satz 11.8. Sei G ⊂ R × Rn und sei f : G → R eine stetige Funktion, die lokal auf G

einer Lipschitz-Bedingung genügt. Dann gilt:

(a) (Eindeutigkeit) Sind ϕ, ψ : I → R Lösungen von

(∗) y(n) = f(t, y, y(1), . . . , y(n−1))

mit (ϕ(t0), . . . , ϕ
(n−1)(t0)) = (ψ(t0), . . . , ψ

(n−1)(t0)) für ein t0 ∈ I, so ist ϕ = ψ.

Ist G ⊂ R× Rn zusätzlich offen, so gilt:

(b) (Existenz) Zu jedem Punkt (a, c0, . . . , cn−1) ∈ G existiert ein ε > 0 und eine

Lösung ϕ : [a− ε, a+ ε]→ R von (∗) mit Anfangswert (ϕ(a), ϕ(1)(a), . . . , ϕn−1)(a)) =

(c0, . . . , cn−1).

(c) (Maximale Lösungen) Zu (a, c0, . . . , cn−1) ∈ G existiert eine eindeutige maximale

Lösung ψ : J → R des Anfangswertproblems

y(n) = f(t, y, y(1), . . . , y(n−1)), (y(a), . . . , y(n−1)(a)) = (c0, . . . , cn−1).

Alle Behauptungen folgen direkt aus den entsprechenden Sätzen aus §10.
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12 Lineare Differentialgleichungen

Sei I ⊂ R im Folgenden ein Intervall positiver Länge und sei K = R oder K = C. Wir

wissen, dass Kn versehen mit der euklidischen Norm

‖(xi)ni=1‖ =

(
n∑
i=1

|xi|2
)1/2

ein vollständiger normierter K-Vektorraum ist (Beispiele 1.5 und Satz 2.5) und das auf

M(n× n,K) durch

‖A‖ = sup{‖Ax‖;x ∈ Kn mit ‖x ≤ 1}

eine vollständige Norm definiert wird mit (Lemma 2.21 und Bemerkung 2.22)

(i) ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ (A ∈M(n× n,K), x ∈ Kn)

(ii) Konvergenz in M(n× n,K) ist komponentenweise Konvergenz.

Bemerkung 12.1. Die Abbildung

ρ : Cn → R2n, (z1, . . . , zn) 7→ (Re z1, . . . ,Re zn, Im z1, . . . , Im zn)

ist ein Isomorphismus zwischen R-Vektorräumen. Es gilt

‖ρ(z1, . . . , zn)‖ = ‖(z1, . . . , zn)‖ für alle (z1, . . . , zn) ∈ Cn

für die euklidischen Normen. Wir identifizieren Cn mit R2n vermöge der Abbildung ρ.

Insbesondere bedeutet dies:

(a) Eine Funktion ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) : I → Cn ist differenzierbar genau dann, wenn die

Funktionen Re ϕi, Im ϕi (i = 1, . . . , n) differenzierbar sind. In diesem Fall ist

ϕ′(t) = ((Re ϕ1)
′(t) + i(Im ϕ1)

′(t), . . . , (Re ϕn)′(t) + i(Im ϕn)′(t)).

(b) Ist ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) : I → Cn stetig, so ist für a, b ∈ I

b∫
a

ϕ(t)dt =

 b∫
a

Re ϕ1dt+ i

b∫
a

Im ϕ1dt, . . . ,

b∫
a

Re ϕndt+ i

b∫
a

Im ϕndt

 .
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Es ist ∥∥∥ b∫
a

ϕ(t)dt
∥∥∥ ≤

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

‖ϕ(t)dt‖

∣∣∣∣∣∣ .
Für x0 ∈ I ist

Φ : I → Cn,Φ(x) =

x∫
x0

ϕ(t)dt

differenzierbar mit Φ′(x) = ϕ(x) für alle x ∈ I.

(c) Ist ϕ : I → Cn stetig differenzierbar, so gilt der Hauptsatz

y∫
x

ϕ′(t)dt = ϕ(y)− ϕ(x) für alle x, y ∈ I.

Die Aussagen (a)- (c) gelten sinngemä ßs natürlich auch für Funktionen ϕ : I → Rn.

Definition 12.2. Seien A : I →M(n× n,K), b : I → Kn stetig. Man nennt

y′ = A(t)y

ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem und

y′ = A(t)y + b(t)

ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem.

Satz 12.3. Seien A : I → M(n × n,K), b : I → Kn stetig. Dann gibt es für alle

(t0, c) ∈ I ×Kn genau eine Lösung

ϕ : I → Kn

des linearen Anfangswertproblems

y′ = A(t)y + b(t), y(t0) = c.

Beweis. Auf G = I ×Kn wird durch f : G→ Kn,

f(t, y) = A(t)y + b(t)
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eine stetige Funktion definiert. Diese Funktion erfüllt lokal eine Lipschitz-Bedingung auf

G, denn für jede kompakte Menge C ⊂ I ist L = L(C) = sup{‖A(t)‖; t ∈ C} < ∞ und

für alle (t, y), (t, ỹ) ∈ C ×Kn gilt

‖f(t, y)− f(t, ỹ)‖ = ‖A(t)(y − ỹ)‖ ≤ L‖y − ỹ‖.

Damit folgt die behauptete Eindeutigkeit der Lösungen aus Satz 10.5. Zum Beweis der

Existenz einer globalen Lösung definieren wir rekursiv eine Folge (ϕk)k≥0 von Funktionen

in dem K-Vektorraum X = C(I,Kn) durch

ϕ0 ≡ c, ϕk+1(t) = c+

t∫
t0

f(s, ϕk(s))ds.

Sei J ⊂ I ein kompaktes Teilintervall mit t0 ∈ J . Wir definieren d = sup{|t − t0|; t ∈ J}

und

m = sup
t∈J
‖ϕ1(t)− ϕ0(t)‖, L = L(J) = sup

t∈J
‖A(t)‖

und zeigen induktiv, dass für alle k ≥ 0 gilt

‖ϕk+1(t)− ϕk(t)‖ ≤ m
Lk|t− t0|k

k!
(t ∈ J).

Dies ist klar für k = 0. Gilt die Behauptung für k ∈ N, so folgt für alle t ∈ J

‖ϕk+2(t)− ϕk+1(t)‖ =
∥∥∥ t∫
t0

(f(s, ϕk+1(s))− f(s)ϕk(s)))ds
∥∥∥

≤
∣∣∣ t∫
t0

L‖ϕk+1(s)− ϕk(s)‖ds
∣∣∣ ≤ mLk+1

k!

∣∣∣ t∫
t0

(s− t0)kds
∣∣∣

= m
Lk+1

(k + 1)!
|t− t0|k+1.

Da die Reihe über die Folge (αk)k≥0 =
(
mLkdk

k!

)
k≥0

konvergiert, gibt es zu jedem ε > 0

ein N ∈ N mit
q∑

k=p

αk < ε für alle q ≥ p ≥ N.

Dann gilt aber auch

‖ϕq(t)− ϕp(t)‖ < ε
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für alle q ≥ p ≥ N und t ∈ J . Da J ⊂ I ein beliebiges kompaktes Intervall mit t0 ∈ J

war, existiert der Limes ϕ(t) = limk→∞ ϕk(t) für alle t ∈ I und für jedes kompakte

Teilintervall J ⊂ I konvergiert die Funktionenfolge (ϕk)k≥0 gleichmäßig auf J gegen die

Funktion ϕ : I → Kn, t 7→ ϕ(t). Nach Satz 2.17 ist ϕ stetig und für alle t ∈ I gilt mit

J = [min(t, t0),max(t, t0)]∥∥∥ t∫
t0

(f(s, ϕ(s))− f(s, ϕk(s)))ds
∥∥∥ ≤ L(J)

∣∣∣ t∫
t0

‖ϕ(s)− ϕk(s)
∥∥∥ds k−→ 0.

Folglich gilt für alle t ∈ I

ϕ(t) = lim
k→∞

ϕk+1(t) = lim
k→∞

(
c+

t∫
t0

f(s, ϕk(s))ds
)

= c+

t∫
t0

f(s, ϕ(s))ds.

Also ist ϕ : I → Kn differenzierbar mit ϕ(t0) = c und

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t))

für alle t ∈ I.

Bemerkung 12.4. Sei f : I×Kn → Kn stetig. Erfüllt die Funktion f für jedes kompakte

Teilintervall J ⊂ I eine globale Lipschitz-Bedingung auf J ×Kn, so hat das Anfangswert-

problem

y′ = f(t, y), y(t0) = c

für alle (t0, c) ∈ I ×Kn eine eindeutige Lösung ϕ : I → Kn. Dies folgt aus dem Beweis

von Satz 12.3.

Satz 12.5. Sei A : I →M(n× n,K) stetig.

(a) Die Menge der Lösungen des durch A gegebenen homogenen linearen Differentialglei-

chungssystems

LH = {ϕ : I → Kn;ϕ ist Lösung von y′ = A(t)y}

ist ein K-Vektorraum (bzgl. punktweiser Addition und skalarer Multiplikation) mit

dim LH = n.

(b) Für ϕ1, . . . , ϕr ∈ LH sind äquivalent:
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(i) ϕ1, . . . , ϕr ∈ LH sind linear unabhängig,

(ii) es gibt ein t0 ∈ I so, dass ϕ1(t0), . . . , ϕr(t0) in Kn linear unabhängig sind,

(iii) für alle t ∈ I sind ϕ1(t), . . . , ϕr(t) in Kn linear unabhängig.

Beweis. Da ϕ0 ≡ 0 zu LH gehört und da mit ϕ, ψ ∈ LH und α ∈ K auch ϕ + ψ und αϕ

zu LH gehören, ist LH ⊂ Abb (I,Kn) ein Teilvektorraum.

Seien ϕ1, . . . , ϕr ∈ LH . Offensichtlich gelten in Teil (b) die Implikationen (iii)⇒ (ii)⇒ (i).

Gilt
∑r

i=1 αiϕi(t0) = 0 für ein t0 ∈ I, so folgt aus dem Eindeutigkeitsteil von Satz 12.3,

dass
∑r

i=1 αiϕi auf ganz I mit der trivialen Lösung ϕ0 ≡ 0 übereinstimmt. Also ist Teil

(b) gezeigt.

Nach dem Existenzteil von Satz 12.3 gibt es zu jedem beliebig gewählten Punkt t0 ∈

I Funktionen ϕ1, . . . , ϕn ∈ LH mit ϕi(t0) = ei für i = 1, . . . , n. Nach Teil (b) sind

ϕ1, . . . , ϕn ∈ LH linear unabhängig. Also ist dim(LH) ≥ n. Die Impliklation (i) ⇒ (iii) in

Teil (b) zeigt, dass auch dim(LH) ≤ n gilt.

Definition 12.6. Sei A : I → M(n× n,K) stetig und sei LH wie in Satz 12.5 definiert.

Ein Lösungsfundamentalsystem der Differentialgleichung

y′ = A(t)y

ist definitionsgemäß eine Basis (ϕ1, . . . , ϕn) des Lösungsraums LH .

Bemerkung 12.7. Seien ϕ1, . . . , ϕn ∈ LH Lösungen von

y′ = A(t)y

wie in Satz 12.5. Sei ϕj(t) = (ϕij(t))
n
i=1 mit Koordinatenfunktionen ϕij : I → K und sei

Φ = (ϕij)1≤i,j≤n ∈ M(n× n,C(I,K)). Nach Satz 12.5 ist (ϕ1, . . . , ϕn) ein Lösungsfunda-

mentalsystem genau dann, wenn für ein t ∈ I (oder äquivalent für alle t ∈ I)

det Φ(t) = det(ϕij(t))1≤i,j≤n 6= 0

ist. In diesem Fall gilt

LH = {
n∑
i=1

αiϕi; α1, . . . , αn ∈ K} = {Φ(αi)
n
i=1; (αi)

n
i=1 ∈ Kn

}
.

Hierbei steht Φ(αi)
n
i=1 für die Funktion I → Kn, t 7→ (ϕij(t))1≤i,j≤n(αi)

n
i=1.
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Sind ϕj = (ϕij)
n
i=1 für j = 1, . . . , n Funktionen in C(I,Kn), so identifizieren wir im

Folgenden das Tupel (ϕ1, . . . ϕn) mit der Matrix

Φ = (ϕij)1≤i,j≤n ∈M(n× n,C(I,K)),

die die Spaltenvektoren ϕj (j = 1, . . . , n) besitzt.

Bemerkung 12.8. Sei ω ∈ R fest. Das homogene lineare Differentialgleichungssystem

y′1 = ωy2

y′2 = −ωy1

lautet in Matrix-Schreibweise y′1
y′2

 =

 0 ω

−ω 0

y1
y2

 .

Die zwei Lösungen ϕ, ψ : R→ R2

ϕ(t) =

sin ωt

cos ωt

 , ψ(t) =

 cos ωt

−sin ωt


bilden ein Lösungsfundamentalsystem, da

det(ϕ(t), ψ(t)) = det

sin ωt cos ωt

cos ωt −sin ωt

 = −1 6= 0.

Der Lösungsraum besteht genau aus den Funktionen

cϕ+ dψ (c, d ∈ K).

Um den Lösungsraum eines inhomogenen linearen Differentialgleichungssystems zu be-

rechnen, genügt es, den Lösungsraum des zugehörigen homogenen Systems zu bestimmen

und eine spezielle Lösung des inhomogenen Systems zu finden.

Lemma 12.9. Seien A : I →M(n× n,K), b : I → Kn stetig. Sei

ψ0 ∈ LI = {ϕ : I → Kn;ϕ löst die Gleichung y′ = A(t)y + b(t)}

eine Lösung des inhomogenen linearen Differentialgleichungssystems. Dann ist

LI = ψ0 + LH (= {ψ0 + ϕ;ϕ ∈ LH}),
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wobei LH = {ϕ : I → Kn;ϕ löst y′ = A(t)y} der Lösungsraum des zugehörigen homogenen

Systems ist.

Beweis. Sei ψ0 ∈ LI eine spezielle Lösung des inhomogenen Systems. Für jede andere

Lösung ψ ∈ LI ist dann

ψ = ψ0 + (ψ − ψ0) ∈ ψ0 + LI .

Umgekehrt gilt für jedes ϕ ∈ LH und alle t ∈ I

(ψ0 + ϕ)′(t) = ψ′0(t) + ϕ′(t) = A(t)ψ0(t) + b(t) + A(t)ϕ(t)

= A(t)(ψ0(t) + ϕ(t)) + b(t).

Also ist auch ψ0 + LH ⊂ LI .

Spezielle Lösungen des inhomogenen Systems erhält man genau wie im Falle n = 1 (vgl.

Satz 11.4).

Satz 12.10. (Varation der Konstanten) Seien A : I → M(n × n,K), b : I → Kn stetige

Funktionen und sei

Φ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈M(n× n,C(I,K))

ein Lösungsfundamentalsystem des homogenen linearen Differentialgleichungssystems

y′ = A(t)y.

Für t0 ∈ I und c ∈ Kn ist die Funktion ψ : I → Kn,

ψ(t) = Φ(t)u(t),

wobei u : I → Kn definiert ist durch

u(t) =

t∫
t0

Φ(s)−1b(s)ds+ Φ(t0)
−1c,

die eindeutige Lösung des inhomogenen linearen Anfangswertproblems

y′ = A(t)y + b(t), y(t0) = c.
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Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 10.7 ist

I → GL(n,K), t 7→ Φ(t) = (ϕij(t))1≤i,j≤n

eine matrixwertige Funktion mit differenzierbaren Koeffizienten ϕij : I → K. Wir definie-

ren Φ′(t) = (ϕ′ij(t))1≤i,j≤n ∈M(n× n,K) für t ∈ I. Dann ist

Φ′(t) = (ϕ′1(t), . . . , ϕ
′
n(t)) = (A(t)ϕ1(t), . . . , A(t)ϕn(t)) = A(t)Φ(t)

für t ∈ I. Da I → M(n× n,K), t 7→ Φ(t)−1 stetig ist, ist die im Satz definierte Funktion

u differenzierbar mit

u′(t) = Φ(t)−1b(t) (t ∈ I).

Dann ist auch die Funktion ψ : I → Kn, ψ(t) = Φ(t)u(t) differenzierbar und löst wegen

ψ′(t) = Φ′(t)u(t) + Φ(t)u′(t) = A(t)Φ(t)u(t) + b(t)

= A(t)ψ(t) + b(t)

das inhomogene System.

Beispiel 12.11. Das inhomogene lineare Differentialgleichungssystem

y′1 = y2 + t

y′2 = −y1

hat in Matrix-Schreibweise die Formy1
y2

′ =
 0 1

−1 0

y1
y2

+

t
0

 .

Nach Beispiel 12.8 ist

Φ(t) =

 sin t cos t

cos t − sin t


ein Lösungsfundamentalsystem des zugehörigen homogenen Systems. Es ist

Φ(t)−1 =

 sin t cos t

cos t − sin t

 (t ∈ R).
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Die Lösung ψc des inhomogenen Systems mit Anfangswert ψc(0) = c ∈ R2 ist (Satz 12.10)

ψc(t) = Φ(t)uc(t) (t ∈ R)

mit

uc(t) =

t∫
0

Φ(s)−1b(s)ds+ Φ(0)−1c

=

t∫
0

s sin s

s cos s

 ds+

0 1

1 0

c1
c2



=

(sin s− s cos s)|t0
(s sin s+ cos s)|t0

+

c2
c1


=

 sin t− t cos t

t sin t+ cos t− 1

+

c2
c1

 .

Für c =

1

0

 erhält man

ψc(t) = Φ(t)uc(t) =

(
1

−t

)
.

Nach Lemma 12.9 lautet die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems

ψ(t) =

 1

−t

+ α

sin t

cos t

+ β

 cos t

− sin t

 (α, β ∈ K).

C Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Seien ai : I → K(i = 0, . . . , n− 1) und b : I → K stetige Funktionen. Dann heißt

(∗) y(n) + an−1(t)y
(n−1) + . . .+ a1(t)y

(1) + a0(t)y = 0

homogene und

(∗∗) y(n) + an−1(t)y
(n−1) + . . .+ a1(t)y

(1) + a0(t)y = b(t)

inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Man nennt (∗) die zu (∗∗) gehö-

rige homogene Gleichung.
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Satz 12.12. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

(a) LH = {ϕ : I → K;ϕ löst die homogene Gleichung (∗)} ist ein n-dimensionaler K-

Vektorraum.

(b) Sei ψ0 ∈ LI = {ψ : I → K;ϕ löst die inhomogene Gleichung (∗∗)}. Dann ist LI =

ψ0 + LH .

(c) Lösungen ϕ1, . . . , ϕn ∈ LH sind linear unabhängig genau dann, wenn für ein t ∈ I

(äquivalent für alle t ∈ I) gilt

W (t) = det


ϕ1(t) ϕ2(t) . . . ϕn(t)

ϕ
(1)
1 (t) ϕ

(1)
2 (t) . . . ϕ

(1)
n (t)

. . .

ϕ
(n−1)
1 (t) ϕ

(n−1)
2 (t) . . . ϕ

(n−1)
n (t)

 6= 0.

Man nennt W (t) die Wronski-Determinante von ϕ1, . . . , ϕn.

Beweis. Wie in Teil C von §11 folgt, dass die K-lineare Abbildung

{ϕ;ϕ : I → K ist n-mal differenzierbar} → {Φ; Φ : I → Kn ist differenzierbar},

ϕ 7→ Φ = (ϕ, ϕ(1), . . . , ϕ(n−1))

einen Vektorraumisomorphismus T : LH → LH zwischen den Lösungenräumen LH von

(∗) und dem Lösungsraum LH des homogenen linearen Differentialgleichungssystems

y′0 = y1

y′1 = y2

. . .

y′n−2 = yn−1

y′n−1 = −an−1(t)yn−1 − an−2(t)yn−2 − . . .− a0(t)y0

induziert. Also folgt Teil (a) aus Teil (a) von Satz 12.5. Teil (b) gilt offensichtlich. Teil (c)

folgt mit Teil (b) von Satz 12.5, da ϕ1, . . . , ϕn ∈ LH linear unabhängig sind genau dann,

wenn Tϕ1, . . . , Tϕn ∈ LH linear unabhängig sind.
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13 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Sei I ⊂ R ein Intervall positiver Länge und seien a0, . . . , an−1 ∈ C. Man nennt

y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1y

(1) + a0y = 0

eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Wir schreiben im Folgenden Ck(I) (k ∈ N∪{∞}) für den C-Vektorraum aller k-mal stetig

differenzierbaren Funktionen ϕ : I → C.

Lemma 13.1. (a) Der Lösungsraum der obigen homogenen Gleichung

LH = {ϕ : I → C n-mal differenzierbar; ϕ(n) + an−1ϕ
(n−1) + . . .+ a1ϕ

(1) + a0ϕ = 0}

ist ein n-dimensionaler C-Vektorraum.

(b) Es ist LH ⊂ C∞(I).

Beweis. Teil (a) ist ein Spezialfall von Satz 12.12. Ist ϕ ∈ LH , so folgt induktiv, dass ϕ ∈

Cn+k(I) ist für alle k ∈ N. Ist gezeigt, dass ϕ ∈ Cn+k(I) ist, so folgt im Induktionsschritt,

dass

ϕ(n) = −an−1ϕ(n−1) − . . .− a0ϕ ∈ Ck+1(I)

gilt.

Erstes Ziel ist es, ein Lösungsfundamentalsystem zu bestimmen.

Satz 13.2. Sei p = xn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 ∈ C[x] (n ≥ 1) ein Polynom mit

Linearfaktorzerlegung

p =
r∏
i=1

(x− λi)ki (λ1, . . . , λr ∈ C paarweise verschieden, ki ∈ N∗).

Dann bilden die Funktionen ϕij : I → C,

ϕij(x) = xjeλix (i = 1, . . . , r und j = 0, . . . , ki − 1)

ein Lösungsfundamentalsystem der homogenen linearen Differentialgleichung

y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1y

(1) + a0y = 0.
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Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Sei D : C∞(I)→ C∞(I) die durch

D(f) =
d

dx
f

definierte lineare Abbildung. Für p =
∑s

i=0 aix
i ∈ C[x] sei

p(D) =
s∑
i=0

aiD
i (D0 = id, Di = D ◦ . . . ◦ D i−mal).

Dann ist

C[x]→ EndC(C∞(I)) (= {A;A : C∞(I)→ C∞(I) ist C− linear}), p 7→ p(D)

ein C-Algebrenhomomorphismus, das heißt eine C-lineare Abbildung mit (pq)((D) =

p(D)q(D) für alle p, q ∈ C[x]. Für ϕ ∈ C∞(I) und p ∈ C[x] benutzen wir die verein-

fachende Schreibweise

p(D)ϕ(x) = (p(D)ϕ)(x) (x ∈ I).

Lemma 13.3. Sei λ ∈ C.

(a) Für p ∈ C[x] gilt

p(D)eλx = p(λ)eλx (x ∈ I).

(b) Für f ∈ C∞(I) und k ∈ N gilt

(D − λ)k(f(x)eλx) = f (k)(x)eλx (x ∈ I).

Beweis. (a) Sei λ = s+ it mit s, t ∈ R. Es genügt zu zeigen, dass

Deλx = λeλx (x ∈ I),

gilt. Dies erhält man so

Deλx = D(esx(cos tx+ i sin tx)) = D(esx cos tx) + iD(esx sin tx)

= (s cos tx− t sin tx)esx + i(s sin tx+ t cos tx)esx

= (s+ it)e(s+it)x = λeλx.

(b) Teil (b) folgt induktiv. Für k = 0 ist nichts zu zeigen. Ist die Behauptung für ein

k ∈ N gezeigt, so folgt mit der Produktregel und Teil (a), dass

(D−λ)k+1(f(x)eλx) = (D−λ)(f (k)(x)eλx) = f (k+1)(x)eλx+f (k)(x)(D−λ)eλx = f (k+1)(x)eλx
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für alle x ∈ I gilt.

Als Anwendung von Teil (b) von Lemma 13.3 erhalten wir, dass in der Situation von Satz

13.2 gilt

ϕij ∈ LH (i = 1, . . . , r, j = 0, . . . , ki − 1).

Um dies zu sehen, setze man

qi =
r∏
j=1
j 6=i

(x− λj)kj (i = 1, . . . , r).

Dann ist p(x) = qi(x)(x− λi)ki für i = 1, . . . , r und

p(D)(xjeλix) = qi(D)((D − λi)ki(xjeλix)) = qi(D)
( dki
dxki

(xj)eλix
)

= 0

für alle j = 0, . . . , ki − 1. Wegen dimC(LH) = n = k1 + . . . + kr genügt es, die lineare

Unabhängigkeit der Funktionen

ϕij (i = 1, . . . , r und j = 0, . . . , ki − 1)

zu zeigen, um den Beweis von Satz 13.2 zu beenden.

Lemma 13.4. Seien λ, µ ∈ C mit λ 6= µ und sei k ∈ N. Dann gibt es für jedes j ∈ N ein

Polynom q = qj ∈ C[x] mit deg (q) = j und

(D − µ)k(xjeλx) = q(x)eλx.

Beweis. Für k = 0 gilt die Aussage offensichtlich. Sind für ein k ∈ N Koeffizienten

a0, . . . , aj ∈ C mit aj 6= 0 gefunden mit (D − µ)k(xjeλx) =
(∑j

i=0 aix
i)eλx für alle x,

so folgt mit Teil (b) von Lemma 13.3

(D − µ)k+1(xjeλx) =

j∑
i=0

ai(D − µ)(xieλx) =
( j∑
i=0

ai(λ− µ)xi +

j∑
i=1

aiix
i−1
)
eλx

für alle x ∈ R.

Korollar 13.5. Seien λ, µ ∈ C mit λ 6= µ und sei k ∈ N.
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(a) Für jedes Polynom r ∈ C[x] gibt es ein Polynom q ∈ C[x] mit deg (q) = deg (r) und

(D − µ)k(r(x)eλx) = q(x)eλx (x ∈ R).

Insbesondere ist q 6= 0, wenn r 6= 0 ist.

(b) Ist p ∈ C[x] mit p(λ) 6= 0, so gibt es für jedes Polynom r ∈ C[x] ein Polynom q ∈ C[x]

mit deg (q) = deg (r) und

p(D)(r(x)eλx) = q(x)eλx (x ∈ R).

Beweis. Teil (a) folgt direkt aus Lemma 13.4. Zum Beweis von Teil (b) zerlege man p in

Linearfaktoren

p(x) = α

s∏
i=1

(x− µi)ki

und wende Teil (a) s-mal an.

Die behauptete lineare Unabhängigkeit der Funktionen

xjeλix (i = 1, . . . , r, j = 0, . . . , ki − 1)

und damit der fehlende Teil des Beweises von Satz 13.2 folgt aus dem nächsten Lemma.

Lemma 13.6. Sind λ1, . . . , λr ∈ C paarweise verschieden und sind p1, . . . , pr ∈ C[x]

beliebige Polynome mit
r∑
i=1

pi(x)eλix = 0 für alle x ∈ I,

so ist pi = 0 für i = 1, . . . , r.

Beweis. Für r = 1 gilt die Behauptung offensichtlich. Sei r ≥ 2 und sei die Behauptung

gezeigt r−1. Seien p1, . . . , pr und λ1, . . . , λr wie im Lemma. Wähle k ∈ N mit k > deg (pr).

Mit Lemma 13.3(b) folgt

0 = (D − λr)k
( r∑
i=1

pi(x)eλix) =
r−1∑
i=1

(D − λr)k(pi(x)eλix
)

für x ∈ I. Nach Korollar 13.5(a) existieren Polynome q1, . . . , qr−1 ∈ C[x] mit deg (qi) =

deg (pi) und

0 =
r−1∑
i=1

q1(x)eλix (x ∈ I).
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Nach Induktionsveraussetzung ist qi = 0 für i = 1, . . . , r − 1. Dann sind aber auch p1 =

. . . = pr−1 = 0 und daher auch pr = 0.

Der inhomogene Fall

Bemerkung 13.7. Für jedes Polynom

p = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 ∈ C[x] (n ≥ 1)

und jede stetige Funktion b : R→ C erhält man eine spezielle Lösung von

(∗) y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1y

(1) + a0y = b(t),

indem man mit Satz 13.2 ein Lösungsfundamentalsystem bestimmt und dann durch Varia-

tion der Konstanten (Satz 12.10) eine spezielle Lösung berechnet. Nach Satz 12.12 erhält

man auf diese Weise den gesamten Lösungsraum der inhomogenen Gleichung (∗).

Für spezielle Inhomogenitäten hilft der folgende Satz.

Satz 13.8. Sei p ∈ C[x] ein Polynom wie in der letzten Bemerkung und b : R → C von

der Form

b(x) = q(x)eµx (µ ∈ C, q ∈ C[x] \ {0}).

Sei m = mq = deg (q) ∈ N und k = kp ∈ N die Vielfachheit von µ als Nullstelle von p.

Dann hat die inhomogene lineare Differentialgleichung

p(D)y = b

eine spezielle Lösung der Gestalt

ϕ(x) = r(x)eµx,

wobei r(x) ∈ C[x] ein Polynom mit deg (r) = deg (q) + kp = m+ k ist.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Polynom p̃ ∈ C[x] mit p̃(µ) 6= 0 und

p(x) = p̃(x)(x− µ)k.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach m. Für m = 0 ist

b(x) = c eµx (c ∈ C \ {0}).
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Dann folgt mit Lemma 13.3

p(D)
( c

k!p̃(µ)
xk eµx

)
= p̃(D)(D − µ)k

( c

k!p̃(µ)
xk eµx

)
= p̃(D)

( c

p̃(µ)
eµx
)

= c eµx.

Sei die Behauptung gezeigt für den Fall deg (q) ≤ m− 1 und sei q(x) ∈ C[x] ein Polynom

mit deg (q) = m. Dann folgt mit Lemma 13.3 (b) und Korollar 13.5 (b)

p(D)(xm+keµx) = p̃(D)(D − µ)k(xm+keµx) = s(x)eµx,

wobei s ∈ C[x] ein Polynom mit deg (s) = m ist. Dann gibt es eine Konstante c ∈ C\{0}

so, dass q1 = q− cs Grad ≤ m− 1 hat. Wir dürfen ohne Einschränkung annehmen, dass

q 6= cs ist, denn sonst kann man r(X) = cxm+k wählen. Nach Induktionsvoraussetzung

existiert ein Polynom r1 ∈ C[x] mit deg (r1) ≤ m− 1 + k und

p(D)(r1(x)eµx) = q1(x)eµx.

Dann ist aber

q(x)eµx = (q1(x) + cs(x))eµx = p(D)((r1(x) + cxm+k)eµx)

und deg (r1(x) + cxm+k) = m+ k.

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten

Sei A = (aij) ∈M(n× n,C). Wir suchen alle Lösungen des Differentialgleichungssystems

y′ = Ay.

Für t ∈ R existiert der Grenzwert

etA =
∞∑
k=0

(tA)k

k!
= lim

N→∞

N∑
k=0

(tA)k

k!

in M(n× n,C), denn M(n× n,C) ist vollständig und wegen∥∥∥(tA)k

k!

∥∥∥ ≤ ‖tA‖k
k!

(k ∈ N)

ist
∑∞

k=0
(tA)k

k!
absolut konvergent.

Lemma 13.9. Sei A ∈M(n× n,C).

103



(a) Die Funktion

ϕ : R→M(n× n,C), t 7→ etA

ist differenzierbar, das heißt definitionsgemäß, dass alle Koeffizientenfunktionen dif-

ferenzierbar sind.

(b) Die Funktionen

ϕj : R→ Cn, ϕj(t) = j-te Spalte von ϕ(t) (1 ≤ j ≤ n)

bilden ein Lösungsfundamentalsystem des linearen homogenen Systems y′ = Ay.

Beweis. Seien πij : M(n × n,C) → C, (xµν) 7→ xij (1 ≤ i, j ≤ n) die Koordinatenpro-

jektionen.

(a) Die Funktionen ϕij = πij ◦ ϕ : R→ C besitzen die Potenzreihendarstellungen

ϕij(t) = lim
N→∞

πij

( N∑
k=0

(tA)k

k!

)
=
∞∑
k=0

πij(A
k)

k!
tk

und

ϕ′ij(t) =
∞∑
k=1

πij(A
k)

k!
k tk−1 =

∞∑
k=0

πij(A
k+1)

k!
tk = πij

(
A
∞∑
k=0

Ak

k!
tk
)

= πij(A etA)

für alle t ∈ R. Also gilt

ϕ′(t) (:= (ϕ′ij(t)i,j) = A etA (t ∈ R).

(b) Für j = 1, . . . , n und t ∈ R ist

ϕ′(t) =


ϕ′1j(t)

...

ϕ′nj(t)

 = j-te Spalte von (A etA) = Aϕj(t).

Da ϕ1(0) = e1, . . . , ϕn(0) = en linear unabhängig sind, bilden die Funktionen

ϕ1, . . . , ϕn nach Satz 12.5 ein Lösungsfundamentalsystem der homogenen linearen Dif-

ferentialgleichung y′ = Ay.

Alle Aussagen von Lemma 13.9 bleiben gültig, wenn man überall C durch R ersetzt.
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Korollar 13.10. Sei A ∈ M(n × n,C). Gibt es eine Basis {u1, . . . , un} des Cn aus

Eigenvektoren uj der Matrix A zu Eigenwerten λj ∈ C, so bilden die Funktionen

ϕj : R→ Cn, ϕj(t) = eλjtuj

ein Lösungsfundamentalsystem des Differentialgleichungssystems y′ = Ay.

Beweis. Nach Bemerkung 12.7 besteht der Lösungsraum LH des homogenen Systems y′ =

Ay genau aus den Funktionen

Rn → Cn, t 7→ etA
( n∑
j=1

cjuj

)
=

n∑
j=1

cj(e
tAuj) ((ci)

n
i=1 ∈ Cn).

Wegen dimC(LH) = n und

etAuj = lim
N→∞

N∑
k=0

(tA)k

k!
uj = lim

N→∞

N∑
k=0

(tλj)
k

k!
uj = etλjuj = ϕj(t)

ist (ϕ1, . . . , ϕn) ein Lösungsfundamentalsystem des Systems.

Bemerkung 13.11. (a) Zu A ∈M(n×n,C) existiert eine Basis aus Eigenvektoren genau

dann, wenn die Matrix A diagonalisierbar ist, das heißt eine Matrix S ∈ GL(n,C)

existiert so, dass die Matrix B = S−1AS Diagonalgestalt hat.

(b) In der linearen Algebra zeigt man, dass zu jeder Matrix A ∈M(n×n,C) eine Matrix

S ∈ GL(n,C) existiert so, dass B = S−1AS obere Dreiecksgestalt hat.

(c) Sind A,B ∈ M(n × n,C), S ∈ GL(n,C) mit B = S−1AS, so löst eine Funktion ϕ :

I → Cn die Differentialgleichung y′ = Ay genau dann, wenn die Funktion ψ = S−1ϕ

Lösung der Differentialgleichung y′ = By ist. Ist etwa ϕ′(t) = Aϕ(t) für alle t ∈ I, so

folgt (S−1ϕ)′(t) = S−1ϕ′(t) = (S−1AS)S−1ϕ(t) für alle t ∈ I.

Also genügt es, lineare Differentialgleichungssysteme

y′ = Ay

zu lösen mit Matrizen A ∈ M(n × n,C), die obere Dreiecksgestalt haben. Ein solches

105



System hat die Form

y′1 = a11y1+ a12y2+ . . . +a1nyn

y′2 = a22y2+ . . . +a2nyn

. . .

y′n = annyn.

Für x0 ∈ I und d = (di)
n
i=1 ∈ Cn erhält man folgendermaßen eine Lösung von

(∗) y′ = Ay, y(x0) = d.

Definiere

ϕn(x) = αne
annx, αn = e−annx0dn.

Im nächsten Schritt löse man das Anfangswertproblem

y′n−1 − an−1,n−1y = an−1,nαn e
annx, yn−1(x0) = dn−1.

Mit den Bezeichnungen aus Satz 13.8 ist m = 0, µ = ann und

für ann 6= an−1,n−1 : k = 0, p̃ = p = x− an−1,n−1,

für ann = an−1,n−1 : k = 1, p̃ = 1.

Damit erhält man eine spezielle Lösung der Differentialgleichung (∗)

für ann 6= an−1,n−1 : ϕ(x) = an−1,nαn
ann−an−1,n−1

eannx,

für ann = an−1,n−1 : ϕ(x) = an−1,nαn x e
annx.

Alle Lösungen der Differentialgleichung (∗) haben somit die Gestalt

ϕα(x) = ϕ(x) + α ean−1,n−1x (α ∈ C).

Wähle αn−1 ∈ C so, dass ϕαn−1(x0) = dn−1 ist und setze ϕn−1 = ϕαn−1 .

Sind ϕn, . . . , ϕi+1 (1 ≤ i ≤ n − 2) gewählt so, dass jedes ϕj (j = i + 1, . . . , n) Linear-

kombination von Funktionen der Form

xmeaννx (0 ≤ m ≤ n− j, j ≤ ν ≤ n)
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ist, so wähle man im nächsten Schritt mit Satz 13.8 eine spezielle Lösung der Differenti-

algleichung

y′i − aiiyi =
n∑

j=i+1

aijϕj.

Dann hat jede Lösung dieser Differentialgleichung die Form

ϕα(x) = ϕ(x) + α eaiix (α ∈ C).

Wähle αi ∈ C so, dass ϕαi(x0) = di ist und setze

ϕi(x) = ϕ(x) + αie
aiix.

Dieses Verfahren führt nach n Schritten zum Ziel.

Satz 13.12. Sei A ∈M(n× n,C) und sei

χ(x) =
r∏
i=1

(z − λi)ki

das charakteristische Polynom von A mit paarweise verschiedenen λ1, . . . , λr ∈ C und

k1, . . . , kr ∈ N∗. Sei ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) : R → Cn eine Lösung des Differentialgleichungs-

systems

y′ = Ay.

Dann sind ϕ1, . . . , ϕn Linearkombinationen der Funktionen

tmeλit (i = 1, . . . , r und 0 ≤ m < ki).

Beweis. Da sich die Eigenwerte und das charakteristische Polynom nicht ändern, wenn

man A ersetzt durch eine Matrix der Form S−1AS (S ∈ GL(n,C)) dürfen wir annehmen,

dass aij = 0 ist für alle i > j. In diesem Fall gilt

{λ1, . . . , λr} = {aii; i = 1, . . . , n}

und ki ist die Anzahl aller j ∈ {1, . . . , n} mit ajj = λi. Damit folgt die Behauptung aus

dem obigen induktiven Verfahren.
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