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Aufgabe 1 (1,5+2,5 = 4 Punkte)
Sei V ein R-Vektorraum und d : V' xV — R eine Metrik auf V. Dann heilt d translationsinvariant,
falls d(z + z,y + z) = d(z,y) fiir alle z,y,z € V gilt, und homogen, falls d(az, ay) = |a|d(x,y)
fir alle z,y € V und alle a € R gilt. Zeigen Sie:

(a) Ist ||-]| eine Norm auf V', so definiert d : V- x V — R, d(z,y) = ||z — y|| eine translationsinva-
riante, homogene Metrik auf V.

(b) Ist d eine translationsinvariante, homogene Metrik auf V', so existiert eine Norm ||-||; auf V'
mit ||z — y||; = d(x,y) fiir alle z,y € V.

Aufgabe 2 (2+2=4 Punkte)

Sei V' ein R-Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt (-, -) definiert ist. Es sei ||-|| : V — R, ||z|| =

V(x, ). Zeigen Sie:

(a) Fiir alle x,y € V ist [{x,y)| < ||z| [|y]|. (Hinweis: Betrachten Sie |z + y||* mit X = —424).)

[Ea

(b) || - |l ist eine Norm auf V.

Aufgabe 3 (2+2=4 Punkte)

1
Fir z = (z1...,2,) € R" und 1 < p < oo sei [|zf], := (Z?:l |:Ej]p>p. In der Vorlesung wird
gezeigt, dass fiir 1 < p, ¢ < oo mit % + % =1 und a,b € R mit a,b > 0 die Ungleichung
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ab < —aP 4+ =11
b q

erfiillt ist. Zeigen Sie:

(a) Sind 1 < p,q < oo mit %—i—%:1undx:(xl...,xn),y:(yl...,yn)GR”, so gilt:

n
>zl < llll, vl -
j=1

(b) Ist 1 < p < oo, so ist |||, eine Norm auf R".
(Hinweis: Um die Dreiecksungleichung fir p > 1 zu beweisen, betrachten Sie zu u = (u1,...,un) € R™ und

v=(v1,...,,) € R™ den Vektor z = (|lu1 +v1|P™4, ..., |un + va|P™") und wenden Sie Teil (a) an.)




Aufgabe 4 (2+2=4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass durch
|z —yl
5(z,y) = —2 Y (zyeR
(z,y) - (z,y €R)
eine Metrik auf R definiert wird.

(Hinweis: Untersuchen Sie die Funktion Ry — R t+— &

7 auf Monotonie.)

(b) Sei d(z,y) = |z —y| (x,y € R) die iibliche Metrik auf R. Zeigen Sie, dass eine Menge U C R
genau dann offen beziiglich d ist, wenn sie offen beziiglich ¢ ist.




