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Aufgabe 5 (4 Punkte)

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie: Zu jeder abgeschlossenen Menge A C X gibt es
abzdhlbar viele offene Mengen U,, C X (n € N*) mit

A

n=1

Aufgabe 6 (1414141=4 Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien A, B C X. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden
Aussagen:

Aufgabe 7 (2+2=4 Punkte)

Sei C([0,1]) = {f | f : [0,1] — R stetig} der Vektorraum aller stetigen Funktionen auf
dem Intervall [0, 1], versehen mit den punktweisen Verkniipfungen und der Supremumsnorm
1 fllo,1] = sup{|f(x)[;z € [0,1]}. Weiter sei (fy)n eine Folge in C([0,1]) und (g, ). eine Folge
stetig differenzierbarer Funktionen g, : [0, 1] — R. Beweisen oder widerlegen Sie:

n—o0

1
(a) Gilt f, —— 0 beziiglich || - [[j0,1], so folgt li_>m / fu(x)dz =0.
n—oo 0

n—r00 ; N—0o0

(b) Gilt g, —— 0 beziiglich [| - [[[,1], so folgt g, —— 0 beziiglich || - [|j0,1]-

(bitte wenden)



Aufgabe 8 (4 Punkte)

Sei X = C0,1] verschen mit der Metrik dos : X x X, doo(f,9) = [|f — 9lljo) (f,9 € C[0,1]).
Zeigen Sie, dass die Menge
A:={feC[0,1]; f(x) > 0 fiir alle z € [0,1]}

abgeschlossen ist und bestimmen Sie den Rand 0A von A.

Definition: Sei V' ein R-Vektorraum. Zwei Normen || - |1 und || - |2 auf V heifen dquivalent, wenn es ein ¢ > 0
gibt, so dass

1
Zllzll < llllz < ellz]la

fur alle x € 'V gilt.

Aufgabe 9* (2* + 2* = 4* Punkte)

Sei V' ein R-Vektorraum, auf dem zwei Normen ||-||; und ||-||, definiert sind.

(a) Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) Die Normen ||-||; und ||-||5 sind &quivalent.
(ii) Eine Menge U C V ist genau dann offen beziiglich [|-||;, wenn sie offen beztiglich |||,
ist.

(b) Gilt die Aussage aus (a) auch fir zwei Metriken d; und dy auf V7 D.h. sind d; und ds
dquivalent, genau dann, wenn sie dieselben offenen Mengen haben?
(Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 4.)




