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Aufgabe 10 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass der normierte Raum (C[0, 1], [[-[|o ;) vollsténdig ist.

Aufgabe 11 (1,5+2,5=4 Punkte)

Sei C1[0,1] der R-Vektorraum aller stetig differenzierbaren Funktionen f : [0,1] — R und sei
1fller = HfH[O,l] + Hf/||[o,1} fiir f € C'[0,1]. Zeigen Sie:

(a) |-llcr definiert eine Norm auf C1[0,1].

(b) Durch die Vorschrift
(1 f)(x) = / " f@dt (z € (0.1, f € C[0,1))
0

wird eine wohldefinierte, stetig lineare Abbildung I : (C[0,1], ||[;p 1)) — (CH0, 1, Il 1)
definiert.

Aufgabe 12 (3 Punkte)

Sei X ## () eine nichtleere Menge, auf der zwei Metriken d; und ds definiert sind. Zeigen Sie, dass
die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Jede dj-offene Teilmenge von X ist auch ds-offen.

(ii) Fiir jede Folge (zp)nen in X mit do—1limy, 00 2, = x flir ein z € X gilt d —limy, 00 2, = .

(bitte wenden)



Aufgabe 13 (2+2+1=5 Punkte)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und sei A : X — X eine Abbildung, zu der eine
Konstante 6 € [0, 1) existiert mit
d(A(z), Aly)) < 0d(z,y) (2,y € X).

Fiir g € X sei die Folge (zy,), in X rekursiv definiert durch z,41 = A(z,,) (n € N). Zeigen Sie:

n+k—1
(a) Fir alle n, k € Nist d(xp4k, n) < < > 93> d(x1,x0).
j=n

(b) Die Folge (zy,), konvergiert gegen ein a € X mit A(a) = a.

(c) Der Fixpunkt a von A ist eindeutig bestimmt, d.h. gilt A(a) = a fiir ein a € X, so ist schon
a=a.




