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Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fir @ # M C X und x € X sei der Abstand von z zu M definiert durch
d(z, M) = inf{d(z,y);y € M}.

Aufgabe 14 (2+3=5 Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien M, A, B C X nichtleere Teilmengen. Zeigen Sie:

(a) M ={z e X |d(xz,M)=0}.

(b) Sind A, B abgeschlossen in X und ist AN B = (), so existiert eine stetige Funktion f : X —
[0, 1] so, dass fiir alle z € X gilt:

fe)=0sz€A und f(zr)=1<z€B.

(Hinweis: Beispiel 2.15 aus der Vorlesung.)

Aufgabe 15 (1+1+1+1=4 Punkte)

Seien K, L C R™ kompakt. Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen kompakt sind:

(i) KNL,

(i) K UL,

(i) K x L:={(z,y) eR* |z € K, y € L},
(iv) K+ L:={z+y|zeK, ye L}

Aufgabe 16 (1+3=4 Punkte)
Seien (X, dp) und (Y, d2) metrische Rdume und sei f : X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie:

-1
(a) f ist stetig genau dann, wenn f (A) C X abgeschlossen ist fiir jede abgeschlossene Menge
AcCY.

(b) Ist X kompakt und ist f : X — Y bijektiv und stetig, so ist auch f~!: Y — X stetig.

(bitte wenden)



Aufgabe 17 (4 Punkte)

Sei U C R™ eine nichtleere, offene Menge. Zeigen Sie, dass eine Folge (K);>1 kompakter Mengen
K; CR" existiert mit K; C Int(Kj4q) fiir alle j > 1 und

U=

3

K.
1

J

(Hinweis: Benutzen Sie Mengen der Form {x € R";d(z,U°) > %})

Aufgabe 18* (1*+1*42*=4* Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei () # Y C X versehen mit der Relativmetrik dy (Beispiel
1.3 aus der Vorlesung). Zeigen Sie:

(a) Eine Teilmenge U C Y ist genau dann offen in (Y, dy), wenn eine in (X, d) offene Teilmenge
V existiert mit U =V NY.

(b) Eine Teilmenge A C Y ist genau dann abgeschlossen in (Y, dy), wenn eine in (X, d) abge-
schlossene Teilmenge B existiert mit A= BNY.

(c) Eine Teilmenge K C Y ist genau dann kompakt in (Y, dy ), wenn sie kompakt in (X, d) ist.



