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1 Matrizen, Vektorrdume, lineare Gleichungssysteme

1.1 Matrizen

Eine (m x n)-Matrix iiber R (oder C) ist ein rechteckiges Schema

aiy PN QA1n
a2 ... Q2n

A= , a;j € R (oder C)
Am1 .- Qmn

mit m Zeilen und n Spalten. Zwei Matrizen A = (a;;), B = (b;;) heilen gleich, wenn a;; = b;; ist fiir alle

ie{l,...,m}und j € {1,...,n}. Ist m =n, so nennt man A eine quadratische Matriz. Wir schreiben
R™™ bzw. C™"
fiir die Menge aller (m x n)-Matrizen mit Koeffizienten in R bzw. C. Man nennt:
e eine (1 x n)-Matrix (ay,...,a,) auch Zeilenvektor,

e cine (m x 1)-Matrix

auch Spaltenvektor,
e eine quadratische Matrix A = (ai;)1<i j<n symmetrisch, falls
a;; = a;; fir alle 4,5 € {1,...,n} gilt.

Fiir eine (m x n)-Matrix

aiy N QA1n
A =
Adm1 .- Qmn
heifit die (n x m)-Matrix
ailr ... aOmi
At =
A1n -+ Qmn



die transponierte Matriz. Es ist

i-te Zeile von A = i-te Spalte von A (i=1,...,n)

j-te Spalte von A’ = j-te Zeile von A (G=1,...,m).
Eine quadratische Matrix der Form
a1 0

0 Ann

heifit Diagonalmatriz. Die Diagonalmatrix

heifit Einheitsmatriz.

1.2 Rechenoperationen fiir Matrizen
Fiir (m x n)-Matrizen A = (a;;), B = (b;;) und o € C setzt man

A+ B = (aij +biji<i<m, ad = (aaij)i<i<m-

1<5<n 1<j<n
Man nennt die (m x n)-Matrix
0 ... 0
Omn =
0 ... 0

die (m x n)-Nullmatriz.

1.3 Rechenregeln
Fiir (m x n)-Matrizen A, B, C und Zahlen «, 3 gilt:
(1) (A+B)+C=A+(B+0C) (Assoziativitédt der Addition)
(2) A+ B=B+A (Kommutativitit der Addition)
(3) Es existiert ein neutrales Element 0 bzgl. der Addition, d.h. ein Element mit
A+0=0+A=A4

fiir alle (m x n)-Matrizen A, ndmlich 0 = 0,,,,.



(4) Zu jeder (m x n)-Matrix A (= (a;;)) existiert genau eine (m x n)-Matrix A’ mit

A+ A=A +A=0p,  (namlich A" = (—a;)).

(5) a(A+B)=aA+aB, (a+p)A=aA+pA (Distributivgesetze)

(6) (aB)A = a(BA) (gemischtes Assoziativgesetz)

(7) 1Ir A= A und Og A = 0, wobei 1g und Og die Eins und Null in R sind und 0 die Nullmatrix bezeichnet.
(8) (A+ B)t = At + Bt, (aA)! = aAt.

Das neutrale Element beziiglich der Addition in (3) ist eindeutig bestimmt, denn ist auch 0’ ein solches

Element, so ist 0’ =0+ 0 = 0.
Definition 1.1. ( Vektorrdume) Eine Menge V' zusammen mit zwei Abbildungen

+: VXV oV (v,y)—z+y

RV =2 V(bzw. CxV = V), (o,2) = ax
heifit ein R- Vektorraum (bzw. C-Vektorraum), falls “ + “ und “ - “ die Eigenschaften (1)-(7) besitzen.
Beispiele 1.2. (i) R™" (bzw. C™") ist ein R-Vektorraum (bzw. C-Vektorraum).

(ii) R mit “4“ und “- “ ist ein R-Vektorraum (entsprechend C ein C-Vektorraum).
(iii)

R" =R™! = | z; € R fiir t = 1,...,n » mit komponentenweiser Addition
Ty
und skalarer Multiplikation ist ein R-Vektorraum (entsprechend C™ ein C-Vektorraum). Man
schreibt die Elemente von R™ (bzw. C™) oft auch als Zeilenvektoren und unterscheidet zwischen

Spalten- und Zeilenvektoren nur, wenn nétig.
(iv) Die Menge aller R-wertigen (C-wertigen) Funktionen auf einem beliebigen Definitionsbereich D
Abb(D,R) = {f|f : D — R Funktion} (entsprechend Abb(D, C))
wird zu einem R- (bzw. C-)Vektorraum bzgl. den punktweise definierten Verkniipfungen
f+9:D =R, (f+9)(z) = flz) +9(2),
af : D - R, (af)(z) = af(z).

Mit den gleichen Verkniipfungen wird auch die Menge aller stetigen (oder differenzierbaren) Funktio-

nen oder die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in R bzw. C zu einem R- (bzw. C-) Vektorraum.



1.4 Erzeugendensysteme und Teilvektorraume

Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder K = C und seien z1,...,x, € V. Ein Vektor z € V heifit

Linearkombination von x1, ..., x,, falls
T
ag, ..., € K existieren mit z = g ;T
i=1
Man nennt {z1,..., 2.} ein Erzeugendensystem von V, falls jeder Vektor z € V' Linearkombination von
T1,...,x, ist.

Beispiele 1.3. (1) Fiir alle (¥) € R? ist.

-0+ O -) )

Also ist {((1)), (2)} ein Erzeugendensystem von R? (entsprechend von C?). Allgemeiner bilden die

Vektoren
1 0
0
€1 = . R &
: 0
0 1

ein Erzeugendensystem des R-Vektorraumes R" (bzw. C-Vektorraumes C™).
(2) Aber auch die Vektoren ((1)), (}) bilden ein Erzeugendensystem von R?, denn
T 1 1
(2) (o) +#()
Sr=a+pfundy=7

S pP=yund a=z—y.
Ist V ein K-Vektorraum (K =R oder K = C) und @ # U C V eine Teilmenge mit
(i) z;,yeU=ax+yeU,
(ii) zreV,a e K = ax €U,
so bildet U mit den induzierten Verkniipfungen
UxU—=U(x,y)—»ax+y, KxU—=U(a,z)— ax

wieder einen K-Vektorraum. Eine solche Teilmenge U C V heifit Teilvektorraum von V.



Beispiele 1.4. (1) Die Menge
x
y |eR|a+y+2=0;CR®
z

ist ein Teilvektorraum.

(2) {f| f:R — Rist stetig } C Abb(R,R) ist ein Teilvektorraum.

(3) Sind z1,...,z, € V beliebige Elemente in einem Vektorraum, so ist
U = {x € V| z ist Linearkombination von z1,...,z,.} C V
ein Teilvektorraum. Man schreibt LH{z1,...,z,} fir diesen Teilvektorraum und nennt ihn die lineare
Hiille von x4, ...,x,.

1.5 Lineare Unabhingigkeit und Basen

Definition 1.5. Sei V ein K-Vektorraum und seien z1,...,2z, € V . Man nennt {x1,...,z,} eine Basis
von V, falls
(i) {x1,...,2,} ein Erzeugendensystem von V ist,

(ii) aus >i_, asm; = .., Biw; folgt, dass a; = f; fiir i = 1,..., 7 ist.
Beachte: (i) und (ii) sind quivalent zu (i) und

(i)’ aus Zaixi =0folgt a; =0fiiri=1,...,7.

i=1
Denn ist Y., cuz; = Y i, Biwi, so folgt
S o - B = (z a> . (z 5) “0
=1 =1 =1

Beispiele 1.6. (1) (1), ((1)) bilden eine Basis von R?. Allgemeiner bilden

0
1 0
0
€1 = . N S
0
0 1

eine Basis von R"™ (und auch von C", denn sie bilden Beispiel 1.3(1) ein Erzeugendensystem und

wegen

aq

Qp



folgt aus Y ;" a;e; =0,dass a; =0 ist firi =1,...,n.
(2) Die Vektoren (1,1),(1,0),(0,1) bilden eine Erzeugendensystem des R?, aber keine Basis, da etwa
a(1,0) + B(0,1) +~(1,1) = 0 ist mit (o, B,7) = (1,1, —1) # (0,0,0).

Definition 1.7. (Lineare Unabhéngigkeit) Sei V' ein K-Vektorraum. Vektoren z1,...,z, € V heiflen

linear unabhdngig, falls aus
-
Z ;T = 0
i=1
folgt, dass vy = ag = ... = a, = 0. ist.

Also bilden Vektoren x1, ..., x,. € V eine Basis von V' genau dann, wenn x1, . .., z,. ein linear unabhéingiges

Erzeugendensystem bilden.

Regeln 1.8. Fiir Vektoren z1,...,z,,x € V gilt

(1) z1,...,z, bilden ein Erzeugendensystem von V < LH{zi,...,z,.} =V.

(2) Ist {z1,...,z,} ein Erzeugendensystem von V und ist U C V ein Teilvektorraum mit zq,...,2, € U,
soist U =V.

(3) die Vektoren x1, ..., z, sind linear unabhéngig genau dann, wenn keiner der Vektoren z; (j =1,...,r)

Linearkombination der iibrigen Vektoren x; mit i # j ist.

(4) Sind z1,...,z, linear unabhingig und ist x ¢ LH{xi,...,2,}, so sind auch z1,...,z,,z linear
unabhéngig.

Satz 1.9. Ist {x1,...,Zm} ein Erzeugendensystem von V und sind y1,...,yn € V linear unabhingig, so

stn < m.

Idee: Wir nehmen an, dass n > m ist. Wahle aq,...,q,, € K mit y; = 27111 a;x;. Dann gibt es ein

je{l,...,m} mit

Qi 7é 0.
Fiir den so gewéhlten Index j gilt
1 m
xTj = ;(yl - Zaﬂi) € LH{z1,....2j—1,91,Zj41,- .., Tm}
J i=1

i#]

Nach Regel 1.8(2) bilden dann aber auch die Vektoren

Tlyeo s Tj—1,Y1,Tj415- -y Tm



ein Erzeugendensystem von V.

Nacheinander kann man alle x4, ..., z,, durch die Vektoren y1,..., v, ersetzen und erhélt

V= LH{y1,.--,ym}

Dann wiire aber y,,+1 Linearkombination von yi, ..., ym, im Widerspruch zur Regel 1.8(3).

1.6 Dimension von Vektorridumen

Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder K = C.

Definition 1.10. Gibt es eine Maximalzahl n linear unabhéngiger Vektoren in V', so heifit n die Dimensi-
on von V (geschrieben: dim V' = n). Gibt es keine solche Maximalzahl, so heiit V' unendlich dimensional

(dimV = 00).

Folgerung 1.11. (1) Ist {x1,...,2z,} eine Basis von V, so ist dim'V = n.

(Sonst gibe es linear unabhdngige Vektoren yi,...,ym € V. mit m > n im Widerspruch zu Satz 1.9.)

(2) Sei dimV =n. Sind x1,...,2, € V linear unabhingig, so bilden x1,...,x, eine Basis von V.
(Sonst gibe es xpi1 € V mit xypy1 ¢ LH{z1,...,2,}. Nach Regel 1.8(4) wiren x1,...,xny1 linear

unabhdingig im Widerspruch zu dimV = n.) Jede Basis von V besteht aus n Vektoren.

(3) dimg(R™) = R und dimc(C™) = n (folgt direkt aus (1)).

(4) Ist {z1,...,2.} ein Erzeugendensystem von V, so gibt es 1 < iy < ... <i, <71 so, dass die Vektoren
Ty, .., T, eine Basis von 'V bilden.
Ist n die Maximalzahl linear unabhdngiger Vektoren in {x1,...,x,} und sind z; ,...,x; linear
gtg 1 n

unabhingig, so bilden diese Vektoren nach Regel 1.8(4) ein Erzeugendensystem von V'.)

Merkregel: Jedes Erzeugendensystem von V' enthilt eine Basis von V.

Ist dim V' = n, so kann man jedes System linear unabhéngiger Vektoren y1,...,y, in V zu einer Basis
Y1,..-,Yn von V erginzen. Dies zeigt der nichste Satz, den wir im Folgenden nicht weiter benutzen
werden.

Satz  (Austauschsatz von Steinitz)
Sei x1,...,%T, eine Basis von V und seien yi, ...,y € V linear unabhdingig. Dann ist 7 < n und es gibt
Liyye-osTi, . SO, dass

y17"'5y7‘71’i17"'7ajin_7‘

eine Basis von V bilden.



Idee: Nach Satz 1.9 ist r < n.
Ist r = n, so bilden y1, ..., y, eine Basis von V nach (1) und (2) von Folgerung 1.11.
Ist < n, so gibt es ein ¢ € {1,...,n} so, dass yi,...,yr, 2; linear unabhéngig sind, denn sonst wiren

X1y, Tn € LH{y1,...,y-} = V. Ist r = n — 1, so ist der Beweis beendet. Sonst mache weiter so.

1.7 Lineare Gleichungssysteme

Seien A = (a;;) € R™™ eine Matrix und b = (b;) € R™ ein Spaltenvektor. Dann heifit

a11x1+ ... +Fai,ry, = b

a1 L1+ ...+ aspx, = bo

Am1X1F ...+ QnZn = b
(abgekiirzt: Az = b) ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen fiir x4, ..., z,. Man nennt:
e das lineare Gleichungssystem homogen, falls b = 0 ist,
o A= (a;;) die Koeffizientenmatriz,
e das lineare Gleichungssystem [dsbar, wenn die Ldsungsmenge
L ={z=(x;) e R"| Az = b}
nicht-leer ist.
Die Matrix
() =| | | emmen
Aml - Qmn b

bezeichnet man als die erweiterte Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems. Ziel im Folgenden

ist es, ein Verfahren zur Bestimmung der Losungsmenge herzuleiten.
Beispiel 1.12.

T+ 2x9 — 3x3 =4

r1 +3r2+ x3=11

2x1 + dxo +4x3 =13

Wir eliminieren z; aus den Gleichungen (2)-(4), indem wir



o Gleichung (2) ersetzen durch Gleichung (2) minus Gleichung (1)
e Gleichung (3) ersetzen durch Gleichung (3) minus 2 mal Gleichung (1)
o Gleichung (4) ersetzen durch Gleichung (4) minus 2 mal Gleichung (1).

In Kurzschreibweise fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix bedeutet dies

1 2 -3 4 1 2 -3 4
1 3 1 11 01 4 7
%

2 5 4 13 0 1 10 )
2 6 2 22 0 2 8 14

Im néchsten Schritt eliminieren wir x5 aus den Gleichungen (3) und (4):

1 2 -3 4

01 4 7
_>

0 0 6 -2

0 0 O 0

Da sich bei diesen Zeilenumformungen die Losungsmenge nicht verdndert, hat das urspriingliche Glei-

chungssystem die eindeutige Losung

25 41
$3:7§,CE2:774$3:§, $1:472$2+3I3:7§.

Definition 1.13. Unter einer elementaren Zeilenumformung einer Matrix A = (a;;) € R"™"™ versteht

man:

(1) die Vertauschung zweier Zeilen von A,

(2) die Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A # 0,

(3) die Addition eines beliebigen Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Merkregel: Elementare Zeilenumformungen éndern die Losungsmenge nicht.

1.8 Der Gauf3-Algorithmus

Sei das lineare Gleichungssystem
(x) Az =0» (AeR™™ beR™)

gegeben. Wir nehmen an, dass ein ¢ € {1,...,m} existiert mit a;; # 0. Sonst kommt z; gar nicht vor.

10



1. Schritt: Falls notig, vertausche man zwei Gleichungen so, dass x; in der 1. Gleichung mit einem
Koeffizienten a1; # 0 vorkommt.

2. Schritt: Ersetze fiir jedes i = 2,...,m die i-te Zeile L; durch

Li+(— ai1

L.
an) !

Man erhélt ein lineares Gleichungssystem mit derselben Losungsmenge der Form

!/ !/ !/ /
a1171 + ajpxe + ...+ al,x, = by

/ / _
as j,Tjst+ ..+ A5,Tn = by
()
/ / _
am,jrzsz—"_ e + amnxn - bm

wobei z;, die erste Unbekannte ist, die in einer der neuen Gleichungen (2) — (m) mit einem Koeffizienten
# 0 vorkommt.

Wende wieder Schritt 1 und 2 an auf das lineare Gleichungssystem (k). Tritt eine Gleichung der Form
0z14+...40x, =b+#0
auf, so ist das urspriingliche lineare Gleichungssystem () nicht losbar. Gleichungen der Form
O0zy+...4+ 0z, =0

kann man weglassen. Nach endlich vielen Schritten erhélt man entweder ein unlosbares System oder ein

lineares Gleichungssystem der Form (x * %) (Normalform)

C11%1 + C1222 + +cinn =di
€2,y Ty + €255 41T 5,41 + +eonTy = da
Crj, Tj, + Crj+1%5,4+1 + +CrnTy = d;

mit 1 < jo <...<jr <n, 1 <r <min(m,n) und

C11 7£ 0, CQ,jz §£ O, e 707‘7]‘7‘ 7£ O

Man nennt die Variablen z; mit i € {1,...,n}\ {1,J2,...,4} die freien Variablen von (x * ). Fiir ein

lineares Gleichungssystem in Normalform (x * %) gibt es zwei Félle:

11



(i) r = n, das heiBt j; =i fiiri =2,...,n.
Dies ist nur moglich, wenn m > n ist. In diesem Fall gibt es keine freien Variablen und (x * *) hat

eine eindeutige Losung.

(ii) r < n, das heifit (* * %) hat weniger Gleichungen als Unbekannte. Man erhélt alle Losungen von
(*%x), indem man fiir die freien Variablen beliebige reelle Zahlen einsetzt und fiir 1, zj,, ..., z;, die

zugehorigen eindeutigen Losungen nimmt. In diesem Fall besitzt (* * ) unendlich viele Losungen.

Ein lineares Gleichungssystem hat also entweder keine, genau eine oder unendliche viele Losungen.

Schritt 2 kann man auch ersetzen durch:

Schritt 2’ Ersetze fiir jedes i = 2,...,m die i-te Zeile L; durch
—a;1 Ly + a1 L.
Beispiel 1.14. (a)
201 +x9 — 223+ 324 =1
3r1 + 220 —x3+ 214 =4

31+ 3x9+3x3 —3x4 =5

umformen der erweiterten Koeffizientenmatrix mit dem Gauf-Algorithmus liefert:

21 -2 3 1 21 -2 3 1 21 -2 3 1
3 2 -1 2 4 =101 4 =5 5 |1 —>]1 01 4 =5 )
33 3 -3/ 5 0 3 12 15| 7 0 0 O 0 -8

Also ist das Gleichungssystem nicht losbar.

(b)

1 2 -3 4 1 2 -3 4 1 2 -3 4
1 3 1 11 01 4 7 01 4 7
— —

2 5 -4 13 01 2 ) 00 —-2| -2
2 6 2 22 0 2 8 14 0 0 O 0

Die letzte Matrix entspricht einem linearen Gleichungssystem in Normalform mit r = 3 = n. Also ist

das Gleichungssystem eindeutig l6sbar mit Losungsmenge

L=1{(1,3,1)}

1 2 -2 3 2 1 2 -2 3 2 1 2 -2 3 2
2 4 -3 4 ) -100 1 -2}1]|—]100 1 =-2]1
5 10 -8 11| 12 00 2 -4\ 2 0 0 O 0 0

12



Die letzte Matrix entspricht einem Gleichungssystem in Normalform mit r = 2 < 4 = n. Freie

Variablen sind x5 und x4. Wahlt man x4 = ¢, 22 = s in R beliebig, so folgt
r3 =14 2x4 =1+ 2t,
X1 =2—2w9+ 205 — 304 =2—25+2(1+2t) — 3t
=4—-2s+1t.
Also ist das Gleichungssystem losbar mit Losungsmenge
L={(4—-2s+t,s,1+2t1t)|s,teR}

Spezialfall: Homogene Systeme
Homogene Systeme besitzen immer die triviale Losung (z;)7; = 0. Bringt man ein homogenes System

in Normalform (* * x), so ist

und fiir
(i) » = n hat man nur die triviale Losung,
(ii) 7 < n hat man auch nicht-triviale Losungen.

Folgerung
Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Unbekannten hat immer nicht-

triviale Losungen.
Satz 1.15. Seien A = (a;;) € R™", b= (b;) € R™. Die Lisungsmenge
Liomogen = {2 = (x;) € R"| Az = 0}

des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 ist ein Teilvektorraum des R™. Ist z = (z;) € R"
Losung des inhomogenen Systems

Axr =0,
so erhdlt man die gesamte Lisungsmenge von Ax = b als
L ={z+ 2|2 € Lhomogen} (=t 2+ Lhomogen)-
Idee: Offensichtlich ist Lnomogen C R™ ein Teilvektorraum und
%+ Lhomogen C L.
Ist Z € L beliebig, so ist Z — 2z € Lhomogen und
Z=124(Z—2) C 2+ Lhomogen-

Merkregel: {Losungen von Ax = b} = spezielle Losung + {Losungen von Az = 0}.
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2 Matrixmultiplikation und inverse Matrizen

2.1 Matrixmultiplikation

Definition 2.1. (Matrixprodukt) Fiir Matrizen A = (a;;) € R®™, B = (b;;) € R™" definiert man das
Produkt AB € R%™ der Matrizen A und B als die (¢ x n)-Matrix

AB = <Z aikbkj> € RY™.
k=1

1<i<e
1<52n
Genauso definiert man auch das Matrixprodukt AB € C%" von komplexen Matrizen A € C*™, B € C™".

Beachte: Das Produkt AB zweier Matrizen A und B ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl der links
stehenden Matrix A gleich der Zeilenzahl der rechts stehenden Matrix B ist.

Rechenregeln 2.2. Fiir Matrizen A, B, C, ... mit passenden Zeilen- und Spaltenzahlen gilt:

(1) Assoziativitit: (AB)C = A(BC).

(2) Distributivitiit:
(A+ A)B=AB + AB,
A(B+ B) = AB + AB.
(3) Gemischte Assoziativitidt: Fiir A € R (bzw. C) ist
MAB) = (MA)B = A(M\B).
(4) Neutrales Element der Multiplikation: Fiir A € R™" (bzw. C™™) und die Einheitsmatrix

1 0
I= € R™"

gilt TA= A= Al

(5) Vertraglichkeit mit der Transposition:

(AB)' = B' A",
denn definitionsgemaf ist
(AB)j; = (AB)ji = Y biaji = Y (B (A", = (B'A");
k=1 k=1
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(6) Das Matrixprodukt ist im Allgemeinen nicht kommutativ:
0 1 11 0 0 11 1 1 0 1
= # =
1 1 0 0

Problem: Hat jede quadratische Matrix 0 # A € R™" ein multiplikatives Inverses, das heifit gibt es
ein A’ € R™™ mit AA’ = A’A = I?. Im Allgemeinen nicht:

1 1 a b atc|b+d
— = 1 fiir alle a,b,¢,d € R.
0 0 c d 0 0

Definition 2.3. Eine Matrix A € R™" heifit invertierbar oder reguldr, falls eine Matrix A~! € R™"
existiert mit

AA L =T=A"1A.

Man iiberlegt sich leicht, dass die Matrix A~! in diesem Fall eindeutig bestimmt ist und dass fiir die

Inversenbildung von Matrizen die folgenden Regeln gelten.

Rechenregeln 2.4. (1) A, B invertierbar = AB invertierbar und (AB)~! = B~1A~%
Denn: (B~1A1)(AB) = B-Y(A"'A)B=B'B=1=...=(AB)(B~1A™1).
Hierbei ist die Reihenfolge der Faktoren wichtig.

(2) A invertierbar = A! invertierbar und (A?)~1 = (A=1)%
Denn: (A71)IA' = (AA DY =T =T=...= A (A 1)L

(3) Fiir A € R™" definiert die Linksmultiplikation mit A eine Abbildung
Ly:R" - R" z— Azx.
Ist A invertierbar, so ist die Abbildung L 4 bijektiv.
Injektivitéit: Aus Ax = Ay folgt A(x — y) = Az — Ay = 0 und damit
r—y=A"1A(x—y)=A"'0=0.

Surjektivitét: Fiir y € R™ ist y = A(Ay) = La(A™1y).

(4) Seien A und L4 wie in (3). Dann gilt:
L 4 ist injektiv < Die Spalten von A sind linear unabhéngig in R".

x
Denn ist A = (A4y,...,A,) mit Spalten A;, so ist ijAj =A
j=1
J .
L 4 ist surjektiv < Die Spalten von A bilden ein Erzeugendensystem von R™.
(5) Nach Folgerung 1.11 (2) und (4) gilt:

L, ist injektiv < L4 ist surjektiv < L4 ist bijektiv.
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2.2 Berechnung der inversen Matrix

Sei A = (a;;) € R™™ invertierbar. Man kann den GauB-Algorithmus (Abschnitt 1.8) benutzen, um die

inverse Matrix A~! € R™" zu berechnen. Sei

x1
die k-te Spalte von A~
Tn,
Dann ist
€
A : = k-te Spalte von AA™! = ¢,
xTL
oder dquivalent: Der Vektor
Z1
e R”
L
16st das lineare Gleichungssystem
a1121 +...+ aipTy =0
(*) ¢ a1 +...+ agpr, =1
a1 +...4+ appxr, =0

Nach Regel 2.4(3) hat dieses lineare Gleichungssystem eine eindeutige Losung. Also gibt es im GauB-
Algorithmus (Abschnitt1.8) keine freien Variablen. Durch elementare Zeilenumformungen von Typ (1),(2)

oder (3) aus Definition 1.13 bringt man das Gleichungssystem (*) in die Normalform

1121 + C12%2 + ...+ C1pTy, = dy

CooZo + ...+ Copxy, = do
( * %)

CnnTn = dp

mit ¢;; # 0 fiir i = 1,...,n. Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ (2) und (3) (Definition 1.13)

bringt man (x x %) in die Form

16



o+ 0+ ... +0 = by

T, = b,

Merkregel: Ist A = (a;;) € R™" invertierbar, so bringt man die Matrix

a1 ... Q1p 100 ... O
a1 co. Q2p 010 ... O
Apl  --- Qnn 000 ... 1

durch elementare Zeilenumformungen vom Typ (1), (2) oder (3) aus Definition 1.13 wie oben beschrieben

in die Form

100 ... O] bix ... bin
010 ... O
000 ... 1| bp1 ... bpn

Dann ist B = (b;;) = A~!'. Man kann sich zusétzlich iiberlegen:

Wenn dieses Verfahren fiir eine Matrix A € R™"™ funktioniert, dann ist A invertierbar.

Beispiel 2.5. Finde die Inverse der Matrix

1 0 2
A= 2 -1 3
4 1 8

1 0 2|1 00 1 0 2 1 00
2 -13,010(—]10 -1 -1| =210
4 1 8|0 01 0 1 0 -4 0 1
1 0 2 1 0 O 10 0 —-11 2 2

0 0 -1 -6 1 1 0 0 1 6 -1 -1
—-11 2 2
Alsoist A7 = —4 0 1
6 -1 -1
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Bemerkung 2.6 (Umkehrung von Regel 2.4(3)): Ist fiir A € R™™ die Linksmultiplikation L4 bijektiv,
so ist A invertierbar. Zur Begriindung wéhle man bq,...b, € R™ mit Ab; = e, und beachte, dass die
Matrix B = (b1, ..., b,) mit den Spaltenvektoren by, die Identitdt AB = (Aby,..., Ab,) = I erfiillt. Wegen
LaLp = Lap =id ist dann Lp = L' und damit auch BA = LpLa(I) = 1.

3 Determinanten

3.1 Definition und Eigenschaften der Determinante
In der Mathematik zeigt man, dass fiir jedes n > 1 eine Abbildung
R™™ - R, A+ det A (manchmal auch als |A| geschrieben)

existiert, die jeder (n xn)-Matrix A = (a;;) € R™" eine reelle Zahl det A € R zuordnet (die Determinante
der Matrix A) und die die folgenden Eigenschaften besitzt:

Schreibt man die (n x n)-Matrix A = (a;;) € R™" in der Form

Ay
A= ,
An
wobel A; = (a;1,...,a:,) fir i =1,...,n die i-Zeile von A ist, so gilt
(1)
Ay Ay Ay
det | A; + A’i = det A; + det A(L, ,
A’VL ATL An
Ay Ay
det | MA; | =Adet | A4, (A eR).
An An

Insbesondere ist det A = 0, falls eine Zeile 0 ist.
(2) Ensteht A" aus A durch Vertauschen zweier Zeilen, so ist

det A’ = —det A.
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(3) Die Determinante der Einheitsmatrix ist

det =1.

(4) Sind zwei Zeilen von A gleich, so ist det A = 0 (folgt aus (2)).

(5) Addiert man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile, so édndert sich die Determinante nicht

(folgt aus (1) und (4)).
(6) Sind die Zeilen von A linear abhiingig, so ist det A = 0 (folgt aus (5) und der letzten Zeile von (1)).
(7) det(A?) = det A.
(8) Alle Regeln bleiben richtig, wenn man {iberall Zeilen durch Spalten ersetzt.
(9) Fiir A, B € R™" ist det(AB) = det(A) det(B).
Man kann sogar zeigen (sieche Abschnitt 3.2):

Satz 3.1. Die Abbildung
R™" >R, A+ det A

ist die einzige Abbildung, die als Funktion der Zeilen die Eigenschaften (1), (2) und (3) besitzt.

Entsprechend kann man die Determinante det A € C komplexer n x n-Matrizen A € C™" definieren. Alle
bisher und im Folgenden angegebenen Regeln und Sétze bleiben richtig fiir die Determinanten komplexer

Matrizen.

Beispiele 3.2. n=1: A= (a;1) =detA=ay

n=2:
ail a2
A= = det A = a11022 — 21012
az1 a2
n=3:
ail a2 @13
A= an azx ay =
az1 asz a33
Q22 Q23 a2 a3 a2 a3
detA = a1 det — a9y det + a3 det
az2 ass az2 Aa3s3 a22 A23

= a11(ageass — aseas3) — az1(a12a33 — aszaiz) + asi(a12a23 — a22a13)

Diese Rechenregel nennt man Entwicklung nach der 1. Spalte.
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Allgemein gilt fiir n = 3: Entwicklung nach der j-ten Spalte (j = 1,2, 3)
det(A) = (1) ay; det(Ay;) + (=1)*Mag; det(Ag;) + (=1)*az; det(As;).
Entwicklung nach der i-ten Zeile (i = 1,2,3)
det(A) = (=1)"a; det(As) + (=1) a0 det(Az) + (—1) a3 det(A;3).

Hierbei bezeichnet A;; € R?? die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht.

Die Vorzeichen bei a;; ergeben sich nach dem Schema

3.2 Berechnung von Determinanten (noch einmal Gauf})

Sei A = (a;5) € R™™ und sei

C11 C12 ... Cin
0 C2 5, ... Con
C= 0 Crj. oo+ Crn
0 0
0o ... ... R ¢

mit ¢11 # 0,¢2,5, #0,..., ¢, # 0 die Matrix, die durch Anwenden des GauB-Algorithmus (Abschnitt1.8)
aus A hervorgeht. Hierbei werden nur Zeilenumformungen vom Typ (1) oder (3) aus Definition 1.13

angewendet. Also ist:
(i) det A = (—1)¥det C, falls k die Anzahl der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen ist.
(ii) Gibt es freie Variablen (< r < n), so ist det A = det C' = 0.

(iii) Gibt es keine freien Variablen (< r = n), so ist

ci1 Ci2 ... Cin
0 Co2 ... C2p

C =
0 Cnn
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eine obere Dreiecksmatrix mit ¢;; # 0 fiir ¢ = 1,...,n und
det A = (=1)*det C = (—=1)*cy1 - cpn # 0,
denn nach den Regeln (1), (3) und (5) aus Abschnitt 3.1 ist

1 * 1 0

detc:cll"'cnndet zcll"'cnndet =C11"""Cnn

Insbesondere folgt hieraus, dass die Determinatenfunktion R™"™ — R, A — det A eindeutig bestimmt

ist durch die Eigenschaften (1), (2) und (3) aus Abschnitt 3.1.

3.3 Dreiecks- und Diagonalmatrizen

Fiir obere bzw. untere Dreiecksmatrizen

ai *
A= (das heifit a;; = 0 fiir i > j)
0 Ann
bzw.
a1 0
A= (das heifit a;; = 0 fiir j > i)
* Unn
gilt:

det A=ai1  any-

Merkregel: Die Determinante einer oberen (unteren) Dreiecksmatrix oder einer Diagonalmatrix ist das

Produkt der Diagonalelemente.

3.4 Invertierbare Matrizen

Fiir A € R™™(oder C™") gilt:
A ist invertierbar < det(A) # 0

(& Das homogene lineare Gleichungssystem Az = 0 hat nur die triviale Losung).

Idee: “ = “ Ist A invertierbar, so gibt es keine freien Variablen und wie in Abschnitt 3.2 folgt
det A = (—1)"det C # 0.

21



“ <« “TIst det A # 0, so ist » = n und nach Abschnitt 1.8 ist das lineare Gleichungssystem Az = b fiir
jedes b € R™ (bzw. b € C") eindeutig 16sbar. Nach Bemerkung 2.6 ist A invertierbar.

Satz 3.3 (Zusammenfassung). Fir A € R™"™ (oder C™") sind dquivalent:
(i) A ist invertierbar,
(i) det A #0,
(iii) die Zeilen von A sind linear unabhdngig,
(iv) die Spalten von A sind linear unabhdingig,
(v) das lineare Gleichungssystem Az = b hat fiir jedes b € R"™ (bzw. b € C™) mindestens eine Lisung,
(vi) das lineare Gleichungssystem Axz = b hat fiir jedes b € R™ (bzw. b € C™) hichstens eine Lisung,
(vii) das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 hat hat nur die triviale Losung x = 0,
(viii) das lineare Gleichungssystem Ax =b hat fiir jedes b € R™ (bzw. b € C™) genau eine Lisung,
(ix) die Abbildung L : R™ — R™ (bzw. C* — C"), x — Ax ist bijektiv.
Insbesondere folgt, dass eine quadratische Matrix A € R™™ (oder C™"™) genau dann invertierbar ist, wenn

ihre Zeilenvektoren (oder dquivalent Spaltenvektoren) eine Basis vom R™ (bzw. C™) bilden.

3.5 Entwicklung nach Zeilen und Spalten

Sei A = (a;j) € R™" (oder C™"). Fiir i,j € {1,...,n} sei

ail e ayj . A1n
_ n—1n—1 n—1n—1
Aij=1 an ——— aj ——— eR"™ (oder C"~2"77)
Anl e (nj e Ann

die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Satz 3.4. (Laplacescher Entwicklungssatz) Fiiri,j € {1,...,n} gilt:

n
det A = Z(—l)”kaik det(A;x) (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

>
Il
—

I
WE

(=1)**ay; det(Ay;) (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

x>
Il
_
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Idee: Zeige, dass die beiden rechten Seiten jeweils eine Funktion
R™™ - R (bzw. C™" — C)

mit den Eigenschaften (1)-(3) aus Abschnitt 3.1 definieren und wende den Eindeutigkeitssatz (Satz 3.1)

al.

3.6 Cramersche Regel und Berechnung der inversen Matrix

Sei A = (ai;) € R™" (oder C™™) eine Matrix mit Spaltenvektoren Ai,..., A, € R™ (bzw. C"). Fir
b= (b;),x = (x;) € R" (bzw. C") gilt

a11T1+... +a1pTn = b1

ap1X1i+ ...+ apnt, = by,
genau dann, wenn Ax = b ist bzw. wenn

gilt. Ersetzt man den i-ten Spaltenvektor der Matrix A durch den Spaltenvektor b € R™, so folgt mit den
Regeln (1), (4) und (7) aus Abschnitt 3.1

det(Al,...,b,...,An) :det(A17...7.’)31A1—|—...+.’L‘nAn,...,An)

= wjdet(Ar,..., Aj,..., Ap) + zidet A =z det A

<.
=

<
)

Satz 3.5. (Cramersche Regel) Sei A € R™" (oder C™™) invertierbar und b € R™ (bzw. C™). Dann ist

die eindeutige Losung x = (x;) € R™ (bzw. C") des linearen Gleichungssystems Ax = b gegeben durch

- det(Al, “e ,Aifl, b, Ai+1, . 7fln)
N det(A)

x; (i=1,...,n).

Folgerung 3.6. Sei A € R™" (oder C™") invertierbar mit Spaltenvektoren Ay, ..., A,. Die Spalten 2(/)
(j = 1,...,n) der inversen Matrix A~! sind die eindeutigen Losungen der linearen Gleichungssysteme

Az = e;. Nach Satz 3.5 sind die Komponenten von () gegeben durch

L) _ det(Ar, . Ay Aigay s An)
' det(A)

Durch Entwickeln nach der i-ten Spalte erhilt man

i+j det(A]Z)

G _ .
z; = (-1) det(A) (i,7=1,...,n),
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wobei Aj; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix bezeichnet, die aus A durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten

Spalte hervorgeht. Also ist die inverse Matrix zu A gegeben durch

1 Ghe iy det(di) )"
A 26— (i)

i,j=1

4 Skalarprodukt und Vektorprodukt

4.1 Skalarprodukt
Sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung
() : VXV =R, (z,y) — {(x,y)

heilt Skalarprodukt, falls fiir alle uy, us, u,v € V und A € R gilt

(1) (u1 + u2,v) = (u1,v) + (uz,v), (Au,v) = Au,v),

(i) (u,v) = (v, u),
(iii) (u,u) >0 und (u,u) =0 < u=0.
Beachte: Aus (i) und (ii) folgt auch, dass fiir alle u,v1,v2 € V und X € R gilt

(u,v1 + v2) = (u,v1) + (u, va2), (u, Av) = Au, v).

Insbesondere ist (u,0) = 0 = (0, u) fiir alle u € V.
Beispiele 4.1. (1) Auf dem R-Vektorraum R™ definiert

1 Y1 n
< ] >=zxiyi
=1
T Yn

ein Skalarprodukt (das kanonische Skalarprodukt auf R™). Fiir x = (x;),y = (y;) € R™ nennt man

lzll = 3 2f)'/?
i=1

die Léinge oder euklidische Norm des Vektors x und

n

lz =yl = O (i —v:)*)"?

=1

den euklidischen Abstand von x und y.

(2) Auf dem R-Vektorraum V = {f|f : [a,b] — R stetig} wird ein Skalarprodukt definiert durch

b

(f,9) = /f(t)g(t)dt.

a
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4.2 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Sei V ein R-Vektorraum und (-, -) ein Skalarprodukt auf V. In der Mathematik zeigt man, dass fiir alle

u,v €V gilt:
[{(u, v)| < 4/ {u,u)y/(v,v) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Es gilt “ = “ statt “ < “ in dieser Ungleichung genau dann, wenn u und v linear abhéngig sind.

Insbesondere gilt fiir das kanonische Skalarprodukt auf dem R™
[(w, o) < lull o]l

fiir alle Vektoren u,v € R™. Fiir u,v € R™ \ {0} nennt man die eindeutige Zahl ¢ € [0, 7] mit

 {u)
Full Tl

cos

den Winkel zwischen u und v.

4.3 Orthogonalitét

Zwei Vektoren u,v € R™ heiflen orthogonal (geschrieben u L v), falls
(u,v) =0.

Fiir u # 0 # v ist dies dquivalent dazu, dass der Winkel zwischen u und v gleich 7 ist. Fiir u,v € R™ mit
u L v gilt
(u+v,u+v) = {u,u) + (v,v)

oder dquivalent

Ju+oll? =l + ol®  (Pythagoras).
Sei V C R"” ein Teilvektorraum mit dimv = r. Eine Basis v1,...,v, von V heif}t
e Orthogonalbasis, falls (v;,v;) = 0 ist fiir alle ¢ # j,
0, i#]

1, 1=3

e Orthonormalbasis, falls (v;,v;) =
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Satz 4.2. (Gram-Schmidt) Sei V' C R" ein Teilvektorraum und seien vy, ... v, € V Vektoren, die eine

Basis von V' bilden. Dann bilden die Vektoren

Uy = vy,
Ug 1= Vg — <v2’u1>u
2 - 2 <U17/LL1> 1
U3 1= vg — <U3,U2>u _ (v3, u1) ’
(u2, uz) (w1, u1)
—1
. — (vr,u;)
Uy 1= Vp — u;
i—1 <ui7uz>

eine Orthogonalbasis von V', und die Vektoren

Uy Uy

flua "

bilden eine Orthonormalbasis von V.

Niitzliche Beobachtung 4.3:  Von 0 verschiedene Vektoren ug, ..., u, € R® mit (u;,u;) = 0 fiir i # j
sind immer linear unabhéingig, denn aus »_._, a;u; = 0, folgt

T

0= aius,u) = ailus,uy) = a;(uj,uy)
i=1

i=1

und damit o; =0 fiir j =1,...,7.

4.4 Das Vektorprodukt
Das Vektorprodukt ist eine Abbildung
R?® x R® — R3 (a,b) — a x b,
die folgendermaflen definiert ist:
(i) Sind a,b linear abhingig, so ist a x b = 0.

(ii) Sind a, b linear unabhingig und ist ¢ €]0, 7[ der Winkel zwischen a und b, so ist a x b € R? definiert
durch
e a x b steht senkrecht auf der durch a und b gegebenen Ebene,

e a,b,a x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem (das heifit a x b zeigt in die Richtung,

in die sich eine Schraube bewegt bei einer Drehung, die a auf kiirzerem Wege in b iiberfiihrt).

o [la>x bl = llaf [|b] sine
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[1bl|sing

Abbildung 1: Norm des Vektorproduktes

Beachte: Das Produkt ||al| ||b]| sin ¢ ist die Fliche des Parallelogramms

Man kann sich folgende Rechenregeln fiir das Vektorprodukt iiberlegen. Es gilt:
(i) (a1 +a2) xb=a3 xb+az xb, ax(by+bs)=axby+ax X by,
(ii) (Aa) x b= A(a xb) =a x (Ab),

(iii) b x a = —(a x b), insbesondere: a x a = 0,

(iv) aLaxbundblaxb

fiir alle a,b, a1, ag,b1,bs € R? und A € R.

4.5 Das Vektorprodukt in kartesischen Koordinaten

Seien
1 0 0
er = 0 ,€2 = 1 ,€3 = 0
0 0 1

die kanonischen Basisvektoren in R3. Dann ist

e X eg = e3,
e X ez = —eg,

eg X €3 = €71.

Damit folgt fiir beliebige Vektoren a = (a;),b = (b;) € R?

3 3
axb= (Z a;e;) X (Z bie;)
im1 im1

= (a2b3 — a3b2)€1 — (a1b3 - a3b1)€2 + (a1b2 — a2b1)63.
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€3

ez

ey X

Abbildung 2: Einheitsvektoren

Merkregel: Formal erhilt man diese Darstellung von a x b, wenn man

ap b1 e
ay by es

a3 bz e3

wie eine {ibliche Matrix behandelt und “ihre Determinante® durch Entwickeln nach der 3. Spalte berechnet.

Beispiele 4.3. (a) Sei M C R" ein Teilvektorraum mit Orthonormalbasis {uy,...,u,} und sei x € R™.
Dann ist

™

p= Z(:z:,uﬁui eM

i=1
der eindeutige Punkt in M mit minimalem Abstand zu xz. Denn wegen

T

(@ = pyug) = (w,uz) = (), ugus, uz) = 0

i=1
fir j=1,...,7ist x —p 1L M, das heifit es ist x — p L m fiir alle m € M. Fiir m € M ist dann
p —m € M und mit Pythagoras folgt

I?

lz = ml* = l[(z = p) + (p = m)[|* = llz = p|* + [lp — m|* > ||z — pl|*.

(b) Greift eine Kraft F € R im Punkt » € R3 an einem starren Korper an, der drehbar ist um den

Koordinatenursprung 0 € R3, so wirkt definitionsgem#8 das Drehmoment
D=rxFcR?

Die Norm von D

DI = [l [ F sine
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ist maximal, wenn der Winkel ¢ zwischen dem Ortsvektor r des Angriffspunktes und der wirkenden

Kraft F' gleich 7 ist und minimal (némlich = 0) fiir ¢ € {0, 7}.
(c) Mit Teil (a) kann man zeigen, dass der Abstand d eines Punktes p € R? zu der Geraden
G={a+tu|t eR} (u € R3\ {0},a € R?)

gegeben ist durch
L lo—a) xul
und dass der Abstand d eines Punktes p € R? zu der Ebene
E ={a+ (t1u1 + taus)| t1,t2 € R} (u1,uq € R? linear unabhingig und a € R3 beliebig)

gegeben ist durch
[(p — a,u1 X us)|

d:
lur X ual|

5 Eigenwerte und Eigenvektoren

5.1 Eigenwerte
Eine Abbildung ¢ : R™ — R™ heifit linear, falls fiir alle z,y € R” und A € R gilt
el +y) = o) +¢(y), p(A) = Ap(z).
Beispiele 5.1. (a) Die Abbildungen ¢; : R? — R?,
p1(z) = —x (Spiegelung am Nullpunkt)

02 (xl) = (1:1 + aw2>, acR (Scherung)
o i)

= e (1 +ixg) = (COS(Q'O)QC1 h S?n(sa)m) (Drehung um den Winkel )
cos(p)xa + sin(p)x;

sind linear.

(b) Fiir A € R™™ ist die Linksmultiplikation
Ly:R" - R™ x— Az

linear.
(c) Ist ¢ : R® — R™ linear und ist
A=(p(e1),- .-, p(en)) €R™T

die Matrix mit den Spaltenvektoren ¢(e;) (7 =1,...,n), so gilt

(pZLA.
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Definition 5.2. Sei ¢ : R — R” linear (A € R™" eine Matrix). Eine Zahl A € R heifit Eigenwert von

¢ (von A), falls ein Vektor z € R™ \ {0} existiert mit

olx) = Az (Az = A\z).

In diesem Fall heifit = Figenvektor zum Eigenwert .

Beispiele 5.3. (1) Sei

Dann ist

c RQ,Q

|
—
—

e (}) Eigenvektor zum Eigenwert 0, denn A(}) = (J) = 0(}),

e (_2) Eigenvektor zum Eigenwert 2, denn A(_2) = (_}) =2(_3).

2

Gibt es weitere Eigenwerte? Eine Antwort auf diese Frage geben wir in Beispiel 5.5(1).

(2) Gibt es immer Eigenwerte? Nein, denn ist etwa

cosa —sina

€ R??2

A=A, =

)
sin o

cos &
so ist ¢ = L4 die Drehung um den Winkel a. Dann ist anschaulich klar und auch nicht schwierig zu
zeigen, dass ¢ genau dann einen Eigenwert hat, wenn o € 2Zn (= {2kw|k € Z}) oder a € (2Z+1)w(=
{(2k + 1)w|k € Z}) ist. Im ersten Fall ist ¢ = id und der einzige Eigenwert ist 1, im zweiten Fall ist

¢ = —id und der einzige Eigenwert ist —1.

5.2 Charakteristisches Polynom

Seien A = (a;5) € R™™ und = = (x;)1<i<n € R™\ {0}, A € R. Dann gilt

Axr = \x
genau dann, wenn
(a11 — )\)1‘1 +a12x2 + ...+ apTn =0,
a21T1 +((l22 — )\)xz + ...+ apTy =0,
An1T1 42T +...4+ (apn— Nz, =0

Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix

(a11 — )\) ai12 . QA1n
a1 (a22 — )\) N a9on
AN = e R™M™,
an1l an2 (ann - A)
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Es gibt nicht triviale Lésungen genau dann, wenn (Zusammenfassung 3.3)
A — A nicht invertierbar ist < det(A — AI) = 0.

Dies ist genau der Fall r < n im GauB-Algorithmus (Abschnitte 1.8 und 3.2).
Merkregel: A\ € R ist Eigenwert von A € R™" < det(A — AI) = 0.

Satz 5.4. Sei A = (aij) e R™™,

(a) Die Abbildung
pa:R =R, pa(A) =det(A— \)

ist ein Polynom n-ten Grades (das charakteristische Polynom von A) der Form
pa(N) = (=1)" X" + (=1)" a1 + ...+ Q) A" 4.+ det(A).

(b) Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms pa.

(c¢) Fiir jeden Eigenwert A von A ist
Eig(A,\) == {z e R*"|(A—-A)x =0} CR"
ein Teilvektorraum (der Eigenraum von A zu A).

Fiir A € C™™ und lineare Abbildungen ¢ : C* — C" definiert man Eigenwerte A € C und Eigenvektoren

vollig analog. In diesem Fall ist
pa:C—=C,pa(A) =det(A— )
ein komplexes Polynom und alles bleibt richtig in Satz 5.4 wichtig, wenn man {iberall R durch C ersetzt.

Beispiele 5.5. (1) Sei

1
A= e R?2,

=(1-A?=1=X-2"=)A-2)

besitzt die Nullstellen A = 0 und A = 2. Dies sind genau die Eigenwerte von A.

(2) Sei
0 -1 vs .
A=Ay = € R** (Drehung um den Winkel 5)
110
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Das charakteristische Polynom von A

hat keine Nullstellen in R. Also hat A keine Eigenwerte in R. Wegen pa(A) = (A —i)(A 4+ 4) hat

A € C?? als komplexe Matrix genau die Eigenwerte A = i und A = —3.

Das charakteristische Polynom von

Also besitzt A genau die Eigenwerte A = —1 und A = 5. Die Eigenvektoren zu A sind die Losungen
x # 0 des linearen Gleichungssystems

(A= XDz =0.
Mit dem GauB-Algorithmus ergibt sich fiir A = —1:

- (| a4 2 4 2 4
2 \3—(—1) 2 4 0 0

Also ist Eig(A, —1) = {(—2t,¢)|t € R}. Eigenvektoren zum Eigenwert A = —1 sind die Vektoren ¢( ;)
mit ¢t € R\ {0}.

Fiir A = 5 erhélt man entsprechend:

-4 4 -1 1
2 =2 0 0

Also ist Eig(A,5) = {(t,t)|t € R}. Eigenvektoren zum Eigenwert A = 5 sind die Vektoren ¢(}) mit
t € R\ {0}.

5.3 Symmetrische Matrizen

Reelle Matrizen brauchen keine Eigenwerte zu besitzen. Fiir symmetrische Matrizen ist die Situation

besser. Man zeigt in der Mathematik:

Satz 5.6. Ist A = (a;;) € R™" symmetrisch (d.h. A = A') oder ist A = (a;;) € C™™ hermitesch (d.h.

aj; = a;; fur alled,j), so gibt es A1,..., A\ € R paarweise verschieden und ni,...,ny € N\ {0} mit

(i) pa(A) = (=1)"(A =A™ (A= Ag)™2 - (A — Ag)™* (=n+...+n,=mn),
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(i) dimEig(A, ;) =n; firi=1,...,k (iber C bildet man den komplezen Eigenraum

Eig(A, \;) = {z € C"|(A — N D)z = 0}),
(i1i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

5.4 Diagonalisierung

Sei A € R™"™ symmetrisch (oder A € C™"™ hermitesch). Seien Ay, ..., A\ die verschiedenen Eigenwerte

von A und

n; = dim Eig(A4, \;) (i=1,...,k).

Mit dem Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahren (Satz 4.2) erhélt man fiir ¢ = 1,..., k Orthonor-
malbasen

Tity .oy Tin, von  Eig(A4,\;).

Die Vektoren (beachte, dass ny + ...+ nx = n ist)
{ug,...;unt ={@11, o, Tingy ooy Thly e oy Thnyg )
bilden eine Orthonormalbasis von R™ (bzw. C™). Sei
U= (ug,...,up) € R™ ( bzw. C™")
die Matrix mit den Spaltenvektoren u, ..., u,. Dann gilt:

AU = (Auy, ..., Auy)

= ()\lula ) )\1u’r7,17)\2un1+17 LR} )\2un1+n2> RS} )‘kun)

A1

A1

Ak

Ak
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Da die Spalten von U = (uy,...,u,) eine Basis von R" (bzw. C") bilden, ist die Matrix U invertierbar

(Zusammenfassung 3.3)

A1

A1
= U 1AU = 0 0
Ak

Ak
Definition 5.7. Eine Matrix U € R™" (bzw. U € C™") heifit orthogonal (bzw. unitir im komplexen

Fall), falls die Spalten von U eine Orthonormalbasis von R™ (bzw. C™) bilden.

Bemerkung 5.8. Nach Satz 3.3 (Zusammenfassung) sind orthogonale und unitire Matrizen inver-
tierbar. Man kann zeigen: Eine Matrix U € R™" ist orthogonal genau dann, wenn sie invertierbar ist
und U~! = U? gilt. Eine Matrix U = (u;;) € C™" ist unitér genau dann, wenn sie invertierbar ist und

Uil = (Hji)?,j:l ist.

Satz 5.9. Ist A € R™"™ symmetrisch (bzw. A € C™™ hermitesch), so gibt es eine orthogonale Matriz

U e R™™ (bzw. eine unitire Matriz U € C™") so, dass

A 0
UTAU =
0 Ak

Diagonalgestalt hat. Dabei sind die Zahlen \; genau die Eigenwerte von A entsprechend der Dimension

n; = dim Eig(A4, \;) wiederholt.

Bemerkung 5.10. Das zu Beginn von Abschnitt 5.4 erklirte Diagonalisierungsverfahren funktioniert

nicht nur fiir symmetrische bzw. hermitesche Matrizen, sondern allgemeiner fir jede Matrix A € R™™

(bzw. A € C™™), fiir die eine Basis
{u1, .- yun} ={T11, - s T1ngy o s Thly - s Thny
von R™ (bzw. C™) aus Eigenvektoren
Xily .o Tin, € Big(A, X)) (i=1,...,k)

zu paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., A, existiert. Ist U = (u1,...,uy) € R™™  ( bzw. C™™)
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die Matrix mit den Spaltenvektoren uq, . .

UTAU =

.y Un, SO folgt genau wie im Abschnitt vor Definition 5.7, dass

A

A1

Ak

Ak

6 Differentialrechnung mehrerer Veridnderlicher

6.1 FEuklidische Norm und Stetigkeit

Viele Groflen in der Chemie, Physik,

h&ngen von mehreren Variablen ab.

Beispiele 6.1. (1) Zustandsgleichung idealer Gase:

(2) Wellenfunktion eines freien Elektrons:

p= R% (R Gaskonstante)
P: RxR3 = C,
Y(t,x) = A exp(i({k,z) — wt)) (ke R3 weR)

(3) Arithmetisches Mittel:

1
f:Rn _>R7 .f(xla"'axn) = 72171"
i=1
Satz 6.2. Die euklidische Norm
R" >R, (z1,...,2n) = ||[(z1, ..., z0)|| = V{z,2) =
hat die Eigenschaften
(i) |z]| >0 und ||z|| =0< 2z =0,
(i) Azl = [A] =] (A€R,ze€R"),
(iii) |z +yll < [l + [yl | |zl = [yl | <[z —y| (Dreiecksungleichung),

(1) maxi=y, _n |z < [[(25)]| < vnmaxi=y, |2l

35



Definition 6.3. (a) Eine Folge (x)r>0 von Vektoren z, € R™ heiit konvergent gegen einen Vektor
x € R™ (abgekiirzt als limyg_, o, 2, = ), falls zu jedem € > 0 ein k. € N existiert mit ||xx — z|| < € fiir

alle k& > k..

(b) Sei D C R™. Eine Funktion f : D — R heifit stetig in a € D,limg_ f(xx) = f(a) ist fiir jede Folge

(xk)k>0 in D mit limg_,o0 1 = a.

Fir o, = (zp1,. -+, Tkn), ¢ = (21, ..., 2,) € R™ gilt limg o0 2, = = in R™ wegen Satz 6.2(iv) genau dann,
wenn fiir jedesi=1,...,n

lim x; = x; in R ist.
k—o0

Merkregel: Konvergenz von Folgen in R™ bedeutet komponentenweise Konvergenz in R.

Aus der Definition der Stetigkeit und den Grenzwertsétzen fiir Folgen in R folgt:

Satz 6.4. (a) Sind f,g: D — R stetig in a € D, so sind auch

ftg f-g af (@cR),L

g (falls g keine Nullstelle hat)

stetig in a.
(b) Kompositionen stetiger Funktionen sind stetig.
Beispiele 6.5. (1) Die Projektionen
mi: R" =5 R, (21,...,2,) — ; (i=1,...,n)

sind stetig, da Konvergenz in R™ komponentenweise Konvergenz bedeutet.

(2) Nach Satz 6.4(a) sind alle Polynomfunktionen p: R" — R,d

N N

i i
p(T1,. . T,) = E E Wiy i L1t Ty

i1=0 i, =0

stetig.

(3) Nach Satz 6.4(b) sind

[iR" =R, - lz] = \/m (oder z — ewi*“*‘zi)

stetig.

6.2 Partielle Differenzierbarkeit

Man nennt eine Funktion f : R™ — R partiell differenzierbar nach x;, wenn sie als Funktion der i-ten

Variablen bei festgehaltenen {ibrigen Variablen differenzierbar ist.
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Definition 6.6. Seien U C R™ und a = (ay,...,a,) € U.

(a) f:U — R heiit in a partiell differenzierbar nach x;, falls
filx) = flai,...,ai—1,2,ai41,...,0,)

differenzierbar in x = a; ist. In diesem Fall nennt man

of

fa; (a) (oder oz,

(a) := fi(a:)
die i-te partielle Ableitung von f im Punkt a.

(b) Ist f: U — R partiell differenzierbar nach x; auf ganz U, so heifit die Funktion

fu, (oder of

8.%1') U =R, a— fi,(a)

die i-te partielle Ableitung von f.

(¢) f: U — R heiit partiell differenzierbar, falls f nach jedem z; (i = 1,...,n) auf ganz U partiell

differenzierbar ist.

Die iiblichen 1-dimensionalen Rechenregeln (Summen-, Produkt-, Quotientenregel) iibertragen sich direkt

auf partielle Ableitungen.

Beispiele 6.7. (a) 7: R" = R, r(z) = ||z|| = /2% + ... + 22 ist partiell differenzierbar auf R™\ {0} mit
0 d
(@) = S a2ty 22,
o 1 QZ‘Z' Ty
2 r(x) |l

(b) Ist f:(0,00) — R differenzierbar, so ist

for R\ {0} = R, z— f(r(z)) = f([])

partiell differenzierbar. Nach der 1-dimensionalen Kettenregel (Satz 9.5 in [E]) ist

d(fo
(ga:ir) (@) = (f or)i(ws) = (f or3) (@) = f'(rslws))ri(w:)
= (e 27 () @ g1l
P @) 5@ © f el
(c) Konkretes Beispiel: Wihle f(z) = 1 in (b). Dann ist
i(i) b om
O llll” = flell — [l2ll®”
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Wenn f : U — R partiell differenzierbar ist, nennt man die R"-wertige Funktion

gradf (oder Vf gelesen “ Nabla f“): U — R", gradf(z) = (—af (x),..., of ())
o0x1 0xy,
den Gradienten von f.
Beispiel 6.8. Fiir f(z) = 5y ist
of of x
= (= =— R™.
gradf(‘r) (afl (CIL‘), ’ &rn (.Z’)) ||:CH3 €

6.3 Totale Differenzierbarkeit
Sei U C R™ und sei f : U — R eine Funktion.

Satz 6.9. Ist f : U — R partiell differenzierbar auf U und sind é% :U = R (1 =1,...,n) stetig in

einem Punkt 2° € U, so gibt es in x° stetige Funktionen A+,...,A, : U — R mit
flx) — f(2°) = Z(my — 20 A, (2) fir alle x € U.
Idee fiir n = 2: Nach dem MWS aus der Vorlesung MfN I (Satz 10.4 in [E]) ist

f(mlva) - f(x?,xg) = (f(xlﬂxQ) - f($?71'2)) + (f(x?7x2) - f(x(f,;vg))

of of
= (551 - x?)é,izl(gml,myxZ) + (332 - wg)@@?aﬁm)

mit Stellen &, ., zwischen z; und z9 sowie 7,, zwischen 22 und z9. Fiir x — 2° gilt

A1($1,$2) = %(fzhwwa) — %(‘ro) = Al(‘xo)
A2(37175172) = %(33(1)777952) — %(xO) = AQ(‘TO)'

Definition 6.10. (Totale Differenzierbarkeit)
Eine Funktion f : U — R heifit total differenzierbar in z° € U, falls in ¥ stetige funktionen Ay, ..., A, :

U — R existieren mit
n

f(z) = f(2°) = Z(xl, —20)A, (z) fiir alle 2 € U.

0

Folgerungen 6.11. (a) Ist f total differenzierbar in 2°, so ist f stetig in x° (Vorsicht: Aus der partiellen

Differenzierbarkeit kann man nicht auf Stetigkeit schlieffen).
(b) Ist f total differenzierbar in x° € U, so ist f partiell differenzierbar in z° und

Of 0y — A, -
axi(xo)—Al(asO) (i=1,...,n).

(c) Ist f : U — R stetig partiell differenzierbar, das heifst ist f partiell differenzierbar und sind alle
partiellen Ableitungen % :U =R (i=1,...,n) stetig, so ist [ total differenzierbar in jedem Punkt
2 eU.

38



Merkregel: Es gelten die folgenden Implikationen:

stetig partielle Differenzierbarkeit =- totale Differenzierbarkeit = partielle Differenzierbarkeit.

Die Umkehrungen sind am Allgemeinen falsch.

Satz 6.12. (Kettenregel)
Ist f : U — R total differenzierbar in 2° € U und ist ¢ : [a,b] — R™,0(t) = (p1(t),...,0n(t)) eine
Funktion mit

¢([a,b]) C U und ¢(ty) = 2°

fiir ein tg € [a,b] so, dass ¢ differenzierbar ist in to (< alle ¢, sind differenzierbar in ty), so ist

fop:[a,b] = R differenzierbar in to mit

Ny (to)-

- L

Idee: Seien Ay, ..., A, : U — Rin 2% = ¢(t) stetige Funktionen wie in Definition 6.10. Dann konvergiert

der Differenzenquotient

f(@(t)) Z qu — $Pv tO) A,,((p(t))

t—t() t_tO

fiir t — to gegen

©(to))-

> el
v=1
Folgerung 6.13. Sei f: U — R total differenzierbar auf U C R™. Sei V' C R™ und sei
e: V=Rt (p1(t), ... on(t))

eine Funktion mit partiell differenzierbaren Koordinatenfunktionen ¢; : V. — R und (V) C U. Dann ist

fow:V — R partiell differenzierbar mit

a zn: 8% (t) firtev.
Beispiel 6.14. (Polarkoordinaten in R?) Schreibe (z,y) € R? in Polarkoordinaten
T =rcosp, y=rsingp.
Ist f: R2 — R total differenzierbar, so ist

F:(0,00) xR—= R, F(r,¢) = f(rcose,rsingp)
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partiell differenzierbar mit

9 (r,p) = %L (rcosep,rsin @)M + 64;(7” cos @, T sin @) 8(”"ﬂso)
= SL(reosp,rsinp)cosy  +  GL(rcosyp,rsing)sing

g%(ﬁ QO) = %(T OS(p,T‘Sln(p)Odacio[;"p) + %(TCOS QD,’/‘SiIl(p) rsm<p)
= 73%(7” cosp,rsinp)rsing  + 3@(7“ oS @, T sin )T Cos V.

Satz 6.15. (Mittelwertsatz) Sei f : U — R total differenzierbar. Sind x,2° € U so, dass die ganze

Verbindungsstrecke zu U gehort, das heifst mit
{2 +t(x—2")|0<t <1} CU,

dann existiert ein 6 € [0, 1] mit

n

fa Z

=) (xy —ay).

Idee: Nach der mehrdimensionalen Kettenregel (Satz 6.12) ist F': [0,1] — R, F(t) = f(2° + t(z — 2°))

differenzierbar mit
of

=Y 3 (20 + t(x — 2°)(z, —2%)  (t€]0,1]).
v=1 Ly

Nach dem MWS der 1-dimensionalen Differentialrechnung (Satz 10.4 in [E]) gibt es ein 6 € [0, 1] mit

F1) - F(0)

= F(0).

fla) = f(z°) =

6.4 Hohrere partielle Ableitungen

Ist f: U — R partiell differenzierbar, so sind die partiellen Ableitungen wieder Funktionen

gfﬁ U—R, Hggi() (i=1,...,n)

und man kann nach deren partiellen Ableitungen fragen. Wenn sie alle existieren, heifit f 2-mal partiell

differenzierbar und man schreibt

O*f o of

d h fr 2.) = — .
Da0m; oder aueh Joia,) =5 (G

Entsprechend definiert man partielle Ableitungen hoherer Ordnung, wobei die Ordnung die Anzahl der

ausgefiihren partiellen Ableitungen bezeichnet.
Beispiel 6.16. Sei f(z,y) = 322y — 8z cosy + x. Dann gilt
fo(z,y) = 62y — 8cosy + 1, f,(z,y) = 32> + 8xsiny

und

fm,x(xay) = 6y7 fmy(‘ray) =6z + 8SiIly, fyl’(l'vy) = 6z + 8Sinya fyy(x,y) = 81’COSy~
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Gilt immer fgy(z,y) = fyz(z,y)? Nein, aber:

Satz 6.17. (Satz von Schwarz) Sei f : U — R eine Funktion auf U C R™ und seien i,j € {1,...,n}.

Ezistieren
f:Ei,I]’ 'U/nd fzj,x.;
auf U und sind beide Funktionen stetig auf U, so sind sie gleich.
Allgemein gilt: Existieren fiir f : U — R alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k und sind sie

stetig auf U (& f ist k-mal stetig differenzierbar), so sind diese partiellen Ableitungen unabhiingig von

der Reihenfolge.

In diesem Fall schreibt man fiir & = (a1,...,0,) EN" mit a1 +...+ a, <k
olal ¢ 0 0 0
I TR e o CRL WAl CELL -l ((‘3 o))
T, ... 0T T T Tn Ln
Weitere iibliche Abkiirzungen sind:
o fe%
o _ 0°f ylal=a1 4+ ..o+ ap, al =aq!al

ox> — 9xt...0znm
Satz 6.18. (Taylorformel) Sei f : U — R (k + 1)-mal stetig differenzierbar und seien z,2° € U mit
{2 +t(z — 2°)| t € [0,1]} C U. Dann gibt es ein 0 € [0,1] mit

o N
fle) = ¥ L5400 (@—2)
aeN"
i<k
laf ¢
+ Y 5@+ 0 —a") (@ —a0),
N™
|ao\[§k+l

wobei (v — 2°9)* = (z1 — 29)M -+ (2, — 20)¥ sei.

In der Situation von Satz 6.18 nennt man die erste Summe

||
fay= 3 L840y — 40

al 0xo

das k-te Taylorpolynom von f im Punkt z° und die zweite Summe

lex]
> LT (40 4 0z — 2%))(x - 2%)°

ol Oz

das Restglied (k + 1)-Ordnung von f bei Entwicklung um den Punkt 2°.
Beispiel 6.19. Im Spezialfall k = 1,n = 2 erhilt man mit xy = 2° + 0(z — 2°)

f@) = @)+ 2@ — ) + 2 @) (2 — af)
) —al)? + G (o) o — ) (o — )+ § )z — 59
0)

= @) + S0 2L () @i — 29) + 157 ) 52 (o) (i — 29) (w5 — a9).
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Vergisst man das Restglied, so erhiilt man fiir beliebiges n > 1 mit a = 2%:

k=1: f(z)=fla)+ >, ggi (a)(z; — a;) (lineare Approzimation)
k=2: f(z)=fla)+ >, g—i(a)(xi —a;)+ %szzl %(a)(mi —a;)(z; — a;) (quadratische Approzimation)

6.5 Lokale Extrema: Notwendige Bedingung

Fiir Funktionen f : [a,b] — R wurde gezeigt (Satz 10.2 und Satz 10.8 in [E]):
e Ist f differenzierbar in zy €la, b und hat f ein lokales Extremum in xq, so ist f’(x¢) = 0.
e Ist f 2-mal differenzierbar auf [a,b] und ist zg €]a, b] mit f'(x¢) = 0, dann gilt:

f"(xg) >0 = f hat ein lokales Minimum in xg

f"(x0) <0 = [ hat ein lokales Maximum in z.

Gibt es #hnliche Ergebnisse fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher?
Fiir g € R™ und € > 0 sei
Be(xo) = {z € R"| [l — zol| < €}

die Kugel mit Radius € und Mittelpunkt zo. Eine Menge U C R"™ heifit offen, falls
fiir jedes zp € U ein € > 0 existiert mit B(zg) C U.

Sei U C R™ im Folgenden eine offene Menge.
Definition 6.20. Sei f: U — R eine Funktion und sei zg € U. Man sagt:

(i) f hat in z( ein lokales Mazimum, falls ein € > 0 existiert mit

f(@) < f(zp) fiir alle z € B.(zo).
Entsprechend definiert man lokale Minima.
(ii) f hat ein lokales Extremum in g, falls f ein lokales Maximum oder Minimum in z( besitzt.

(iii) f hat ein absolutes Maximum in xo, falls f(z) < f(z) fur alle x € U gilt. Entsprechend definiert

man absolute Minima und absolute Extrema.
Satz 6.21. Sei f: U — R partiell differenzierbar. Hat f in x° ein lokales Extremum, so ist
gradf(z%) = 0

Idee: Nach dem entsprechenden Satz aus der 1-dimensionalen Differentialrechnung (Satz 10.2 in [E]) gilt

of
83:1»

d .
(xo):@f(:z:(l),...,x?_l,z,a??+1,...,zg)|zzr?:O firi=1,...,n.

42



6.6 Lokale Extrema: Hinreichende Bedingung
Eine symmetrische Matrix A = (a;;) € R™" heifit
e positiv (bzw. negativ) definit, falls

(Az,z) > 0 (bzw. (Az,z) < 0) fiir alle z € R™ \ {0} gilt,

e indefinit, falls x,y € R™ existieren mit
(Az,z) < 0 < (Ay,y).
Bemerkung 6.22. In der Mathematik zeigt man:
(i) Eine symmetrische Matrix A € R™" ist positiv (bzw. negativ) definit
< alle Eigenwerte von A sind > 0 (bzw. < 0).

Sie ist indefinit genau dann, wenn mindestens ein Eigenwert A > 0 existiert und mindestens ein Eigenwert
w<0.

(ii) Eine symmetrische Matrix
b d
ist
e positiv definit < a > 0 und ad — b% > 0
e negativ definit < a < 0 und ad — b > 0
e indefinit & ad—b? <0.

Definition 6.23. Sei f: U — R 2-mal stetig differenzierbar. Dann heif3t

82 f
8:102-8%-

Hessf(z) = ( (x))ij=1,..n € R™"
die Hesse-Matriz von f im Punkt x € U.

Beachte: Nach dem Satz von Schwarz (Satz 6.17) ist Hessf(z) € R™"™ eine symmetrische Matrix.

Analog zum 1-dimensionalen Fall (Satz 10.8 in [E]) gilt:

Satz 6.24. Sei f: U — R 2-mal stetig differenzierbar auf einer offenen Menge U C R™ und sei 2° € U
mit grad f(2°) = 0. Dann gilt:

(i) Hessf(x°) positiv (negativ) definit = f hat in 2° ein lokales Minimum (Mazimum,).

43



(ii) Hessf(x®) indefinit = f hat kein lokales Extremum in x°.
Fiir n = 1 ist gradf(2°) = f/(2"), (Hessf)(2?) = (o).

Beispiele 6.25. (i) Sei f(z,y) = 2% — 22 + y* + 1. Dann gilt

gradf(a:,y) = (fa:(xay)vfu(xay) = (237 - 272y) =0« (J},y) = (170)'

Nur hier kann ein lokales Extremum vorliegen. Da

2f T ‘ 0 T 210
HGSSJC(O, 1) = 612’( 7y) Gzﬁy( 7y) |(z,y):(1,0) =

8?2 52
Gyafac(‘r’y)‘ Ty];(l',y) 012

positiv definit ist (Bemerkung 6.22), liegt hier ein lokales Minimum vor.
(ii) Sei
fl@,y) =c+a® —y* (c€eR fest).

Dann gilt
gradf(z,y) = (2z,-2y) = 0 & (2,%) = (0,0).

Nur hier kann ein lokales Extremum vorliegen. Da

0
0] -2

Hessf(0,0) =

indefinit ist (Bemerkung 6.22), liegt hier kein lokales Extremum vor. Also hat f {iberhaupt kein

lokales Extremum.

7 Kurvenintegrale

7.1 Linge von Kurven

Eine stetig differenzierbare Kurve in R™ ist eine Abbildung ¢ : I = [a,b] = R",t — pt) =
(p1(t), ..., on(t)) mit stetig differenzierbaren Koordinatenfunktionen ¢; : [a,b] — R. Fiir ¢ € T heifit

@' (t) = (p1(1), -, on (D)
der Tangentialvektor von ¢ in t.

Hilfssatz (Kapitel 4 in [Fo]) Ist ¢ : I — R"™ stetig differenzierbar, so gibt es zu jedem e > 0 ein § > 0 mit

”sO(t) —p(s)

— ') <
I )l < e
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fiir alle s,t € I mit 0 < |s — ¢ < 4.

Wir benutzen dieses Resultat, um die Bogenldnge von Kurven definieren. Ist T' = (tj)?:o mit t; = t;n) =

a

a+ 722 und ist n so groB, dass =% < § ist, so gilt (nach Satz 6.2(iii))

Z||<p(tj) (tj—1 H*ZII«J tj-1)

< Z 128 = i) ity — t5-) < e(b— ).

t—tjl

Fiir n — oo konvergiert nach Satz 11.1 in [E]

I EDIE? - 82%) / I ().
j=1

Also konvergieren auch die Lingen der Polygonziige (siche Abbildung 3)

o(t1) olts)

o(b)
ela
@(ta2)

Abbildung 3: Lénge eines Polygonzuges

> el = ot / I ().
j=1

Definition 7.1. Fiir eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : [a,b] — R™ heifit

b
- / ' (1)t

die Ldnge oder Bogenlinge von ¢.

7.2 Arbeit als Kurvenintegral

Gegeben seien ein stetiges Kraftfeld f : R? — R? und eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : I = [a,b] — R3.
Gesucht ist die Groe A(f, ) der Arbeit, die zu verrichtet wird, wenn ein Massenpunkt im Kraftfeld f
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léngs der Kurve ¢ bewegt wird.

Physikalische Definition: Die geleistete Arbeit in einem konstanten Kraftfeld bei Verschiebung ldngs
einer Geraden ist definitionsgeméfl gleich der Komponente der Kraft in Wegrichtung multipliziert mit

der Weglénge.

Fiir ein beliebiges stetiges Kraftfeld f : R?® — R? approximieren wir die Kurve ¢ durch einen Polygonzug

P = P(T) gegeben durch eine Teilung T' = (¢;)’/_, des Parameterintervalles [a, ]

1.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

Abbildung 4: Arbeit langs eines Polygonzuges

und ersetzen f auf der Strecke von ¢(t;_1) nach ¢(t;) durch f(p(t;—1). Die lings der Verbindungsstrecke
von ¢(t;_1) nach ¢(t;) bei konstantem Kraftfeld f = f(o(t;_1)) geleistete Arbeit ist gleich der

Kraft in Wegrichtung im Punkt f(p(t;—1)) % [|¢(t;) — @(tj-1)]]

= cos(a)[[f (et lle(ts) = e(tj-1)ll

— (Abschnitt 42)(f(p(t; 1)), w(t;) — @(t;-1))-
Sei € > 0 und sei M = max{||fop(t)| | t € [a,b]}. Wahlt man § > 0 zu e genau wie im Hilfssatz aus
Abschnitt 7.1, so folgt fiir jede Teilung T' = (t;)7_, von [a,b] mit t; = tg.n) =a —|—jb_T“ und b_T“ <4

(Flp(ti—1)) e(ty) = @(ti—1)) = > (Fp(ti=1)), ¢ (ti-1))(t; — tj-1)

Jj=1

e T

o(tj) —p(tj—1)
tj —tj—1

IN

(f(e(tj-1)),

- @’(tj—1)>‘ (t; — ;1)

<.
I
-

-

Me(tj — tj—l) = M€(b — a).

ECH
I
—
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Hierbei haben wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung aus Abschnitt 4.2 benutzt. Fiir

n — oo konvergiert wieder nach Satz 11.1 in [E]

n

b
D (f(eti1) @ (b))t — t-1) = /<f(90(t))790,(t)>dt'

j=1

Also konvergiert auch die lings des Polygonzuges geleistete Arbeit

D (flolt—1)) o(ty) = p(tj—1) = /<f(<ﬂ(t))a<ﬂ/(t)>dt-

Jj=1 a

In der Physik definiert man daher

b

A(f.p) = / (). o (D)t

a

als die Arbeit, die bei Verschiebung eines Massenpunktes lings des Weges ¢ im Kraftfeld f : R — R3

geleistet wird.

Ist V : R? = R stetig differenzierbar mit

grad V = f (das heifit mit SV = f; fir i =1,2,3),

Ly

so folgt mit der Kettenregel (Satz 6.12) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz
11.7 in [E))

Gibt es eine solche Abbildung V, so ist die auf einem Weg von ¢(a) nach ¢(b) geleistete Arbeit A(f, )
unabhéngig von der Wahl des Weges .

Definition 7.2. Sei U C R" offen.
(a) Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung f: U — R™.

(b) Sei f = (f1,...,fn) : U — R™ ein stetiges Vektorfeld. Eine stetig differenzierbare Abbildung V :

U — R mit
grad V.= f (<:>gv =fifiri=1,...,n)
T

heifit Potential (oder Stammfunktion von f).
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(c) Sei f:U — R™ ein stetiges Vektorfeld und ¢ : [a,b] — U stetig differenzierbar. Dann heifit

b

[ mﬂ/iyﬂuzzfmﬂmwww

o V= a
das Kurvenintegral von f lings ¢.

Bemerkung 7.3. Sei f: U — R” ein stetiges Vektorfeld.
(i) Hat f ein Potential V : U — R, so gilt:

(a) Fiir jede stetig differenzierbare Kurve ¢ : [a,b] — U gilt

/fdx:waﬂ—wa»

(b) Ist ¢ (wie in (a)) zusitzlich geschlossen, das heifit ist p(b) = ¢(a), so ist fsa f - dx = 0. Fiir Kurven-

integrale lings geschlossener Kurven ¢ schreibt man auch ﬁp f - dx statt fgp f-da.

(ii) Lassen sich je zwei Punkte von U durch eine stetig differenzierbare Kurve in U verbinden und sind

V1, V5 : U — R zwei Potentiale von f auf U, so ist die Differenz V; — V5 : U — R konstant auf U.

Idee zu (ii): Ist ¢ : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve mit ¢([a,b]) C U, so gilt

Vi(e(d)) = Vi(p(a)) = /f ~dz = Va(p(b)) — Va(p(a)).
Also ist
(Vi = Va)(p(b)) = (Vi — V2)(¢(a)).

Beispiel 7.4. Die Funktion f : R? — R? f(z,y) = (—y, ) hat kein Potential, denn fiir die geschlossene
Kurve ¢ : [0,27] — R2,¢(t) = (r cos t,r sin t) ist

[fde = f(f(cp(t))wp’(t»dt = Ofﬂ<(_f son 1)s () con )t

27
= erdt:27TT27é0fﬁrr7éO.
0
Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potentials liefert:

Satz 7.5. Ist f : U — R x — (f1(z),..., fo(x)) ein stetig differenzierbares Vektorfeld (das heifit alle
fi : U = R seien stetig differenzierbar) und hat f ein Potential V : U — R, so gilt

of; _ Ofi
8331' 6l‘j

firi,j=1,...,n.
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Ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das diese Gleichungen erfiillt, nennt man geschlossen.

Idee: Mit dem Satz von Schwarz (Satz 6.17) folgt

of _ 9 0., 0 9., f

firi,j=1,...,n.

Niitzliche notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von Potentialen liefert der folgende

Satz (§18 in [Fo3]).
Satz 7.6. Seien U C R" offen und f : U — R™ ein stetiges Vektorfeld.

(a) Dann hat f ein Potential genau dann, wenn fw f-dz =0 ist fiir jede stiickweise stetig differenzierbare
geschlossene Kurve @ in U oder dquivalent, wenn fiir je zwei stiickweise stetig differenzierbare Kurven
©i © lai, b)) = U mit denselben Anfangspunkten ¢1(a1) = pa2(as) und denselben Endpunkten v1(by) =
wa(be) gilt fw f-dx = fm f-dx .

(b) Ist f stetig differenzierbar und ist U C R™ konvexr (U heifit konvex, wenn fir je zwei Punkte x,y € U

und jedes t € [0,1] auch x4+ t(y — x) € U gehort), so gilt

f hat ein Potential < 9 = a—i

oo = s firi,j=1,...,n.
Eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in R™ ist eine stetige Abbildung
¢ :[a,b] > R

derart, dass a = tp < ... < t, = b existieren so, dass <p|[t ] stetig differenzierbar ist fiir j =1,...,7.

J—15tj

Definition 7.7. Ein stetiges Vektorfeld f : U — R™ auf einer offenen Menge U C R"™ heif3it konservativ,

falls f(p f-dx =0 ist fiir jede stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Kurve ¢ in U.

7.3 Differentialformen

Ein Vektorfeld f = (f1,..., fn) : U = R™ iiber einer offenen Menge U C R™ schreibt man oft auch in der

Form

fridxy + ...+ frdx,

und nennt dies eine Differentialform (vom Grad 1) iiber U. Die Differentialform fidx;+...+ f,dx, heifit
e stetig oder stetig differenzierbar

e geschlossen,
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wenn das Vektorfeld f = (f1,...,fn) : U = R™ diese Eigenschaft hat. Man nennt die Differentialform
fidzy + ...+ frndx,

e cxakt,

wenn f = (f1,..., fn) : U — R™ ein Potential V : U — R hat. In diesem Fall schreibt man

und nennt dV das totale Differential von V sowie V eine Stammfunktion der Differentialform fidx; +
oot fodxy. Ist frdx; + ...+ fpdax, eine stetige Differentialform auf U und ist ¢ : [a,b] — U eine stetig

differenzierbare Kurve, so heifit

w/f1d$1+-~'+fnd$n:¢/f~dx

das Integral der Differentialform fidxy + ...+ fpdz, ldngs der Kurve .

Beispiel 7.8. Ist f : R? — R3 stetig und ist V : R®> — R eine Stammfunktion von f, so gilt nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 11.7 in [E])

Ty
[ it zo,z3)dt =V (x1,22,23) + Ay s
0
Zo
f f2(x1,tax3)dt == V(xlaxQ,:ES) + ﬂxl,z:m
0
3
[ fa(z1, o, t)dt =V (x1,22,23) + Var,20
0

wobeil 0tzy 245 Bay,zs UNd Yz, o, DUr von den angegebenen Variablen abhéngen. Oft geniigt dies, um Stamm-

funktionen zu raten. So hat etwa die Funktion
f(x1, 22, 23) = (z2xs3, x3(x1 — 222), x2(2T1 — 22))

eine Stammfunktion V : R3 — R nach Satz 7.6(b), denn

ofi _ 0f;
833j 63:1

fiir 4,5 = 1,2, 3.

Zur Bestimmung einer Stammfunktion V' beachte man:

oV _ _

Foy (X1, T2, T3) = Tow3 & V(wy, 22, 3) = 012273 + 0y 2,

oV _ _ 2

9o, (T1,22,23) = X321 — 22372 & V(21,22, ¥3) = T2T3%1 — T325 + PBay 24
V. 2 2

Fo; (X1, @2, T3) = Tow1 — T3 & V(xy, 22, 23) = 237221 — T325 + Yoy v,

Also ist V : R? — R,

2
V(x1,x2,T3) = 212223 — T5T3

eine Stammfunktion von f.

50



8 Bereichsintegrale
8.1 Iterierte Riemannintegrale
Sei @ C R? ein abgeschlossener Quader, d. h.
Q = [a1,b1] x [az, by (a1 < by, ag < bo)

und sei f: @ — R stetig. Man kann zeigen ([Fo], Satz 9.1), dass

by
[al,bl] — R, Ty — /f(xl,xg)d.’lﬁg,
as

by
[az,b2) = R, To /f($1,$2)d331

stetig sind und dass

b1 b2 bZ bl

/ /f(xl,xg)dxg dxlz/ /f(ml,wg)dxl dxs.

ay az

Ein entsprechender Satz gilt fiir stetige Funktionen
f:Q=la1,b1] x ... X [an,bn] = R.

Satz 8.1 (und Definition). Das Integral

b] bn71 bn
/fdxl...dxn ::/ / /f(xl,...,mn)dxn dz,_1... | dz1
Q ai An—1 An

ist wohldefiniert und unabhdingig von der Integrationsreihenfolge. Man nennt es das Volumen- oder Be-

reichsintegral von f dber Q.

8.2 Bereichsintegrale

Eine Menge M C R"™ heiffit beschrinkt, wenn ein R > 0 existiert mit
lz]] < R fiir alle x € M.

Man kann allgemeiner fiir jede beschriinkte stetige Funktion f : M — R sinnvoll ein Integral (Lebesgue-

Integral)
/fdxl codxy (oder/fd:r) eR
M M

definieren, falls M C R™ beschriankt ist und
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e M C R" offen ist (Abschnitt 6.5) oder
e M =R"\ U das Komplement einer offenen Menge U C R ist oder

e M endliche Vereinigung oder endlicher Durchschnitt (abzéhlbar unendlich geniigt auch) von Mengen

dieses Typs ist.

Wir nennen eine solche Menge zuldssig.

Fir n = 2 ist

/fd:v

M

die Grofle des Volumens zwischen der Grundfliche M und dem Graphen von f.

Eine Menge M C R™ heifit abgeschlossen, falls R™ \ M offen ist. Abgeschlossene beschrinkte Mengen

sind Beispiele zuldssiger Mengen. Man kann zeigen:

Bemerkung 8.2. Ist M C R" abgeschlossen und beschrinkt und ist f : M — R stetig, so ist
e f beschrinkt und
e es gibt wg,z1 € M mit f(x9) = mingens f(x) und f(yo) = maxen f(2).
Beispiel 8.3. Seien ¢, : [a,b] — R stetig mit ¢ < 9 und
M ={(z,y) €eR?| a<z<bund p(z) <y < P(z)}

Man kann zeigen: M ist zuliissig (sogar abgeschlossen und beschrénkt) und fiir jede stetige Funktion

fiM—Rgilt

b [ ¢(=)
[tazay=[ | [ sy | s
M o \plw)

Etwa: Fiir p(z) =0,9(z) = Vr? — 22 (0 <z <) entspricht M dem Viertelkreis
Sei f(z,y) = /12 — 22 —y? ((x,y) € M) und V das Volumen der Kugel

B={(z,y,2) e R’| 2® +° + 2° <r?} CR®
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yA

xy

Abbildung 5: Viertelkreis

mit Radius ~ und Mittelpunkt 0 € R3. Dann ist
r ’¢'(«T

éV:/fdxdy—/ /\/7@ da
M

=(bei festem x substituiere y durch yv/r? — 22)

11.3.(d)
/r—m /\/1— 2dy dm—%/(r — 2%)dx
0 0
zz(r?’ — 17"3) = Ir‘3
4 3 6

Also ist V = %m“?’.

8.3 Mehrdimensionale Substitutionsregel (Transformationsformel)

Satz 8.4. Seien U,V C R” offen, f: U — V bijektiv und stetig differenzierbar so, dass

Of;
det <(8£j (:C))KMQI) #0 (Funktionaldeterminante von f in x)
fiir alle x € U ist. Sei M C U eine zuldssige Menge und

g:f(M) =R
stetig und beschrdnkt. Dann ist f(M) C R™ zuldssig und

[ st@do= [ gs@) |de (8256)) o

F(M) M

Wenn N C M C R™ zwei zuléissige Mengen sind, die sich nur um eine niederdimensionale Menge M \ N

A{fdx:N/fdx
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fiir jede beschriinkte stetige Funktion f : M — R gilt. Dies gilt zum Beispiel, wenn M = B,.(a) = {z €
R"™|||x — a]| <7} eine abeschlossene Kugel und N = B,.(a) = {x € R"|||z — a|| < r} die offene Kugel mit
Radius r > 0 um einen Punkt a € R™ ist oder im R?, wenn M \ N enthalten ist in einer Geraden, im
Rand eines Rechtecks, eines Kreises.

Ist M = My U. ..UM, Vereinigung von zuléssigen Mengen M; C R"™ so, dass je zwei dieser Mengen hochs-
tens eine niederdimensionale Menge gemeinsam haben, dann gilt fiir jede stetige beschréinkte Funktion

f: M—R

/Mfdx = ; . fdz.
8.4 Anwendungen der Transformationsformel
(a) Affine Transformationen Seien M C R™ zuléssig, o € R\ {0}, € R™ und
g:aM+ B3 (={ax+pBlzeM})—>R

stetig und beschréankt. Dann ist

| st@rio= [ gtaz+ Hlapas,

aM+3 M
denn
«a 0
0 «

(b) Ebene Polarkoordinaten Fiir R > 0 sei Bg = {(z,y) € R?| 2% + y? < R?} C R2
Sei g : Bgp — R stetig und beschrénkt. Dann gilt

27 R
/gdmdyz/ /g(rcosgp,rsing&)rdr do.
Br 0 \D0

Beachte, dass fiir f(r, @) = (rcos @, rsin ) gilt

9f1 (r,¢) Of1 ( < I
) )y P 90 T ©) COs @ TSN

| det 8;2 8}2 | = | det : =r.
o (7, ) Do (r, ) sin ‘ T COS

Integriert man nicht iiber ganz Bg, sondern nur iiber

(i) einen Sektor S = S(R,a, 8) = {(rcosp,rsing)| 0 <r < R,a < ¢ < g},

(0 <a< B <27, so folgt
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Abbildung 6: Sektor

B R
/gdxdy://g(rcosgowsingo)rdr de.

S a 0

(i) einen Kreisring K = Kg, r, = {(z,y) € R?*| R} <2* +y*> < R3}

\@
=¥

Abbildung 7: Kreisringe

so folgt
271 Ro

/g(x,y)dmdy: //g(rcoscp,rsingo)drdgo.
K

0 Ry
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(¢) Ridumliche Polarkoordinaten Ersetzt man n = 2 durch n = 3, so gilt entsprechend mit
Br = {(z,y,2) € R®| 22 + y® + 22 < R?*}, ¢g: Br — R stetig beschriinkt

fiir die Transformation in Kugelkoordinaten

2m

T R
/g(x,y,z)dwdydz:///g(rsinf)cosgo,rsin&sincp,rcos@)r2sin9drd9dgp
Br 00 0

Abbildung 8: Réumliche Polarkoordinaten

8.5 Beispiele

(a) Berechne I(a) = [, exp(—aa?)da fiir a > 0. Es ist

R -R 0
/e‘”zd:ﬂ L3 (x = —x) / —ema=0)? gy = /e_am2d:r.
0 0 -R
Also ist
R R
_ax? 1 2
/e ‘”’dx:f/e 4 dx
2
0 -R
und
R “+o0
2I(a) = lim /e_“2dm= /e_“2dm =: J(a).
R—o00
—R —00

Unter Benutzung von Polarkoordinaten folgt

o0 o0 o0 o0
J(a)? = / e d / ey | = / / oy | g
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/6 a((r cos )2 +(rsin ¢)? )T'dT’dCP
0

/ e~y drdp
0

R
=27 lim /e_‘"Zr dr

R—o0
0

=2 i e =
Insgesamt folgt, dass I(a) = 3J(a) = 5./Z.
(b) Fiir Bg = {(z,y) € R2| 2?2 +y? < R*} C R? gilt:
fBR (22 + y?)dady = fo (rcos p)? + (rsinp)?)rdrdy
R
= 27r/7°3dr = 27‘1’%7"4“)% = gR4.
0

(¢) Uneigentliches Bereichsintegral Mit Bgr wie in (b) und den Kreisringen K; g = {(z,y) €
R?| 52 < 2?2 + y? < R?} folgt

y? y?
/ (22 4 y2)3/2 dudy =113 / (22 +y?)3/2 ey

Br KS,R
27 R 9
. r SlIl
= lim / / Ld rdrdy
sJ0
0 s
R

=1 drdyp =
slfol//smgorgo

(=)
»

o

= (Partielle Integration) Rm.

9 Gewohnliche Differentialgleichungen

9.1 Problemstellung

Betrachte Funktionen f(t),y(t),..., die von der Zeit ¢ abhéingen.
Hiufige Situation: Man kennt weder die Funktionen noch ihre Ableitungen, wohl aber Beziehungen

zwischen ihnen.
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Beispiele 9.1. (a) y/(t) = cy(¢) (c Konstante)
(b) my"(t) =ay'(t) + Dy(t) (m, a, D Konstanten)
(€) y'(t) =yt)? —t+1
Definition 9.2. Eine Gleichung der Form
)y = fty),y @),y (),

wobei f eine Funktion von (n + 1)-Variablen ist, heifit gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Unter einer Losung von (%) versteht man eine n-mal differenzierbare Funktion y(t), die () erfiillt. Héngt
y von mehreren Variablen ab und steht rechts eine Funktion, die von ¢ und den partiellen Ableitungen
von y abhéngt, so spricht man von einer partiellen Differentialgleichung.

Wir betrachten zunéchst nur gewo6hnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung.

9.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losungen

Numerische Lésungsverfahren: Man geht von einem bekannten Anfangswert zur Zeit t = 0 aus

yo = y(0).

Dann kennt man nach () auch y'(0) = f(0, yo). Nédherungsweise gilt fiir kleine 7 > 0

y(r) —y(0)

T

y'(0) ~ , d.h. y(7) =~ 79'(0) + y(0).

Mit y(7) kennt man nach (*) auch
y'(T) = f(7y(r).

Wie zuvor erhilt man

y' (1) =~ 721(27)7__ y(T), d.h. y(27) ~ 7' (7) + y(7).

Nacheinander erhélt man ndherungsweise

y(0),y(7),y(27),...,y((n+ 1)7) = 79/ (n7) + y(n7).

Geometrische Bedeutung: Sei D C R, f : D — R, (¢,y) — f(t,y).

In jedem Punkt (¢,y) ist die Steigung bzw. Tangentenrichtung der Losungskurve durch die Differential-
gleichung y'(t) = f(t,y) gegeben.

Nihrungsweise kann man durch jeden vorgegebenen Anfangspunkt (¢g,yo) eine Losungskurve zeichnen.

In der Mathematik zeigt man (Forster II, §10, Satz 2 und 3):
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Richtungsfeld des Radioaktiven Zerfalls
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Abbildung 9: Richtungsfeld

Satz 9.3. Ist D C R? offen und f : D — R stetig mit stetiger partieller Ableitung
DR ()~ 5 (ty)
nach y, so gilt
(i) (Eindeutigkeit) Sind y1,y2 : [a, 5] = R Ldisungen von
() ¥y =f(ty)
mit y1(to) = y2(to) fiir ein to € [, B], so gilt y1(t) = y=(t) fir alle t € [, B].
(i) (Existenz) Fiir jedes Paar (to,y0) € D existiert ein € > 0 und eine Ldsung
y:lto—¢€to+e[— R
von (%) mit Anfangswert y(to) = yo.

Wie findet man konkrete Losungen? Wir betrachten wichtige Spezialfille.

9.3 Trennung der Variablen

Seien I,J C R im Folgenden beliebige Intervalle (alles ist zugelassen: offen, abgeschlossen, halboffen,

beschrénkt oder unberschrinkt). Seien ¢ty € I, yo € J und f : I x J — R eine Abbildung der Form
[t y) = g(t)h(y)
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mit stetigen Funktionen g: I — R h: J — R\ {0}. Sei y : I — R eine Losung von

(x) ¥'(t) = g(®)h(y(t)), y(to) = vo-

Seien G : I — R, H : J — R die Stammfunktionen von g und 1/h mit G(tg) = 0= H(yo), das heifit

t

G(t) = / o(s)ds, H(y) = / %d@

to Yo

Dann ist H oy : I — R differenzierbar mit

(Hoy)(t) = }f(’y(é))) = g(t) fir t € I.

Wegen (H oy)(tg) = 0 = G(to) folgt (Satz 10.5 in [SP])
G(t)=H(y(t)) fir alle t € I.

Da H'(y) = ﬁ stetig ohne Nullstellen ist, ist nach dem Zwischenwertsatz (Satz 6.3 in [E]) H > 0
oder H' < 0 auf J. Also ist H : J — R streng monoton und hat eine differenzierbare Umkehrfunktionen
H=': H(J)— R. Es folgt

y(t) = HY(G(t)) fir alle t € 1.
Zusammenfassend haben wir gezeigt: Wenn die Differentialgleichung (%) mit g : I — R, h: J — R wie

oben eine Losung y : I — R auf dem Intervall I hat, dann ist G(I) C H(J) und fiir ¢t € T gilt
y(t) = H'(G(t)) firallet € 1.
Die Umkehrung gilt auch (Satz 11.1 in [Fo]).

Satz 9.4. Seien g: I — R, h:J — R\ {0} stetig. Die Differentialgleichung

y'(1) = g(®h(y(1), y(to) = yo

hat eine Lisung y : I' — R auf dem Intervall I' C I dann und nur dann, wenn fir die Funktionen

t

G(t) = / o(s)ds, H(y) = / %dé

to Yo

die Inklusion G(I') C H(J) gilt. In diesem Fall ist die eindeutige Losung gegeben durch
y(t)=H7'(G(t) (tel)

Merkregel Schreibe ¢/ (t) = g(t)h(y), y(to) = yo formal als

dy _

= g(t)h(y), y(to) = yo
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forme um zu

setze die integrierten Seiten gleich

H(y) = / % - / o(s)ds = G(t)

Yo to

und I6se die entstehende Gleichung auf nach .

Beispiele 9.5. (a) Chemische Reaktion 1. Ordnung: Seien a, k > 0. Die Differentialgleichung

dy

() = =y =k(a—vy), y0)=0

hat die gewiinschte Form mit ¢g(t) =k, h(y) =a—y firt € I =R, y € J = (—00,a). Schreibe die

Differentialgleichung als
dy
a—-y

Gleichsetzen der integrierten Seiten fiihrt zu

=k dt.

Auflésen der Gleichung

nach y ergibt
a—-y
a

Wegen H(J) = H((—00,a)) =1In(0,00) = R = G(R) ist

=e " baw. y(t) = a — ae F = a(1 — e7*).

y:R—=R, yt) =a(l—e*)
nach Satz 9.4 die eindeutige Losung von (x) auf R.

(b) Chemische Reaktion 2. Ordnung: Seien a, b, k > 0.Die Differentialgleichungen
(1) % = (aiy)27 NS J = (700,(1)7]:]1%
oder fir0<a<b
(ii) % =kla—y)b—y), yeJ=(—,a), =R

mit Anfangswert y(0) = 0 liefern die Gleichungen

t

(i)o/y g [ r ()

0

o\@

“
<a—£)<b—£)0/kd'
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Im Fall (i) folgt:

a a’kt
akt+1  akt+1
Beachte: H(J) = (—1/a,00) = G((—1/ka, c0)).

=y(t)=a lost (i) fiir t € (—1/ka, o).

Im Fall (ii) folgt mit m = (ﬁ S Y

H(y>:a—blnb—§

DAYy (0 — bkt

= In(—
n(ab—y

y—a _ ﬁe(a—b)kt
y—b b
a—a e(a—b)kt ab(l _ e(a—b)k‘t)

=y(t) = =2 =5 lost (ii) fur ¢ € [0, 00).

Streng genommen miisste man noch ergéinzen: Wegen H(J) D [0, 00) gilt G([0,00)) C H(J).

9.4 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition 9.6. Seien a,b: I — R (I C R Intervall) stetig. Dann heift

y'=alt)y+b(t)  (f(t,y) =alt)y +b(t))

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Sie heifit homogen, falls b = 0 ist, sonst inhomogen.

Eindeutige Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

(x) ¥y =alt)y, yt)=c

ist
t

o(t) = c exp /a(s)ds (tel).

to

Nach der Kettenregel 16st ¢ die Gleichung (x). Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 9.3 (i). Dies folgt auch
aus Satz 9.4 mit g(¢) = a(t) und h(y) = y.

Eindeutige Losung der inhomogenen Gleichung
(%) vy =a(t)y+b(t), y(to) =c

t

P(t) = () c—|—/ :;((Z)) ds | mit ¢(t) = exp /a(s)ds

to to

Nach der Produktregel 16st ¢ die Gleichung (*x). Die Eindeutigkeit folgt wieder aus Satz 9.3.
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Beispiele 9.7. (1) v = ky+b, y(0) =0 (k,beR)
Losung: Mit a(t) =k, b(t) = b und tg = 0 = ¢ folgt

t t t

Y(t) = exp /k ds / b ds :bekt/e*ksds
¢ (s)
0 0 0
= Zekt(l e M) = %(6’“ —1).

(2) ¥y =%Vt y(1)=
Losung: Mit a(t) = 1, b(t) = =Vt und to = 1,c = 3 folgt
t

1
p(t) = exp /fds =t
s

1

t
/\/gds 3—252| )
s
1
= 1(5 — 2t7).

9.5 Exakte Differentialgleichungen

Sei D C R? offen und seien P, Q : D — R stetige Funktionen so, dass 0 ¢ Q(D). Die Differentialgleichung

P(t,y)
Qt,y)

() yY=-
heilt exakt, wenn die Differentialform
P(t,y)dt + Q(t,y)dy

exakt ist (Abschnitt 7.3), d.h. wenn eine stetig partiell differenzierbare Funktion F': D — R existiert mit

oF oF ..
E(t’ y) = P(t,y), éTy(t’ y) = Q(t,y) fir alle (t,y) € D.

In diesem Fall heiit F' Stammfunktion der Differentialgleichung ().

Satz 9.8. Ist F': D — R Stammfunktion der Differentialgleichung

P(t,y)
Q(t,y)

(%) Yy =— (P,Q: D — R stetig ,0 ¢ Q(D))

und ist y : I — R differenzierbar mit
F(t,y(t)) = F(to,yo) fir allet € I,

so lost y die Differentialgleichung ().
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Idee: Nach der Kettenregel (Satz 6.12) gilt fiir t € T

d oF oF

0= g Fty(t) = Gr(tyt) + 5 LyO)y @

= P(t,y(t)) + Qt,y(1)y (1)

Man beachte, dass aus der Giiltigkeit der Gleichung F(¢,y(t)) = F(to,yo) fiir alle t € I, nicht immer
automatisch folgt, dass y(to) = yo ist. Man muss also versuchen, diese Gleichung so nach y(t) aufzulosen,

dass die Losung auch noch den richtigen Anfangswert an der Stelle ¢y hat.

Beispiel 9.9. Seien P(t,y) = —(y—15), Q(t,y) = 2y—t definiert auf D = {(¢,y) € R?|t <1 und y # L}.

Wir wollen das Anfangswertproblem

’ y_t—% y(t_l)_l
() v = w—t (2y-Ht-1) y(0) = ~1.

16sen. Gesucht ist eine stetig differenzierbare Funktion F': D — R mit

oF

oOF 1
() E(t,y) =Y+ afy(t,y) =2y —t.

Intergrieren nach ¢ bzw. y liefert
F(t,y) = —yt +1In(1 —1) + oy,
Flty)= y*—yt+p
mit Konstanten o, ;, die nur von y bzw. ¢ abhéingen. Eine Losung von (x%) ist daher
F(t,y) =y* —yt +1In(1 — t).
Auflssen der Gleichung F(t,y) = F(0,—1) = 1 nach y liefert
t t2

(y—§)2:1+zfln(17t)

t 2
@yzii 1+Zfln(lft).

Beachte, dass wegen der Logarithmus-Ungleichung
Inz <ax—1 firze (0,00)\ {1}
die rechte Seite wohldefiniert und differenzierbar in ¢ ist fiir ¢ < 1, denn fiir ¢t < 1, ¢ # 0 ist
2

t 1 1
1—|—Z—ln(1—t)>Z(t2+4t+4)zi(t+2)220.

Also 16st

das Anfangswertproblem (x).
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9.6 Integrierende Faktoren

Seien P, @ : D — R wie in Abschnitt 9.5. Wenn

. ,_ Pty)
&) v= Q(t,y)

nicht exakt ist, hilft manchmal folgende Beobachtung weiter. Fiir jede stetige Funktion R : D — R\ {0}

hat (%) dieselben Losungen wie

Pt y)R(t,y)
Kok y =
) Qle.)R(t.y)

Es geniigt also, eine Funktion R (einen “integrierenden Faktor“) zu finden, fiir den (*x) exakt ist, und

dann wie in Abschnitt 9.5 fortzufahren.

Einfaches Beispiel: Die Differentialgleichung

Y = g(t)h(y), y(to) = yo

mit getrennten Variablen ist im Allgemeinen nicht exakt in der Form

Pty .
"= 2= mit P(ty) = g(t)h(y), Qt,y) = —1,
Ol it P(y) = 9Ok, Q(t.y)
aber mit dem integrierenden Faktor R(¢,y) = ﬁ erhdlt man die exakte Form
y = — g(t)

g(t)dt @dy
ist .
d§
F(t,y)= [ g(s)ds — | =
o}
Auflésen der Gleichung
t y
d
[ atsris = [ 3585 = Flta.so) =0

to Yo

nach y fithrt wieder zu dem Losungsverfahren aus Abschnitt 9.3.

9.7 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung ist eine Gleichung der Form
y"(t) = ft,y(t),y' (1)),
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wobei f eine Funktion von drei Variablen ist. Einfachster Fall:
(%) y" = f(t), f: I — R stetig auf einem Intervall I C R.

Fiir a € I beliebig und jede Losung y : I — R ist

y(t) = '(a) + / f(s)ds

t

> y(t) = y(a) + / Y (r)dr = y(a) + ¥/ (a)(t — a) + / / f(s)ds | dr.

a a

t s
vty =a+ -+ [ | [ ses | ar
die eindeutige Losung von (*) mit
y(a) = a, y'(a) = B.
Eine lineare Diffentialgleichung 2. Ordnung ist eine Gleichung der Form
y' +ai(t)y'(t) + ao(t)y(t) = b(t),

wobei a1, ag,b: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I C R sind. Die Differentialgleichung heif3t

homogen, falls b(t) = 0, sonst inhomogen.

Einfaches Beispiel: my” = —ky (Federpendel)
oder dquivalent 3" + £y = 0. Mit w = /£ erhélt man Losungen y1(t) = A; sin(wt), y2(t) = Az cos(wt)
oder allgemeiner

y(t) = Ay sin(wt) + As cos(wt)
mit A1, A; € R beliebig. Hierbei sind die

Anfangsauslenkung Ay = y(0),
Anfangsgeschwindigkeit Ajw = 3'(0)
beliebig vorgebbar. Gibt es weitere Losungen?

Nein, denn man kann zeigen (Forster II, §12):

Satz 9.10. Sei I C R ein Intervall, sei tqg € I und seien ag,a1,b: I — R stetig. Dann existiert zu jedem

Paar (co,c1) € R? genau eine Losung ¢ : I — R des Anfangswertproblems (AWP)

y" +a1(t)y +ao(t)y = b(t), y(to) = co,y (to) = 1.

Geometrisch: Durch jeden Punkt (to,co) € I X R gibt es genau eine Lisungskurve ¢ : I — R, die durch
den Punkt geht und Steigung cq in ty hat.
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Satz 9.11. Seien ag,a1,b: I — R stetig. Sei
() Y+ at)y +ao(t)y =0
die durch ag,ay1,b gegebene homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung und
(k) Y+ ai(t)y +ao(t)y = b(t)
die entsprechende inhomogene Differentialgleichung mit rechter Seite b.
(a) Sind p1, 2 Lisungen von (x) und ist o € R, so sind auch
P11 P2, apr
Lisungen von (x).

(b) Ist @q irgendeine Lisung von (xx), so erhdlt man alle Lisungen von (xx) als
{0 + @l ¢ lost (+)}.

(c) Die Menge
Ly ={p: 1 —>R| plost (%)}

ist beziiglich punktweiser Addition (v1+ ¢2)(t) = p1(t) + p2(t) und skalarer Multiplikation (ap)(t) =

ap(t) ein 2-dimensionaler R-Vektorraum.
Ideen:
(a) Seien @1, € L, und o € R. Dann gilt fiir alle t € T

(1 +@2)"(t) + ar(t) (g1 + @2) (1) + ao(t)(p1 + p2)(t) = 040 = 0,

()" (t) + a1 (t) (1)’ (t) + ao(t) (apr) (t) = a0 = 0.
(b) Sei g eine spezielle Losung von (xx). Ist ¢ eine weitere Losung, so gilt

Y=o+ (¥ — o) und ¢ — g € Lp.
Umgekehrt ist fiir jedes ¢ € Lj, die Funktion ¢g + ¢ eine Losung von (k).

(¢) Nach (a) ist Lp C Abb(I,R) ein Teilvektorraum und nach Satz 9.10 ist fiir beliebiges ¢ty € I die
Abbildung

Ly = R, ¢ (p(to), ¢ (t))

ein Vektorraumisomorphismus (d.h. eine bijektive lineare Abbildung zwischen Vektorriumen). Solche

Abbildungen erthalten die Dimension.
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Fazit: Man erhélt alle Losungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung,
indem man eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung wihlt und alle Lésungen der

homogenen Gleichung addiert.
Unter einem Fundamentalsystem der Differentialgleichung

() Y +a®)y +ao(t)y =0
verseht man eine Basis y, y2 des Losungsraumes Ly,.

Satz 9.12. Seien y1,y2 Losungen von (x). Dann gilt:

Y1, Y2 ist ein Fundamentalsystem von (%)

t t
< det n(® | 52(t) # 0 fir mindestens ein t € I
yi(t) | ya(t)
t t
< det n) | 42t # 0 fir jedes t € T
v () | ya(t)
Idee: Definiere die Wronski-Determinante von (y;.y2) als

W(t) := Wiy, .y, (t) := det

Ist y1,y2 ein Fundamentalsystem, so existieren nach Satz 9.10 fiir beliebiges ¢ty € I und jedes Paar

(vo0,yp) € R? eindeutige A, B € R mit

(Ay1+By2)(to) = o,
(Ayr+ B y2)(to) = w0,
d.h. das LGS

A yi1(to) + B y2(to) = yo,

A yy(to) + B ys(to) = yo

()= (2)

ist fiir jedes to € I und jede rechte Seite (yo,y)) € R? eindeutig losbar. Nach Satz 3.3 ist dies dquivalent

zu

W (to) # 0 fiir alle ¢y € 1.

68



Ist W (t) # 0 fiir ein ¢, so sind y1, y2 linear unabhingig, denn sonst wire
Y1 =c yz oder yo =c y;
t t t t
() (0 o (20 ()
(1) Y5 (t) ya(t) (1)
und wieder nach Satz 3.3 wire W(¢t) = 0.

Bemerkung 9.13. Ist y;,y, Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung (x), so ist fiir

to € I und (yo, yp) € R? die Funktion

y(t) = A yi(t) + B ya(t) mit

Beispiel 9.14. Die Differentialgleichung y”" + y = 0 hat die Losungen
p1(t) = cos t, pa(t) = sin t.

Da ihre Wronski-Determinante

W(Lphtm)(t) = det

—sint | cos t

ist, ist 1, 2 ein Fundamentalsystem und die Lésungen sind genau die Funktionen
o(t) = Acos t + Bsin t (A,B €R).

Sei

—sint | cos t

Fiir yo, 4}, to € R ist die Losung ¢ mit ¢(tg) = yo, ¢’ (to) = ¥, gegeben durch ¢ = Acos t + Bsin t mit

A (Yo cos tg ‘ —sin tg Yo
(B):M(tO) 1(’): - 0
Yo sin tg ‘ cos tg Yo

9.8 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Koeffizienten

Fiir ag, a1,b € R nennt man

(*)  y'4+ay +ay =0
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eine linare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Eine spezielle Losung fiir ag # 0
ist
Nach Satz 9.11 braucht man nur noch die homogene Differentialgleichung

D) y' +a1y +agy =0

zu 10sen.

Ansatz Sei y(t) = €. Dann gilt

y"(t) + a1y’ (t) + aoy(t) = (A + a1 A + ag)e™
und y 16st die homogene Gleichung () genau dann, wenn A die Gleichung

N+ aid+ag =0 (Charakteristische Gleichung)
erfiillt. Quadratische Ergénzung fithrt zu
2
—4
A2+ aih+ag = (A + )2 (L7200
2 4

1. Fall: a? —4ap > 0

1
= Ay = 5(—al + \/M) 16sen die charakteristische Gleichung.

Da
e ‘ -t
W (t) = det = (A — A )ePM+FAdt L
Apert ‘ A_ert
ist, ist e*+*, e*~* ein Fundamentalsystem von (%) und die Losungen sind genau die Funktionen

y(t) =AM+ Bt (A, BER).

2. Fall: a? —4ag =0

Die charakteristische Gleichung hat genau eine reelle Losung A = —%-. Also ist

Losung von (+). Eine zweite Losung ist y2(t) = ¢ e~ 2 ¢, denn

a _ a1 a _ a1
yé(t)=(1—51t)e 2y (t) = (it —ay)e 2!

=y + arys + aoyz = 0.
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Wegen

bilden e~ 2%, ¢ ¢~ 2t cin Fundamentalsystem von (++) und die Lésungen sind genau die Funktionen
yt)=Ae '+ Bte 2! (A BER).

3. Fall: a? —4ag <0

Die charakteristische Gleichung hat zwei verschiedene nicht reelle Losungen A1, Ag. Mit
o= —%, T = %\/4(10 —a?>0
folgt A\ = o +i7, Ao = 0 —i7. Dies gibt die komplexen Lésungen
D1(t) = etel™, Po(t) = ete i,
Durch Bilden von Linearkombinationen erhélt man die reellen Losungen
P1(1) = 5 (41(0) + (1)) = " cos(r).
palt) = 5 (11 (8) — al0)) = " 'sin(r).

Man priift leicht nach, dass dies Losungen der homogenen Gleichung (xx) sind. Wegen

cos(Tt) ‘ sin(7t)

W(t) = |det 27t =1 27 £

ocos(1t) — Tsin(7t) ‘ osin(7t) 4+ Tcos(7t)

bilden ¢1, @2 ein Fundamentalsystem, und die Losungen von (xx) sind genau die Funktionen der Form
y(t) = A e%cos(tt) + B e”'sin(rt) (A,B €R).
Beispiel 9.15. Die charakteristische Gleichung von
y' +2y +2y=0 (dh.ay =2=ag= a?—4ap = —4 < 0)
hat die Losungen
AM=—-1+i =—-1—14 (c=-1, 7=1).
Also lautet die allgemeine Losung (p1(t) = e"tcost, pa(t) = e tsint)

o(t) = A e tcost + B e 'sint (A,B €R).

Die Losung mit Anfangswerten y(0) = 1 = y’(0) hat die Koeffizienten (siche Bemerkung 9.13)

(5)-

—1
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9.9 Der gedampfte harmonische Oszillator

Die Bewegungsgleichung eines 1-dimsensionalen Federpendels geddmpft durch eine Reibungskraft pro-

portinal zu y'(t) und angetrieben durch die Federkraft proportional zur Auslenkung lautet
m y'(t) = —ay'(t) — D y(t) (a,D > 0).
Dies ist eine lineare Differentialgleichung 2.Ordnung
y'(t) + a1y’ (t) + aoy(t) =0
mit konstanten Koeffizienten a; = %, ag = %. Man unterscheidet die Falle:

(a) Starke Dampfung: a} > dag < a® > 4mD
Die Losungen (1. Fall in §9.8)
y(t) = A Mt 4 B -t

mit
A = %(fﬁ a2 —4mD), A_ = %(fa — Va2 — 4mD)
klingen wegen A_ < Ay < 0 exponentiell ab, ohne zu schwingen.
(b) Aperiodischer Grenzfall: a? = 4ap & a® = 4mD
Die Losungen (2.Fall in §9.8)
y(t)=(A+ Bt)e_ﬁt

ergeben immer noch keine Schwingungen.

(c) Schwache Dampfung: a? < 4ag & a® < 4mD
Die Losungen (3.Fall in §9.8)

y(t) = (A cos(tt) + B sin(rt))e”"
mit

1
o=——, 7= —V4mD — a?
2m

beschreiben Schwingungen mit Periode 27”, deren Amplituden exponentiell abklingen.

Indem man die Additionstheoreme fiir die Winkelfunktionen benutzt, sieht man, dass reelle Zahlen

C > 0 und ¢ € [0, 27| existieren mit
Acos(tt) + Bsin(rt) = C cos(tt — @) = C(cos ¢ cos(7t) + sin @ sin(7t))
fiir alle t € R. Offensichtlich geniigt es, C' und ¢ so zu wihlen, dass

(A,B) = (Ccosyp,Csinyp)
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gilt. Wegen
{(cosp,sin )| ¢ € [0,27]} = {(z,y) €R?| 2” +y* =1}
erhilt man Losungen, indem man C = v/ A2 + B2 setzt und ein ¢ € [0, 27r] wihlt mit

. A B
(COS(p, SIH(,O) - (67 5)

Also besteht die Loésungsmenge im schwach gedampften Fall genau aus allen phasenverschobenen

Schwingungen
y(t) = Ccos(tt — p)e”"

mit Frequenz 7 und exponentiell abklingenden Amplituden Cet.

50 Gedampfter harmonischer Oszillator

2cos(t—0.2)e "

y(t)
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10 Anhang: Existenz von Determinanten

Sei J, = {1,...,n}. Unter einer Permutation der Menge J, versteht man eine bijektive Abbildung

m:{l,...,n} = {1,...,n}. Sei
Sp={rm|r:{1,...,n} = {1,...,n} ist bijektiv}.

Eine Transposition von J,, ist eine Permutation, die zwei Elemente vertauscht und alle anderen festhélt.
Fiir Transpositionen 7 € S,, ist

ToT =id.
Satz 10.1. Jede Permutation m € Sy, (n > 2) ist Komposition endlich vieler Transpositionen.

Idee: Fiir n = 2 besteht Sy nur aus der identischen Abbildung und der Transposition von 1 und 2. Fiir
beliebiges n > 2 folgt die Behauptung induktiv. Sei die Aussage des Satzes fiir ein n > 2 gezeigt und sei

m € Spa1- Setze k := w(n + 1) und definiere 7 € S,,+1 durch
Transposition von k und n + 1, falls k £Zn +1
id , falls k =n+ 1.

Dann bildet die Permutation 7 o7 € S,,4;1 das Element n + 1 auf sich ab. Nach Induktionsvoraussetzung

existieren Transpositionen 71, ...,7, € S, mit
Tom(j)=mo0...o7.(j) firj=1,...,n.
Indem man 7;(n + 1) := n + 1 definiert, kann man 7y, ..., 7, zu Transpositionen von S, 41 machen mit

TOM=T,0...0T,.

Dann ist aber r =707 0...07}.
Man kann zeigen: (Lingenberg, Lineare Algebra, § 9.2)
Kein Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist gleich einem Produkt einer ungeraden Anzahl

von Transpositionen. Mit Produkt ist hier die Komposition von Abbildungen gemeint.
Definition 10.2. Fiir 7 € S,, heifit
1, m ist Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen

e(m) =

—1, m ist Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen

das Vorzeichen von .

Rechenregeln: Es gilt:
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(1) e(id) = 1,¢(r) = —1 fiir jede Transposition T,
(2) e(coT) =€(0)-€(r) fiir alle 0,7 € S,
(3) e(m) = (—1)", falls 7 Produkt von r Transpositionen ist.

Definition 10.3. Fiir A = (a;;) € R™™ (oder C™") heifit die Zahl

det(A) = Z €(T)A17(1)027(2) - - - r(n)
TES,

die Determinante von A.

Beispiele 10.4. Fiir n = 1 besteht die Matrix A aus nur einem Koeffizienten und die Permutationsgruppe

S1 nur aus der Identitédt. Es gilt
A= (a11) = det(A) = aii-

a1l a12
A= ( )
a21 a22

Da Sy = {id, 7} nur aus der Identitit und der Transposition 7 mit 7(1) = 2, 7(2) = 1 besteht, folgt

Sein =2 und

det(A) = e(id)ariagz + €(T)a1-(1)a2-(2)
= (11022 — A12021.

Sein =3 und

ai; Q2 a3
A= ag1 G22 (23
as1 a2 ass
Die Permutationsgruppe Sz besteht aus 3! = 6 Permutationen. Auflisten dieser Permutationen und An-

wenden der Definition liefert

det(A) = (a11a22a33 - 111111236132) - (012(121(133 - 013021%2) + (a12a23a31 - CL13¢122¢131)

a22 A23 12 A13 ai2 a3
= a1 — a1 + as:
asz2 Aass a3z2 ass a2z 423

= ai1 det(Au) — a921 det(A21) + as1 det(A31),

wobei A4;; € R%? die (2 x 2)-Matrix ist, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte

entsteht. Diese Rechenregel nennt man Entwicklung nach der 1. Spalte.
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Wie in Abschnitt 3.2 gezeigt, ist die Determinantenfunktion
R™™ - R, A detA

eindeutig bestimmt durch die Eigenschaften (1),(2) und (3) aus Abschnitt 3.1. Wir zeigen im Folgenden,

dass diese Eigenschaften direkt aus der oben gegebenen Definition der Determinante folgen.
(1) Besitzt A € R™" die Zeilenvektoren
A, =(ap1,---,aun) (n=1,...,n)
und ersetzt man den i-ten Zeilenvektor durch A; + A, mit

A = @iy, - - ap),

» Yin

so folgt
Ay
det Al + A; = Z 6(7‘()0,171.(1) e (aiﬂ'(i) + a’{wr(z)) e anﬂ'(n)
. TES),
Ay,
Ay Ay
= det A; + det A;
Ap, Ay,
Fir A € R gilt
Ay
det AA; = Z e(w)alﬂ(l) cee ()\am(i)) © o Qpp(n) = AdetA.
TES,
Ap,

(2) Entsteht A’ aus A durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile mit 1 < i < j < n und bezeichnet 7

die Transpositionen von 7 und j, so folgt

detA’ = ZWESn 6(77)(1177(1‘) T a;‘w(i) tee a;W(j) © Qpr(n)
- Zﬂ.esn 6(77 o T)a17r07'(1) © o Qinor(f) T Qimor(id) T Anmor(n)

=2 res, €(M)air1) -+ Qjr(j) Qi)+ Onr(n)
= —detA.
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(3) Fiir die Determinante der Einheitsmatrix I € R™" ergibt sich

detl = Z 6(71')5177(1)5277(2) s 5n7r(n) =¢(id) = 1.
TES,

Hierbei ist definitionsgeméf d,; = 0 fiir ¢ # j und &;; = 1 fiir i = j (Kronecker-Symbol).
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