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Bisherige Ergebnisse und Fragen

@ In welchen topologischen Rdumen existieren stetige Zerlegungen der Eins?
@ Wie erkennt man, ob eine Topologie metrisierbar ist?

Sei (X, t) ein topologischer Raum.

Theorem (Urysohns Lemma)
Ist (X, t) normal, so existieren endliche stetige Zerlegungen der Eins in (X, t).

Theorem (Urysohnscher Einbettungssatz)

Aquivalent sind:
@ (X, t) ist separabel und metrisierbar
@ (X, t) ist reguldr und t besitzt eine abzdhlbare Basis
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Parakompakte Raume

Theorem (Satz von Stone, 1948)
Metrische Rdume sind parakompakt.

Was sind parakompakte Raume?

Definition

(X, t) heiBt parakompakt, falls X Hausdorff ist und V offene Uberdeckung i = (Uq )qeca von
X 3 Verfeinerung zu einer lokal endlichen offenen Uberdeckung 0 = (V;)ie/.

Zur Erinnerung: Far Familien (Ua)aca, (Vi)ies in P(X) heiBt
@ (Ua)aca lokal endlich :< Vx € X3U € U(x) mit U, N U = 0 fur fast alle «
@ (Vi)ics Verfeinerung von (Ua)aca = Vie Fa € A: mit V; C Uy

Klar: Kompakte Hausdorffraume sind parakompak.
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Beweis des Satzes von Stone

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wichtigster Schritt im Beweis ist:

Jede offene L'Jberdqckungu C P(X) von X hat eine Verfeinerung zu einer o -lokal
endlichen offenen Uberdeckung 8 C P(X).

Dabei heiB3t B C P(X) o-lokal endlich, falls

3 Folge (Bn)nen lokal endlicher B, C P(X) mit B = |_J B
neN

Im Beweis benétigt man den Wohlordnungssatz (&quivalent zum Auswahlaxiom):

Auf jeder Menge M # 0 existiert eine Wohlordnung, d. h. eine partielle Ordnung,
beziiglich der jede nicht-leere Teilmenge von M ein Minimum besitzt.

Nur im Beweis des Lemmas wird explizit die Metrik benutzt.
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Eigenschaften parakompakter Raume

(X, t) metrisierbar = (X, t) parakompakt = (X, t) normal

In parakompakten Rdumen gibt es stetige Zerlegungen der Eins:

Ist (Ua)aca eine offene Uberdeckung von X, so existieren stetige 6 : X — [0, 1] mit
@ supp(6a) C U, fiiralle a € A,

@ die Familie (supp (6o ))wca ist lokal endlich,

@ > ba(x)=1firallex € X.

achA

Gibt es V offenen Uberdeckungen (Ua)aca von X eine solche Familie (64 )qca, SO ist
X parakompakt, denn X = [ J{6. # 0} ist eine lokal endliche offene tiberdeckung mit
{04 # 0} C U, firalle .

Also: 3 stetige Zerlegungen der Eins + Hausdorff < parakompakt
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Vektorwertige stetige Zerlegungen der Eins

Indem man explizit die Metrik und die Existenz beliebiger stetiger Zerlegungen der
Eins (also den Satz von Stone) benutzt kann man zeigen:

Theorem (Satz von Dugundii)

Sei X ein metrischer Raum und (E, || - ||) ein normierter Raum. Ist A C X

abgeschlossen und f : A — E stetig, so hat f eine stetige Fortsetzung F : X — E mit
F(X) C Conv(f(A)).

Lemma (Vererbungseigenschaften)

| A

@ Abgeschlossene Teilrdume von parakompakten Rdumen sind parakompakt.

@ Beliebige Teilrdume und Produkte (sogar endliche Produkte) parakompakter
Réume brauchen nicht parakompakt zu sein.

N
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Satz von Nagata-Smirnov

Fir einen lokalkompakten Hausdorffraum X mit Topologie t sind dquivalent:
@ t hat eine abzahlbare Basis.

@ X ist separabel und metrisierbar.

@ X ist metrisierbar

@ X ist abzahlbar im Unendlichen (X = | Kn) und metrisierbar.

(i) < (ii) folgt aus dem Urysohnschen Einbettungssatz
X ist separabel und metrisierbar < X ist regular mit abzahlbarer Basis.

Allgemeiner gilt fir beliebige topologische Raume X:

Theorem (Nagagta-Smirnov, 1951)
X ist metrisierbar < X ist reguldr und hat eine o -lokal endliche Basis.
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F5-und Gs-Mengen

Definition

@ Abzihlbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen heilen F,-Mengen.
@ Abzihlbare Durchschnitte offener Mengen heiBen Gs-Mengen.

Ist X reguldr mit o -lokal endlicher Basis 98, so gilt
@ Jede offene Menge U C X ist F,.
@ Jede abgeschlossene Menge F C X ist Gs.

Lemma (10.4)

Ist X normal, so gilt fir F, U C X
=il
@ F istabgeschlossen und Gs < 3f : X — [0, 1] stetigmit F = f ({0})

-1
@ Uistoffenund F, < 3f: X — [0,1] stetigmitU = f (]0,o0[)
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Beweis von Lemma 10.3

Sei X regular mit o-lokal endlicher Basis B = |JBn (Bn lokal endlich)
Sei U C X offen
= (Xregular) Vx € U3ny € Nund By, x € Bn, mit
X € Bpyx C Enxyx cu
= (Bp lokal endlich) Nach Lemma 9.2 ist Vn € N
Fo=|J (Bn,.xi X € Uund nx = n) abgeschlossen
und

U= UF,,.

neN
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Beweis von Lemma 10.4

Sei X normal und F = (< Un abgeschlossen mit offenen U

= (Urysohn) ¥n € N 3f, : X — [0, 1] stetig mit

fn|/: = 0, fn|X\U,, =1

< T
éf:z:z%;X_>[0,1]stet|gm|tF:f ({0})

n=1

—1
Ist F = f ({0}) flr eine stetige Funktion f : X — [0, 1] so ist F abgeschlossen und
wegen

F= 7 (o0 1D

auch Gg.
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Nagata-Smirnov: Beweis

X metrisierbar = X ist reguldr mit o-lokal endlicher Basis.

Proof.

Sei X metrisierbar =- X ist regular und nach dem Satz von Stone hat Vn € N*
Un = {Bi/n(x); x € X}
eine Verfeinerung zu einer lokal endlichen offenen Uberdeckung B,. Setze

B=|JBn (Geniigtzz.: BistBasis)
n>1

Istx e Uet,sodne N*und B € By, y € X mit

Bi/n(x) C U und xeBCB%(y)

DannistxeBchi(y)CBl(x)cU. O
n n
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Nagata-Smirnov: Beweis

X reguldr mit o-lokal endlicher Basis =- X ist metrisierbar

Proof

Sei B = |,y Bn mit lokal endlichen B, eine Basis von {.

(1) X ist parakompakt: ~ Sei U/ C P(X) offene Uberdeckung von X
= Vn € Nist Vp = {B € Bp; 3U € U mit B C U} lokal endlich
= V = Upen Vn verfeinert U zu einer o-lokal endlichen offenen Uberdeckung.

(2) X ist metrisierbar: X regulér mit o-lokal endlicher Basis
= Vn € NVB € By3fy g : X — [0, 1] stetig mit

B= {fn,B > 0}.

Definiere gn.g = X — [0,1] stetig=d: X x X - R

i
1+EC€B n,C

=> Z IQnB — gn8(Y)l

neN BGBn

< gn2 stetig in (x,y)exxx

ist stetig. Also ist t héchstens feiner als ty.
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Nagata-Smirnov Beweis

Definiert

Z Z |gnB = n8(Y)l

neN BeBn
Uberhaupt eine Metrik? Symmetrie ist klar.
Da B = |J B Basis und X Hausdorff ist, 3 flir x # yeinBe Bpmitx € B,y ¢ B
1
= d(x,y) 2 5;9n,8(x) > 0.

Bleibt zu zeigen: ty ist feiner als t
Sei U € U(x) eine t-Umgebung von x € X = 3B € Bp, mitx € B C U.
Dann folgt aus
1
dy,x)=> > 5 \gn 8(Y) = 9nB(XN)| < 5 Gno B(X) =1,

neN BGBn

dass gn,,8(y) > Oist. Alsoist B;(x) C B C U.
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Topologie der kompakt gleichméaBigen Konvergenz

Seien X, Y topologische Rdume. Wir identifizieren

yX =~ T Yx mit Y = Y fiir alle x € X,
xeX

Eine Subbasis der Produkttopologie 7 auf YX bilden die Mengen
S(x,U)={fe YX; f(x) e U}  (xe X, UCcC Y offen).

Man nennt 7. die Topologie der punktweisen Konvergenz auf YX.

Sei jetzt X ein topologischer Raum und (Y, d) ein metrischer Raum.

Lemma (13.2)
o Die Mengen

Be(f)={g € YX. sup d(g(x), f(x)) < €} (f € YX, C C X kompakt, ¢ > 0)
xeC

bilden die Basis einer Topologie ¢ auf YX.
® Ein Netz (f;)ic; in YX konvergiert beziiglich 7. gegen ein f € YX

< (flk) = flx gleichmaBig VK C X kompakt.
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Lemma 13.2 - Beweis

Esist Bg.(f) = BY(f) beziiglich

dc(g,f) = sup d(g(x),f(x)) € [0,00] erflllt die A-Ungleichung
xeC

Sei go € Be, ¢, (i) N Be,,e, (). Setze
0= min (6; — dg, (9, fi))

= Vg € Bc,uc,,5(9) gilt
de, (9, fi) < dc,(9, 90) +dc;(go, fi) < €i
—_———
<5
= Be,uc,,5(90) C By, (i) N Be, ¢, (12)

Nach Augabe 23 bilden die Mengen B .(f) die Basis einer Topologie auf YX.
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Kompakt erzeugte Raume

Definition

@ 7, heiBt Topologie der punktweisen Konvergenz auf YX

@ 7 die Topologie der kompakt gleichmiBigen Konvergenz auf YX

Im Allgemeinen ist C(X, Y) C YX weder 7 noch rc-abgeschlossen.

Definition

(X, t) heiBt kompakt erzeugt, falls eine Menge U C X genau dann offen ist, wenn U N K offen
istin K VK C X kompakt.

Die wichtigsten Beispiele kompakt erzeugter R&ume sind lokalkompakte Raume und
R&ume mit dem 1. Abz&hlbarkeitsaxiom.

Theorem (13.7)

(X, t) kompakt erzeugt und (Y, d) metrischer Raum

= C(X, Y) c YX ist 7c-abgeschlossen.
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Die kompakt-offene Topologie

Definition

Die co-Topologie T¢co auf C(X, Y) (X, Y top. Ridume) ist die Topologie mit der Subbasis

S(K,U)={f e C(X,Y); f(K)C U} (K C X kompakt, U C Y offen).

Ist X ein topologischer Raum, (Y, d) ein metrischer Raum, so ist 7, die
Relativtopologie von 7¢ auf C(X, Y) (Satz 13.9)

Lemma (13.11)

X Hausdorff und S Subbasis fir Y = Subbasis von (C(X,Y), co) ist

{S(K, U); K C X kompaktund U € S}.

N,

Theorem (13.10)

Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum und Y ein topologischer Raum. Versieht man
C(X, Y) mit der co-Topologie, so ist die Abbildung

e: XX C(X,Y)=Y, (x,f) = f(x)
stetig.
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Satz 13.9 (1c0 = 7clc(x,v)) - Beweis

D: Sei X ein topologischer, Y ein metrischer Raum. Sei U € U(f) bezgl. 7¢|¢(x, )
= 3K C X kompakt ,§ > 0,g € YX mit f € Bk 5(9) N C(X,Y) C U

= Flre =0 —dk(f,g)ist By, (f) C Bk,s(9)-

Setze fir x € K

-1
Kx = f (B¢/a(f(x)) N K C X kompakt

= 3X1,...,Xr € K mit
K=Ky U...UKjx,

Furg € C(X, Y) mit g(Ky) C B.j2(f(x;)) =: U furi=1,...,rqilt

x € Ky = d(g(x), f(x)) < d(9(x), f(x)) + d(f(x;), (x)) < ge

<e/2 <e/3

Also ist f € (_; S(Kx,, Uj) C Bk..(f)n C(X, Y) C U.
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Lemma 13.11 - Beweis

Sei X Hausdorff, Y ein topologischer Raum mit Subbasis S und zugehdériger Basis B.
Genugt z.z.: {S(K, U); K C X kompakt und U € 3} ist Subbasis von 7¢o.

Seien U C C(X, Y)7co-offenund f € U

= 3Kj,..., K C X kompakt, Vi,..., V, C Y offen mit

fe hS(m,\/;) cu
i=1
Sei (K, V) = (K;, V) fireinie {1,...,r} undsei f € S(K, V)
= Vx € K3Vy € B 3Ky € UK (x) kompakt mit
f(Kx) Cc VxC V
= K=Ky U...Kx, und

n
f € () S(Kx, V) C S(K, V)
i=1
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Seien X, Y, Z top. R’e und alle Funktionenrdume mit der Topologie 7, versehen.

Seien X, Y, Z topologische Rdume und f : X x Z — Y stetig

= f:Z— C(X,Y),zw f(-,2) iststetig

Idee: Sei f(2o) € S(K, U) (K C X kompakt, U C Y offen). Da
-1
f (U) D K x {z} offenist,

—1 —
gibtes V € U(zy) mit K x V C f (U) oder aquivalent mit f(V) C S(K, U).

Theorem (13.13)

a:C(XxZ,Y)— C(Z,C(X,Y)), fTf (f(2) = (-, 2)) ist injektiv mit:
@ Z Hausdorff = « ist stetig
@ X lokalkompakter Hausdorffraum = « ist surjektiv
@ X und Z Hausdorff = « ist eine topologische Einbettung
@ X lokalkompakter Hausdorffraum und Z Hausdorff = o Homdmorphismus
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Arzela-Ascoli theorem

Seien X, Y topologische Raume und C(X, Y) versehen mit seiner co-Topologie.

Welche Mengen in C(X, Y) sind relativ kompakt?

Definition

Seien X ein top. Raum, (Y, d) ein metrischer Raum und 7 C C(X, Y).
@ F heifit gleichstetigin x € X < Ve > 03U € U(x) : f(U) C Be(f(x))Vf e F
@ F heift gleichstetig < F ist gleichstetig in jedem x € X.
@ M C X heiBt relativ kompakt < M C X ist kompakt.

Theorem

Seien X ein topologischer Raum, (Y, d) ein metrischer Raum und F C C(X, Y).
@ Ist F gleichstetig und sind Fx = {f(x); f € F} C Y relativ kompactVx € X

= F C C(X,Y) ist relativ kompakt

@ /st X lokalkompakt oder mit 1.Abz&hlbarkeitsaxiom, so gilt die Umkehrung.
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Anwendungen von Arzela-Ascoli

@ Sei X normierter Raum und X’ = {u; u : X — C stetig und linear }

= By, = {ue X';|jul| <1} C C(X,C) gleichstetig und pktw. relativ kompakt
= By: C C(X, C) 7co- und damit 7-kompakt (Satz von Alaoglu-Bourbaki)

@ Sei U C Coffenund M C O(U) = {f; f: U — C holomorph} beschrénkt, d.h.

sup ||f||x < coVK C U kompakt.
feMm

Mit der Cauchyschen Integralformel folgt, dass M C C(U, C) gleichstetig ist.
= M®cC C(U, C) 7co-kompakt

Sei (Kn)n>0 eine kompakte Ausschopfung von U = Tco = Tc|g(u,c) Wird erzeugt von

= 1 I — gl
dif,g) =S — N —GlK.
(hD =2 5 T4 ir-gin,

n=1

=> Jede Folge in M hat eine kpkt gleichmiBig konvergente Teilfolge (Satz von Montel).
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Vollstéandig regulare Rdume - Definition
Sei (X, t) im Folgenden ein topologischer Raum.

Definition

(X, t) heiBt vollstindig regulir, falls X Hausdorffsch ist und VF C X abgeschlossen
Vx € X\ F gibtesein f € C(X, [0, 1]) mit

f(x)=0 und flg=1

Normal = vollstdndig regular = reguldr. Umkehrungen falsch (Munkres)!

Teilrdume Y C X vollstdndig reguldrer Rdume sind vollstdndig regulér.

Beweis. Sei F C Y abgeschlossenin Y, x € Y\ F. Wegen F = oy

e CX.[01]): flx =1, (x) =0 = f], tuts
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Vollstandig reguldare Rdume - Eigenschaften

Theorem (15.4)
X ist vollstdndig reguldr < X ist Teilraum eines kompakten Hausdorffraums.

Idea: Ist X vollstéandig regulér, so definiert man die gesuchte Einbettung als

j: X=Y="TI 0,1, j(x) = (f()recex,p.1)-
C(X,[0,1])

Corollary (15.5)

Beliebige topologische Produkte vollstdndig reguldrer Rdume sind vollstédndig regular.

Lemma (15.6)
Sei X vollstandig regulér, j wie in15.4 und g : X — R stetig beschrénkt

=31 G: j(X) = R stetigmit Goj=g.

Idee: Firg(X) C [0, 1] l4sst sich g schreiben als Komposition

g: x Lovy=TI 0% r
cX.0.1])
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Kompaktifizierungen

Definition

Sei X ein Hausdorffraum.
@ Eine Kompaktifizierung von X ist ein kompakter Hausdorffraum Z mit X C Z dicht.
@ Z, Z wie in (i) heiBen dquivalent,falls 3h : Zy — Z, Homdomorphismus mit h|x = id.

@ Z wie in (i) hat Fortsetungseigenschaft (FE), falls Vf : X — R stetig beschrinkt
3 Fortsetzung zu F € C(Z,R).

@ X hat eine Kompaktifizierung < X ist vollstandig regulér.

@ Die Einpunktkompaktifizierung und [0, 1] sind nicht &quivalente
Kompaktifizierungen von (0, 1).

Sei Z eine Kompaktifizierung von X mit FE und K ein kompakter Hausdorffraum
= Vf e C(X, K) gibt es eine eindeutige Fortsetung F € C(Z, K).
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Eindeutigkeit von Kompaktifizierungen mit FE

Theorem (15.9)

Je zwei Kompaktifizierungen von X mit FE sind dquivalent.

Corollary (15.10)

Sei X vollstdndig reguldr. Identifiziert man X mit j(X) vermége der Einbettung

jiX=vy= T [011 )= (),
CX,[0,1])

so ist j(X) die bis auf Aquivalenz eindeutige Kompaktifizierung von X mit FE.

Definition (15.11)

Fiir X vollstindig regulir nennt man B(X) := j(X) die Stone-Cech Kompaktifizierung von X.
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Stone-Cech Komaktifizierung: Eigenschaften

Corollary (15.12)

Sei X vollstdndig reguldr und K ein kompakter Hausdorffraum.
=V f € C(X, K) 3! eindeutige stetige Fortsetzung F € C(B(X), K)

Theorem (15.13)

Seien X, Y vollsténdig regulér.
e V f e C(X,Y) 3 eindeutige stetige Fortsetzung 3(f) € C(B8(X), B(Y))-

@ Z Kompaktifizierung von X = 3lq € C(B(X),Z) mit g(x) = x Vx € X.
Die Abbildung q ist surjektiv.

Idee: Wahle q als stetige Fortsetzung der Inklusion i : X < Z
= q ist surjektiv als Abbildung mit dichtem abgeschlossenen Bild.
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Banachalgebren = Banachraum + Algebra + || xy|| < ||x||||y]]

C = Cp(X) = {f: X — C stetig, beschrankt} Banachalgebra bzgl. || - ||x

FA
= A¢ = {x : C — C Algebrenhomo. mit x(1) =1} C B¢
ist Tr-abgeschlossen =- (Arzela-Ascoli) m-kompakt.

X vollstandig regular = Verm®ge der topologischen Einbettung
ji X = (De,Tr), X ex <€x(f) = f(X))
wird (A¢, 7= ) zu einer Kompaktifizierung von X mit FE: Fir f € C = Cp(X) definiert
f:Ac—C, 1) =x() (=" f(x)
eine stetige Fortsetzung von f. Also kénnte man definieren

B(X) = Ac,yx) <Strukturraum der Banachalgebracb(X))
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Warum Homotopietheorie?

Wie kann man eine offene Kreisscheibe und einen offenen Kreisring

topologisch unterscheiden?

Beide sind normal, lokalkompakt, metrisierbar, zusammenhéngend, ...

Aber ihre Fundamentalgruppen sind verschieden!
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Homotopien

e X

Unter einem Weg in X (von xgnach x) verstehen wir eine stetige Abbildung v : I — X
(mit v(0) = xo und v(1) = xq ).

Seien im Folgenden X ein topologischer Raum,/ = [0, 1] und xp, X1,

Definition (16.1)

@ Eine Schleife in X ist ein Weg mit~(0) = (1) (= Basispunkt der Schleife).
@ Wir schreiben ex, fiir den konstanten Weg ex, = Xo.

@ Wege o, heiBen weghomotop (geschrieben: vy ~ 1), falls 3 Homotopie von
Yo nach~; , d.h. H: I x | — X stetig mit

H(70) = "0, H(7 1) =M H(Ov ) = 70(0)7 H(17 ) = 70(1)'

@ Eine Schleife v heil3t nullhomotop, falls 3a € X mit v ~ e,.

Statt weghomotop sagen wir im Folgenden einfach homotop.
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Homotopien: Eigenschaften

Lemma (16.2)

, . . F G .
Seien g, v1,v2 Wege in X und seien vg ~ 1, 71 =~ 2 Homotopien.

e IxI|— X, (s,t)— F(s,1—t) ist eine Homotopie von ~; nach .

@ o und > sind homotop vermége H : | x | — X,

H(s, ) = F(s,2t) fiir (s, t) € I x [0,1/2],

H(s, t) = G(s,2t — 1) fir (s, 1) € | x [1/2,1].

o ~ definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege von xy nach x;.

Die Homotopieklasse eines Weges ~ : | — X von X nach x; ist definiert als
[v] = {6; 6 Wegin X mit § ~ ~}.
Fir die Menge der Homotopieklassen aller Wege von xp nach x; schreiben wir

W(xo, x1) = {[a]; o Wegin X von X nach x1}.
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Verknipfungen von Wegen

Definition (16.3)
Seien «, 3 Wege in X mit «(1) = 3(0). Wir nennen die Wege a x 3, ™ : | = X,
a* B(s) = a(2s) fiir s € [0,1/2], a*B(s) = B(2s — 1) fir s € [1/2,1],

a 1= X, a (s)=a(l —5)

die Hintereinanderausfithrung von v und 3 bzw. die Umkehrung von a.

Theorem (16.4)

Seien a, o', B, 8',v Wege in X mit (1) = 8(0) und B(1) = ~(0).
@ a:a’undﬁ:ﬁ’ = a*ﬁ:a/*ﬁ’,

Q@ (axpB)xy=ax(Bxv)

@ o:1—Istetigmitp(0) =0undp(1)=1 = a~aop.
Q@ Q% €4(1) = O == €4(0) * O

@ axa” ~e, unda™ xa > e.q).

A\
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Fundamentalgruppe

Corollary (16.5)

Fiir xy, X1, Xo € X erhalten wir eine wohldefinierte Verknipfung

* 1 W(xo, x1) X W(xq, %) = W(xo, X2), [a] * [8] = [a * A].

Es gilt:
o ([a] +[8]) * [v] = [e] * ([8] * [7]),

® [a] x[eqn)] = [a], [€ao)] * [a] = [a],

® [a] x[a7] = [eq()], [@7 ]+ [a] = [ea(n)]-

Insbesondere ist W(xg, Xp) mit der Verkniipfung = eine Gruppe.

Definition (16.6)

Fiir Xxo € X nennt man
U (X’ XO) = (W(X0)7 *)

die Fundamentalgruppe von X zum Basispunkt Xg.

Beispiel: X C R" konvex = (X, xo) trivial (= {0})
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Fundamentalgruppe: Eigenschaften

In wegzushgden Raumen ist die Fundamentalgruppe unabhéngig vom Basispunkt.

Theorem (16.7)

Jeder Weg 3 von xy nach xq induziert einen Gruppenisomorphismus

t{(B) : m (X, x1) = m(X, X0), [o] = [B] * [@] * [87].

Stetige Abbildungen f : X — Y induzieren Homorphismen =1 (X, x) — (Y, f(x)).

Theorem (16.9)

f: X — Y stetig zwischen topologischen Riumen mit f(Xp) = ¥o

= f:m (X, %) = m(Y, %), [a] = [foa] Gruppenhomomorphismus

fela] + [8]) = [fo (ax B)] = [(fo a) x (fo B)] = f([a]) * ([8])
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Homotopieaquivalenzen

Die Fundamentalgruppen sind invariant unter Homotopieé&quivalenzen.

Zwei Abbildungen fy, fi : X — Y zwischen topologischen Raumen hei3en homotop
(f ~g), falls IH : X x I — Y stetig mit

H(-,0) = fy, H(-1) = f,.

Definition (16.11)

X undY heiBen homotopieiquivalent
& IfF: X —> Yundg: Y — Xstetigmitgo f ~idy und fo g ~ idy.

In diesem Fall heiBt f Homotopieidquivalenz zwischen X und Y und g homotopieinvers zu f.
V.

Theorem (16.12)
f : X — Y Homotopiedquivalenz mit f(Xo) = yo-

= f. : m(X, X0) = ™ (Y, Yo) Gruppenisomorphismus

N,
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Uberlagerung - Definition

Seien E, B topologische Raume.

Definition (17.1)

p : E — Bistetig, surjektiv heift Uberlagerung :< Vb € B
—1
J offene U € U(b) und disjunkte offene Vo, C Emit P (U) = U, Vo 50, dass

p: Vo — U Homdomorphismen sind Ver.

=il
Wir sagen, U wird iiberlagert durch p und nennen die Mengen V,, die Blitter von p (U).

Seip : E — B eine Uberlagerung.
—1
@ Vb ist die Relativtopologie von E auf p ({b}) diskret

@ p ist ein lokaler Homémorphismus, d.h. Vx € E 3 offene V € U(x), U € U(p(x))
so, dass p : V — U ein Homémorphismus ist.

Wabhle in (i) zu b = p(x) Vo mit x € V,, und U € U(b) wie in Def. 17.1.
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Hochhebung von Wegen

Examples (17.3)

Sei S' = {e'; t € R}. Damnistp: R — S', t — €27 eine Uberlagerung.

Sei p : E — Bim Folgenden eine Uberlagerung.

Definition (17.5)

Sei f : D — B beliebig. Ein Lift von f unter p ist eine Abb. F : D — E mit

poF =f.

Theorem (17.6)

Seien by € B und ey € E, mit p(ey) = by. Isty : | — B ein Weg mitv(0) = by, so
existiert ein eindeutiger stetiger Lift5 : | — E von~y mit%(0) = ep.




Uberlagerungen

000e00000
Beweis von 17.6

Sei B = Jy¢y U offene Uberdeckung durch von p liberlagerte Mengen U.

= (Lemma17.4) 30=f < ... <th=1und Uy,...Up € U mit

Y[t t]) C Ui Vi=1,...n
Seiie {1,...,n} so, dass 3! stetiger Lift 5 : [0, _1] — E von yp;_,) mit 7(0) = eo.
—1
Sei p (Uj) = Uyea Vo und seien p : Vo — U; Homéomorphismen Yo

g mit F(ti_) € Vag
Ist7 : [0, 1] — E stetiger Lift von g 1), SO ist

A([ti—1, ] € | Va
a€A
zusammenhangend mit 5(ti_1) € Vq,

= A([tiz1, 4] C Vg

= (1) = (Plv,,) " oA V EE [tig, t]-
Umgekehrt definiert dies einen stetigen Lift von ~ auf [0, £].
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Existenz stetiger Lifts

Definition (18.1)

Eine Uberlagerung p : E — B heifit universell, falls E einfach zusammenhingend ist.

Sei p : E — B eine Uberlagerung mit p(eg) = by. Fiir einen Weg ~ : | — B mit
~(0) = by sei 4 : | — E der eindeutige stetige Lift mit 5(0) = ep.

Theorem (18.2)

Sei Y einfach zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend.

-1
= Vf:Y — BstetigVyy € f ({bo}) 3! stetiger Lift F : Y — E von f mit F(yp) = €p.

Eindeutigkeit: Seiy € Y
Bis auf Homotopie 3! stetiger Weg o : | — Y von yy nach y
= (foa)™ ist eindeutig bis auf Homotopie.

Fur F wie im Satz ist F o o = (f o a)™ und daher

F(y)=Foa(l)=(foa)~(1).



p:(E,e0) = (B,bo), f:(Y,%)— (B,bo), F:(Y,y)— (E, &)

Existenz: Umgekehrt definiert
F:Y—=E, F(y)=(foa)~(1) (o Wegvon yy nach y)

einen Lift von f mit F(yp) = ep. Wir zeigen, dass F stetig ist:

Seiae Y,V eU(F(a))so,dass p: V — p(V) € U(f(a)) ein Homdomorphismus ist.
= 3 W e U(a) wegzshgd. mit f(W) C p(V)
Seiy € W. Wéhle Wege § : | - Wvonanachy, «:/— Y von yy nach a
p=(plv)~" o fod iststetiger Lift von f o & mit p(0) = F(a)

Wegen
p((foa)” xp)=(foa)*(fod)="Ffo(axd)

ist (o x 4 ist ein Weg von yg nach y)

F(y)=(foa)™ xp(1) = p(1) € V.



Existenz und Eindeutigkeit von universellen Uberlagerungen

Corollary (18.3)
Sei B lokal wegzshgd. undp : E — B und p’' : E’ — B universelle Uberlagerungen.

= 3 Homéomorphismus h: E — E' mit p’ o h=p.

Ein topologischer Raum X heif3t semilokal einfach zusammenhangend, falls

Vx € X 3U € U(x) so, dass jede Schleife v : / — U homotop in X ist zu e, (q)-

Theorem (18.5)

Sei B wezshgd., lokal wegzshgd., semilokal einfach zushgd. und sei by € B.

o —1
= VH C (B, bg) Untergruppe 3 Uberlagerungp : E — Bundey € p ({bo})
mit E wegzshgd. so, dass px (m (E, eo)) = H.

Da p. : m1(E, &g) — 1 (B, by) injektiv ist (Aufgabe 32), folgt , dass jeder toplogische
Raum B wie in Theorem 18.5 eine universelle Uberlagerung besitzt.

Insbesondere gilt dies flr jede zushg'de (< wegzshg'de) differenzierbare Mfkt. B.



Theorem 18.5: Beweis

I. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf

X ={a; a: 1 - BWeg mit a(0) = by}
durch

a~fB:ea(l)=81)und[axB"]e H
Sei E = X/ ~ und o# die Aquivalenzklasse von a € X. Es gilt:

@ Bwegzshgd. = p: E — B, p(a#) = (1) surjektiv
Qa~f m>a~p
@ a~ pundd§(0) =a(l) = (a*xd) ~(8=*7),denn

[(axd)x(Bx8)"]=[(axd)x (6~ «B7)]=[axp"]cH

@ B~axd = B*xd ~a



Theorem 18.5: Beweis

Il. Fir oo € X, U € U(a(1)) offen und wegzusammenhéngend sei
B(U, @) = {(a x8)*; §: | — Uist ein Weg mit §(0) = a(1)}
Dann gilt:
@ o € B(U,a) und p(B(U, o)) = U
@ Zwei Mengen der Form B(U, o) und B(U, ) sind gleich oder disjunkt.
Die Mengen B(U, «) bilden die Basis einer Topologie  auf E:
5% € B(U,a1) N B(Uz, az)
= 3U(B(1)) > V C Uy n U offen, wegzshgd.
= p* € B(V,B) C B(Uy, B) N B(Uz, B) = B(Us, 1) N B(Uz, a2).
Die Abbildung p : (E, ) — Biist surjektiv, offen (klar) und stetig:

W e U(p(a™)) = FU(a(1)) 3 U C W offen, wezshgd. = p(B(U,a)) = U c W.



Theorem 18.5: Beweis

Zur Erinnerung: Fir a € X, U € U(a(1)) offen, wegzusammenhéngend ist:
B(U, @) = {(a x8)*; 6 : | — Uist ein Weg mit §(0) = a(1)}
Wir zeigen, dass p : E — B, a# — (1) eine Uberlagerung ist: Seiy € B =
3 U € U(y) offen, wegzshgd. : V¥~ Schleife in U mit Basis y isty ~ e, in B
Dann gilt:

—1

e p (U)=U(B(U,); a:1— BWegvon by nach y)

@ p: B(U,a) — UHomdomorphismen Vo : | — B Weg von by nach y).
Zum Abschluss des Beweises zeigt man, dass E wegzshgd. ist

aeX = a: |- E, t a-t)# istein Weg von e/ nach o#

bo
und dass p.«71(E, efjé) = Hist
ofaleH = [a]€m(E, ef)mitp.([a]) = [pod] = [o]

@ [y] € m(E, ezt) Setze a = po~y ;= =, & stetige Lifts von a mit Anfangspkt ezz

o oy=d = o[#:54(1):y(1):’y(0):e;f0 = p:bl=lo] = [axe, ] € H.
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