Aufgabe 1 (8 Punkte)

Bestimmen Sie die Losungsmenge in R (in Abhéngigkeit von a € R) des folgenden linearen
Gleichungssystem:

211 + axg + 63 = 4,
axri + 4xs + ars =1,
—2x9 + 4dx3 = 3.

Losung. Wir schreiben das lineare Gleichungssystem zunéchst in Matrizenschreibweise:

2 a 6|4
a 4 al|l
0 —2 4|3
Wir fithren nun den Gaufsalgorithmus durch:
2 a 6|4 2 a 6 4
a 4 af1] 20 8—0? —4a|2-4a
0 —2 4|3 0 -2 4
2 a 6
el o g 4 3
0 8—a® —4a|2—4a
IIT—2ITT+(8—a?)II 2 a 0 4
o -2 4 3
0 0 —4a®>—8a+32|—3a%—8a+ 28

Die Diskriminante der Gleichung —4a? —8a+32 = 0 (Hinweis: Hier wiire es sinnvoll zuerst
durch —4 zu teilen. Dann wird die Diskriminante auch viel kleiner.) ist

D= (-8)2—4-(—4)-32=064+512=576 >0,

sodass wir die abc-Formel verwenden kénnen. Damit erhalten wir die Losungen

—8 4+ 4576 —8+424 —8—VH76 —8—-24
a=— = =2 oder a=— = = 4.
2-(—4) 8 2-(—4) 8

Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

(i) a = —4: Das LGS lautet nun

2 -4 6|4
0 =2 4] 3
0 0 0]12

Da die letzte Zeile nie erfiillt sein kann, erhalten wir

L.,=0.



(ii) @ = 2: Das LGS lautet nun

2 2
0 -2
0 0

Wir wihlen nun x3 € R beliebig und erhalten mit der zweiten Zeile

O =~ O

4
3
0

1
3= (-2)372 +4x3 & —2x9 =3 — 43 & 19 = —5 (3 — 45(}3) .
Die erste Zeile liefert

4 =21 + 229 + 623 = 227 — (3 — 4a3) + 623 = 221 — 3 + 1023
& 21 =7 — 1023

1
<:>ZL’1:§(7—10Z‘3),

sodass wir die Losungsmenge

(7 —10z3)
ILQ: —%(3—41'3) ) Z’gGR = —

X3

N |~1
|
Ot

N

+ x3 2 ;.’I?gER

=)
—

erhalten.

(iii) @ # —4 und a # 2: Wir kénnen —4a* — 8 + 32 = —4(a + 4)(a — 2) nach Vorlesung
7, Folie 19 schreiben. Die Diskriminante der Gleichung —3a? — 8a + 28 = 0 lautet

D = (—8)* —4-(—3)28 = 64 + 336 = 400 > 0,
sodass die Losungen

—84+v400 —8+420 —8—v400 —-8-20 14

— = =2 oder a=-— = = ——

2-(=3) 6 2-(-3) 6 3
sind. Also gilt wieder mit Vorlesung 7, Folie 19

a =

14

—3a®> —8a+28 = —3(a — 2)(a + 5

).

Die dritte Zeile lautet nun

(—4a* — 8 + 32)w3 = —3a® — 8a + 28
—3a® —8a+28 —-3(a—2)(a+ %) _§a+13—4

& = — _
BT A2 —8+32 4@+ d)a—2) 4dat4
_3a+4—4+%_ﬁ31+2 1\ 3, 11
4 a+4 4 3a+4) 4 2a+4
Die zweite Zeile liefert
2 1
3=-2 4oy = —2 3+ —— & 209 = — S Ty =
T + 4x3 To + +a~|—4 T P T P
und die erste schliellich
a 9 3 9 a+3
4 =2 6xs3 = 2 — 4+ - =9 Z
1 a0 x1+a+4+2+a+4 x1+2+a+4
o9 1 a-+3 1 14 1 3+ 1
rTHT = —— — = —_—— = _ ——
! 2 a+4 2 a+ 4 2 a+4
3 1 1
S r=———

4 2a+3
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Aufgabe 2 (2+4+1=7 Punkte)

(i) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix

7T =2 =3
A=\ -5 1 2
-3 1 1

und folgern Sie, dass A invertierbar ist.

(ii) Bestimmen Sie A~
Hinweis: Alle Eintrige von A~' sind ganzzahlig.

1
(iii) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit b = ( 2 ) .
3

Losung. (i) Wir entwickeln nach der ersten Zeile:
1 2 -5 2 -5 1
det(A) = 7det( 11 ) - (—Q)det( 3 ) +(—3)det< 31 )
= 7(—1) +2(1) — 3(=2) = 1 £ 0.
Damit ist A invertierbar.

(i) Wir fithren den Gaufalgorithmus auf beiden Seiten durch:

7 =2 =31 0 0 7T -2 =31 00
-5 1 2|0 1 0 | 2= 3 —1|5 7 0 | =R
301 1100 1) memmmsr \ g 1 olg o 7
7 =2 =31 0 O 7T -2 =3/ 1 0 O
0 -3 —1|5 7 0 SN 0 -3 —11 5 7 0 I—I+311T
0 0 714 7 21 0 0 1 |-92 -1 _g ) =i+
7 -2 0]-5 -3 -9 7 -2 0|-5 =3 -9
0303 6 —3|—=(0 1 0 -1 -2 1 |2
0 0 1/-2 -1 -3 0 0 1/-2 -1 -3
70 0|-7 -7 -7 100/-1 -1 -1
610{-1 -2 1 |]—=(101°O0-1 =2 1
00 1|-2 —1 -3 00 1/-2 -1 -3
Damit gilt
-1 -1 -1
Alt=| -1 -2 1
-2 -1 =3
(iii) Es gilt
—6
r=A"=| -2



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Bestimmen Sie alle (komplexen) Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren der Ma-
trix
2—1 0 0
B = 1 -3 1—1
1 0 241

Lo6sung. Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom:

A—(2—i) 0 0
det(AE3 — B) = det —1 A+3 =141
1 0 A—(2+19)

:(/\—(Z—i))det()\—g:s Ajl(;fi))

=A=E2=1))A+3)(A=(2+1),
wobei wir nach der 1. Zeile entwickelt haben. Damit sind die Eigenwerte 2 — ¢, —3 und

2+ 1.
Zu 2 —1: Mit dem Gaufalgorithmus erhalten wir

0 0 0 0
—i 5—i —1+ Ll 0 5—i =340 | —
—1 —21 —1 0 —21
1 0 2 1 0 2
—1+i —3+2i
01 = 01 =%
00 O 00 O
21
Damit sind die Eigenvektoren Vielfache von 731221'
—1
Zu —3: Mit dem Gaufalgorithmus erhalten wir
—5+1 0 0 ' 1 0 0
—i 0 —144 | =L 0 0 —246 | T2
-1 0 —5—1 -1 0 —-5—1
1 0 0 1 00
00 1 - 00 1
0 0 —5—1 000
0
Damit sind die Eigenvektoren Vielfache von | 1
0
Zu 2+ 1: Mit dem Gaufalgorithmus erhalten wir
2i 0 0 4 0 0 0
—i 54—l | SR 5+i —1+i | —
-1 0 0 o -1 0 0

10 0 10 0
01 x| =01 =2
00 00

5414 13

0 0



0
—243i
13
-1

Damit sind die Eigenvektoren Vielfache von



Aufgabe 4 (3+4=7 Punkte)

Bestimmen Sie alle (komplexen) Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen:

(i) 22+ 2(6 — 40) + 9 = 12i,

(ii) 2*+822+7=0.

Losung. (i) Die Gleichung ist dquivalent zu
2426 —4i)+(3-20)°=-9+12i+ (3 —2i)> = -9+ 12 +9—12i —4 = —4

und damit zu
(24 (3—2i)* = —4.

Damit ergeben sich die zwei Losungen

2 =2—(3—2)=—-3+4i und z=—2i—(3—2)=—3.

(ii) Wir benutzen die Substitution u = 2%, sodass
u? +8u+7=0.

Dies ist dquivalent zu
u? + 8u + 4% = —7 4 42

und damit zu
(u+4)*=09.

Damit erhalten wir die Lésungen
up=3—4=—-1 und uy=-3-—-4=-"7.
Durch Riicksubstitution erhalten wir

=1, 29=—1i, z3=+Ti und z4=—VTi.



Aufgabe 5 ((24+2)+1+(3+2)=10 Punkte)

(i) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

k=1

>~ 3k 45k —7
b Lot
();;4M+4H+9

(ii) Existiert der Grenzwert
I k! 0
Falls ja, geben Sie den Grenzwert an.

Hinweis: Benutzen Sie Teil (a) aus (i).

(iii) Bestimmen Sie den Reihenwert der folgenden Reihen:

Losung. (i) (a) Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium, da

g (kD Bk \VE+1 1 Ll
Eoo K (kDM \E+1 k+1_(1+%)’f e
fiir £ — oo.

(b) Die Reihe divergiert, da
Bk 45k—7 K3+ p -5 3tgp o
AR+ 42 +9 K4+ 5+ % 4+ 5+ 5

3
- #£0
— 1 =+
fir £ — oo. Damit ist das Trivialkriterium nicht erfiillt und die Reihe kann

nicht konvergieren.

(ii) Da die Reihe in (i) (a) konvergiert, existiert nach dem Trivialkriterium der Grenz-
wert und ist gleich 0.

(iii) (a) Sei N € N*. Es gilt:

DILENEES S B A L
~k(k+3) 34 k(k+3) 3 k(k+3) 3 ko k+3

k=1 k=1 k=1

1 (X1 1 1 (X1 &2
(B eks) s (X
:10+1+1_ 11 )

3 23 N+1 N+2 N+3
E_l<1 L 1)%2

18 3\N+1 N+2 N+3 18

fiir N — oo.



(b) Es gilt




Aufgabe 6 (6 Punkte)
Untersuchen Sie die Funktion

(x —2)(x+2), firze (—o0,0],
[fR=R, z+— xln(x) —4, fir x € (0,1),

er, fir z € [1, 00)

in jedem Punkt ihres Definitonsbereichs auf Stetigkeit.

Losung. Auferhalb von 0 und 1 ist f stetig.
Zur Stetigkeit in 0: Es gilt

lim(z — 2)(x+2) =—4=1(0)

und

limzIn(z) — 4 = —4,
x]0

sodass f in 0 stetig ist.
Zur Stetigkeit in 2: Es gilt

limzin(z) —4=—-4+# f(1) =e,

11

sodass f nicht in 1 stetig ist.



Aufgabe 7 (6 Punkte)

Bestimmen Sie alle Extrema der Funktion

1
fTR—=R, x— (x— 5) e~ (@17,

Wo ist f streng monoton wachsend, wo streng monoton fallend?

Losung. Die Ableitung berechnet sich fiir z € R zu

fllz) =e @D 4 <I - %) e @)@z —1) = e @V (14 (=22 + 1) (z — 1))
= ¢ (-1’ (1-22"+22+2—1) = e g (=22 + 3).
Die Nullstellen von f’ sind demnach 0 und % Weiterhin gilt
f'(-1)<0, f(1)>0 und f(2)<0.

Damit besitzt f in 0 ein lokales Minimum und in % ein lokales Maximum.
Auf (—o0,0] und [2, 00) ist f monoton fallend, auf [0, 3] ist f monoton wachsend.



Aufgabe 8 (3+5=8 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
9
(i) / vV +9 dz,
0

(ii) /0 " e sin(z) da.

Losung. (i) Wir benutzen die Substitution u(z) = x+9, sodass u/(z) = 1 und erhalten

9 9 18
/x\/x+9dx:/ (u(z) —9) u(a:)u'(x)dx:/ (t—9)Vt dt
: 018 3 1 2 5 3 189
:/ t2 — 9tz dt = {—tz —6t2}
9 5 9
— 2183 618} — (20% —6. 0}
5 5
2 5 3 2 5 3
:5(3\/5) —6-(3v2)° - =3 =63

2 18
:—35-4-\/5—6-33-2-\/5—33(——6)

5 5
- 3; (72\/5—60\/§+ 12)
=%<x/§+1).

(ii) Wir benutzen partielle Integration und erhalten

/7r e "sin(z) do = [—e™" sin(:ﬁ)};r + /7T e “cos(z) dz

0 0
= [ cos(x)}g - /7r e “sin(x) dx

0

=e "+1-— /ﬂ e “sin(z) dz,
0
sodass durch umstellen

(67” + 1)

N —

/ e “sin(z) de =
0

gilt.



