Aufgabe 1 (8 Punkte)

Bestimmen Sie die Losungsmenge in R (in Abhéngigkeit von a € R) des folgenden linearen
Gleichungssystems:

433’1 + 21’2 + 31’3 = 1,
To +arz =1,

ars + 3 = —1.

Losung. Wir schreiben das lineare Gleichungssystem zunéchst in Matrizenschreibweise:

4 2 3|1
01 al| 1l
0 a 1]-1

Wir fiihren nun den Gaufalgorithmus durch:

42 3] 1 40 3—2a] -1
01 al1 | 222220101 a 1
0 a 1 _1 II1T—I1II—all 0 0 1_a2 —1—CL

Wir machen nun eine Fallunterscheidung:
a = —1: Wir erhalten:

40 5 |-1 10 2|-3
01 —-1]1 -1 01 —-1] 1
00 01]0 00 010
Damit ist die Losungsmenge
-3 g
L= 14 25 s x3 €R
T3

a = 1: Die letzte Zeile ist nicht losbar, d.h. die Lésungsmenge ist leer.
a # —1 und a # 1: Wir erhalten aus der letzten Zeile

—1—a_ 1
1—a2  1-—a’

T3 =

sodass mit der zweiten Zeile

To=1—axs3 =

folgt. Mit der ersten Zeile ergibt sich schlieklich

1 1 3—2a 1/2—a
.131—1—1(—1—(3—201)1’3)—1(—14‘ 1_@)—1(1_a>,

also gilt fiir die Losungmenge




Aufgabe 2 (2+4+1=7 Punkte)

(i) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix

5 4 —1
A=16 5 =2
2 2 -1

und folgern Sie, dass A invertierbar ist.
(ii) Bestimmen Sie A~

Hinweis: Alle Eintrige von A~' sind ganzzahlig.

3
(iii) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit b = ( 2 ) .
1

Losung. (i) Wir entwickeln nach der ersten Zeile:
5 —2 6 —2 6 5
det(A):5det(2 _1>—4det(2 _1)+(—1)det<2 2)

=5(—5+4)—4(—6+4)—(12—-10) = -5+8—-2=1#0.
Damit ist A invertierbar.

(ii) Wir fithren den Gaufalgorithmus auf beiden Seiten durch:

54 —-1(1 00 54 -1} 1 00
65 2010 | 2101 —4|-65 0 | 2,
9 2 _1lo o 1 /) M2t \ gy 3l 9 o 5
5 4 -1 1 0 0 54 -1 1 0 O
01 -4/-6 5 0]—=>[01 -4|-6 5 o |2,
00 5|10 —10 5 00 112 —21 II—II+4111
54013 -2 1 5 0 0/-5 10 —15
01 0l2 -3 4|22 1010l2 -3 4 .
0012 =21 0012 -2 1
100/-1 2 -3
0102 -3 4
0012 -2 1
Damit gilt
-1 2 =3
Al=1| 2 -3 4
2 -2 1
(iii) Es gilt
-2
r=A"1= 4



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Bestimmen Sie alle (komplexen) Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren der Ma-
trix

5 0 1+2¢
B = 0 4 0
1-2: 0 1

Lo6sung. Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom:
A—=5 0 —-1-2¢
det(AE3 — B) = det 0 A—4 0
—1+2: 0 A—1

] (P

= (A= 4) (A=5)(A=1) = (=1 —2i)(~1+2i))
=(A—4) (N =6XA+5-5)

= (A=A = 6),

wobei wir nach der 2. Zeile entwickelt haben. Damit sind die Eigenwerte 0,4 und 6.
Zu 0: Mit dem Gaufalgorithmus erhalten wir

) 0 —1—2 , -5 0 —-1—-2
IIT—5I11—(—142i)I1T

=(A—-4

0 —4 0 0 —4 0 —
—1+2: 0 —1 0 0 0
1 0 14+2¢
5
01 0
00 O
142i
5
Damit sind die Eigenvektoren Vielfache von 0
-1
Zu 4: Mit dem Gaufalgorithmus erhalten wir
-1 0 —1=2 ITT—TIT+(—1+42i)IT1 DR [——8I4+(—1—2i) 11T
0 0 0 SN oS,
—1+2¢ 0 3 0 O 8
8 0 0 1 00
000]—=1000
0 0 8 001
0
Damit sind die FEigenvektoren Vielfache von | 1
0
Zu 6: Mit dem Gaufalgorithmus erhalten wir
1 0 —1—2¢ L I an T 10 —1—-2¢
0 2 0 L Lo 2 o =
—1+2i 0 5 0 0 0
1 0 —1—2;
01 0

0 0 0



—1—-2
Damit sind die Eigenvektoren Vielfache von 0



Aufgabe 4 (3+4=7 Punkte)

Bestimmen Sie alle (komplexen) Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen:

(i) 2%+ 2(8 + 2i) + 8 = —24,

(i) 24 +2:2—-3=0.

Losung. (i) Die Gleichung ist dquivalent zu
P28 +2)+ A +i)=-24-8i+(4+i)’=-24—-8i+16+8 —1= -9

und damit zu
(z+ (4 +1))* = —9.

Damit ergeben sich die zwei Losungen

21 =3i—(4+i)=—-4+4+2i und 2= -3i— (4+i)=—4—4i.

(ii) Wir benutzen die Substitution u = 2%, sodass
u? +2u—3=0.

Dies ist dquivalent zu
u? 4 2u+ 12 =3+ 12

und damit zu
(u+1)=4.

Damit erhalten wir die Lésungen
Uy =2—1=1 und wuy=-2-1=-3.
Durch Riicksubstitution erhalten wir

21=1, 20=—1, 23=3i und 2z, = —V3i.



Aufgabe 5 ((34+2)+(3+2)=10 Punkte)
(i) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

) _1k
@ >

k=1

2k + 8
b S . —
CPITeeie

(ii) Bestimmen Sie den Reihenwert der folgenden Reihen:

o0

1
a
(a) % (k+1)(k+3)’
Hinweis: Beachten Sie den Startindex; Indexverschiebung.

(b) i (9—’c (Qk + 4—’“)) + i 6%.
k=0

Losung. (i) (a) Die Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, da fiir alle £ € N*

vk <1 und limL:O

gilt, d.h. (ﬁ) ist eine monoton fallende Nullfolge. Sie konvergiert hingegen
k=1

nicht absolut, da
S
ko
k=1
fiir « < 1, also insbesondere o = %, nach der Vorlesung divergiert.
(b) Die Reihe konvergiert absolut nach dem Majoranten-Kriterium, da
2k°+8 2K+ 8k 51

< - —
T A4kS 4+ 8Kk2+2 T 4k 2 k?
fiir alle £ € N* gilt und die Reihe

konvergiert.

(ii) (a) Sei N € N. Es gilt:

i\f: 1 _N+1 1 _lN—H 9 _lN—H(l_ 1 )
—(k+1)(k+3) = k(k+2) 24 k(k+2) 24\k k+2
B N NZH 1 N+3 1
B k k
k=1 k=3

N~ N

fiir N — oo.



(b) Es gilt

+
6 123
5

36

1 —
9

35

+ ot

7



Aufgabe 6

Untersuchen Sie die Funktion

2

g fir € (_0070),
[FR=R, z— qa®+42 -5, firzxel01),
In(x), fir z € [1, 00)

in jedem Punkt ihres Definitonsbereichs auf Stetigkeit.

Losung. Auferhalb von 0 und 1 ist f stetig.
Zur Stetigkeit in 0: Es gilt mit der Regel von L’Hospital
22 2x

lim =lim— =0 # —5 = f(0),

=0 e — 1 210 eT

also ist f in O nicht stetig.
Zur Stetigkeit in 1: Es gilt

li%la:?’ +42-5=0=f(1)=In(1) = liﬁlln(m),

sodass f in 1 stetig ist.

(6 Punkte)



Aufgabe 7 (6 Punkte)

Bestimmen Sie alle Extrema der Funktion
N
ffR>R z— <1—61_I) .

Wo ist f streng monoton wachsend, wo streng monoton fallend?
Hinweis: Vorzeichentabelle.

Losung. Die Ableitung berechnet sich fiir z € R zu

f(z) =2 (1 - 61_12) (—el_m2> (—2z) = 4ze' ™ (1 — 61_12)
Die Nullstellen von f’ sind demnach —1,0 und 1. Weiterhin gilt

—8e 3 (1 — 6_3) <0

\.1
~~
|
[\
~—
Il

Damit besitzt f in —1 ein lokales Minimum, in 0 ein lokales Maximum und in 1 ein lokales
Minimum.
Auf (—oo,—1] und [0,1] ist f monoton fallend, auf [—1,0] und [1,00) ist f monoton
wachsend.



Aufgabe 8 (4+3+1=8 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

(i) /1 " In(a) dx,

(i) /0 sin(z) + 2 cos(x) da.

cos(z) + 2sin(x)

Losung. (i) Wir benutzen die Substitution u(z) = —2, sodass v/(z) = - und erhalten

I
—
\
=3
S
x
D
n
o
~

In(3)
+1—1In(2)
€ ] —In(3)

— efln(Q) — e In(3)

11 1
2 3 6

(ii) Wir benutzen partielle Integration und erhalten

N 1 R B A |
/ 2 In(z) dor = {—x?’ ln(x)} - —/ 3= da

1 3 . 31
1

|
Q)
w
|
| =
»—\
o
8
o
o
8

Ol W|l— W
o aQ
w w
+ |
O RO = W
' —~
Q)
w
|
[S—y
N—

(iii) Da die Grenzen iibereinstimmen, ist das Integral gleich 0.



