Aufgabe 1 (8 Punkte)

Bestimmen Sie fiir alle ¢t € R die Losungsmenge L; C R3 des linearen Gleichungssys-

tems
1 1 2—1\ [z 9
t =1 20—2] 2| =10
3 3 5t—3/ \u3 6
Losung. Wir fithren den Gaufs-Algorithmus aus:
1 1 20—1]2 11 2% —1 9
t -1 2t—2|o] L2 g —p—1 —2243t—2| -2
3 3 st—3|6) MBI\ —t 0

(i) t =0: x3 € R beliebig. Mit der 2. Zeile folgt dann
—x9 — 2x3 =0,
sodass x9 = —2x3. Mit der 1. Zeile erhalten wir
1+ (—2x3) — w3 = 2,

also x1 = 2 4 3x3. Insgesamt ergibt sich

2 3
Lo = Ol +x3|—-2] ; x3€eR
0 1

(i) ¢ # 0: 3 = 0. Mit der 2. Zeile folgt dann
—(t+ 1)z = —2t.

(a) t=—1: ]L_l = (Z)
(b) t# —1: x9 = 2t/(t + 1). Mit der 1. Zeile erhalten wir

fiir alle t € R\ {—1,0}.



Aufgabe 2 (2+4+1=7 Punkte)

(i) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix

2 2 -1
A=13 2 0
1 1 -1

und folgern Sie, dass A invertierbar ist.
(i) Bestimmen Sie A~1.
(Hinweis : Alle Eintrige von A~" sind ganzzahlig.)
-1

(iii) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Az =bmit b= | 0
1

Losung. (i) Es gilt mit der Regel von Sarrus
det(A) =2-2-(=1)+2:0-14+(=1)-3-1-2:0-1-2-3-(=1) = (=1)-2-1
= —4-346+2=1#0.
Damit ist A invertierbar.

(ii) Wir benutzen das Gaukverfahren:

2 2 —1|1 0 29 2 —1]1 0 0
32 00 1 of E=2IB g 9 3]-3 2 0
11 —1]0 o 1) "= \g o _—1]-1 0 2
2 2 0] 2 0 -2
I—I1—-1II 0 —2 0 6 2 6
II—I1+3I111 0 0 1| -1 O 9
29 0 0 ]-4 2 4
2 g 9 0 | —6 2 6
0 0 —1|-1 0 2
100/=2 1 2
(o103 -1 =3
0011 0 -2

Also gilt

(iii) Es gilt



Aufgabe 3 (8 Punkte)
Sei

1 4 -2
A=1|1 0 0
2 2 -1

(i) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.

(ii) Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor.

Losung. (i) Wir berechnen zunichst die Determinante von A — AE3 mit der Regel
von Sarrus:

det(A — AF3) =(1 = A)(=A) (=1 —A) +4-0-2+ (—=2) - 1-2

SN 0241 (=1 —A) = (=2)-(=A) -2
= (= A=A 1+ A) =4+ 444X — 4
= (1= NN+ N

Damit sind —1,0, 1 die Eigenwerte von A.

(ii) Wir berechnen nun die Eigenvektoren.

(a) A=—1:
2 4 — 2 4 =2 2 0 2 1 0 1
11 0| 222010 —2 2 22 (g —2 2] = [0 1 —1
9 o o) H=HISL \o 5 o HISIIHIT \ o g 00 0
Damit ist
1
-1
-1
ein Eigenvektor zum Eigenwert —1.
(b) A=0:
1 4 - 1 4 =2 0 0 10 0
10 0 11111 4 9 I—I+I1 4 2l 5o 1 _%
9 o _qp) HI=HI=20 \ o s o HI=AII=6IT \ o0 g 00 0
Damit ist
0
_1
2
-1

ein Eigenvektor zum Eigenwert 0.



III—II1T1-11

Damit ist

ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.

1
0
2
4 0 -2
I—4I+11 0 4 —2| =
0 0



Aufgabe 4 (3+2+3=8 Punkte)
Bestimmen Sie alle (komplexen) Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen
und schreiben Sie sie in der Form z = = + iy mit x,y € R.

(i) 22 +i(2z —2V/3) = 3,
(ii) 2* =1,

(iii) 2(z+2) =1 — 2i.

Losung. (i) Die Gleichung ist dquivalent zu
2%+ 2iz = 3+ 2V/3i.
Mit quadratischer Ergdnzung ergibt sich
2242z 402 = (2 +10)2 = 2+ 2V/3i = 4’3",

Also gilt
-1
2=2¢%" —i=V3+i—i=+3

oder .
2 =26 —i=—/3—i—i=—V3—2.

(ii) Wir substituieren w = 22 und erhalten

w? = 1.

Damit erhalten wir

w1 = 1,

wy =—1=¢"
und schliefslich

z1 = 1,

29 = —1,

zg =€'2" =1,

3 .
za = e2" = —q.

(iii) Die Gleichung ist dquivalent zu

22+ 2iz=1-—2i.



Mit einer quadratischen Ergénzung ergibt sich
2\ 2 2\ 2 .f
22 + 2z + (;) = (2402 =1-2i+ <2l> = —2j = 2¢i3",
Die Losungen sind damit

=2 = 1 qi—i=—1,
2o = V2T — i =1—i—i=1—2i



Aufgabe 5 (34+2+2+2=9 Punkte)

(i) Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Konvergenz, Divergenz oder uneigentliche
Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren (eigentlichen oder uneigentli-

chen) Grenzwert:

(a) (an)p>1 mit a, = sin(%ﬂ”) fiir alle n > 1,

(b) (bp)n>1 mit by, = <80 fip alle n > 1.
11 ntersuchen dSie die 1o gen €1l e1nen au onvergenz:
i) U hen Sie die folgenden Reihen auf K

217
(a) Ziozl kgmjfklm

oo k2
(b) ZkZI kgjcrk :

Losung. (i) (a) Fiir alle n > 1 gilt

m?+3n+2 nPr+lied oo
n2+1  n2 144
n

Da sin stetig ist, folgt daraus

2
3 2
™M + an + ) n—o0 sin(w) —0.

sin( n?+1
(b) Fiir alle n > 1 gilt
1 < cos(log(n)) < l
n n n
Wegen limnﬁw—% =0 = limn%oo% folgt aus dem Quetschlemma, dass
Timy, 00 <200 — g gl
(ii) (a) Wegen
741 B4 g lt B ase
%207 + k7 %207 1+ k2100 1+ kz%

. 217 . L 217
ist (kkzmif,;)kg keine Nullfolge, also divergiert Y -, %:,37

(b) Fiir alle k > 1 gilt

(h+1°+h+1 38 K +3k+21  1Hi4 551 poee 1
SR K24k K2+k 3 141 3 3

Aus dem Quotientenkriterium folgt, dass > ;- kzl'k konvergiert.



Aufgabe 6 (8 Punkte)

Untersuchen Sie die Funktion

2”“;21“1, falls z €] — 00, 0],
fiRo Rz ¢ &=L falls x €]0, 1],

el cos(f:llﬂ), falls z €]1, oo

in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches auf Stetigkeit.

L6sung. In allen Stellen aus R\{0,1} ist f als Quotient, Summe, Produkt und Verket-
tung stetiger Funktionen stetig.
Weiter gilt

2
¢+ x 0
li =lim ——— =-=0.
:vl;‘%f(x) zI;‘r(l) 2$2 +1 1
und wegen
et 1
lim — = -
z—0 2 2
folgt aus der Regel von L’Hospital, dass lim,_q e;;1 = lim,;_.o % = %, also auch
et —1 1
li =1 = —.
fg J(@) =l =5 = 5

Damit ist f nicht stetig in 0.
(Hinweis : Die Studenten missen hier natirlich nicht ganz so genau sein und dirfen sowohl die Regel
von L’Hospital direkt fir den rechtsseitigen Grenzwert anwenden, als auch einfach

e’ —1 Loet 1

alsli% 2x :31:13%)?:5

schreiben, ohne zuerst die Existenz des zweiten Grenzwerts zu prifen.)

Weiter gilt
e"—1 e—1

lim f(z) = lim

x M1 z /1 2z 2
sowie
e—1 2 —1 e—1
li =1 =1 1
lim f(z) xl\ml 5 cos( 1) = lim cos((xz + 1)m)
-1 -1
= 62 cos(ii\ml(x+1)7r): 62 ,

da cos stetig ist. Wegen f(1) = 612_1 = <51 ist f stetig in 1.



Aufgabe 7 (44-3=7 Punkte)

(i) Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Extremstellen von f: [1,e] — R,z —

.%'2(1 — log(x)). (Hinweis : Es gilt £ > 1.)

(ii) Losen sie das Anfangswertproblem y/(z) = xy(x)?, y(1) = —2.

Losung. (i) Fir alle 2 €]1, e[ gilt

(@) = 22(1 ~log(e) +a*(~ 1)

=2z — 2z log(x) — x = z(1 — 2log(x)).
Wegen 0 ¢]1, e[ gilt f'(z) = 0 genau dann, wenn
1—2log(z) =0

gilt, also genau dann, wenn
1

log(z) = )

oder z = e? gilt. Da die Exponentialfunktion streng monoton ist, folgt aus e =

l1<ez <el , dass tatsdchlich ez € [1,e] gilt.
Weiter sind

fled) = ()2 -3) = se.
f)=1*(1-0)=1,
fle)=e1-1) =

Mit dem Hinweis folgt, dass f sein globales Maximum in ez und sein globales Mi-
nimum in e hat. Damit befindet sich in e2 auch ein lokales Maximum.

(Hinweis : In der Vorlesung stand nichts davon, ob wir Randstellen auch lokale Mazima nennen
wollen [da der Begriff nur fir Funktionen auf offenen Intervallen definiert war|. Wenn jemand
trotzdem 0 oder 1 richtig als lokale Minima identifiziert, ist das natirlich auch ok, verlangen wiirde

ich es zur Losung der Aufgabe aber entsprechend nicht.)

Wir verlangen von den Studenten nur wie sie es in der Vorlesung gesehen haben,
dass sie das Anfangswertproblem formal 16sen. Sie miissen sich also keine Gedanken
iiber den Definitionsbereich von y machen, oder dariiber, ob einzelne Operationen
mit y legitim sind (d.h. ob sie auf dem Bild von y definiert sind).

Wir kénnen die DGL formal zu



oder

1
—dy = zdx
)
umschreiben. Eine Integration liefert
L,
—— =—z c
y 2 "
flir ein ¢ € R oder )
V= —sx2—c
Mit dem Anfangswert folgt
1
-2= y(l) = 71 )
-1-c
also }2:—%—coderc:0.
Damit ist y : R\{0} —» R,z — —x% die Losung des Anfangswertproblems. (Hinweis
: Wie im einleitenden Text angedeutet, wiirde es hier véllig ausreichen, sowas wie y(z) = —1—

§1'

zu schreiben, also nicht auf den Definitionsbereich zu achten.)

10



Aufgabe 8 (2+3 = 5 Punkte)

Berechnen sie die folgenden Integrale:

1 2

Losung. (i) Es gilt

xr2 2

/:L’ng —dz
1

— [<2272]5 + [log 2§

f+x /e\/i z
1

1

= 224241-0

= 2% +3.
(ii) Mit partieller Integration folgt
e (& 1
/ 423 log(z)dz = [z* log(z)$ —/ 2t —dx
1 1 xr
1
= et —0- [t
1 1
== (3¢ = ]
3,4 1
= Ze + Z
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