Aufgabe 1 (8 Punkte)
Bestimmen Sie fiir alle ¢t € R die Losungsmenge L; C R3 des linearen Gleichungssys-
tems

1 3 1 x1 1
0 3 -1 To | =
t 0 ¢ x3 t

Losung. Wir fithren den Gauf-Algorithmus aus:

13 111 1 3 1 1 1 3 1 1
03 —11 IIT—II1T—tI 0 3 -1 1 IIT—IIT+tI1 0 3 _1
t 0 |t 0 =3t t2—t]0 0 0 t2—2t|t¢t

(i) t =0: z3 € R beliebig. Mit der 2. Zeile folgt dann
3332 — X3 = 1,

sodass x9 = % + %1'3. Mit der 1. Zeile erhalten wir

1 1
$1+3<+x3>+x3=1,

3 3
also x1 = —2x3. Insgesamt ergibt sich
0 -2
Lo = T4z 3] 23€eR
0 1

(ii) t=2: LQZ@, da 0z1 4+ Oxo + Ox3 = 0 # 2.
(iii) ¢t #0,t # 2: x3 =t/(t(t —2)) = 1/(t — 2). Mit der 2. Zeile erhalten wir

3 L
Ty T

also x1 = % (1 + t_%) = %i:—% Mit der 1. Zeile erhalten wir

1t—1 1
log 43—~ 4~
R s

alsox; =1— =5 = —%. Insgesamt ergibt sich

-2

(t-1)
1

1
L,={ ——
¢ t—2

Wl

fiir alle t € R\ {0, 2}.



Aufgabe 2 (24+4+1+2=9 Punkte)

Seien

(iv)

5 3 9 3 1

2 4 3 1 3 4 1 0
A=11 1 0 und B=1]2 6 8 2 0
1 2 2 6 2 4 8 0

4 -2 1 —4 3

Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A und folgern Sie, dass A invertierbar
ist.

Bestimmen Sie A1 (Hinweis : Alle Eintrige von A~ sind ganzzahlig.)

Untersuchen Sie die Vektoren

2 1 1
af,01],[2
3 0 2

auf lineare Unabhéngigkeit.

Uberpriifen Sie, ob die Matrix B invertierbar ist. (Hinweis : Betrachten Sie die Zeilen.)

Losung. (i) Es gilt mit der Regel von Sarrus

det(4)=2-1-244-0-1+3-1-2-2-0-2—-4-1-2-3-1-1
—4404+6-0-8—-3=—1#0.

Damit ist A invertierbar.

(ii) Wir benutzen das Gaukverfahren:

2 4 310 0 2 4 3|11 00
1 10/0 1 of 2= 0y —9 —3/-1 2 0
1 2 2/0 0 1) "I \g 0 1 ]-1 0 2
‘ 2 4 0] 4 0 —6
DI, o —2 0] -4 2 6
II—I11+3I111 0 0 1121 0 9
2 0 0]-4 4 6
1=l g 9 0 —4 2 6
0 0 1]/-1 0 2
100[-2 2 3
(o102 -1 -3].
00 1|/-1 0 2



Also gilt
-2 2 3
Al=(2 -1 -3
-1 0 2

(iii) Da die Vektoren die Zeilen der invertierbaren Matrix A sind, sind sie linear unab-
héangig.

(iv) Die 2. und 3. Zeile sind ein Vielfaches vonaneinander (27 = Z3), sodass die Zeilen
linear abhéngig sind.[1] Damit ist die Matrix nicht invertierbar.[1]



Aufgabe 3 (8 Punkte)
Sei

3 -4 0
A=12 0 -3
0 -2 3

(i) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.

(ii) Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor.

Losung. (i) Wir berechnen zunichst die Determinante von A — AE3 mit der Regel
von Sarrus:
det(A —AE3) =3 - A)(=A)B—-A)+(—4)-(=3)-0+0-2-(-2)
— BN (=3) - (22) = ()2 (3= X) =0+ (=)0
=B -A)(-AB3-A)+04+0-6+8-0)
=3 -\ =3\+2)
=B-ANA-1)(A-2).
Damit sind 1,2, 3 die Eigenwerte von A.

(ii) Wir berechnen nun die Eigenvektoren.

(a) A=1:
2 -4 0 2 -4 0 6 0 —12
2 -1 3|2 o 3 -3 23l o 3 =3 | —
0 —2 9 0 —2 9 mi=siAl \ o g
Damit ist
-2
-1
—1
ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
(b) A=2:
1 -4 0 1 -4 0 ) 3 0 —6 1
9 _o9 _g| =20 [ o g I—>3f1+2H 06 -3|=lo
0 —2 1 0 —2 1 HI=SIIHIT \ o g 0
Damit ist
-2
_1
2
-1

ein Eigenvektor zum Eigenwert 2.

10
01
0 0

-2
-1
0



(c) A=3:

0 —4 0 9 -3 -3
9 —3 3|2 (o 4

0 -2 0 0 -2 0
Damit ist

ein Eigenvektor zum Eigenwert 3.

1—41-311
II11—=2111-11

o O @

S O =

S = O

o O
(oM



Aufgabe 4 (34+3=6 Punkte)
Bestimmen Sie alle (komplexen) Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen
und schreiben Sie sie in der Form z = = + iy mit x,y € R.

(i) 22 -2z +3 =234,

Losung. (i) Die Gleichung ist dquivalent zu
22— 22 = =3+ 2V/3i.
Mit quadratischer Ergdnzung ergibt sich
22— 24 (12 = (2 — 1) = —2 4 2V/3i = 4e's.
Also gilt

. 1 V3
z_2e’§“+1_2<2+‘2[z‘>+1_2+\/§i

oder

~ 1 3
z:—2e’%”—|—1:—2 (2—1-\2[1')—#1:—\/32‘.

(ii) Wir substituieren w = 22 und erhalten

w? = —4 = 4¢',
Damit erhalten wir
wy = 2e'2™,
Wy = —26i3™ = 26137
und schlieflich
ile 1 1.
2 =V2e'TT = V2 [ = + —i =141,
2 2
1 1
29 = —V/2e'1T = —\/2 <2 + 2@) =—1-—1,



Aufgabe 5 ((34+2)+(242)=9 Punkte)

(i) Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Konvergenz, Divergenz oder uneigentliche
Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren (eigentlichen oder uneigentli-
chen) Grenzwert:

: _ n+3n’+4w nt
n)n n —
(a) (an)n>1 mit a o ( L)n fiir alle n > 1,

() (bp)n>1 mit by = (@2 fiir alle n > 1.
(ii) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
cos(k)
(a) Zk 1 k;2+l({;+17

k
(b) Y52, Gl

Losung. (i) (a) Firalle n > 1 gilt

n+3n2+mw n2%+3+% n—oo, 3

en2+7  n2 e+ % e
sowie 1 1
Eoym = (14 =) 22 e,
n
Aus den Grenzwertsétzen folgt
n + 3n? +7r(n+1)n n—o0, 3 c_3

en?+7 n e

b) Laut Vorlesung gilt log(n LiECN 00, also 7% 0. Da sin und exp steti
g8 10g( ) g
sind, folgt

sin(ilogl(m) n—00 esin(O) -0 =1

e E—

(ii) (a) Fiir alle & > 1 gilt
cos(k) 1
a1l S e
E+k+1 k
Laut Vorlesung konvergiert > 72, 12 also nach dem Majorantenkriterium

cos(k)
auch 772, k2+k+1-

(b) Fiir alle k € N gilt

k<k+1,
also auch
3k < 3(k+1) und damit 3k +1 < 3(k+1) + 1.
Weiter gilt SIclﬁ = % 3i T Ll 0% = 0. Nach dem Leibnizkriterium konver-
k

giert > 72, (3k+1'



Aufgabe 6 (8 Punkte)

Untersuchen Sie die Funktion

sin(x)

ot falls = €] — 00, 0],

-1 fallsz =0
FROR 24 A=
-5, falls x €]0, 1],
sin(2fz), falls z € [1,00]

in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches auf Stetigkeit.

Losung. In allen Stellen aus R\{0,1} ist f als Quotient, Summe, Produkt und Verket-
tung stetiger Funktionen stetig.
Da sin und exp stetig sind, gilt lim, ,¢sin(z) = 0 = lim,_,0 1 — e*. Aus der Regel von
L'Hospital und der Stetigkeit von cos und exp folgt

sin(z) cos(z) 1

lim ———~=1lim —=— = —1.
z—=01 —e® z—0 —e¥ -1

Damit ist insbesondere

. . sin(x)
1 pu— 1 = —
zl}% f((l?) :El}% 1—e®
Weiter gilt
3 — z?2 -1 —1
ml{,%f(x) :):1{‘% .’IJ2 — X zl\l;r[l) z—1 -1
Zusammen mit f(0) = —1 folgt die Stetigkeit von f in 0.
Weiter ist
- z? -1
li = lim — = lim — = lim — 1) =-2
xl/‘nll f($) :cl/‘rnl 2 —x xl/‘nll z—1 xl/‘rnl (l‘ * )

und da sin stetig ist, gilt aulerdem
lim f(z) = lim sin(B—ﬂ-x) = Sin(3—ﬂ-) =—1.
xr

2\ 1 N1 2 2

Damit ist f nicht stetig in 1.



Aufgabe 7 (44-3=7 Punkte)

(1)
(i)

Bestimmen Sie alle lokalen Minima und Maxima von f: R — R,z + (22 —2z+1)e”.

2

Losen sie das Anfangswertproblem y/(x) = [y(xW’ y(0) = 3.

Losung. (i) Fir alle z € R gilt

fl(x) = (22 — 2)e” + (2% — 22 4+ 1)e” = (2? — 1)e%.

Wegen e” # 0 fiir alle z € R gilt also f'(x) = 0 genau dann, wenn (z —1)(z+1) =
2?2 —1=0oder z € {—1,1} gilt.
Also sind die einzigen Kandidaten fiir lokale Extremstellen 1 und —1. Weiter gilt
fiir alle z € R

() = 2ze® + (2% — 1)e® = (2? + 2z — 1)e®

und damit f”(1) = 2e > 0 sowie f’(—1) = —21 < 0. Damit ist 1 ein lokales
Minimum und —1 ein lokales Maximum.

Wir verlangen von den Studenten nur wie sie es in der Vorlesung gesehen haben,
dass sie das Anfangswertproblem formal l6sen. Sie miissen sich also keine Gedanken
iiber den Definitionsbereich von y machen, oder dariiber, ob einzelne Operationen
mit y legitim sind (d.h. ob sie auf dem Bild von y definiert sind).

Wir kénnen die DGL formal zu

y _ o
dr 3>
oder
yidy = 2%dx
umschreiben. Eine Integration liefert
1 1
fy?’ =_2+c

3

y = v 3+ 3c.

3

fiir ein ¢ € R oder

Mit dem Anfangswert folgt
3 =y(0) = V0 + 3c,

also ¢ = % =0.

Damit ist y : R\{-3} — R,z ~— v/23 + 27 die Losung des Anfangswertproblems.
(Hinweis : Wie 1m einleitenden Text angedeutet, wiirde es hier véllig ausreichen, sowas wie y(x) =
V23 + 27 2u schreiben, also nicht auf den Definitionsbereich zu achten.)



Aufgabe 8

Berechnen sie die folgenden Integrale:

(2+3 = 5 Punkte)
(1) L
x°—4
/0 z+2 4,
(i)

log()
/ e” cos(e”)dx.
log(3)

Losung. (i) Es gilt

/1x24d$:/1 (z+2)(z —2)
0o T+2 0

T+ 2

1
:/ T — 2dx
0

1 1 3

(ii) Mit der Substitution w : [log(%),log(m)] — R,z > e* folgt
log(7) log(7) T
/ e” cos(e”)dx = / v (z) cos(u(x))dr = /
log(5) log(F)

) cos(z)dx = [sin(x)}% =0-1=-1

dx

2

10



