Aufgabe 1 (2,5+2,5+(14+1+1)=8 Punkte)

Es seien die folgenden Funktionen gegeben:

r+4
"R—>R —_
fl 71"_)'1‘2_}_17
for {1,2,3,4,5} x {1,2} — {1,2,...,25}, (n,m) — n™,
fz3: (0;00) = R, 2~ In(z),

fa: R = [0;00), x +— exp(z).
(i) Sei A= {-2,0,%,1}. Bestimmen Sie das Bild von A unter fi, d.h. fi(A).
(i) Sei B = {1,2,15,16}. Bestimmen Sie das Urbild von B unter fo, d.h. f; '(B).
(iii) Fiillen Sie die folgende Tabelle aus.

Schreiben Sie ,Ja“, falls die Eigenschaft auf fo, f3 bzw. fy zutrifft, und ,Nein“, falls
die Eigenschaft auf fo, f3 bzw. f4 nicht zutrifft.

injektiv | surjektiv | bijektiv

Jo
/3
Ja

(Hinweis : Achten Sie genau auf die Definitions- und Zielbereiche der Funktionen!)

Losung. (i) Es gilt[4 - 0,5P]

18 )

, f1(0) =4, f <;) =+ und fi(1) = o

2 18 5
fl(A) = {5747572}

(Hinweis : Es reicht, wenn man nur dic letzte Menge angibt.)

fi(=2) =

(G20 )

sodass|0,5P]

(ii) Es gilt

n\m | 1] 2
1 111
2 21 4
3 319
4 4116
5} 9|25




sodass |4 - 0,5P]

) = {11, 12)}, L1{2D) ={2 D}, ({150 =0, f; 1 ({16}) = {(4,2)},
sodass|0,5P]
f3H(B) ={(1,1),(1,2),(2,1), (4,2)} .

(Hinweis : Es reicht, wenn man nur die letzte Menge angibt.)

(iii) Es gilt:[3 - 1P]

injektiv | surjektiv | bijektiv
fo Nein Nein Nein
f3 Ja Ja Ja

fa Ja Nein Nein




Aufgabe 2 (6 Punkte)

Schwefeldichlorid reagiert nach folgender Gleichung mit Natriumfluorid zu Schwefel-
tetrafluorid, Dischwefeldichlorid und Natriumchlorid:

3:SCly+a-NaF —b-SFy+c-SyCly+d-NaCl.

Die natiirlichen Zahlen a,b, c,d, fiir welche diese Reaktionsgleichung erfiillt ist, lassen
sich durch ein lineares Gleichungssystem berechnen. Stellen Sie dieses auf und losen Sie
es mit Hilfe des Gaubalgorithmus.

Losung 0.1. Das LGS lautet|2P]

3 = b+2 b+2c = 3 0 1 2 3
3-2 = 2c+d 2c+d = 6 0 0 2 116
laSd >
a = d a—d = 0 1 0 0 —1(0/"
a = 4b a—4b = 0 1 -4 0 010

wobei die erste Zeile S, die zweite Zeile Cl, die dritte Zeile Na und die vierte Zeile F'
entspricht. Der Gaulalgorithmus liefert [2P]

o 1 2 0|3 1 0 0 =110 1 0 0 —-110
0O 0 2 1 |6 107 {0 0 2 1|6} vsrv—r [0 0 2 1 |6
1 0 0 =110 o 1 2 03 0O 1 2 0|3
1 -4 0 0|0 1 -4 0 0|0 0 -4 0 1|0
1 0 0 —-110 100 —-1]0
o111 |01 2 0 | 3| Iv—IV+4ll (0 1 2 0|3
0O 0 2 116 002 1|6
0 -4 0 110 0 0 8 1 |12

10 0 —-1| 0

w—iv—4111 |0 1 2 0 3

0 0 2 1 6

0 00 —3|-12

Also gilt nach der 4. Zeile
—3d=-12&d=4

und mit der 3. Zeile folgt
6=2c+d=2c+42c=2&c=1.

Die 2. Zeile liefert
3=b+2c=b+20b=1

und die 1. Zeile liefert schliefflich

O=a—-d=a—4<a=4.



Also|2P]

bzw.

3-SCls+4-NalF — SFy+ S2Cly +4 - NaCl.



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Bestimmen Sie fiir alle ¢t € R die Losungsmenge L; € R3 des linearen Gleichungssys-

2 2t t X 2
-1 1-t 1 x| =11
0 6 t2+6/) \z3 12

Losung. Wir fithren den Gauf-Algorithmus aus:|2P]

2 92 t 2 2 2t ¢ 2 2 2 t 2
11—t 1 1| Hz2HL g o gy | g | HHZIHESIT g 9 94y |4
0 6 t2+6|12 0 6 t2+6/|12 0 0 t2-3t|0

Da t? — 3t = 0 < t = 0 oder ¢ = 3, machen wir eine Fallunterscheidung:[1P]
(i) t =0: Das LGS lautet nun

0 0]2
2 214
0 0]0

S O N

Wir kénnen x5 € R beliebig wihlen. Die zweite Zeile liefert
4 =219+ 2x3 10 =2—1x3

und die erste Zeile lautet
2=2x1 2 =1.

Wir erhalten also[1,5P]

1 1 0
Lo = 2 —x3 ;3 €R P = 2| +z3| -1 i x3 € R
T3 0 1
(ii) ¢t = 3: Das LGS lautet nun
2 6 3|2
0 2 5|4
0 0 0|0

Wir kénnen 3 € R beliebig wihlen. Die zweite Zeile liefert

5
4:2x2+5:c3<:>x2:2—§x3

und die erste Zeile lautet
2 =2x14+6x9 4+ 3x3 =221 +12 — 1bx3+ 323 = 221 + 12 — 1223 & 1 = —5 + bx3.
Wir erhalten also[1,5P]

—5 + 63 -5 6
Ly = 272553 ;3 €R P = 2 | +x3 f% ; x3 €R
T3 0 1



(iii) t # 0 und ¢ # 3: Die dritte Zeile liefert
z3 =0,
sodass mit der zweiten Zeile
4 =219 190 =2
folgt. Die erste Zeile liefert
2=2x1 +2txyg =221+ 4t & x1 =1 - 2t,
also|2P]
1—-2¢

L; = 2
0



Aufgabe 4 (2+4-+2=8 Punkte)
-1 -2 -1 2 1
A=11 1 0], b=|-1 und c¢c=1 1
6 6 1 2 -3

(i) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A und folgern Sie, dass A invertierbar

ist.
(ii) Bestimmen Sie AL (Hinweis : Alle Eintrige von A~ sind ganzzahlig.)

(iii) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme Az = b und Ay = c.

Losung. (i) Wir entwickeln nach der dritten Spalte und erhalten|[1,5P]

st~ (3 ) van (5 2)) 1o

=(-1)-0-0+1=1#0.

7))

Also ist A invertierbar.[0,5P]

(ii) Wir benutzen den Gaukalgorithmus:[4P]

-1
1
6
-1
TTI—IIT—6IT
—1 0
0
-1
I—I1-2IT
—1 0
0
Also gilt

-2
1
6

-2

-1
0

-1
0
1

-1

-1
1

1
0
0
1
1
0

00 1 -2 —1]1 0 0
1 o) = g —1 —101 1 0
0 1 IIT—IIT+61 0 6 -516 0 1
0 0 1 -2 0]1 —6 1
1 ool &= g 1 01 =5
—6 1) N0 0 1)o0 -6 1
4 -1 1001 -4 1
—5 =1 0]-1 5 -1
6 1) " \oo01l0 -6 1
1 -4 1
1 5 -1
0 —6 1
—6
und y=A"te= |7
—9



Aufgabe 5 (1+3+4=8 Punkte)

Lésen Sie die folgenden Gleichungen:
(i) 22 = —2i,
(ii) 22 4 2z 4 9 = 8/3i, (Hinweis : 16> = 256)
(iil) 2z* = 2iz? — 8.

Geben Sie hierbei die Lésungen in der Form a + bi mit a, b € R an.

Losung. (i) Es gilt
22 = —2i = 2¢2™,

sodass|[1P]
isx 1 . 1 .
21:\/564 =2 ——4—@—2 =—1+1,
Z9 = f\fQGi%7r =1-—1.

(ii) Wir gehen wie in Vorlesung 8, Folien 19 & 20 vor. Hierzu schreiben wir die Gleichung
zunéchst wie folgt um:
22 +2:4+9-8V3i=0.

Alsogilt a =1, b=2, ¢ =9 — 8y/3i, sodass

b 2
A:_Z+<2a> = —9+48V3i+1=—-8+8V3i#0.

Wir schreiben nun A in Polarkoordinaten. Es gilt

Al = /(=8)2 + (8v/3)2 = V256 = 16

sowie

Re(A) -8 1 : Im(A)  8V3 V3
cos(p) = \i|)_16__2 und sin(yp) = ]i|)_16_2

sodass ¢ = 27 folgt (vgl. Tabelle). Wir erhalten alsol[1]|
A = 166157,

sodass|2 - 1P]

. . 1 3
2 = 166’%§“—1:461§”—1:4<2—i—i\g) —1=1+2V3i,

2 = —/16€1257 — 1 = —4 (;H‘f) —1=-3-2V3i.



(iii) Wir gehen wie in Vorlesung 8, Folien 19 & 20 vor und benutzen die Substitution
w = z2. Hierzu schreiben wir die Gleichung wie folgt um:

22222 4+8=0< w?—2iw+8=0.

Also gilt a =1, b = —2i, ¢ = 8, sodass

c b2
A=——+|—) =-8-1=-9#£0.
a 2a

Wir schreiben A in Polarkoordinaten (man kann dies direkt tun, da —1 = €'"). Es
gilt
Al = VO F 0F =9
sowie 9
cos(p) = 9 = —1 und sin(p)=—- =0,

sodass ¢ = 7 folgt (vgl. Tabelle). Wir erhalten also
A = 9¢™,
sodass|2 - 1P]

—21
\[e —3i=

A 9 A
wy = —v/9ei2™ — ﬁ = —3i+i=—2i =25

= 3(0+1) + i = 4i = de'2™,

(Um 4¢ und —2i in Polarkoordinaten zu schreiben miissten wir die Rechnungen wie

oben durchfithren. Da i = €/3™ und —i = /37 gelten, kann man dies aber auch
direkt hinschreiben.) Riicksubstitution liefert schlieflich[4 - 0, 5P]

21:26ii”:2(\f+2\f) V2 +iv?2,

z2:—2€ii”:—\f—2\f,

-3 1 1
z —\/§€l4ﬂ—\/§<—+i> =—1+14,
’ NCR)
24:—\/561%”:1—1'.



Aufgabe 6 (44+4=8 Punkte)

Betrachten Sie die folgenden Funktionen:
f:(=1;00) = R, x — exp (cos(z) + In(z + 1)),
g: (—g; g) — R, z — tan(z).
(i) Bestimmen Sie das 2-te Taylorpolynom von f in a = 0.

(ii) Bestimmen Sie das 3-te Taylorpolynom von g in a = 0.

Losung. (i) Es gilt[1 + 2P|

f'(z) = exp(cos(x) + In(x + 1)) (— sin(x) + = 1) ,

T+
2
f"(z) = exp(cos(z) + In(x + 1)) <— sin(x) + - i 1)
+ exp(cos(z) + In(z + 1)) (— cos(x) — (37—5—11)2>

fiir alle z € (—1; 00). Damit folgt|1P]

Thoa(a) = £(0) + FO)(z — 0) + 35" (0)(x — 0)?

1
:e+e-x+§‘(—e)x2
=e+e x—g x2
N 2

fir alle x € R. (Hinweis : Es gilt
exp(cos(z) + In(x + 1)) = exp(cos(z))(z + 1)

fir alle © € (—1;00). Dies erleichiert das Ableiten erheblich.)

(i) Es gilt[3 - 1P]

;. cos(z)cos(x) —sin(z)(—sin(z)) 1 cos(a) 2
9(@) = cos(x)? ' ~ cos(z)? @)™
¢ (x) = —2 cos(z) 3 (—sin(z)) = z(m
mo o (cos(x)cos(z)® — sin(x)3 cos(z)?(— sin(x))

e =2 ey )

B 2cos(:v)2 + 3sin(z)? 21 + 2sin(z)?

N cos(z)4 N cos(z)4

10



fiir alle z € (—%; Z). Damit folgt[1]

Ty05(2) = (0) + ¢/ O)(z — 0) + 36" (0)(x ~ 0 + 29" (0)(z ~ 0)"

1
:0+1-x+0'x2+§x3

L s
—$—|—§l‘

fiir alle x € R.

11



Aufgabe 7 (44+4=8 Punkte)

Betrachten Sie die folgenden Funktionen:

1
f:R? 5 R, (2) > exp(2?) — xo + 3,

3
f:R3 SR, |22 | = 22 exp(an) 4 2y sin(zg + 7) + 1.
3

(i) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f.

(ii) Bestimmen Sie grad(f) In(2)
T

a

Losung. (i) Seia = <
a

) . Dann gilt

1
gra: R =R, 2+ exp(a?) — ag + ~ a3,

3
2 L 3
G2.0: R =R, .+ exp(aj) —z + 3%
sodass
9.a(7) = 2z exp(z?)
gé a(x> =-1+ 332
fiir alle € R. Also[2P]
2a1 exp(a?
mad()(a) = (150,
2
Damit a ein kritischer Punkt ist miissen
2a;1 exp(a?) =0 < a; =0,
a%—le(:)ag:loderagz—l

gelten, sodass|2P)|

() ()

die kritischen Punkt von f sind.

12



(ii) Sei a = | In(2) |. Dann gilt

™

gmlzR—)R,xb—)QxQ—i—x
Ga1: R— R, z+— 4dexp(x) +2
Ga1: R— R, z+— 10+ 2sin(x + )

sodass|3P]
g(/l,l<x) =4z + 17

Gla(@) = dexp(a),
3l5(@) = 2cos(z + )

fiir alle z € R. Damit erhalten wir[1P)]

9
grad(f) In(2) =18
2

13



Aufgabe 8 (6 Punkte)
Betrachten Sie die folgenden Messdaten:

Als Modellfunktion betrachen wir
Jorat R R, t = 21 -0+ 29 - cos (gt>

mit Parametern z;,x2 € R. Fiihren Sie eine lineare Ausgleichsrechnung durch um die
optimalen Parameter z7, 25 € R zu finden.

Loésung. Die Messdaten liefern

fac1,ac2<_1) = —1,
f$1,172(0) = .’EQ,
ffﬂl,%z(l) =71,
fgcl’m2 (2) =211 — x2,
sodass[1P]
-1 0 0
0 1 -1
A= . 0 und y = 1
2 -1
Also|2 - 1P]
-1 0
v, (-1 01 2\|0o 1| (6 -2 oo 1(2 2
AA_<010—1 1o |7 e o) WA =5, )
2 -1
0
r (-1 01 2\[-1] (5
A y‘(o 10 —1)| 1] \=3)
2

Damit folgt[3P]

a2 ()- ()

Die gesuchte Funktion ist damit

1 s
R—=R, t— -t — <—~t).
f%,_l 2 cos 5

14
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