(2,5+2,5+(1+1+1)=8 Punkte)

Aufgabe 1
Es seien die folgenden Funktionen gegeben:
23 +4

:R\{-1} =2 R —
fl \{ } y & x—i—l’
for {—=2,0,2} x{-1,0,1} — {-3,-2,-1,0,1,2,3}, (n,m) — n—m,

f3: R—= R, z — sin(z),
fa:[0;27] — [-1;1], z — cos(z).
1,2}. Bestimmen Sie das Bild von A unter fi, d.h. fi(A). Geben Sie

(i) Sei A ={0,3,
(i) Sei B = {-2,0,1,3}. Bestimmen Sie das Urbild von B unter fo, d.h. f; *(B)

1
hierbei alle vorkommenden Zahlen als vollstdndig gekiirzte Briiche an.
(iii) Fiillen Sie die folgende Tabelle aus.
Schreiben Sie ,Ja“, falls die Eigenschaft auf fo, f3 bzw. fy zutrifft, und ,Nein“, falls

die Eigenschaft auf fo, f3 bzw. f4 nicht zutrifft.
bijektiv

injektiv | surjektiv

Jo
f3
Ja

(Hinweis : Achten Sie genau auf die Definitions- und Zielbereiche der Funktionen!)

Losung. (i) Es gilt[4 - 0,5P]
1\ §+4 11 5
f1(0 :4,f<>:8 =, fi(l) = = und f1(2) =4,
1(0) {5 % 4 1(1) o 1(2)
sodass|0,5P]
fl(A):{gvzlvll}'

(Hinweis : Es reicht, wenn man nur die letzte Menge angibt.)

(ii) Die Tabelle
n\m | —1] 0 1
—2 | -1] -2 -3
0 1 0 | -1
2 2 1




liefert [4 - 0,5P]

=20 = {(=2,00}, f'({0}) = {(0,0)},
f ({1 = {(0,-1), (2. D}, f1({3D) = {2, -1},
sodass[0,5P]
f31(B) = {(=2,0),(0,0), (0, =1), (2, 1), (2, 1)} .
(Hinweis : Es reicht, wenn man nur die letzte Menge angibt.)

(iii) Es gilt:[3 - 1P]

injektiv | surjektiv | bijektiv
fo Nein Ja Nein
f3 | Nein Nein Nein
fa Nein Ja Nein




Aufgabe 2 (6 Punkte)
Natriumhydroxid reagiert nach folgender Gleichung mit Brom zu Natriumbromid,
Natriumbromat und Wasser:

a-NaOH +3-Bry —-b-NaBr +c-NaBrOs +d - HyO.

Die natiirlichen Zahlen a,b, c,d, fiir welche diese Reaktionsgleichung erfiillt ist, lassen
sich durch ein lineares Gleichungssystem berechnen. Stellen Sie dieses auf und 16sen Sie
es mit Hilfe des Gaubalgorithmus.

Losung. Das LGS lautet|2P]

a = b+ec a—b—c = 0 1 -1 -1 010
a = 3c+d a—3c—d = 0 - 1 0 -3 =110
a = 2d a—2d = 0 1 0 0 -=2|0})’
6 b+c b+c = 6 0 1 1 0 |6

wobei die erste Zeile Na, die zweite Zeile O, die dritte Zeile H und die vierte Zeile Br
entspricht. Der Gaufalgorithmus liefert [2P]

1 -1 -1 0 |0 1 -1 =1 0|0
1 0 -3 —-1]0 IT—I1-1 O 1 -2 —-110
1 0 0 —-2(0] rmr—mi-r {0 1 1 =210
0 1 1 0 |6 0 1 1 0|6
1 -1 -1 0|0
i—rr—i (0 1 =2 =110
w—iv-rr [0 0 3 —-1]0
0 0 3 116
1 -1 -1 0|0
w—iv—rrr |01 =2 —-11]0
0 0 3 =110
0 0 0 2 |6
Also gilt mit der 4. Zeile
2d=6<d=3

und mit der 3. Zeile folgt

0=3c—-d=3c—-3<3c=3<c=1.

Die 2. Zeile liefert,

0=b—-2c—d=b—-2-3=b-5&b=5




und die 1. Zeile liefert schliefflich
O=a—-b—c=a—-5—-1=a—-—6<a=06.

Also|2P]

W = Ut O

bzw.
6-NaOH +3-Bry —5- NaBr + NaBrOs + 3 - HyO.



Aufgabe 3 (8 Punkte)
Bestimmen Sie fiir alle ¢t € R die Losungsmenge L; € R3 des linearen Gleichungssys-
tems

1 2 3 T 1
1 2t 2643 |aa] = ¢t
2 242 3t+4/) \as t+1

Losung. Wir fithren den Gauf-Algorithmus aus:|1P]

1 2 3 1 1 2 3 1
L2t 243 | 0 2-2 2 |-
2 2042 3t+4|t+1) N0 202 321
1 2 3 1
L N P P
0 0 t—2| 0
Wir machen eine Fallunterscheidung:[1P)]
(i) t = 2: Das LGS lautet nun
1 2 31
0 2 4|1
0 0 010

Wir kénnen x5 € R beliebig wihlen. Die zweite Zeile liefert
1
1:2{I}2+4{L‘3<:>$2:§*2563
und die erste Zeile lautet

l=214+222+3x3=21+1—4x3+ 323 & 1 = x3.

Wir erhalten also[1,5P]

T3 0 1
Ly = %—2$3 ;3 €R 3 = % +x3 | —2 ; r3 € R
3 0 1

(i) t # 2: Die dritte Zeile liefert dann x3 = 0,[0,5P] sodass die zweite Zeile
t—1= (Qt — 2):112 + 2t$3 = (2t — 2).752

ergibt. Da 2t —2 = 0 < ¢t = 1, machen wir wieder eine Fallunterscheidung:|1]



(a) t =1: Das LGS lautet nun
12 3|1
00 210
0 0 —-11]0
Wir kénnen z9 € R beliebig wihlen. Die erste Zeile liefert

l=21+2x24+3x3 =21+ 2209 & 21 =1 — 229,

sodass|1P|
1—2z9 1 -2
) s xa €R P = 0] 4+ 2 1 i X9 €R
0 0 0

(b) t # 1: Die zweite Zeile liefert
1
t—1= (2t—2)m2<:>x2: 5,
sodass mit der ersten Zeile
l=214+22+3x3=21+12,=0

folgt. Wir erhalten also[2P]

L, = (te R\ {1,2}).

o O



Aufgabe 4 (2+4-+2=8 Punkte)

2 1 -1 -1 -1
A=|1 0 =1}, b=]-1 und ¢c=1 0
5 6 2 2 -1

(i) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A und folgern Sie, dass A invertierbar
ist.

(ii) Bestimmen Sie AL (Hinweis : Alle Eintrige von A~ sind ganzzahlig.)

(iii) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme Az = b und Ay = c.

Losung. (i) Wir entwickeln nach der zweiten Zeile und erhalten[1,5P]

det(A)Z—ldet<<é ;))Wdet((; 21>)_(_1)det<<§ é»

= 8+0+7=-1#£0.
Also ist A invertierbar.[0,5P]
(ii) Wir benutzen den Gaukalgorithmus:[4P]

291 —-1]1 0 0 2 1 —1]1 0 0
10 —1]l0 1 o) =222 ol -1 —1]-1 2 0
56 2|0 o0 1) IS \g 7 9 |5 0 2
2 1 —1] 1 0 0 ) 2 1 —-1]1 0 0
II11—=1I1
ML (g 9 -1 2 o) /2|0 -1 —1]|-1 2 0
0 0 2|-12 14 2 00 1 |-6 71
2 1 0|-5 7 1 0 0]-12 16 2
2 g 1 o0 —7 9 1| 225 1o -1 0] =7 9 1
H=IHITE g g0 1] -6 7 1 0 0 1| -6 7 1
iy (L O0[6 8 1
— = (o1 0|7 -9 —1
H==1E\g 00 11—6 7 1
Also gilt
6 8 1
A= 7 -9 -1
6 7 1
(iii) Nach der Vorlesung gilt|2 - 1P|
0 5
z=A""t=1{0 und y=A"1le= | -6
1 5



Aufgabe 5 (2+2+4=8 Punkte)

Lésen Sie die folgenden Gleichungen in C:
(i) 222 +1 =13,
(i) 22 4+4(1+2i—2) =0,
(iii) 2% — 16 = 10iz2.

Geben Sie hierbei die Lésungen in der Form a + ¢b mit a, b € R an.

Losung. Wir gehen wie in Vorlesung 8, Folien 19 & 20 vor.
(i) Wir schreiben die Gleichung zunéchst wie folgt um:
222 +1-4iV3=0.

Also gilt @ = 2,b=0,c =1 — i/3, sodass

c b\2 I RVE)
A——a+<2a> ——§+27750

Wir schreiben nun A in Polarkoordinaten. Es gilt
2
1\ (V3
Al = —— — ] =1
A=y (-5) + ( : )

Re(A) -1 1 m(a) 4
1

— 772:_7 1 = — =
cos(p) = TN 5 und  sin(yp)

sowie

sodass ¢ = 27 folgt (vgl. Tabelle). Wir erhalten also[1P]

A= ez%”,
sodass|1P]
» 3
z1 = s = = +i\2[,
1= 1 \/g
zg = —€'3" = —— —j—.
2 2



(ii) Wir schreiben die Gleichung zunachst wie folgt um:
2 —4z4+4+8i=0.

Also gilt a = 1,b = —4, ¢ = 4 + 8i, sodass|[1P]

b\? :
A:—c+(2) = —4—8i+4=—8i =827 £0.
a

L y 1 1
2 = V8ei3am — L — 86’2”+2:\/§<—\/§+iﬂ)+2:—2+2i+2:2i,

- b
2 = —\/8el22™ — L = (=24 2i)+2=4—2i
2a
(iii) Wir benutzen die Substitution w = z%. Die Gleichung ist dann dquivalent zu

241022 - 16 =0 < w? —10iw — 16 = 0.

Also gilt a = 1,b = —10¢, ¢ = —16, sodass

b\? ,
A=-1y () — 16— 25 = —9 = 9¢'™ £ 0.
a 2a
Damit folgt|2 - 1P|
i1 b } ) ) i1
wy = V9e2™ — 5 = 31+ 5i = 8 = 8'2",
a
1 b ) ) ) i1
wy = —V/9e'27 — %= —3i+ 51 =21 = 2¢e'2".
a

Riicksubstitution liefert[4 - 0,5P]



Aufgabe 6 (44+4=8 Punkte)

Betrachten Sie die folgenden Funktionen:

f: <—le7r; iﬂ') — R, 2 — In(cos(z) + sin(z)),

1
tan(z)

g: (0;7) = R, x —

(i) Bestimmen Sie das 2-te Taylorpolynom von f in a = 0.

(ii) Bestimmen Sie das 3-te Taylorpolynom von g in a = 7.

Losung. (i) Es gilt[14-2P]

—sin(z) + cos(z)
cos(x) + sin(z)
(= cos(x) — sin(z))(cos(z) + sin(x)) — (—sin(z) + cos(x))(— sin(z) + cos(x))

fi(z) =

fi) = (cos(x) + sin(x))?
_ —(cos(z) + sin(z))? — (—sin(z) + cos(x))?
(cos(z) + sin(z))?
—2cos(z)? — 2sin(x)?
(cos(x) + sin(z))?
9
(cos(z) + sin(x))?

fiir alle 2 € (—1m; 27). Damit folgt[1P]

Toa(r) = (0) + F/(0)( — 0) + 31 (0)(x — 0)

1
:0+1-x+§(—2)x2

:I'—.’L'Q

fiir alle x € R.

10



(ii) Da 1/tan = cos /sin, gilt[3 - 1P|

—sin(z) sin(x) — cos(x) cos(z) sin(z)? + cos(x)? 1

sin(z)?2 N sin(x)?2 " sin(z)?’

g”(a?) —9 Sin(m)73 COS(&Z’) —9 COS(I)

g'(x) =

sin(x)3

3 2

— cos(z)3sin(z)* cos(x)
sin(z)6

2

—sin(x)) sin(z)

g//l(w) — 2(

—sin(x)* — 3 cos(z)? sin(z)?
sin(x)%
B sin(x)? + 3 cos(x)?
sin(z)4
1+ 2cos(x)?
4

=-2

sin(x)

fiir alle z € (0; 7). Damit folgt[1P|

fir alle z € R.

11



Aufgabe 7 (44+4=8 Punkte)
Betrachten Sie die folgenden Funktionen:
f:R? 5 R, <i1> > sin(z1) — 3,
2
iR SR, 22| — 21In(23 + 1) 4+ exp(l — 23).

x3

(i) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f.

_e
(ii) Bestimmen Sie grad(f) Ve—1

ai

Losung. (i) Seia = < ) € R2. Dann gilt

ag
‘R . 2
g1a: R—=> R, x> sin(x) — a3,

92.0: R =R, x+ sin(a) — 22,

sodass

fiir alle z € R. Also[2P]
wad(H)(a) = (“C)).

—2@2

Damit a ein kritischer Punkt is miissen

1 3
cos(a1) =0 a; = §7r oder a; = 577,

—2a9 =0 a2 =0

1 3
a—<0> und a—<0>

die kritischen Punkte von f sind.

gelten, sodass|2P)|

12



e

Ve—1

(ii) Sei a = e—1 |.Dann gilt
1 —1n(2)
Ja1: R—=R, 2+ 2+ 2,
. e
Go2: R—>R, z— \/6_71111(:162 +1)+2,
- e
a3 R=>R, z— NS +exp(l —z),
sodass[3P]
gé,l('r) = 17
e 2z

([ v !
grad(f) ve—1 =1 2
1 —1n(2) -2

13



Aufgabe 8

Betrachten Sie die folgenden Messdaten:
t|-1 0 41
y| 0 -1 5 2

Bestimmen Sie ein Polynom 3. Grades, das die Messdaten interpoliert.

(Hinweis : Die Koeffizienten des Polynoms sind ganzzahlig.)

Losung. Wir machen den Ansatz[1P]
p(t) = x1 + xot + w3t® + x4t® (L €R).

Die Messdaten liefern dann

p(—1) = 21 — 2 + 23 — 24,
p(0) = 1,
1y +1 +1 +1
p 9 =71 2902 4963 8964,
p(l):m1+x2+$3+x4,
sodass|1P]
1 -1 1 -1 0
1 0 0 O -1
A=1, 1 1 1| wd y=] 3
2 4 3 2
1 1 1 1 2
Wir 16sen nun das LGS Az = y:
1 -1 1 —-1]0 1 -1 1 -1 0
1 0 0 O |—1| rrr—»srrr |1 0 0 0 | —1
11 1 3 E—
I 5 71 35 5 8 4 2 1 |12
1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
1 -1 1 —=-1]0
II—II—1 o 1 -1 1 |-1
1rr—rrr—sr |0 12 -6 9 12
IV—SIV—I 0 2 0 9 9
1 -1 1] 0
Iri—rrr—12r7 |10 1 -1 1 | —1
IV—IV—2IT 0 6 —-3|24
0 0 2 0 4
1 -1 1 -1 0
wvosrv—rrr |0 1 -1 1 -1
0 O 6 —-3| 24
0 O 0 3 | —12

14

(6 Punkte)



Damit folgt x4 = —4[1P| und die 3. Zeile liefert[1P]
24 = 6x3 — 3xy = 623 + 12 & 23 = 2.
Aus der 2. Zeile erhalten wir[1P|

—l=ax9—a34+x4=20—2—4=29— 6 290 =25,

sodass|1P]

Ole—l’2+$3—x4:x1—5+2+4:£L‘1+1<:>.%'1:—1.

Das gesuchte Polynom ist also

p(t) = —1+5t+2t> — 43 (t € R).

=N W ke O e
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