Aufgabe 1

Lésen Sie die folgenden Gleichungen:

(i) 22 — 2z +2V3i = -3,

(ii) 2* — 12 = 8iz2.

Geben Sie hierbei die Lésungen in der Form a + b¢ mit a, b € R an.

Losung. (i) Wir gehen wie in Vorlesung 8, Folien 19 & 20 vor. Hierzu schreiben wir

(i)

die Gleichung zunichst wie folgt um:
2 —2z4+342V3i=0.

Also gilt a =1, b= —2, ¢ = 3+ 2/3i, sodass

b 2
A:_C+<2a) = —3-2V3i4+1=—-2-2V3i £0.

Wir schreiben nun A in Polarkoordinaten. Es gilt

A= /(-2 + (-2v3) = VT T2 = 4

Re(A) -2 1 ~Im(A)  —2V3 _ V3

cos(p) = N =7 =73 und  sin(y) = TN 5

sodass ¢ = %7? folgt (vgl. Tabelle). Wir erhalten also
A= 4ei%”,

sodass

4 . 1
2 = 4elé§”+1:2e’§“+1:2<—+z> 11 =13,

: 1
22:—\/1161%%77+1:—2 <—2+Z’\é§> +1=2—3i.

Wir gehen wie in Vorlesung 8, Folien 19 & 20 vor und benutzen die Substitution
w = 2. Hierzu schreiben wir die Gleichung wie folgt um:

A —Riz2—12=0< w? — 8iw—12 = 0.



Also gilt a =1, b= —8i, ¢ = —12, sodass

c b2
A=——+|—] =—4#0.
a 2a

Wir schreiben A in Polarkoordinaten (man kann dies direkt tun, da —1 = €'™). Es

gilt
Al = V2 (0 =4

sowie 4 0
cos(p) = il —1 und sin(p) = 1= 0,
sodass ¢ = m folgt (vgl. Tabelle). Wir erhalten also
A = 4,
sodass
wy = VAT — Zi;i — 2(0+ 1) 4 4i = 6i = 6e'2™,
wy = —v/4el3T — % — 2+ 4i = 2i = 2¢"37,

(Um 6¢ und 2i in Polarkoordinaten zu schreiben miissten wir die Rechnungen wie

oben durchfiihren. Da i = ¢'2™ gilt, kann man dies aber auch direkt hinschreiben.)
Riicksubstitution liefert schliefslich

= V6eii™ = Wg(\f f)
29 = =6 T = —/3 — i3,

:\@eiiﬂzﬁ<\f—|—z\[) 1+,

24 = —\/ieii” =—-1—4q.

\[—l—z\f



Aufgabe 2

Betrachen sie die folgenden Funktionen:

f:(0;00) = R, z — 2%(1 — In(z))
g: R = R, x s sin(x) exp(z? + 1)

(i) Bestimmen Sie das 3-te Taylorpolynom von f in a = 1.

(ii) Bestimmen Sie das 2-te Taylorpolynom von g in a = 0.

Losung. (i) Es gilt

f'(z) = 22(1 — In(z)) + 2> (—1> =z —2zln(x),

T

ff(z)y=1-2 <ln(:1:) + xi) =1-2In(z) —2=-1-2In(z),

f(a) ==

X

fiir alle z € (0; 00). Damit folgt

Tpas(z) = F() + SO~ 1) + 5 /()@ =17 + (1) - 1)
= 11— 1)+ (-~ 1P+ S (-2)( 1)
:1—1-(1’—1)—%@—1)2—%(3:—1)3
flir alle z € R.

(i) Es gilt

cos(x) exp(z? + 1) + sin(z) exp(z? + 1)22 = exp(z? + 1)(cos(x) + 2z sin(x)),
1)2z(cos(z) + 2z sin(z)) + exp(z? + 1)(— sin(x) 4 2sin(x) 4 2z cos(x))
1) (4 cos(z) + 42? sin(z) + sin(z))

g'(x)
9" (x)

exp(z? +
exp(z? +

fiir alle z € R. Damit folgt

Ty02(2) = 9(0) + ¢ (0)( — 0) + 34"(0)(x — 0)?

=0+e-2+0- 27

= €exr

fiir alle x € R.



Aufgabe 3

Betrachten Sie die folgenden Funktionen

f:R? 5 R, <i1> b o7 — 2021 — 2629 + 38 + (71 + 22)? + (21 + 232),
2
~ xl
fiR3 =R, | z2 | — In(sin(z1)? + 1) 4 z9 exp(z3).
x3

(i) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f.

™

(ii) Bestimmen Sie grad(f) \/E@

In(2)

Losung. (i) Seia = (Zl). Dann gilt
2

gla: R=>R, z— 22 — 20z — 26as + 38 4 (z + a2)* + (z + 2a2)?,
9.0: R =R, 2+ af —20a; — 262 + 38 + (a1 + 2)* + (a1 + 22)?,
sodass
91.0(x) = 22 — 20 + 2(x 4 az) + 2(x + 2az) = 6x + 6az — 20
93.0(x) = =26 + 2(a1 + =) + 2(a1 + 22)2 = 6a1 + 10z — 26

fir alle x € R. Also
. 6a; + 6ao — 20
grad(f)(a) = (6@1 +10ay — 26) '

Damit a ein kritischer Punkt ist miissen also

6a; +6a2 —20 = 0 - 6a; +6a2 = 20 - 6 6 |20
6a; +10as —26 = 0 6a; + 10as = 26 6 10|26
gelten, sodass
il
= (1)
2
der einzige kritische Punkt von f ist.
T
(ii) Seia = (% ;(2) 111(2)) . Dann gilt
2
Go1: R =R, 2~ In(sin(z)? + 1) +
In(2)
- 3
Ja1: R =R, z+—In 3 + 2z
jo1: R =R, z 1 <3>+ ! (z?)
: , X n|- exp(x
ga,l 2 ln(2) p



sodass

- B 1 ) _ 2sin(z) cos(x)
ga71(.’E> = m . QSIH([E> COS(CE’) = W
Jua(T) =

g _ B2 = 2z exp(z?
Ja3(@) = ) exp(z”) - 2 ) p(z7)

fir alle x € R. Damit erhalten wir

grad(f) \/Eﬁ = (
In(2)

=~ DO Wi
SN——



Aufgabe 4
Betrachten Sie die folgenden Messdaten:

=J |l
QO D=
—=| =

t

Y
Als Modellfunktion betrachen wir

1

frr2s: (0500) > R, t— 21 + 2o - .

mit Parametern z1,22 € R. Fiihren Sie eine lineare Ausgleichsrechnung durch um die
optimalen Parameter z7, 25 € R zu finden.

Losung. Die Messdaten liefern

1
fm1,.’tz <3> =1 + 31‘27
1
f$1,$2 (2> =T + 25627
fﬂﬁl,m(l) =1+ T2,
sodass
1 3 7
A=11 2 und y=1{3
11 1
Also
1 11 I3 3 6 1/14 6
T - T -1 _ 1 -
A4 <3 1> 1? _<6 14)”(‘4‘4) _6<—6 3)’
7
r (1 11 (11
Ay‘<3 2 1) (%) = \os
1
und damit

1/14 -6\ (11\ 1
% _ (AT g\—=1 4T, _ L _1
v =44 Ay_6<—6 3)(28) 6

(Hinweis : Wir kénnen auch das Gleichungssystem

AT Az = ATy

G&)=(3)

mit dem Gaufalgorithmus lésen. Dies erspart uns das Invertieren von AT A.)
Die gesuchte Funktion ist also
7

1
: (0; - R, t— —2+3-.
forai(0;00) = R, 3 33
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